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1. Wstep

Coz to takiego pojedyncza populacja? Czy wobec bardzo powszechnego prze-
konanmia o ztozonosci otaczajacego nas swiata ozywionego mozna podaé przyklady
istnienia w warunkach naturalnych takiego ukladu? Sadze, Zze nie odpowiadajac
ani twierdzaco, ani przeczgco na to ostatnie pytanie mozna stwierdzié, iz jest parg
powodow, ktore pozwalaja, czy wrecz zmuszaja, do mowienia o pojedynczej populacji.

Tak naprawde uklad, ktorego modele bedziemy rozwazaé, w wiekszosci przy-
padkdéw nie jest rzeczywiscie pojedyncza populacja, czyli grupa osobnikdw jednego
gatunku zajmujacych podobne miejsce w przestrzeni 1 czasie, lecz zwykle ukladem
skladajacym sie z populacji w powyzszym znaczeniu i jej zasobéw. Te ostatnie
w mniej lub bardziej jawnej postact zawsze beda wystepowaly w interpretacjach
omawianych modeli.

To jednak nie wszystko. Oprécz bowiem powyzszego pojedyncza populacja
to uklad, w ktorym dominujg, a przez to 1 najbardziej nas interesuja, mechanizmy
1 procesy wynikajace z tego, co si¢ dzieje wewnatrz populacji, pomiedzy tworzacymi
ja osobnikami. Analiza pojedynczych populacj jest wigc proba wyjasnienia nurtu-
jacych ekologi¢ od dawna problemow zwiazanych z wewnetrzng regulacja liczebnosci.

Ekolog pra.CUJacy w terenie spotyka si¢ najczesciej z problemami blocenotycznyml
dotyczacymi d‘uzych, wielogatunkowych ukladow ekologicznych. Pojedyncza po-
pulacja, jej teoria 1 eksperymenty z nig zwiazane sg natomiast wynikiem potrzeb
1 klopotéw narastajacych wraz z rozwojem teoretycznych rozwazan w ekologii.
Teoria pojedyncze] populacji moze mie¢ rézne znaczenie 1 pelni¢ rézng role, zawsze
beda to jednak rozwazania o najprostszym i, jak niektorzy uwazaja, takZze podsta-
* wowym ukladzie ekologicznym.

Matematyezne modele dynamiki pojedynczych populacyi maja bardzo dluga
tradycje. Pierwsze powstaly na wiele stuleci przed tym, zanim pojawilo si¢ stowo
ekologia (patrz: rozdz. 10). W ciggu ostatnich stu lat uformowala si¢ zwarta, mate-
matyczna teoria pojedynczej populacji, ktérej modele maja jeden wspdlny korzen —
praktycznie wszystkie wywodza sie od rdwnania logistycznego lub jego uogdlnien.
Smiato dzi§ mozna tej galezi ekologii matematycznej przypisaé przymiotnik kla-
syczna, przede wszystkim dlatego, zeby podkresli¢, ze jest to twor juz raczej zamkniety
1 ktory, jak si¢ to czuje ostatnio coraz powszechmej, swoje zadanie w ekologil juz
wypelnit. Mimo bewiem wewnetrznej spojnosci nie wytrzymuje ta teoria konfron-
tacji z rzeczywistoscia.

Zanim jednak pdjdziemy dalej 1 zaczniemy budowaé modele inne, nieklasyczne,
warto spojrze¢ do tylu, aby zrozumie¢ droge; jaka przeszliSmy.
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2. Rownanie logistyczne

Zainteresujmy sie szybkos$ciag zmian liczebno$ci czy tez zageszczenia populacji.
Przyjmijmy, ze w dwoch s3siednich chwilach czasu #; 1 ¢, takich, ze ¢, <?,, zmie-
rzono zageszczenie populacji. Rowna si¢ ono odpowiednio N (¢,) 1 N (¢,). Zmiana
zageszczenia jest rowna N (¢,) —N (¢;). Natomiast szybko$¢ tej zmiany moZna
oszacowaC przez iloraz (N (t,)—N (t1))/(t2—11).

Zrobmy zalozenie o cigglosci procesdw zachodzacych w populacjl. Przyjmijmy

zatem, ze w kazdym, nawet najkrotszym, odcinku czasu dzieje sie co$, co wpltywa

na dynamike jej zageszczenia. Niech to bedzie np. populacja z zachodzacymi na siebie

~ pokoleniami i niech w kazdej chwili kto$ sie rodzi i kto$ ginie. Przy takim zalozeniu

mozna przeSledzi¢ kolejne oszacowania szybkos$ci zmian zageszczenia, jesli chwile

czasu t, 1 t, zblizajg si¢ coraz bardziej do siebie. W granicy, kiedy ¢, jest nieskon-
czenie blisko 7,, co zapisujemy '

ARG ' (2.1)

oszacowanie szybkosci zmian zaggszczenia zmierza do wielkosci d/N/dt, ktora nazy-
wamy pochodng zageszczenia po czasie

N(t)-N(t)  dN

PR - dr : (2.2)

Ta ostatnia wielko$¢ nie jest juz oszacowaniem szybkosci zmian zageszczenia
w pewnym odcinku czasu, co prawie zawsze mozna policzy¢ dysponujac danymi
eksperymentalnymi, ale szybkoScia zmian zageszczenia dokladnie w chwili ;.

Jest to pewna matematyczna idealizacja uzyskana dzieki przethumaczeniu na jezyk
matematyczny zalozenia o cigglosci procesow w populacji.

Na tym etapie budowy modelu matematyka w sposéb istotny wkracza w opis
Swiata. Ta ingerencja zostawia §lad. To, co bylo intuicyjnie oczywiste — szybkosé
zmian zageszczenia — po odbiciu w zwierciadle matematyki nabiera cech wielkoSci
nieskonczenie matych, zbiega do granicy i wymaga ciagloéci proceséw. Idealizacja
ta jest ceng, ktora placimy decydujac si¢ na wszystkie dobrodziejstwa matematyki. _
Brniymy wigc dale;.

W klasycznej ekologii matematycznej interesuje nas szybko$¢ zmian zageszczenia
populacji przypadajaca $rednio na jednego osobnika. Oszacowanie jej na pod-
stawie danych o zageszczeniach w kolejnych chwilach czasu mozna przedstawié
W postaci wyrazZenia ((N (t,)—N (rl))/(tz—tl))/N (t,). Matematycznym za$ jej od-
powiednikiem jest (dN/d¢)/N.

Bardzo czesto zestawia si¢ ze soba zagqsiczenie 1 szybkos$¢ per capita jego zmian.
JeslibySmy analizowali populacje rzeczywiste, to w duzej liczbie przypadkow oka-
zatoby sig, ze dla malych zageszczen szybko$¢é per capita zmian zageszczenia jest
dodatnia, ale mata, i poczatkowo wzrasta przy zwiekszaniu si¢ zageszczenia (rys. 1).
Po osiagnigciu maksimum dalszemu wzrostowi zageszczenia towarzyszy jednak jej
spadek. Zestawienia takie robi si¢ zreszta bez Zzadnego glebszego uzasadnienia,
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a obserwowane zaleznoSci nie muszg by¢ wyrazem jakiegokolwiek bezposredniego
zwigzku przyczynowego, a jedynie moga dawac Swiadectwo statystycznej korelac
miedzy tymi dwiema zmiennymi.
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Hypothetical relation between the: per capita rate Zageszczen e
of density changes and the density Deénsi

Proces konstrukcji klasycznego modelu dynamiki zageszczenia pojedynczej po-
pulacji sprowadza si¢ do zapisania w postaci wyrazenia matematycznego, od czego
zalezy szybko$S¢ zmian zageszczenia przypadajagca na jednego osobnika. Trzeba
wiec do nastepujacego niekompletnego réwnania dopisaé prawa strong

E gl
N de

=9 ' (2.3)

Za takim podejsciem do zagadnienia kryje si¢ bardzo istotne ekologiczne zato-
zenie. Musimy bowiem w tym momencie przyjaé, ze szybkoS$¢ per capita zmian
zageszczenia dobrze odtwarza to, co si¢ dzieje w populacji, innymi stowy, Ze cale
bogactwo interesujgcych nas procesow znajduje jednoznaczne odbicie w jej zmianach,
a te ostatnie sg na tyle fatwo uchwytne, iz jesteSmy w stanie opisa¢ je matematycznie
1 umiesci¢ po prawej stronie rownania (2.3).

Jesli ograniczymy si¢ do takiego obszaru, gdzie obserwuje sic wspotwy-
stepowanie malejacych wartosci szybkoSci per capita zmian zageszczenia
1 wzrastajacych wartoSci zageszczenia (a dla wielu populacji taka wspolzmiennos$¢
obserwowa¢ bedziemy w calym zakresie zmian zageszczenia), to najprostszym za-
fozeniem, ktére mozemy zrobi¢, aby bez glebszego zastanowienia, rzeklbym wrecz
bezmysSlnie, wypelié¢ luke po prawej stronie rownania (2.3), jest przyjecie, ze szyb-
koS¢ per capita zmian zageszczenia zalezy od zageszczenia 1 to w taki sposéb,
1Z wzrost zageszczenia powoduje jej liniowy spadek.

Zakladamy wiec, Ze i1stnieje zalezno$¢, bardzo istotna dla modelu pojedynczej
populacji, miedzy zmiennymi, ktére w istocie moga nie by¢ zwiazane bezposrednim
zwiazkiem przyczynowym. Malo tego. Jesli wyobrazimy sobie wykres, na ktorego
os1 pionowe] odlozona bedzie szybkos$C per capita zmian zageszczenia, na poziome;
za§ zageszczenie, to punkty do$wiadczalne tworzyé beda na nim rodzaj chmury
(rys. 2). Nie jest takie pewne, czy zalezno$¢ liniowa najlepiej do takiego wykresu
- pasuje. Jest to kolejne ustepstwo na rzecz pewnych kanonéw postepowania w mate-
matyce. Jezeli nie znamy rzeczywistej zaleznoS$ci, to uzywamy najprostszej, czyli
liniowe).
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Rys. 2. Malejaca, liniowa zaleznos¢ miedzy szybkoscia per capita zmian zageszczenia a zageszcze-
niem uzywana w rownaniu logistycznym. Mozna ten rysunek traktowac jak ilustracje dopasowania
funkcji liniowej do prawej strony wykresu przedstawionego na rys. 1. Punkty odpowiadajg hipo-
tetycznym danym doswiadczalnym. Punkty przecigcia linii prostej z osia pionowa i1 poziomg zostaty
nazwane zgodnie z tradycyjnymi oznaczeniami uzywanymi w rownaniu logistycznym

The decreasing linear relation between the per capita rate of density changes and the density used
in logistic equation. This figure can be treated as an illustration of fitting the linear function to the
right side of curve in Figure 1. The points correspond to hypothetical experimental data. Intersection
points of straight line with vertical and horizontal axes were named according to traditional symbols
used in logistic equation

Stosujgc tradycyjne oznaczenia przyjete na rys. 2 mozna teraz réwnanie opisu-
jace szybkos$¢ per capita zmian zaggszczenia napisa¢ w postaci

1 dN (1 N) ;
N 7 g A/

lub po prostych przeksztaiceniach w innych réWnowaznych formach

ik (1 N)N 2.5
dF K (2)
lub
N Ny 26
PR " (45

gdzie r 1 K sq pewnymi stalymi. Trzy ostatnie rownania s3 trzema postaciami row-
nania logistycznego opisujacego zmiany zageszczenia lub liczebnosci pojedynczej
populacji.

Jakie wnioski wynikaja z takiej postaci modelu? Zageszczenie populacyt nie
zmienia si¢, gdy szybko$¢ zmian zageszczenia réwna sig zeru, to znaczy gdy dN/d¢=0.
Przyréwnujac prawa strone rownania (2.5) do zera uzyskujemy rownanie

=% '
r l""}:{"‘ N=0 « (2.7)
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ktérego rozwigzaniami wzgledem N sg N=0 i N=K. Oznacza to, ze jesli w chwili
poczatkowej zageszczenie jest rowne zeru lub K, to we wszystkich chwilach pdzniej-
szych pozostaje rowne odpowiednio 0 1 XK (rys. 3). Wartosci 0 1 K sg to tzw. punkty
osobliwe réwnania logistycznego.

Rys. 3. Ilustracja tego, jak wygladaja rozwigzania
N (t) ré6wnania logistycznego w zaleznosci od po-
czatkowej wartosci zageszczenia N, w poczatkowej
chwili 7,

An illustration of N (¢) solutions of logistic equation
depending on initial density N, at initial instant #,

Co sie jednak dzieje, jesSli zageszczenie w chwili poczatkowej nie jest rowne
zeru ani K? Zeby odpowiedzieé na to pytanie, trzeba rozwiazac¢ rownanie logistyczne,
ktore z matematycznego punktu widzenia jest rownaniem rozniczkowym zZwyczaj-

nym rzgdu pierwszego (patrz: rozdz. 11). Rozwiazaniem réwnania logistycznego

jest nastepujaca funkcja opisujaca zaggszczenie w zaleznosci od czasu

K
K—N,
‘Né

N(t)=—
Lo

(2.8)

e—r (t*"'tg)

}

gdzie N, jest poczatkowym zageszczeniem w poczatkowej chwili czasu f#,.
Yatwo sprawdzi€, ze rzeczywiscie N (t,)=DN,, ale jak mozna sprawdzi¢ takze

lIim N (¢)=K VG s

t—00
dla No#0 1 Ny#K. Oznacza to, ze jesli w chwili poczatkowej zageszczenie bylo
rézne od zera i K, to z uplywem czasu bedzie si¢ ono zblizaé coraz bardziej do war-
toSci K. Dokladniej mdéwiac, jezeli w chwili poczatkowej zageszczenie bylo mniejsze
od K, to w kolejnych chwilach czasu bedzie ono asymptotycznie i monotonicznie
rosnaé do wartosci K, jezeli natomiast na poczatku byto wieksze od K, to bedzie
asymptotycznie 1 monotonicznie male¢ do tej ostatniej wartosci, tak jak to przed-
stawiono na rys. 3. Jeszcze inaczej mozna powiedzieé, ze dla rownania logistycznego

N=0 jest niestabilnym punktem rownowagi, natomiast N=K jest stabilnym punktem
rownowagi.

7
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W zwiazku z powyzszym state r 1 K wystepujace w rownaniu logistycznym majg
swoje interpretacje. Je§li bowiem N jest male w poréwnaniu z K, to jak wynika
z rOwnania (2.4), zageszczenie przyrasta z szybkos$cia per capita rowng r

12 AN N '
N-dr T dla ?MO (2.10)
Dlatego tez r nazywa si¢ prawdziwa, niezakldcong szybkos$cia per capita przyrostu
populacji. Jest to jednocze$nie najwicksza szybko$¢ per capita przyrostu zageszczenia,
jaka wystepuje w rownaniu logistycznym.

Natomiast, jesli N jest bliskie K, to

N
I —+—a0 dla N~K (2.11)
K _
1 zageszczenie populacjli prawie si¢ nie zmienia, jest praktycznie rowne K. Moizna
wiec powiedzieC, ze N=K jest zageszczeniem populacji pozostajace] w stabilnej
rownowadze w Srodowisku. Uwaza si¢, Ze stala K w rownaniu logistycznym cha-
rakteryzuje §rodowisko i nazywa sie ja pojemnoscia Srodowiska.

Ze stalg r zwigzana jest jeszcze jedna charakterystyka rownania logistycznego.
Jest nig tzw. czas Tk powrotu do polozenia réwnowagi. Ogdlnie rzecz biorac, czas,
po jakim osiagnigte zostanie zageszczenie zblizone do roéwnowagowej wartosci K,
zalezy od zageszczenia poczatkowego. Widaé jednak, ze im wigksze jest r, tym
szybciej zmienia si¢ zageszczenie, zwlaszcza w fazie poczatkowej, i dlatego przyjmuje
sie, iz czas powrotu do polozenia réwnowagi dla réwnania logistycznego dany jest
réwnaniem |

1

3. Uogolnienia rownania logistycznego

Lotka (1925) zapisal model dynamiki pojedynczej populacji w postaci naste-
pujacego rownania

L N i - .
A an T (3.1)

Jest to naturalne uogolnienie postgpowania przyjetego w poprzednim rozdziale dla
konstrukcji réwnania logistycznego. Istota tego podejscia jest zalozenie, ze szybkos¢
per capita zmian zageszczenia jest funkcja tylko zageszczenia. Zgodnie z tym po
prawe] stronie rownania (3./) umieszczona zostala pewna ogolna funkcja zagesz-
czenia.

Roéwnanie (3.1) staje si¢ roGwnaniem logistycznym, gdy przyjmiemy, Ze funkcja
f(N) jest lintowg, malejgca funkcja zageszczenia

N
J(N)=r (1 —-K—') (3.2)
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Moze tez byc innym rownaniem w zaleznos$ci od postaci funkcji f(N), Ja.kq wybie-
'rzemy z wielu biologicznie uzasadnionych.

Jezeli zalozymy, Ze szybkos$¢ per capita zmian zaggszczenia jest stala 1 rowna r

L FV)=r ' (3.3)
to rownanie
dN
P L b (3.4)

jest rownaniem Malthusa opisujacym eksponeﬁcjalny wzrost (gdy r>0) lub spadek
do zera (gdy r<O0) zageszczenia. Rozwigzanie tego rownania ma postaé

N (t)=N0 e" (t—10) | (3.5)

gdzie Jak poprzednio N, jest poczatkowym zaor@szczemem w poczatkowej chwili
czasu t, (rys. 4).

Rys. 4. Tlustracja zaleznosci rozwiazania rownania eks-
ponencjalnego (3.4) od wartosci parametru r
Ilustration of the relation between solution of expo-
nential equation (3.4) and the parameter value r

Mozna z kolei zalozyé, ze

K
f(N)=rln (_1\7) (3.6)

gdzie r 1 K sa stalymi o interpretacjach podobnych, przynajmniej dla K, jak w przy-
padku réwnania logistycznego. Dostajemy wtedy tzw. rownanie Gompertza

G (K)
i =rIn N (3:))

Wykres funkcji f(N) dla tego réwnania przedstawiono na rys. 5. Rozwigzaniem '
réwnania Gompertza jest funkcja, ktora podobnie jak rozwigzanie réwnania lo-
gistycznego opisuje asymptotyczne zmierzanie zageszczenia do wartosci réwno-
wagowe] K.
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Rys. 5. Wykres funkcji f(N) stojacej po prawej stronie
N rownania Gompertza (3.7)

Graph of function f (N) on the right side of Gompertz
equation (3.7)

Wroémy do ogolnej postaci omawianego tu modelu pojedynczej populacii.
Rownanie (3.1) przepiszmy w nastepujacej postaci
dN | |
NP i (3.8)

Prawa strong rownania (3.8), czyli funkcje f (V) N, mozna roztozy¢ w szereg Taylora
w poblizu N=0. Jezeli przez N; oznaczymy pewne zaggszczenie bliskie zeru, to
wartos¢ funkcji f (N ) N w punkcie N, mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej sumy

d (f(N)N) a2 (fW)N) |
N=0+ dN ZJ:*;T_IL 0+ R ir39)

| J((NﬂAﬁ"’"f(N)]\'ri

gdzie kropkami oznaczono obecno$¢ wyrazow wyzszych rzedow — skladnikow,
ktore sa iloczynami pochodnej i-tego rzedu 1 i-tej potegi zageszczenia (=3, ...).
Zakladamy, Zze ma miejsce taka sytuacja, iz wyZsze wyrazy w rozwinieciu
w szereg Taylora mozna zaniedbaé. Oznacza to, ze albo pochodne rzedéw wyzszych
niz drugi sg prawie rowne zeru, albo zageszczenia sa tak mate, ze ich wyzsze niz
druga potegl niewiele roznia sie¢ od zera.
Jesli zageszczenie rowna si¢ zeru, to szybkos$¢ jego zmian tez jest rowna zeru, wiec

f(NN| =0 | (3.10)
| N=0 |
Ostatecznie po podstawieniu d (f(N)N)/dN| =aid®(f(N)N)/dN? =bdo
| | N=0 N=0 .
rownania (3.9) otrzymujemy
S (N) N=aN+bN? (3.11)

Poréwnujac to ostatnie rownanie z prawa stroﬁq rownania logistvycznego w postaci
(2.6) mozna zauwazy¢, ze jesli przyjmiemy

a=r (3.12)

b= —— (3.13)
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to obie te prawe strony daja identyczne rOwnanie opisujace zmiany zageszczenia.
Mozna wigc powiedgie¢, z¢ w dowolnym modelu pojedynczej populacji o postaci
(3.1) tkwi ,,jadro logistyczne”. Dla malych zagegszczen mozna bowiem takie rowna-
nie sprowadzi¢ do rownania logistycznego, pod warunkiem oczywiscie, Ze¢ mate-
matyczne zabiegi zwigzane z rozlozeniem funkcji f(N) N w szereg Taylora nie
przecza biologii.

Ten tak ladnie i zwigzle uogdlniony przez Lotke sposob matematycznego opisu
pojedynczej populacji zmusza do przyjecia pewnych zalozen odnosnie do opisy-
wane go ukladu. W szczegdlnos$ci zatozeniami tymi obwarowane jest rownanie logi-
styczne. Jest sprawa niezmiernie istotng, aby z istnienia owych zatozen i wynika-
jacych z nich ograniczen zdawac sobie sprawe. Zalozenia te tworza nastgpujaca liste:

1. Wszystko, co si¢ dzieje w pojedynczej populacji, a co ma wplyw na jej dyna-
mike, zalezy od liczebnosci lub zageszczenia.

2. Wszystkie procesy przebiegaja w populacji w sposéb ciagly. W kazdej chwili |

kto§ si¢ rodzi, ktos umiera lub migruje. Pokolenia zachodza na siebie.

3. Srodowisko jest stale w czasie. '

4. Zmiany w liczebnosci lub zageszczeniu oddziatuja w sposob natychmiastowy.
‘Nie ma zadnych opodznien czasowych.

5. W calym zakresie zmian liczebnosci lub zaggszczenia obowigzuja te same
mechanizmy. Nigdy nie wlaczaja sie efekty losowe.

6. Organizmy tworzace populacje sa jednakowe, a ich cechy stale w czasie.
Traktuje sie je jak identyczne molekuly. '

7. Nie uwzglednia si¢ w opisie przestrzeni. Jest ona jednorodna. Takze zjawiska
zachodzace w populacji sg jednorodne w przestrzeni. Kazdy osobnik oddziatuje
ze wszystkimi innymi. Umozliwia to jednoznaczne przejécie od liczebnosci do za-
geszczenia 1 odwrotnie. '

T t

Rys. 6. Wykres funkcji N (¢), ktora moze by¢ (a) 1 ktoéra nie moze by¢ (b) rozwigzaniem rOwnania
postaci (3.1)

Graph of function N (¢) which can be (¢) and cannot be (5) a solution of the equ‘étion form (3.1)

Jesli sie zaakceptuje ogolne podejscie zaproponowane przez Lotke, a co za tym
idzie takze powyZsze zalozenia, to okazuje si¢, Ze nie mozna przekroczy¢ pewnych
ograniczen przez nie narzucanych. Mozna udowodni¢, iz wéréd rozwigzan rownania

11
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“(3.1) nie ma rozwigzan oscylacyjnych. Jedynymi rozwigzaniami, jakie mozemy

uzyska¢, sa funkcje state lub funkcje monotoniczne (rys. 6). Jezeli rozwigzania sa
ograniczone, to daza asymptotycznie do pewnych stalych wartoSci zaggszczenia.
Nie otrzymujemy wiec tak czesto obserwowanych w ukladach rzeczywistych trwa-
lych Iub zanikajacych oscylacji wokot polozenia réwnowagi.

Dalszy rozwd] matematycznej teorii pojedynczej populacji poszedt w kierunku
badania skutkow usuniecia jednego lub paru wcze$niej wymienionych zalozen.
Takie zabiegi stwarzaja mozliwo$ci formulowania troche innych modeli, ale przede
wszystkim zwigkszajga skale zachowan uzyskiwanych w ten sposob rozwigzan. Jak
si¢ okaze, efekty odrzucenia niektorych zatozen moga by¢ wrecz zaskakujgce.

- Ze wzgledu na wspomniang wczesniej cigglo$¢ procesow w populacji wiekszos¢
prezentowanych w tej pracy modeli postugiwaé sie bedzie zageszczeniem. Zagesz-
czenie bowiem moze przyijmowaé¢ dowolna rzeczywista wartos¢ wigksza lub rowna
zeru, natomiast liczebno§¢ moze by¢ tylko dodatnig liczba catkowita. Jednakze
interpretacje modeli sg latwiejsze, gdy myslimy o N jako o liczebnosci. Dopdki
obowigzuje zalozenie 7, a ono nie bedzie odrzucone w zadnym Z prezentowanych
poOznie) modeli, nie tha w tym zadnej Sprzecznoscl.

4. Pojedyncza populacja w Srodowisku zmiennym w czasie

Parametr K, zwany pojemnoscia Srodowiska, ma w rownaniu logistycznym
interpretacj¢ zageszczenia, przy ktorym populacja moze trwaé w srodowisku w row-
nowadze. Do tej pory K bylo stale! Zaléozmy teraz, ze pojemnos¢ srodowiska zmienia
si¢ w czasie. Przyjmijmy jednak, Ze zmiany nie sa wywolane wzajemnym Sprzeze-
niem pomigdzy populacja a jej zasobami, co nalezaloby opisa¢ ukladem dwoch
rownan, jednym dla zageszczenia populacji, drugim dla jej zasobow, lecz sa narzu-
cone z zewnatrz. Na przyklad w celu nasladowania sezonowych zmian Srodowiska
uzyjemy nastepujacej funkcji okresowej

K (t)=K,+ K, cos (2rt/9) (4.1)

gdzie K,, K; 1 3 sg stalymi, oraz K,>K;, zeby K (¢)>0 (rys. 7a).

Interesowaé sie bedziemy zachowaniem rozwiazan tak zmodyfikowanego réw-
nania logistycznego, jednakze nie w poczatkowej fazie wzrostu, lecz po uplywie
pewnego, dostatecznie dlugiego okresu. Matematyczne szczegdly rozwigzywania

tego typu rownan mozna znalez¢ u Poluektova (1974), natomiast bardziej
jakosciowe wprowadzenie w pracy Maya (1981).

W podstawowym rownaniu logistycznym mamy N (1)— K. Intuicyjnie jest jasne

t—00

ze _]esll czas powrotu do poltozenia rownowagi dany roOwnaniem (2.12) jest znacznie
wigkszy niz okres drgan pojemnos$ci Srodowiska wokot polozenia Sredniego K|
(okres ten jest rowny odwrotnosci 9), to dynamika zageszczenia nie bedzie odczu-
waé zmian Srodowiska, usredni je w pewien sposob. Okazuje sig, Zze po wystarcza-
jaco dhugim czasie zaggszczenie wykaze nieznaczne oscylacje wokot pewnej wartosci
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sredniej polozonej ponizej Sredniej K, dla oscylacji pojemnosci srodowiska (rys. 7b).

Odlegtos$¢ tych dwoéch Srednich jest proporcjonalna do VK 2 K ¢ . Jesli natomiast
czas powrotu do potozenia rownowagi T jest maly w porownaniu z okresem oscy-
lacji srodowiska, to zageszczenie bedzie nasladowaé zmiany tego ostatniego (rys. 7c).

~l

Rys. 7. Rownanie logistyczne z okresowo zmieniajaca si¢ pojemnoscig sSrodowiska

a — ilustracja okresowych zmian pojemnosci srodowiska, zaznaczono amplitude K; i1 okres a‘)‘
b — zmiany N (¢) wywolane okresowymi zmianami pojemnosci Srodowiska, gdy Tk jest duze w po-
rOwnaniu z ¥, ¢ — zmiany N (¢) gdy Tk jest male w porOwnaniu z &

Logistic equation with a periodically changing carrying capacity

a — illustration of periodical changes of carrying capacity, amplitude K; and period ¢ are indi-
cated, b — N (¢) changes caused by periodical changes of carrying capacity, where Tk is high as
compared with 9, ¢ — N (¢) changes when TR is small as compared with ¢

Dokladnie tak samo przedstawia sie sytuacja, kiedy pojemnos¢ srodowiska nie
wykazuje okresowych zmian, lecz podlega losowym fluktuacjom wokot wartosci
Sredniej K,. Podobnie jak w poprzednim przypadku o zachowaniu uktadu po wy-
starczajaco dhugim czasie decyduje relacja miedzy czasem powrotu do polozenia
rownowagi a pewna stala czasowa charakteryzujacqa losowe zmiany Srodowiska.
Takze 1 teraz, jesli fluktuacje srodowiska sa ,,szybkie”, zagegszczenie usredniajac
do pewnego stopnia zmiany srodowiska podlega losowym zmianom wokot Srednie;,

ktora od K, jest mniejsza o wielko$¢ proporcjonalng do ]/K 5—K?% , gdzie tym razem
K, jest pewna miarg odchylen od $redniej pojemnosci srodowiska K.

W tym miejscu po raz pierwszy stykamy si¢ z problemem losowego wymierania
populacji. Jesli bowiem fluktuacje sSrodowiska sg gwattowne, to K; moze by¢ na tyle
duze, ze Srednie zageszczenie populacji spadnie do wartosci tak malych, iz fluktu-
acje wokot tej wartoSci maja duze szanse na sprowadzenie zageszczenia do zera.

13
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5. Modele z opoznieniem czasowym

Mozna wskaza¢ przyklady takich sytuacji, kiedy rozmnazaja sie tylko osobniki
w wieku 7. Zakladamy, ze an1 miodszy, ani starszy osobnik nie jest w stanie si¢
rozmnozyé. SzybkoS¢ per capita zmian zageszczenia w chwili ¢ zaleze¢ bedzie od
zageszczenia osobnikéw o wieku ' w chwili #, czyli od zagegszczenia osobnikoéw,
ktore urodzity si¢ w chwili £—7"1 dozyly do chwili #. Nie znamy jednak zageszczenia
osobnikow, ktore urodzily si¢ w chwili 1 —7, wiemy jedynie, Zze zageszczenie calej
populacji rownalo si¢ wtedy N (1—T). Zalézmy dalej, ze jezeli w chwili t—T za-
geszczenie bylo male, to urodzito si¢ wiele mtodych i odwrotnie, jesli N (¢t —T") byto
duze, to urodzito si¢ mato osobnikéw mlodych. Nie znamy zalezno$ci miedzy liczbg
nowo urodzonych w chwili t—T7 a N (¢ —T), wigc przyjmijmy najprostsza — male-
jaca, lintiowa zalezno$¢. Jesh dla parametrow uzyjemy oznaczen takich jak wczes$nieji
to rownanie dynamiki pojedynczej populacji mozna napisa¢ w nastepujacej postac,

L ANy ( N(-t—T))
N, A R

(5.1)

Jest to tzw. rownanie logistyczne z opdznieniem czasowym wprowadzone po
raz pierwszy przez Hutchinsona (1948). PostaC tego rownania oraz wilasci-
woscl jego rozwigzan sa konsekwencjami odrzucenia zalozenia 4 (patrz rozdz. 3)

sposrod zalozen, ktorymi obwarowana jest podstawowa forma rownania logi-
stycznego.

Istnieje jeszcze 1nna interpretacja rownania (5./). Wyobrazmy sobie uklad
roslinozerca — roslina. Roslina moze byC zjedzona tylko, gdy osiagnie wiek 7. Ani
mlodsze, ani starsze rosliny nie sa zjadane. Wiek T jest takze wiekiem, w ktorym
roslina rozsiewa nasiona. JeSli jednak zostanie zjedzona, nasion nie rozsieje. Pro-
dukcja potomstwa roSlinozercow w chwili ¢ zalezy od liczby ros$lin zdatnych do
zjedzenia w tejze chwili, czyli takich, ktore sa wtedy w wieku 7. Ta ostatnia zalezy
od tego, jak intensywnie eksploatowani byli w chwili t—7 rodzice roslin, ktére
teraz sa w wieku 7. Jeéli zageszczenie N (t—T) roélinozercéw bylo duze, to inten-

- sywnie eksploatowani rodzice wydali niewicle potomstwa, ktére teraz jest w wieku

.. konsumpcyjnym”. Jezeli N (t—T7) bylo male, sytuacja jest odwrotna. Mozna teraz
zapomnie¢ o ro$linach i przyjaé najprostsza liniowa zalezno$é miedzy szybkos$cia
per capita zmian zageszczenia roslinozercow a ich zageszczeniem N (1—77). Do-
staniemy wtedy ‘znowu rownanie (5.7). Zauwazmy, ze rownanie (5./) uzyskamy
takze wtedy, gdy zalozymy, Ze nie roslina jest zjadana, lecz nasiona, ktore produ-
kowane sa przez rosling-tylko o wieku 7.

W swietle tych dwoch interpretacji opdznienie czasowe w modelu dynamiki
populacji jest w istocie sposobem uwzglednienia struktury wieku istniejacej w tejze
populacyt lub w jej zasobach. Chociaz w wydaniu takim jak do tej pory struktura
wieku jest bardzo uproszczona.

Do zrozumienia, w jaki sposob rozwiazanie rownania (5.1) zalezy od wielkos$ci
opdznienia czasowego 7T, bardzo przydatna jest pewna analogia mechaniczna. Jesil
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w czasie jazdy na rowerze reagujemy na napotkane przeszkody z malym opdznie-
‘niem, to rower posuwa si¢ do przodu z niewielkimi zachwianiami. Natomiast znaczne -
opoznienie reakcji cyklisty prowadzi niechybnie do katastrofy.

N(t)

N(t) ' N(t)

|
b MG e ‘ : o
- t . t

Rys. 8. Rozwigzania réwnania logistycznego z opdznieniem czasowym, gdy a — 7/Tp<1, b —
T/Tr~1, ¢ —T/Tr>1
Solutions of logistic equatlon with time delay, when a — T/TR<1 b— T/Tgml c — T/TR>1

—

Podobnie jest z rozwigzaniem rownania (5.7) (M ay1in. 1974, Maynard
Smith 1974, MacDonald 1978, May 1981). Je§li opdznienie czasowe T
jest male w porownaniu z czasem 7 powrotu do polozenia réwnowagi, ktory po-
dobnie jak dla podstawowego rownania logistycznego dany jest réwnaniem (2.12),
to rozwigzanie rownania (5.7) jest funkcja asymptotycznie zbiegajaca do wartosci
rownowagowej K lub tez charakteryzujaca si¢ zanikajacymi oscylaqam1 wokotl tej
ostatniej (rys. 8a). Jesli jednak

T
Al ] (5.2)

IR

to zaczynaja pojawiaé sie trwale oscylacje typu stabilnego cyklu granicznego (rys. 8b),
czyll niezaleznie od poczatkowego zageszczenia od pewnego momentu zageszczenie
zaczyna oscylowaé¢ w sciSle okreslony sposéb (w celu dokladniejszego wyjasnienia
pojecia cykl graniczny patrz np. . Uchmanski 1983). Dalsze zwigkszanie op6z-
nienia czasowego prowadzi do rozbieznych oscylacji (rys. 8c). Populacja opisywana
rOwnaniem 2z takim opdZnieniem osiaga stopniowo wzrastajace w maksimach
1 malejace w minimach zageszczenia az w kofcu staje sie ono réwne zeru.
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Naturalnym matematycznym uogolnieniem rownania (35.1) jest rownanie roz-
niczkowo-catkowe o postaci '
dN (t)
d7

=aN (O)—=bN (' ~d [ N(5)k(=5)ds (53)

gdzie a,b i d sg stalymi (Cushing 1977).

| | | |
N() | |

v 1 .k(f""S)
i i/—-\__
J /-\ﬁy/
L g |
| ¥4
4
Kee-5) 4]
/ ! !
b il i S
’_,,.-"’ TRV / ‘
a—— L// L/" .
0 =S

Rys. 9. Ilustracja tego, w jaki sposob dziala op6znienie rozlozone w czasie. Przedstawiono wykresy
zaleznosci zageszezenia N (s) od czasu oraz funkcii k£ (#—s). Ta ostatnia ma tak przesuni¢ty argument,
aby k (0) wypadalo w chwili obecnej z. Wartosci funkcji k (f—s) maleja przy przesuwaniu sie ku
lewej stronie wykresu. Zaznaczono odpowiadajace sobie wartosci funkcji N (s) i k (f—s), ktére
nalezy pomnozyC przez siebie 1 doda¢ do innych takich iloczyndw, aby dosta¢ wartos¢ catki sto-
jacej po prawej stronie rownania (5.3)

Ilustration of the influence of time delay. Curves showing the relation between the density N (s)
and the time and function &k (f —s). The argument of the latter is thus shifted to have k£ (0) at present
instant 7. Values of function k (—s) decrease when moving towards the left side of the curve. Corres-

ponding values of functions N (s) and k (#—s) are indicated as they have to be multiplied and added
to other such products to obtain integrals on the right side of equation (5.3)

Tym, co odrdznia to rownanie od zwyklego rownania logistycznego jest calka
umieszczona po prawej stronie. Jest ona suma wszystkich zageszczen, ktore przyj-
mowal uklad w przeszioSci, gdyz granice catkowania obejmujg odcinek czasowy
od —oo az do ¢. Skladnik, ktéry zawiera calke, wystepuje w réwnaniu (5.3) ze
znakiem ujemnym. Wplywa wigc hamujaco na wzrost zageszczenia. Jednakze
znaczenia zageszczen pochodzacych z réznych chwil w przeszito$ci nie muszg byé
jednakowe. Wyznacza je funkcja k£ (rys. 9). Przesunigcie argumentu tej funkcji
wybrane zostalo tak, aby & (0) wypadalo zawsze w chwili obecnej 7. Zwykle funkcja
k ma taka postaé, ze coraz odleglejsze w czasie zageszczenia wchodza do calki

z coraz mniejsza wagq. Czasami zaklada sig, ze od pewnej chwili funkcja k przyjmuje
waroS¢ zero dla wszystkich bardziej odleglych w czasie zageszczen.

Rownaniu (5.3) mozna przypisac interpretacje podobne do interpretacji rownania
(5.1). Trzeba tylko przyjac, ze rozmnazaja sie osobniki w kazdym wieku lub zjadane
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sg rosliny takze w kazdym wieku, tylko z réznymi intensywno$ciami opisanymi
funkcja k. | '

Czesto sie¢ mowi, ze model (5.3) charakteryzuje si¢ opoznieniem roziozonym
w czasie 1 1ozn1 si¢ od modelu (5.71) z opdznieniem punktowym tym, Ze ten pierwszy
,pantieta” znaczny odcinek lub wrecz cala przeszlo§é, podczas gdy drugi pamieta
tylko jedno wydarzenie z przesziosci. Wprowadzanie do tak ogolnych interpretacii
modeli z opdznieniem ,,pamigci’”’ niczego oczywiScie nie wyjasnia. Prawdg jest
jedynie to, 0 czym byla juz mowa wczesniej. Opoznienie czasowe mozZe stanowié
opis wpltywu struktury wieku populacji lub jej zasobow na dynamike tejze popu-
lacji. Dwa modele matematyczne przedstawione ‘w tym rozdziale réznia sie tym,
ze w pierwszym wystepuje tylko jedna klasa wieku, w drugim jest ich nieskorncze-
nie wiele. ' '

Wiasdciwos$ci rozwigzania rownania (5.3) sa podobne jak modelu z opdznieniem

punktowym. Jesli opdznienie jest ,,male’’, tzn. jesli uklad ,,pamieta’ kroétkie odcinki

czasu lub wplyw ,,pamigci” jest malo znaczgcy (male wartosci funkcji k), to popu-

lacja jest asymptotycznie stabilna (zachowuje si¢ tak, jak pokazano na rys. 9a).
Zwickszanie opéznienia powoduje najpierw pojawienie sie oscylacji o charakterze
stabilnego cyklu granicznego (rys. 9b), a dalej rozbieznych oscylacjt (rys. 9c).

6. Modele pojedynczej populacji uwzgledniajace zaleznosc¢ rozrodczosci
i Smiertelnosci od wieku '

6.1. Modele z dyskretnym czasem — modele macierzowe

Strukture wieku w populacji mozna wprowadzi¢ do modelu w sposob bardziej
jawny niz to zostalo zrobione w poprzednim rozdziale. Odrzuémy na poczatek
zalozenie o tym, Ze osobniki nie réznia si¢ wiekiem. Dla prostoty rozwazan przyj-
mijmy jednak, ze wiek osobnikow nie zmienia si¢ w sposoéb ciagly, lecz Ze osobniki

mozna pogrupowaé w pewne klasy wieku. Réznice pomiedzy klasami wyrazaja sie

'w réznych rozrodczosciach 1 Smiertelnosciach. Jednakze w obrgbie klasy wieku
osobniki sa jednakowe. | |

W klasycznym podejsciu stan populacji w pewnej chwili czasu opisuje si¢ przez
podanie zageszczen we wszystkich klasach wieku. W celu uproszczenia zatdézmy, ze
mamy tylko cztery klasy wieku. Tre$¢ tego rozdzialu jest oczywiscie stuszna dla
populacji z dowolna liczba klas wieku. Stan populacji w chwili 7 zapisuje si¢ w po-
staci tworu matematycznego zwanego wektorem, w tym przypadku wektorem
7ageszczen '

N, (¢)
N, (t)
N3 (1)
N, (t)

gdzie N, (¢) jest zageszczeniem w i-tej klasie wieku w chwili 7 (i=1, ..., 4).

(6.1)

5
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Zagadnienie, przed ktorym teraz stoimy, wyglada nastg¢pujaco: znamy zage-
szczenia w klasach wieku w chwili 7, chcemy zna¢ je w nastgpnej chwili 741. Sym-
bolicznie wyraza to nastepujacy zapis

Ny (2) N, (t+1)
N, (1) (s A N, (t+1)
N, () N, (t+1) 0
N4 (1) N, (t+1)

Problem bylby malo pogladowy, gdybySmy nie zrobili jeszcze jednego zaloZenia.
Dla prostoty przyjmijmy na poczatek, ze przyrosty czasu, ktére w tym rozdziale
odmierza¢ bedziemy za pomocg dyskretnych krokow czasowych, sa rowne przy-
rostom wieku osobnikow. Przyzwyczajeni do ciagltego uplywu czasu mozemy uwa-
zaé to zalozenie za trywialne. Pamigtajmy jednak, Zze dokonaliSmy podziatu na
dyskretne klasy wieku, a wtedy zalozenie to oznacza, ze po uplywie jednostki czasu
osobnik przeszedl do nastgpnej klasy wieku lub umarl. Nic, co bylo w tej klasie
w poprzednim kroku czasowym, nie pozostalo. Klasa wypeinila si¢ nowymi osob-
nikami, ktére poprzednio byly w-klasie miodszej. Obrazowo méwiac przy takim
zaloZeniu czas mierzony jest wydarzeniami w populacji.

f

, Rys. 10. Schemat powigzan migdzy klasami wieku
N, (t +1) | w dwéch sgsiednich chwilach czasu. Strzalki prze-
rywane oznaczaja produkcje potomstwa, natomiast
N, ('f +1) | strzalki ciagle symbolizuja efekt starzenia si¢ osobni-
| kow , ,
N, (t+ i) | Diagram of relations between classes of age in two
| neighbouring time instants. Broken arrows indicate
N, (’t +1) offspring production, whereas solid arrows indicate
_1 the effect of ageing of individuals

Schemat (6.2) moina teraz przepisa¢ w postaci przedstawionej na rys. 10, gdzie
strzatki przerywane oznaczaja produkcje potomstwa w chwili #, ktore w nastepne;j

chwili zaliczy¢ trzeba do najmlodszej klasy wieku. Natomiast strzatki ciggle ozna-

czaja przechodzenie osobnikow z klasy do klasy w wyniku starzenia. Brak strzalki

cigglej wchodzacej od N, jest odbiciem faktu, Ze osobniki z najstarszej klasy wy-
produkowawszy potomstwo moga tylko umrzeg.

 Oznaczmy przez f; liczbg potomstwa, ktére aaje w jednostce czasu osobnik
z i-tej klasy wieku (i=1, ..., 4). Dokladniej, jesli potomstwo urodzito sie w danym
kroku czasowym, to f/; mowi o tej czeéci, ktdra dozyla do korica tegé odcinka czasu.
Z kolei niech s; oznacza przezywalnos$¢ osobnikéw z i-tej klasy wieku, czyli procent

osobnikéw z i-tej klasy, ktore przezyly t¢ jednostke czasu 1 w nastgpne; stajg sie
osobnikami z klasy i+41.
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Zbudujmy nastepujacy twor, ktory matematycy nazywaja macierza, i oznaczmy
go przez M

fls f23 f3’ f4
W a0

MR i ) SRR
03 05 533 0

M= (6.3)

W konstrukcji macierzy wazne jest odroznianie jej kolumn, czyli pionowych ciggow
liczb od wierszy, inaczej poziomych ciagéw liczb. Kolumny numerowac bedziemy
indeksem k, wiersze za$ indeksem /. Dla macierzy M k=Il=4.

Okazuje sie, ze aby otrzymaé zageszczenia w klasach wieku w chwili £+ 1, nalezy
wektor zageszczen w klasach wieku w chwili # pomnozy¢ przez macierz M. Wyni-
kiem mnozenia wektora przez-macierz jest inny wektor. Ponizszy przepis ilustruje,
jak .to dzialanie wykonac ' ;

F e e PAS Ny (1) Ny @)fi+N, (@) 24N (@) 34N (t) fs
51, Oa 09 0 3¢ NZ (t) e Nl (t) A¥
0, &5 0,70 N3 (t)] “IN2(2)s>

0, 0, 55, 0 N, (2) N3 (2) 53

N; (t+1)
N2 (t+1)
st 2 ¢+ (6.4)

\ N, (t+1)

Ogdlnie rzecz biorac zageszczenie w k-tej klasie wieku w chwili 41 uzyskuje sig
w sposéb nastepujacy: nalezy wybraé k-ty wiersz macierzy M, pierwszy wyraz tego
wiersza pomnozyC przez zageszczenie w pierwsze] klasie wieku w chwili 7, dodaé
do tego iloczyn drugiego elementu w wierszu i zageszczenia w drugiej klasie wieku
w chwili 7 1 tak dalej az do wyczerpania elementow w k-tym wierszu macierzy i klas
wieku w chwl ¢.

Widaé, ze taka operacja przeprowadzona na pierwszym wierszu macierzy M
i wektorze zageszczen daje catkowita liczbe potomstwa wyprodukowanego przez
osobniki ze wszystkich klas wieku. Zalicza sie je do pierwszej klasy wieku w chwili
t+1. Uzycie drugiego wiersza dzieki temu, Ze na pierwszej pozycji wystepuje tam s,
a dalej juz same zera, daje w wyniku te cze$é pierwszej klasy wieku w chwili #, ktdra
przezyla 1 w nastepnej chwili czasu znalazla si¢ w klasie drugiej. Manipulacje z kaz-
dym nastepnym wierszem pozwalaja uzyskaé zageszczenia w kolejnych klasach
wieku w chwili 7+ 1. Zgodnie z wcze$niejszym zalozeniem w ostatniej klasie wieku
nie pozostal zaden osobnik z poprzedniego kroku czasowego. |

Zauwazmy, ze powyzszy schemat bardzo latwo uogdélni¢ na dowolna liczbe klas
wieku. Wektor zageszczen bedzie wtedy odpowiednio dhuzszy, a macierz M bedzie
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miala, jak si¢ mowi, wiekszy wymiar. Na przykilad dla m klas wieku mamy s4, ...,
Sm—lsfls ---afm-—-lafm Ooraz

WVt el AT B PR Ny (¢+1)
PR E U 0 : !
A DI | TR R i .
X = (6.5)

0, 0; 5.1, 0 bl @y} ENL4D)

Nie we wszystkich klasach wieku osobniki musza sie¢ rozmnazaé. Bardzo czesto.
tylko najstarsze klasy wieku daja potomstwo. W skrajnym przypadku uzywajac
prezentowanego tu czteroklasowego schematu mozZna np. zatozy¢, ze f,=/f,=f3=0
oraz f,#0. Daje to nastgpujaca postaé macierzy M

00, OV
VPR § S T
0. 83,08
0,0 0,080

M= (6.6)

Wida¢, ze sposob uzyskiwania zageszczen w chwili 141 z zageszczen w chwiIi .
opisany rownaniem (6.4), mozna stosowaé krok za krokiem i na tej drodze startu-
jac z zageszczen w klasach wieku w pewhej chwili poczatkowej uzyskiwac zageszcze-
nia w tychze klasach wieku we wszystkich kolejnych c\hwilach. Do tego potrzebna
jest tylko informacja o f; 1 s;, gdzie i=1, ..., m. Jesli sa one stale w czasie, to problem
jest bardzo prosty. Jesh si¢ zmieniaja z czasem lub zaleza od inych jeszcze czyn-
nikéw (o czym bedzie mowa pdozniej w tym rozdziale), a zaleznoSci te znamy, to
trzeba tylko pamigta¢, by w odpowiednim momencie uzy¢ macierzy Mz odpo-
wiednimi dla danej chwili elementami.

Powstanie modeli pojedynczej populacji tego typu zwanych tez modelami ma-
cierzowyn, jest tradycyjnie wiazane z nazwiskiem Lesliego. Autor ten byl praktycz-
nie pierwszym, ktory w koncu lat czterdziestych naszego wieku (Leslie 1945,
1948) wprowadzil taki opis do ekologii, aczkolwiek par¢ lat wczesSniej Lewis
(1942) uzywatl podobnego aparatu matematycznego. Niedawno Dzwonk o (1981)
przypomnial tego typu modele polskim czytelnikom.

Zwrocmy uwage na fakt, ze w powyzszym schemacie przyjeliSmy, iz kazdy
osobnik si¢ rozmnaza. Jesli wigc rozpatrujemy gatunek rozdzielnoplciowy, to
oznacza to, Ze bierzemy pod uwage tylko zageszczenie samic oraz ich zenskie po-
tomstwo. Ze znajomosci stosunku pici, ktory jest dla tego modelu zmienng zewnetrz-
na, mozna obliczy¢ zageszczenia w klasach wieku dla catej populacji.

Obecnoséé obu plci w populacji mozna uwzglednié takze w sposob bardziej bez-
posredni (Williamson 1959). Niech dhugos¢ wektora zageszczen ulegnie po-
dwojeniu
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NGy
N? (2)

: " (6.7)

}V%’” (1)
NS

gdzie N (t) jest zageszczeniem samcow, a N? (t) zageszczeniem samic w i-tej klasie
wieku (i=1, ..., 4). Jezeli z kolei przez f© oznaczymy liczbe potomkdéw plci meskiej,
a przez f; liczbe potomkéw plci zenskiej wyprodukowanych przez samicg z i-tej
klasy wieku, natomiast przez s© oraz s;° przezywalno§¢ odpowiednio samcow
1 samic z i-tej klasy wieku, to macierz M przyjmie teraz nieco rozbudowang postac

0f 15 ,f 0f4'

0
| 0 |
X (6.8)
0
0
0

Chwila skupienia wystarczy, zeby przekonac s1¢, Ze macierz (6.8) napisana jest
w taki sposob, aby analogicznie do schematu (6.4) mozna. bylo policzyé zageszczenia
osobnikéw obu plci w klasach wieku w nastepnej chwili czasu.

Sytuacja nieco bardziej si¢ komplikuje, jezeli dlugos$¢ trwania klasy wieku nie
jest rowna jednostce czasu. Wektor zageszczen moze bowiem reprezentowaé za-
geszczenia nie tylko w klasach wieku, ale takze w latwo wyroznialnych stadiach
rozwojowych o toznej dlugosci czasowej. Kto wie, czy tej ostatniej sytuacji nie
spotyka si¢ w przyrodzie czesciej niz wczesniej opisanej zgodnosci wieku 1 czasu
rzeczywistego. Problem jest jednak do rozwiazania (Lefkovitch 1965). W ma-
cierzy M pojawiaja si¢ tylko dodatkowe obok juz istniejgcych elementy dlatego,
aby uwzglednié fakt, iz w jednostce czasu nie wszystkie osobniki opuszczaja dane
stadium. W kazdej chwili obecne tam sa bowiem osobniki, ktére rozny okres prze-
bywaja w tym stadium. -

Czego mozna oczekiwaC od modelu omawianego w tym rozdziale? Co nowego,
ciekawego moze on powiedzie¢ o wilasciwosciach pojedynczej populacji? Zasta-
nowmy si¢ mianowicie nad tym, czy mozliwa jest nastepujaca sytuacja

N, (t+1) N, (1)
=i (6.9)

_}Vm (t+1) }Vm ()
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C

gdzie liczba A spelnia warunek _
A>0 | (6.10)
Przy czym z-definicji mnozenia wektora przez liczbe mamy

N (@) | | AN, (1)
o f SRHEREHY (6.11)

Nu (t)_ _:TNm ()

Powyzsze zalezno$ci oznaczaja, ze poszukujemy takich sytuacji, kiedy mnozenie
wektora zageszczen przez macierz M mozna sprowadzi¢ do pomnozenia zé.gqszczeﬁ
w poszczegolnych klasach wieku przez pewna wspdlng stala 4. Matematycy nazy-
waja /1 warto$cia wlasna macierzy M, wektor, ktdrego mnozZenie przez macierz
sprowadzi¢ mozna do mnozenia przez —wektorem wlasnym, a znajdowanie
wartosci wiasnej — rozwmgywamem zagadnienia wilasnego dla macierzy M.

Zauwazmy fakt jeszcze wazniejszy. Poszukujemy takich sytuacji, kiedy zagesz-

czenie w i-tej klasie wieku w chwili 741 jest proporcjonalne do zageszczenia w tej
samej klasie wieku w chwili 7

N, (¢+1)=iN, (¢) jeat L Sl (6.12)

Poniewaz 7 jest takie samo dla kazdego i, oznacza to, Ze aczkolwiek zageszczenia
w klasach wieku zmieniajq sig, to jednak wzgledna ,,obfito$¢” klas wieku pozostaje
stala. GdybySmy przedstawili zageszczenia 'w poszczegdlnych klasach wieku w po-
staci histogramu, okazaloby sie, ze w okolicznosciach, ktorymi si¢ interesujemy,
histogram w kolejnych chwilach czasu modgitby si¢ wyciggac w gore (A>1) albo
ulegaé splaszczeniu (A< 1), ale jego ksztalt pozostatby nie zmieniony (rys. 11).

3 aEy.
A=2 i
i
L e
B o'e
: i
S &
2 o prisi 3
S G | |
S O |
gs il
Q -—
=9 | } '
-3 I Rys. 11. Ilustracja zmian w kolejnych chwilach ¢
* ?é L__, i r+1 rozkladu. zageszczen w klasach wieku, w sy-
B8 i tuacji kiedy A=2. Ksztalt rozkladu si¢ nie zmienit,
QL . . r -
§‘Q | jedynie wysokos¢ shupkow wzrosta dwukrotnie
’ : B 7 Illustration of changes in consecutive instants ¢ and
Klasy wieku

Age Yaeses {11 of density distribution in classes of age, when
05 B g A=2. The distribution shape lzemains unchanged,
T only the height of columns is doubled
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Jezeli mozemy znalez¢ taka stala 4, czyli jeSli macierz M posiada dodatnig war-
tos¢ wilasnag, to moéwimy wtedy o stabilnej strukturze wieku. Je§li natomiast A=1,
to mowimy, ze populacja jest stacjonarna, gdyz nie tylko struktura wieku sie nie
zmienia, ale takze zageszczenia w klasach wieku pozostaja state.

Nie miejsce tu na przytaczanie matematycznych szczegdlow (w poszukiwaniu
ich przystepnego omowienia patrz np. Pielou 1977), warto jednak wskazad,
ze dla bardzo wielu sytuacji taka stabilna struktura wieku istnieje. Dokladniej
zmiany zageszczen w klasach wieku wygladaja wtedy w sposob nast¢pujacy: nie-
zaleznie od tego, jaki jest poczatkowy rozklad zageszczen w klasach wieku, z uply-
wem czasu struktura wieku zaczyna zbliza¢ si¢ do stabilnej struktury 1 od pewnego
momentu zwigzek pomiedzy zageszczeniami w klasach wieku w dwoch kolejnych
chwilach czasu opisany jest rownaniem (6.9). '

Istnienie stabilnej struktury wieku 1 osigganie jej przez populacje zalezy od tego,
jakie elementy macierz M posiada w swoim wnetrzu (Sy k es 1969). Jesli w pierw-
sZym wierszu macierzy, tam gdzie znajduja si¢ elementy f; opisujace produkceje
potomstwa, sytuacja wyglada tak, ze numery wyrazow w !tym wierszu (wyrazy
numerowane sg indeksem i), dla ktdérych £;>0 jako wspdlny podzielnik posiadaja
tylko jedno$¢, to zageszczenia w klasach wieku zachowuja si¢ tak, jak opisano
w poprzednim akapicie — istnieje 1 jest osiggana stabilna struktura wieku. Natomiast
obraz si¢ komplikuje wtedy, gdy numery wyrazow w pierwszym wierszu macierzy
M nie spelniaja tego warunku. Ma to miejsce np. wtedy, gdy tylko jedna, powiedzmy
ostatnia klasa wieku produkuje potomstwo. Moga si¢ wtedy pojawi¢ cykliczne
zmiany struktury wieku. W pewnych regularnych odstepach czasu struktura wieku
bedzie proporcjonalna do poczatkowej, we wnetrzu tych odcinkOow czasu moze
si¢ zmieniaé w sposéb bardzo rézny. | |

Na koniec rozwazan o tej klasie modeli pojedynczych populacji trzeba zwrdcié
uwage na jeden bardzo istotny fakt. W istocie rzeczy, jeSli przedstawionego tu

macierzowego modelu uZyjemy do opisu zmian catkowitego zageszczenia populacji
N (t), gdzie '

N(t)=5: N@© L

to bedzie to opis analogiczny do eksponencjalnych zmian zageszczenia danych
réownaniem (3.4). Mnozenie wektora zagegszczen przez macierz M skladajaca si¢
ze stalych elementow daje taki wiasnie efekt mimo pozornej komplikacji procesu.
Szczegolnie dobitnie to wida¢ wtedy, gdy populacja osiagngla stabilng strukturg
wieku. Zageszczenia w klasach wieku w nastepnej chwili powstaja wtedy przez
pomnozenie przez stala A zageszczen w tych klasach wieku w poprzedniej chwili.
Takze wiec 1 catkowite zageszczenie w chwili 741 jest rOwne calkowitemu zagesz-
czeniu w chwili £ pomnozonemu przez 4. Jesh A>1 daje to nieograniczony wzrost
calkowitego zageszczenia, jest to dyskretna wersja modelu wzrostu eksponenc_]al-
nego, ktorego ciggla postaé zostata przedstawiona w rozdziale 3.

Dalecy jeste§Smy wiec od regulacji zageszczenia, jaka uzyskuje si¢ np. w rOwnaniu
logistycznym. Mozna jednak ja wprowadzi¢ uzmienniajac w duchu zalozenia 1.
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z rozdziatu 3. elementy macierzy M. Zrobit to Leslie (1959). Zaproponowal,
zeby wspoélczynnik f; opisujacy produkcje potomstwa 1 przezywalnos¢ s; w i-tej
klasie wieku w chwili ¢ podzieli¢ przez

gi=14+ea; N(t—i—1)4+a, N(t) (6.14)

odzie state o«; i o, s3 dodatnimi stalymi, N () jest aktualnym catkowitym zage-
szczeniem, natomiast N (z—i—1) — calkowitym zageszczeniem w chwili, kiedy
rodzily sie osobniki, ktore w chwili ¢# sg w i-tej klasie wieku. Jest to wiec znowu
rodzaj pamiegci. Na aktualng produkcje potomstwa 1 przezywalno$S¢ maja wplyw
takze zageszczenia z przesztoSci. Interpretacaja tych zalozen jest analogiczna do
interpretacji modelu z opdéznieniem czasowym omawianego w rozdziale 5.

Taki sposob uzycia calkowitego zageszczemia (aktualnego 1 przeszilego) dla
uzmiennienia f; i s; prowadzi w efekcie do spadku tych ostatnich ze wzrostem za-
geszczenia. Zabieg taki pozwala uzyskaé zanikajace oscylacje catkowitego zagesz-
czenia wokol pewnej wartosci rownowagowej. Kiedy catkowite zageszczenie popu-
lacji zbliza si¢ do wartosci rownowagowej, takze jej struktura wieku osigga swa
stabilna postaé. |

6.2. Modele z ciagiym czasem

Niech podobnie jak w poprzednim podrozdziale produkcja potomstwa 1 prze-
zywalno$¢ osobnikow w populacji zalezy od ich wieku. Przyjmiymy jednak, ze nie
mozna osobnikow pogrupowa¢ w wyrazne klasy wieku lub stadia rozwojowe, tak
aby w obregbie klasy czy stadium obie te cechy byly stale. Zatézmy wiec, ze pro-
dukcja potomstwa 1 przezywalnos¢ zmieniaja sie z wiekiem w sposob ciggly. Nawet
najmniejsza zmiana wieku osobnika powoduje zmiang w produkcji potomstwa
1 przezywalnoSci. )

Przy takich zalozeniach wygodniej jest operowaé nie zaggszczeniem populacji,
lecz funkcja gestosci », ktora zalezy od czasu 7 1 wieku 7

=7 (1, 1) ' (6.15)

Intuicyjnie uchwytna interpretacja funkcji # jest trudna. Dopieéro wyrazenie

Ta
| n(r,t)dr | (6.16)
7y |
jest rowne calkowitemu zageszczeniu osobnikéw o wieku nie mniejszym niz 7,
1 nie wigkszym niz 7, obecnych w populacji w chwili z. Natomiast catkowite zagesz-
czenie N (1) w chwili ¢ jest rOwne

o0

N(@)=| 5(t)dr | (6.17)

L=

0

W modelu z czasem dyskretnym temu calkowaniu odpowiada sumowanie zagesz-
czen we wszystkich klasach wieku. Réwnania (6.16) 1 (6.17) ttumacza chyba,
dlaczego % (7, t) nazywa si¢ funkcja gestosci.
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Czas plynie. Uplyw czasu powoduje takze zmiany wieku osobnikow. Funkcja
n (7, t) z uplywem czasu zmienia si¢ wiec z dwoch powodow, poniewaz uplywa
czas rzeczywisty i narasta wiek osobnikéw. W matematyce istnieje specjalny aparat
do wyodrebnienia zmian funkcji wielu zmiennych zachodzacych z powodu zmian
poszczegolnych zmiennych niezaleznych. Jest to tzw. obliczanie pochodnych czast-
kowych. Symbolem 067/t oznacza sie te cze$¢ szybkosci zmian funkcji », ktora jest
Zwigzana ze zmianami czasu rzeczywistego, natomiast przez on/ot szybko$¢ zmian
zwigzang tylko z wiekiem. Praktycznie powyzsze pochodne czastkowe oblicza sie
rozniczkujac funkcje n( 7, t) po ¢ lub 7, traktujac druga zmienna jako stala.

' Jak widaé, w krétkim odcinku czasu of funkcja gestoéci zmienia sie z szybkoscia
dn/dt tylko z powodu uplywu czasu. Powyzszej zmianie czasu odpowiada zmiana
wieku o Jt 1 zwiazana z ta ostatnig szybko$¢ zmian funkcji gestosci dn/dr. Jesh
dodamy te dwie pochodne, to dostaniemy calkowita szybko$¢ zmian funkcji ge-
sto§cl wynikajaca zarowno ze zmian czasu, jak i z odpowiadajacych im zmian wieku.
Zauwazmy jednakze, ze zmiany w czasie zostana jakby ,,zrekompensowane’ przez
zmiany z wiekiem. W'dg.lszym ciagu dysponowac bedziemy tq sama wartosciag funkcji
gestoscl tylko w troche pdzniejszej chwili czasu i1 dla osobnikow troche starszych.
Mamy wiec ' |

on(z,t) On(z,t
wD | e

- ot 0 (6.18)

W istocie réwnanie (6.18) zawiera w sobie dwa zalozenia, o ktorych nie wspo-
minano wczesniej. Po pierwsze przyjmujemy, ze czas 1 wiek mierzone sg w tych
samych jednostkach. W ogolnoscit nie musi tak by¢ 1 zeby to uwzglednié, nalezy
w rownaniu (6.18) pomnozyé pochodng dn/dr przez stala x, ktéra wyrdwnalaby
dysproporcje pomiedzy’ tymi dwiema skalami czasu. Po drugie rownanie (6.18)
jest prawdziwe tylko wtedy, gdy w okresie 0f nie ma zadnych ubytkow zageszczenia
np. w zwiazku ze $miertelnoscig. Jesli osobniki o wieku = maja w chwili 7 §mier-
telnoéé d (z, t) to, uwzgledniajac takze réznice:w uplywie wieku 1 czasu, rownanie
(6.18) nalezy przepisa¢ w formie

on(r,t)  on(z,t)

SRR s e D (1) f (6.19)

Réwnanie (6.19) jest przethumaczeniem na jezyk matematyki stwierdzenia, Zze
jedyna zmiana funkcji gestosci w bardzo malym odcinku czasu zwigzana jest ze
smiertelnoscig, ktora zmniejsza (stad znak minus po prawej stronie rownania)
wartos$¢ funkcji gestosci. Poniewaz Smiertelnos¢ d (z, t) ma wymiar 1/czas, to trzeba
bylo pomnozy¢ ja przez funkcje gestosci, aby miana po prawej 1 lewej stronie row-
nania (6.19) byly jednakowe. |

Zeby mozna bylo rozwiazaé réwnanie (6.19), potrzebna jest znajomo$é wa-
runkow poczatkowych, czyli funkcj gestosct w chwili poczatkowej » (7, 0). W mo-
delu z czasem dyskretnym odpowiednikiem tego jest znajomos$¢ rozkladu poczat-
kowych zageszczen w klasach wieku. Ponadto trzeba znaé tzw. warunki brzegowe.
Biologicznie oznaczaja one opis matematyczny sposobu wprowadzania do popu-

235
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lacji 0sobnikéw nowo narodzonych. Symbol 7 (0, ) ozrnacza wartos¢ funkcjt ge-
stosci w chwili # odpowiadajaca nowo narodzonym, najmiodszym osobnikom.
Mozna wtedy napisac

oo

7 (0, t)= j b(r, 1) (r, t)de - (6.20)

0

gdzie b (7, t) jest miarg szybkosci produkcji w chwili # potomstwa przez osobniki
o wieku 7. Catkowanie od zera do nieskonczonosci daje to, ze 5 (0, t) jest miarg
produkcji potomstwa przez calg populacje. Rownanie (6.20) jest wlasnie zapisem
warunkow brzegowych dla rownania (6.20). |

Rownanie (6.19) 1acznie z warunkami brzegowymi (6.20) i warunkami po-
czatkowymi 7 (7, 0) jest modelem pojedynczej populacji uwzgledniajacym zalezno$c
smiertelnosct 1 rozrodczosci od wieku 1 stanowi ciaggly odpowiednik dyskretnego,

- macierzowego modelu Lesliego. Model omawiany w tym rozdziale zostal zapro-

ponowany przezvon Foerstera (1959)1 niezaleznie przez Hoyle’a (1963)
a bardzo pigkng, ogodlng postaé uzyskal w pracy Streifera (1974). Tutaj przed-
stawiony zostal tylko jego ogdlny zarys. Dobierajac odpowiednie funkcje d(z, )
1.b (7, t) mozna uzyska¢ ogromng réznorodnos¢ modeli, w tym takze odpowiedniki
wczesnie] omawianych modeli pojedynczych populacjt uzywajacych ciaglego czasu.

7. Roéinicowe modele pojedynczych populaci

Z dyskretnym krokiem czasowym zetkneliSmy si¢ juz w poprzednim rozdziale.
Bylo to, cho¢ niezbyt wtedy podkreSlane, ogromne odstepstwo od jednego z naj-
bardzie; podstawowych zalozen rownania logistycznego. W rozdziale 6.1 nie in-
teresowaly nas skutki odrzucenia zalozenia o ciggloéci uptywu czasu. Pochlonieci
byliSmy mozliwo§ciami wprowadzenia do modelu zaleznej od wieku osobnikdéw
produkcjt potomstwa 1 przezywalnosci. Nie mogliSmy nawet odczu¢ calego smaku
modeli réznicowych, gdyz praktycznie nie wyszliSmy poza opis wzrostu eksponen-
cjalnego, a dopiero pewne komplikacje modeli z dyskretnym czasem ujawniaja
ich zaskakujace tajemnice. Ten rozdzial poswigcony zostanie calkowicie analizie
Swiata z niecigglym uplywem czasu. '

Generalnie rzecz ujmujac koniecznos¢ uzycia nieciaglej skali czasu moze byé
spowodowana dwiema przyczynami. Procesy moga przebiega¢ w czasie w sposob
ciggly, ale obserwator interesuje si¢ ukladem tylko co pewien czas, albo procesy
sa z natury rzeczy niecigglte. W biologii mamy wiele przykiadow tej drugiej sytuacii.

Wyobrazmy sobie mianowicie nast¢pujace okolicznosci. Obserwujemy populacje
z nie zachodzacymi pokoleniami. W celu ustalenia uwagi niech pokolenie trwa
jeden sezon. Na poczatku sezonu samice, ktore przezimowaly, sktadaja jaja, a z nich
rozwijaja si¢ osobniki dorosle. Poczatkowo w miarg uplywu czasu zageszczenie
w populacji ro$nie. Pod koniec sezonu zaggszczenie spada, czg§¢ osobnikow zimuje.
Z 1ch potomstwa w nastgpnym roku rozwija si¢ kolejne pokolenie. Schematycznie
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te sytuacje¢ mozna przedstaW1c tak, Jak na rys. 12. Interesuja nas mechanizmy,
ktore rzadza zmianami zageszczenia Z sezonu na sezon.

Wydaje sie, Ze w naszej szeroko$ci geograficznej, gdzie obserwuje sie wyrazna
okresowos¢ w warunkach meteorologicznych, z sytuacja taka jak wyze] mamy
do czynienia najczesciej. Dobrym przyktadem sa liczne gatunki owadow lub jedno-
rocznych roslin. Jesli skale czasu rozciagnaé lub zagescié, to znacznie wigcej innych
przypadkow bedzie mozna opisa¢ za pomoca powyzszego schematu.

Przyymiymy dalej, Ze w poszczegdlnych sezonach interesuja nas pewne wybrane

- zageszczenia 1 te zageszczenia w peini charakteryzuja to, co si¢ dzieje w sezonach
i pomigdzy nimi. Moga to byé np. zageszczenia w szczycie, tak jak to zostalo za-

znaczone na rys. 12. Oznaczmy te zageszczenia przez N (¢), gdzie ¢ jest tym razem
kolejnym numerem sezonu. W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy takze mowic,
ze t numeruje kroki czasowe.

<
phi
~~
o S
<
S
.
+
~NS
S’

Zageszczenie
Density

>y Czas
Jime

~ Rys. 12. Zmiany zageszczenia w trzech sezonach w populacji z nie zachodzacymi pokoleniami.
Zaznaczono przyklady zageszczen (w tym przypadku sg to zageszczenia maksymalne w sezonie),
ktérych zmiany moga byé opisywane przez roznicowe modele pojedynczych populacji

Changes 1n density of populations with non-overlapping generations during three seasons. Given
are examples of density (in this case maximum ones during a season) the changes of which can be
described by difference models of single populations

Podobnie jak wczeSniej znamy zagegszczenie N (¢) w kroku 7, a chcemy znaé
zageszczenie N (¢+1) w nastgpnym kroku czasowym. Interesuje nas przejscie

N (t)-»N(t+1) (7.1)

—

Zagadnienie jest wigc nastgpujace. Chcemy skonstruowaé model dynamiki za-
geszczenia pojedynczej populacji, czyli przepis, jak z zageszczenia N (z) policzyé
zageszczenie N (14 1). Stowo model moze oznaczaé bardzo wiele réznych sposobow
opisu. Nas interesuje w gruncie rzeczy tylko jeden. Szukamy bowiem ?unkcji F,
ktora pozwoli przewidzie¢ zageszczenie w kolejnych krokach czasowych.

N (t+1)=F (N (¢)) (7.2)

Rownanie (7.2) jest ogdlna postacig réznicowego modelu dynamiki pojedyncze]
populacji. Matematycy réwnania takie jak (7.2) nazywaja rownaniami rozZnico-
wymi w odrdznieniu od réwnan rézniczkowych, jakimi byly modele przedstawione
w rozdz. 2 i 3 (np. réwnanie logistyczne (2.5)). |

Zwroémy uwage na to, jak inng mamy teraz sytuacje. W rownaniu logistycznym
1 rownaniach jemu podobnych mieliSmy sytuacje jak gdyby ,,idealng” — maksy-
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malnie zachodzace na siebie pokolenia, w kazdym, nawet najkrétszym odcinku
czasu ktos$ si¢ rodzi lub kto§ umiera, a caly proces rozciagga si¢ nieskonczenie w czasie.
Rownania roznicowe sg natomiast przykladem ustepstw na rzecz wigkszego realizmu
opisu. Rezygnujemy z pozornej ,,glebi’’ modelu, nie chcemy opisaé wszystkiego.
Wybieramy pewne charakterystyczne zageszczenia w kolejnych krokach czasowych
i staramy si¢ znalez¢ zwigzek miedzy nimi. :

I znow jak poprzednio nie jesteSmy w stanie do konca uzasadni¢ wzgledami
biologicznymi zadnej z konkretnych postaci réwnania (7.2), w sposéb, ktoéry w pelni
by nas przekonywal. Poniewaz jednak rownania réznicowe znalazly zastosowanie
w biologii populacyjnej dopiero niedawno, zadowala nas, je§li znajdziemy tylko
réznicowe odpowiedniki od dawna istniejacych modeli rézniczkowych.

Jedli funkcja F sprowadza sie do pomnozenia przez stalg r

N (t+1)=r N (?) ' (7.3)

to dostajemy réznicowy odpowiednik rownania (3.4). Dla r>1 mamy eksponen-
cjalny wzrost zageszczenia w kolejnych krokach czasu, gdy r=1 zageszczenie sie
nie zmienia, natomiast dla O0<r <1 zagegszczenie eksponencjalnie spada.

Najczesciej uzywa si¢ rownania, ktore jest réznicowym odpowiednikiem rowna-
nia logistycznego (2.5).

N(z+1)=N(i) (a—bN (1)) ' (7.4)

gdzie a 1 b sa dodatnimi statymi. Roéwnanie (7.4) ma jedna brzydka wiasciwosc,
ktérej nie posiada rozniczkowa wersja rownania logistycznego. Mianowicie dla
duzych wartosci N (¢), takich ze bN (f)>a mamy N (¢4 1)<0. Biologicznie oznacza
to, ze w odcinku czasu, w ktorym zageszczenie po raz pierwszy stalo si¢ mniejsze
od zera, populacja wymarlzi. "

Takich wlasciwosci nie posiada réwnanie o postaci nastepujacej

N (t+1)=N (¢) &1 ~N @/K) (7.5)

\

Jest to model z bardzo ostra regulacja przy duzych warto$ciach N (¢). Wtedy bowiem
wykiadnik przyjmuje duza ujemng wartos¢, funkcja eksponencjalna staje si¢ bardzo
malta, ale caly czas dodatnia, w efekcie daje to ogromny spadek zaggszczenia w kroku
t+1.

Podobne wilasciwosci ma model

/

N (t+1)=yN (t) (1+aN (t))~* £ )

gdzie a, B 1 y sa dodatnimi stalymi. Poniewaz N (¢) wystepuje w wyrazeniu, ktore
podnoszone jest do ujemnej potegi, to gdy N (¢) jest duze, dostajemy maly wspol-
czynnik, przez ktéry nalezy pomnozyé N (¢), aby otrzymaé N (1+1).

Na koniec warto jeszcze przytoczy¢ model, ktory nie moze by¢ zapisany w po-
staci jednego rownania

oN (t)' = dla N(t)>C
oN(t) dla N()<C (7.7)

gdzie b, ¢ 1 C sa dodatnimi stalymi.

N(t+l)“-={
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Powyzsze rownania nie wyczerpuja listy wszystkich rownan roznicowych uzy-
wanych do opisu dynamiki populacji, jakie spotyka si¢ w literaturze ekologiczne;.
Zestawienie tych 1 paru innych jeszcze rOwnan mozna znalezCu Maya 1 Ostera
(1976).

Modele tego typu wzbudzily wielkie zainteresowanie. Byly 1 sg obiektem badan
matematykow, ktorzy nie do konca jednak zapomnieli o ich biologicznych inter-
pretacjach (np. L1 1 Yorke 1975,,Smale 1 Williams 1976 lub Sar-
kovskij 1983). Robert May, ktory nazwal te rownania bardzo prostymi mode-
lami zachowujacymi si¢ jednak w bardzo skomplikowany sposob, zrobit chyba
najwiecej, zeby przystepnie i wyczerpujaco przedstawi¢ ekologom ich wlasciwosci,
wzbudzajac tym samym dyskusje nad ich ekologicznymi konsekwencjami. Jedna
z jego prac (M ay 1976), moim zdaniem najlepsza sposrod innych dotyczacych
tych zagadnien, postuzyta do napisania dalszej czgsci tego rozdziatu.

Przeanalizuyjmy wiasciwosci rozwigzan takich réwnan. Rezultaty okazag si¢ za-
skakujace. Zajmiemy si¢ w istocie tylko jednym z nich, tym najblizszym sercu —
roznicowa wersja rownania logistycznego. Jednakze ogdlne wlasciwosci innych
rownan s3 podobne, roznice dotycza szczegolow. '

W celu znacznego uproszczenia rozwazan matematycznych dokonamy w wyjs-
ciowym réwnaniu (7.4) zamiany zmiennych. Jest to czesto stosowana sztuczka
matematyczna, ktéra zupetnie nie zmienia wymowy uzyskanych wynikéw. Zwiazek
bowiem pomiedzy rownaniem przed i po zamianie zmiennych pozostaje wzajemnie
jednoznaczny. Wprowadzimy nowa zmienna X (¢) zdefiniowang przez nastepujace
rownanie

b - _
X ()= 2 N (1) (7.8)
lub po przeksztalceniu
“a
N(z)=—b—-— WAL iE (7.9)

Widac¢, ze jest to bardzo prosta zamiana zmiennych. Polega ona tylko na liniowej
zamianie skali, co odpowiada zmianie jednostek, w ktorych mierzymy zageszczenie
na wigksze lub mmniejsze. Takiej zamiany zmiennych dokonujemy dla kazdego
kroku czasowego, a wiec takze i dla kroku 7+1.

Podstawiajac z kolei (7.9) na miejsce N (7) i podobne wyrazenie zamiast N (1+1)
w rownaniu (7.4) otrzymujemy

a a a

'B"X(t+1)m*5“ X(t)a—'b('g"X(t)) (7.10)

Po podzieleniu obu stron tego réwnania przez wspolny czynnik a/b i wylaczeniu a
przed nawias dostajemy ostatecznie

X(@t+D)=aX () (1-X (1)) (7.11)
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Jest to ta wersja réznicowego odpowiednika rownania logistycznego w nowych
zmiennych, z ktéra bedziemy dalej pracowac. Dzigki zamianie zmiennych rownanie
(7.4) doprowadzone zostalo do postaci, w ktorej wystgpuje tylko jeden parametr a.
Od wartoS$ci tego parametru, jak mozna przypuszczaé, zalezy zachowanie rozwigzan

~rOownania (7.11).

- Zanim jednak przejdziemy dalej, trzeba zdaé sobie sprawe z pewnych ograniczen.
Poniewaz a>0, to, jezeh w pewnej chwili zdarzy sie, ze X (¢)> 1, wystarczy spojrzec
na rownanie (7.11), aby stwierdzi¢, ze w nastgpnej chwili mamy juz X (1+1)<0
1 dalej zaggszczenie jest juz zawsze ujemne 1 dgzy do — c0. Z kole1 najwigksza wartos¢
prawa strona rownania (7.11) osiaga dla X (1)=1/2. Ta najwigksza warto§¢ rowna
al4 jest oczywiscie najwigksza mozliwa warto$cia X-Ow przy danym a. Poniewaz,
jak przed chwilag wykazaliSmy, musi by¢ spelniony warunek X (¢)<1, to takze
al4<1, co od razu daje, ze a<4. Jesli natomiast a<1 to zageszczenie w kolejnych
krokach czasowych zmierza¢ bedzie do zera. Ostetecznie te wartosci parametru a,
ktore daja interesujace biologicznie wyniki, zawieraja si¢. w przedziale

TOrE B (7.12)

Dla a<1 populacja opisywana réwnaniem (7.11) wymiera asymptotycznie,
dla a>4 osiaga zerowe zageszczenie, natomiast dla a z przedzialu (7.12) trwa zmie -
niajac w czasie swoje zageszczenie. Przeanalizujemy dalej rodzaje tych zmian.

Warto si¢ w tym miejscu zastanowié, czy dla rownan réznicowych istnieja od-
powiedniki punktow osobliwych lub punktow réwnowagi, o ktorych byla mowa
przy okazji rozniczkowych wersji modeli pojedynczych populacji. Z definicjt w punk-
cie osobliwym zageszczenie sie nie zmienia. Wtedy w celu wyrazenia tego faktu

~uzywaliSmy rownania

dN

rragl Y =0 (7.13)

gdzie N* jest zageszczeniem w punkcie osobliwym. .

Teraz, gdy przebywamy w $§wiecie opisywanym rownaniami roZnicowymi, nie

-mozemy uzywaé¢ symbolu pochodnej, mozemy natomiast skorzystac wprost z de-

finicji punktu osobliwego. To Ze zageszczenie nie zmienia si¢, jesli osiggneto wartos¢
odpowiadajaca punktow1 osobliwemu, mozna teraz przedstawi¢ w postaci rownania

N*=F(N¥) : (7.14)

gdzie F jest funkcja, ktora wykorzystaliSmy zapisujac ogolna postac roznicowego
modelu pojedynczej populacjt w postaci rownania (7.2).

Trzeba jeszcze przypomnieC, Zze punkt osobliwy moze by¢ punktem stabilnym
lub niestabilnym (patrz np. Uchmanski 1983). JeSli zachodzi pierwszy przy-
padek i zageszczenie w chwili poczatkowej przyjmuje wartoS¢ z pobliza punktu
osobliwego, to w kolejnych krokach czasowych bedzie si¢ do niego zbliza¢. W dru-
gim przypadku zageszczenie bedzie sie oddala¢ od warto$ci odpowiadajacej punktowi
osobliwemu.
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Jak pami¢tamy poprzez zamiang zmiennych mozna roznicowa wersj¢ rownania
logistycznego sprowadzié do postaci (7.11), w ktorej wystepuje tylko jeden para-
metr a. Okazuje sie, ze dla 1<a<3, réwnanie (7.11) ma jeden punkt osobliwy
i jest to punkt stabilny. Oznacza to, iz w kolejnych krokach czasowych zageszczenie
moze albo asymptotycznie zmierza¢ do zageszczenia rOwnowagowego, albo wyka-
zywaC zanikajace oscylacje wokol tej ostatniej wartosci (rys. 13a). '
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Rys. 13. Wybrane rozwigzania réznicowej wersji rOwnania logistycznego: @ — rozwigzanie mono-
tonicznie zbiegajace do punktu rOwnowagi oraz zanikajace oscylacje woko6t niego, b — oscylacje
typu cykl graniczny o okresie rOwnym dwom krokom ezasowym, ¢ — oscylacje typu cykl graniczny
o0 okresie rownym czterem krokom czasowym. W czqéi:iach b 1 ¢ zaznaczono dtugosci okresow
Chosen solutions of difference version of logistic equation: @ — monotone solution converging at
equilibrium point and the converging oscillations around it, » — oscillations of limit cycle -type

of a period equalling two time steps, ¢ — oscillations of limit cycle type of a perlod equalling four
time steps. The lengths of periods are indicated in parts & and ¢ |

p— = e m— e —

Co si¢ natomiast dzieje na odcinku 3<a<4? Niektorzy mowia, ze dla takich
wartos§ci @ wéréd rozwigzan rownania (7.11) kréluje chaos. Céz oznacza jednak
to sfowo w tym przypadku warto przesledzi¢ analizujac dokladnie rozwigzania row-
nania (7. II) dla 3<a<4. |

- Na poczatek zatrzymajmy sie¢ na odcinku 3<a<3 57 ... . Prawa granice tego
odcinka stanowi pewna liczba niewymierna, ktorej trzy pierwsze cyfry rozwinigcia
dziesietnego zostaly przedstawione, Pamietamy, ze dla 1 <a< 3 istnieje jeden stabilny
punkt osobliwy. W momencie, gdy a przekracza 3 dotychczasowy stabilny punkt
osobliwy staje si¢ niestabilny, zamiast niego pojawiaja si¢ oscylacje o okresie rownym
dwom krokom czasowym (rys. 13b). Oscylacje te maja charakter stabilnego cyklu
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granicznego. Niezaleznie od poczatkowych wartosci zageszczenia po odpowiednio
dhugim czasie bgdzie ono oscylowac z okresem 2.
Oscylacjom o okresie 2 odpowiada pewien maly odcinek wartosci a zawarty
'w odcinku 3<a<3,57 ... 1 przyciSnigty do lewej granicy tego ostatnmiego. Tuz za
~odcinkiem z wartosciami a, ktore daja oscylacje o okresie 2, z jego prawej strony
znajduje si¢ inny maly odcinek wartosci a, ktorym odpowiadaja oscylacje o okresie 4.
Jak poprzednio maja one charakter cyklu granicznego (ryS. 13c). Potem dla coraz
- wiekszych wartosci a, ale caly czas zawartych w przedziale 3 <a<3,57 ..., pojawiaja
si¢ odcinki, ktorym odpowiadaja oscylacje o okresach 8, 16, 32, 64, ... krokow
czasowych. | | ' |

P | Okres 2 — Pepriod 2

/\fh—- \ / Okresl — Period 4
/ ¢ Okres 2 [ _ Pepipd 21
ol ,/

i o3 B WO g
] B %D 8
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Rys. 14. Ilustracja sposobu rozlozenia na odcinku (1,4) wartosci parametru a odpowiadajacych
niektorym typom rozwigzan. Proporcje mi¢dzy odcinkami nie zostaly zachowane

INlustration of the method of distributing on section (1,4) the values of parameter a corresponding
to some solution types. Proportions between sections are not preserved

Topografi¢ odcinka 3<a<3,57 ... przedstawiono na rys. 14. Mozna ogolnie
powiedziec, ze w tym stosunkowo waskim odcinku mieszcza si¢ takie zakresy war-
tosci a, ktorym odpowiadaja oscylacje o dowolnie duzym okresie, ale parzystym,
czyli takim, ktory mozna wyrazic jako potege 2. Jezeli okres oscylacji zaggszczenia
oznaczymy przez Q, to w tym odcinku mieszcza sie oscylacje, ktére maja okresy
opisane rownaniem

Q=2 (7.15)

gdzie i=1, 2, 3, ... Trzy kropki oznaczaja, ze mamy do dyspozycji nieskonczona
liczbe oscylacji typu cyklu granicznego o parzystym okresie.

Powstaje pytanie, jak to jest mozliwe, zeby nieskonczenie wiele takich matych
przedziatow zmieScito si¢ w skonczonym 1 ,,matym’ odcinku 3 <a<3,57 ... Nie za-
pominajmy jednak o tym, ze ten odcinek, chociaz ma skonczona dtugos¢, to miesci
w sobie nieskonczong liczbg punktow; jest ich tyle, ze nie mozemy ich nawet poli-

czyé. Z kolei dtugosci odcinkéw odpowiadajacych oscylacjom o kole_]nych okresach
maleja w miare wzrostu okresu.

Na rysunku 15 przedstawiono oscylacje o okresie 16 krokow-czasowych. Niech
réwnanie (7.11) opisuje zmiany zageszczenia z sezonu na sezon, czyli sa to oscy-
lacje o okresie 16 lat. W ciaggu tych szesnastu lat zageszczenia moga zmieniaé sie
zupelnie dowolnie. Trzeba wiec wigcej niz szesnastu lat, zeby zobaczy¢, Ze ta se-
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kwencja szesnastu zaggszczen zacznie si¢ powtarzac. Im diuzszy okres, tym diuzej
musi trwaé takie oczekiwanie. Na przyklad okres 2!° wymaga oczekiwania przez
1024 (21°=1024) lat. A nie jest to najdluzszy okres, jaki mozemy spotkac.

X

. B B T I e e e

.!_

Rys. 15. Jedno z rozwigzan roznicowej wersji rownania logistycznego. Cykl graniczny o okresie
rownym szesnastu krokom czasowym. Zaznaczono diugos¢ trwania okresu

One of solutions of difference version of logistic equation. Limit cycle of a period equalling sixteen -

time steps. The period length 1s indicated

———

Praktycznie dynamika o tak dhugich okresach nie jest do odrdznienia od zupel-
nie losowych zmian zageszczenia. Sytuacja staje si¢ wiec nieco skomplikowana.
Chociaz model jest deterministyczny, a zmiany zageszczenia sa w istocie nielosowe,
to jednak praktycznie nie istniejg zadne metody matematyczne, ktdre pozwolilyby
odrdzni¢ je od zmian zupelnie losowych.

Zaldézmy, ze obserwujemy zmiany z roku na rok zageszczenia populacji opisy-
wane rownaniem (7.11) z wartodcia a odpowiadajaca oscylacjom o okresie 16 lat
(my o tym nie wiemy). Zeby wiec znaé prawde o badanym ukladzie, trzeba by cze-
ka¢ ponad 16 lat, gdyz dopiero wtedy zauwazymy, Ze zaggszczenia zaczng si¢ po-
wtarzaé. A przeciez 16 lat to okres bardzo diugi, jesli chodzi o cykl badan ekolo-
gicznych. Wszelkie przypuszczenia i hipotezy dotyczace mechanizméw rzadzacych
dynamika zageszczenia zbudowane na podstawie danych krotszych niz szesnasto-
letnie beda bledne, gdyz w odcinkach krétszych niz okres oscylacji nie ujawma si¢
cykliczna natura ukladu. Jest to bardzo przygnebiajaca perspektywa.

Coz sig dzieje, gdy a=3,57 ... Jeshi dla mniejszych wartosci a trzeba bylo czekag,
czasami bardzo diugo, aby zauwazy¢, ze zageszczenie zaczyna sig¢ powtarza, to
teraz choéby§my czekali nieskonczenie dtugo, nigdy wartosci zageszczen nie zaczna
si¢ powtarzaé. Dla a=3,57 ... mamy bowiem cykl o nieskonczenie dlugim okresie.
Jest to rzeczywisty chaos. Nie ma bowiem zadnego sposobu odrdznienia takiego
przebiegu zageszczen od zmian rzeczywiécie losowych. Poprzednio trudno bylo
odrozni€, teraz naprawde nie mozna tego zrobi¢! Trzeba jednak pamigtac, ze w praw-
dziwym procesie losowym wielokrotne powtarzanie tego samego procesu da za
kazdym razem troche inng sekwencje zageszczen, mimo ze warunki poczatkowe

'
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beda w kazdym przebiegu takie same. Wielokrotne powtarzanie procesu determi-

nistycznego (takim zajmujemy si¢ w tym rozdziale) z tymi samymi wartosciami

poczatkowymi prowadzi za kazdym razem do tego samego przebiegu zmian za-
geszczen. Jednak jesli tego nie wiemy, a obserwujemy jedynie zmiany zageszczenia,
ktére sg jego wynikiem, to dla ¢=3,57 ... nie mozemy ich odrozni¢ od przebiegu
naprawde losowego. Mowi sig, ze punkt a=3,57 ... jest punktem akumulacj cykli
o okresach 2!, gdzie i=l1, ... 0.

Il

Rys. 16. Rozklad wartosci funkcji X (¢) bedacej rozwigzaniem roznicowe] wersji rOwnania logi-
stycznego: a — gdy parametr @ modelu lezy w takim zakresie, ze dostajemy cykl graniczny o okre-
sie 4, b — gdy a=3,57 ..., tzn. gdy znajdujen;ly si¢ w punkcie akumulacji oscylacji o okresach 2/,

Number of X
with given value

Liczba X-ow_
0 dane) wartesci

0 g R,

s

Distribution of value of function X (¢) being a solution of difference version of logistic equation:
a — when parameter of @ model is found in such a range that a limit cycle of a period 4 is obtained,
b — when a=3.57 ..., i.e., at the point of oscillation accumulation of periods 2¢, i=1, ...

7

Caly ten skomplikowany obraz wydarzen na odcinku 3<a<3,57... mozna
przedstawi¢ w 1nny jeszcze sposob. Jesli przypomnimy sobie, ze w dyskretnym
modelu zageszczenie przyjmowa¢ moze tylko dyskretne wartosci 1 budowaé be-
dziemy rozklady zageszczen uzyskiwanych w kolejnych krokach czasowych, to
np. cykl o okresie 4 da poczynajac od pewnej chwili rozklad zageszczenia przedsta-
wiony na rys. 16a. Caly rozklad bedzie skupiony w czterech punktach odpowiada-
jacych czterem wartosciom zageszczen wystepujacych w cyklu. Kazde z czterech
zageszczen pojawi sie jednakowo czesto po wystarczajaco dtugim czasie. Podobnie
wygladaja rozklady zageszczen dla cykh o d}ui;szych okresach, tylko liczba stupkow
jest wigksza. Obraz staje sie zupelnie inny, jesli a=3,57 ... Po czasie dostatecznie
diugim rozklad bedzie rOwnomierny w calym zakresie mozliwych zaggszczen (rys.
16b). Uklad bedzie przyjmowal wszystkie zaggszczenia jednakowo czgsto.

Do tej chwili zajmowaliémy sie odcinkiem 3<a<3.,57.. Cdz natomiast sie
dzieje, jezeli 3,57 ...<a<4. Pamietamy, ze dla 3 <a< 3,57 ... uzyskiwaliémy oscylacje
o okresach 2!, gdzie i=1, ..., wraz z punktem akumulacji tych oscylacji w a=3,57 ...
Okazuje sig, ze odcinek 3,57 ...<a<4 mozna podzieli¢ na nieskonczona liczbe
pododcinkoéw, w kazdym z nich bgdziemy mieli podobnie jak poprzednio rozlozone
-oscylacje o okresie k2!, i=0, 1, 2, ... wraz z punktem akumulacji tych oscylacji.
Indeks i numeruje cykle wystepujace w obrebie podocinka, natomiast indeks &
numeruje pododcinki w przedziale 3,57 ...<a<4. Jest ich nieskonczenie wiele,
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gdyz k=2, 3, 4, ... 00 153 one roztozone w bardzo skomplikowany sposéb w odcinku
3,57 ...<a<4. Zauwazmy dodatkowo, ze wszystkim rozwigzaniom uzyskiwanym
dla wartosci a pochodzacych tym razem z odcinka 1<a<3,57 ... mozna przypisac
warto$s¢ k=1 a wartosci i jak wyzej rowne 0, 1, 2, ... .

- Wida¢ wiec, ze w krotkim odcinku 3,57 ... <a<4 znajduje si¢ nieskoniczenie wie-
le punktow akumulacji oscylacji, w ktorych uklad zachowuje si¢ w sposob nie do
odréznienia od przebiegdw losowych oraz nieskonczenie wiele takich wartosci a,

ktore dajg najrozmaitsze oscylacje zageszczenia najczesciej o bardzo dtugich okresach,
praktycznie nie do odroznienia od przebiegow losowych.

Wszystko to, o czym byla mowa ostatnio, dotyczylo roznicowej wersji rOwnania

logistycznego. Inne rownania roznicowe uzywane do opisu dynamiki pojedynczej
populacji daja rozwigzania zachowujgce sig podobme cho¢ najczgsue_] W Je€SzCze
bardziej skomplikowany sposob.

Pora na wnioski biologiczne. Mysle, ze dyskretne modele maja fundamentalne
znaczenie dla krytyki 1 weryfikacji naszych tradycyjnych wyobrazen o porzadku
rzeczy w ekologii. '

Jak si¢ wydaje, rownania roznicowe s3 lepszym opisem rzeczywistosci ekolo-

giczne] niz rownania rozniczkowe. Wynika to nie ze skomplikowanego sposobu
zachowania ich rozwigzan, ale ze sposobu ich konstrukcji. Zalozenia réznicowych
modeli pojedynczych populacji sa efektem stosunkowo niewielkich modyfikacji
w stosunku do zbioru zalozed wersji rézniczkowych. Odrzucono raptem tylko
jedno, trudne do spelnienia zalozenie o ciggtosci procesow sposrod zalozen wymie-
nionvch w rozdziale 3, a upadlo wiele wyobrazen o uktadach ekologicznych, jakie
zbudowane zostaly na rézniczkowej wersji rownania logistycznego. Zniknely prosty
lad 1 harmonia w swiecie. Nie istnieja rownowaga 1 stabilno$¢ w tak prostym zna-
czeniu, jak w podstawowym rownaniu logistycznym. Nie ma jednego polozenia
rownowagi, do ktorego uktad zdaza z uplywem czasu, nie istnieje takie pojecie,
jak pojemnos¢ srodowiska 1 wiele innych, do ktorych przyzwyczaily nas roznicz-
kowe modele dynamiki pojedynczej populacii.

Zamiast tego zageszczenie zmienia sie w taki sposdb, Ze nie ma najczesciej me-
tody odrdznienia tych zmian od przebiegéw losowych. Oznacza to, Ze zmiany
zageszczenia nie wykazuja zadnych prawidlowosci, ktore lubimy. Pojawia sie tzw.
efekt motyla. Nazwa pochodzi od meteorologdw, ktérzy zauwazyli, ze przy opisie
stanu atmosfery réwnaniami réznicowymi mozna oczekiwagé, iz machniecie skrzy-
dlem przez motyla na rowniku moze by¢ odczute w naszych szerokosciach geogra-
ficznych jak huragan, ktorego by jednak nie bylo, gdyby motyl nie pomachat skrzyd-
fami. Podobnych efektow spodziewaé si¢ mozna w modelach populacyjnych. Jesli
jesteSmy w obszarze chaosu, a jak wiemy nietrudno tam trafi¢, to drobna zmiana
warunkéw poczatkowych lub warunkdéw $rodowiska (ta ostatnia odbije sie na
zmianie parametrow modelu) moze prowadzi¢ do ogromnych zmian zageszczenia,
zupeinie nieproporcjonalnych do wielkos$ci przyczyny. Parametr a, ktory ma tak
ogromny wplyw na zachowanie rozwigzan réznicowej wersji rownania logistyczne-
g0, posiada dobrg interpretacje biologiczna, jest wypadkowa produkcji potomstwa
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i §miertelno$ci. Bilans tych dwéch proceséw moze sie zmieniaé, a skutki takich wa-
han, jak widzimy, moga by¢ powazne.

Nie nalezy jednak zatamywaé¢ rak. Moze sytuacja nie jest tak tragiczna. Moze
jest to tylko $wiadectwo tego, ze nie w dynamice zageszczenia populacji nalezy szuka¢
prawidlowosci. \

Préobowano tez szukaé innego, nie tak drastycznego wyjécia z sytuacji. Hassell
i in. (1976) przebadali kilkadziesiat populacji naturalnych i laboratoryjnych (gtownie
owadow) i starali si¢ stwierdzi€, czy leza one w obszarze chaosu, czy tez ,,porzadnych™
zachowan. Chaos w tym przypadku oznaczal rozwigzania cykliczne o duzych okre-
sach, za$ ,,porzadne” zachowania — jeden punkt stabilny lub oscylacje o krotkich
okresach. Do obserwowanych zmian zaggszczenia dopasowywano rownanie ( 7.6)
z a=1. Ma ono wtedy dwa parametry, wiec obszary roznych zachowan ukladu
beda pewnymi podzbiorami na plaszczyznie, jesli na osiach ukladu wspétrzednych
odlozymy warto$ci obu parametréw (rys. 17). Okazato si¢, ze populacje labora-
toryjune lezaly wyraznie blizej chaosu lub tez mialy parametry z obszaru chaosu,
podczas gdy populacje naturalne zachowywaly si¢ ,,porzadnie”.
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Rys. 17. Przestrzei parametrOw rownania (7.6). Punkty odpowiadaja warto$ciom parametrow,
ktébre mozna dopasowac populacjom: / — naturalnym, 2 — laboratoryjnym: Linia przerywana jest
granica miedzy ,,chaosem” (rozwigzania Zz bgrdzo duzymi lub nieskonczonymi okresami) polo-
zonym w goOrnej czesci rysunku a obszarem ,,porzadnych” zachowan rozwigzan réwnania (7.6)
(rozwigzania monotonicznie zbiegajace do polozenia ro6wnowagi, zanikajace oscylacje, cykle gra-
niczne o okresie 2). Z Maya (1976) wg Hassell i in. (1976), rys. uproszczony

Space of equation parameters (7.6). The points correspond to parameter values that fit populations:
I — natural, 2 — laboratory. The broken line is the border between the “‘chaos’ (solutions with
very high or infinite periods) in top part of the figure and the area of “proper” behaviour of equation
solution (7.6) (monotone solutions converging towards equilibrium, converging oscillations, limit

- cycles of a period 2). Acc. to May (1976) after Hassell et al. (1976), simplified figure .

Powyzszy wynik analizy rzeczywistych populacji moze brzmie¢ pocieszajaco.
Wyglada na to, ze naturalne populacje zachowuja ten obraz zmian zageszczenia,
do ktérego przyzwyczaily nas rownania rézniczkowe. Populacje laboratoryjne za$,
jako uktady znajdujace si¢ w sytuacji nienaturalnej, zachowuja si¢ w sposéb chao-
tyczny. Moze tak jest w istocie. A moze jest 1 tak, Zze naturalne populacje zacho-
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- wujace si¢ chaotycznie umykaja naszej uwadze. Chaos czyni je niezauwazalnymi,
ging zanim je zaobserwujemy.

Kot 1 Schaffer (1984) ostatnio nieco podwazyli znaczenie wnioskow
Hassella iin. (1976). Dowiedli mianowicie, ze zmienno$¢ warunkow w sezonie,
wprowadzona do dyskretnego modelu w postaci zmiennych w czasie parametrow
modelu, moze prowadzi¢ do bardzo skomplikowanych rozwigzan rownania, z chao-
~ tycznymi wlacznie. |

8. Stéchastyczne modele pojedynczych populacji

- Odrzuc¢my jeszcze jedno zatozenie z rozdziatu 3. Niech losowe czynniki maja
istotny wplyw na dynamike populacji. Przyjmijmy, ze ta losowo$¢ nie wynikla
z wlasSciwosci obserwatora, lecz jest rzeczywista cecha uktadu. Dobrym przyktadem
jest populacja o malym zageszczeniu. Wtedy, jesli osobniki rozmnazaja si¢ piciowo,
mogq mie¢ trudnosci ze znalezieniem partnera, a Smiertelnos¢ tez moze byé czyn-
nikiem dzialajacym losowo. Innym przykladem jest populacja mikroorganizméw
ogladana w sposob makroskopowy. W tym przypadku najczesciej nie jestesSmy
w stanie powiedzie¢, kiedy wybrany organizm si¢ podzieli. ,rIstmeJe tylko pewna
szansa podzialu w danym odcmku czasu.

Zalozmy, ze prawdopodobienstwo tego, 1z osobnik w malym edcinku czasu At
da jednego potomka, jest rowne pAt. Odcinek czasu At jest tak maly, ze tylko jeden
osobnik z calej populacji moze si¢ rozmnozy¢. Prawdopodobienstwo zdarzenia,
7e w czasie At rozmnoza sie¢ dwa osobniki, jest zaniedbywalnie male. Je$li popu-
lacja liczy N osobnikow, to p¥awdopodobieﬁstw0 tego, ze w czasie At jeden z nich
si¢ rozmnozy 1 da jednego potomka wzrosnie N-krotnie 1 bedzie réwne pNAt. Zau-
wazmy, Ze te zalozenia dotycza populacji hermafrodytéw lub osobnikéw rozmna-

zajacych si¢ partenogenetycznie albo bezplciowo. W przypadku rozdzielnopicio-
wosci N oznacza liczebnos$¢ samic.

Oznaczmy przez Py (1+4t) prawdopqedobienstwo tego, Ze w chwili ¢+ A4t po-
pulacja bedzie miata liczebnos$¢ N. Jesli ograniczymy si¢ do zalozen z poprzedniego
akapitu, tzn. przyjmiemy, ze osobniki mogg si¢ tylko rodzi¢, a nie umieraé, to do
liczebno$ci N w chwili £+ 4t moga doprowadzié dwa zdarzenia: w chwili z populacja
ma liczebno§é N—1 i w czasie od ¢ do t+ Ar urodzit sie jeden osobnik lub populacja
w chwili czasu f miala liczebnos$¢ N 1 w ¢zasie od 7 do 7+ At nikt nie przybyl. Prawdo-
podoblenstwa tych dwoch zdarzen réwnaja si¢ odpowiednio Py_, (t) p (N 1) At
1 Py (t) (1—pNat). Mozna wigc napisacé, ze

Py (t+2a1)=Py_, (1) p (N—=1) At+Py (t) (1 — pN A1) )

Podzielmy obie strony réwnania (8.1) przez At 1 zrobmy parg prostych prze-
ksztalcen, wtedy

Py(t+A4t)—Py (1)
At

=—pNPy(t)+p(N—1)Py_, (2) (8.2)
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Dokonajmy dalej przejécia gfanicznego At—0 (patrz rozdz. 2). Daje to nastepujace
rownanie rozniczkowe
dPy (1)
dr

=—pNPy(t)+p(N—1)Py_;(¢) (8.3)

ktore, jeSli potrafimy je rozwiazaé (jest to mozliwe — Pielou 1977 —choé¢ na
ogol skomplikowane), powie nam, jakie wartosci przyjmuje prawdopodobienstwo
Py (t) w réznych chwilach. Zmieniajgc N w prawej stronie rownania (8.3) dostajemy
Py (t) w réznych chwilach dla réznych N. ¥ '

Do tej pory interesowali§my si¢ prawdopodobienstwem tego, ze w pewnej chwili
populacja bedzie miala zadanag liczebnos¢. Powstaje jednak pytanie, jakie liczeb-
nosci przyjmuje populacja w kolejnych chwilach, jesli w poczatkowej chwili 7,
miala liczebnos$¢ N,. Proces zmian liczebnosci mozna odtworzy¢ postepujac zgodnie
z programem, ktorego pierwszy krok dzialania wyglada nastepujgco. Wiemy juz,
ze w chwili 1o+ At z prawdopodobienstwem pN, At liczebnos¢ bedzie rowna Ny+1
lub z prawdopodobienstwem 1 —pN, at pozostanie rowna N,. Suma tych prawdo-
podobienstw jest oczywiscie rowna. 1. Postugujac si¢ komputerem lub odpowiednimi
tablicami liczb losowych wylosujemy wiec liczbe z rozkladu réwnomiernego na
odcinku (0,1). Jesli bedzie ona wieksza niz pN, At to przyjmiemy, ze N (t,+ 4t)=N,,
w przeciwnym przypadku N (¢,+A4t)=N,+1. Postgpujac tak krok za krokiem
mozna odtworzy¢ liczebnos$ci w kolejnych chwilach t,+24¢, t,+34¢t, ... (rys. 18).
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Rys. 18. Ilustracja zmian liczebnosci populacji uzyskiwanych w procesie stochastycznym zwanym
czystym procesem urodzin. Zaznaczono rozklad prawdopodobienstwa liczebnosci w chwili #, ktory
mozna uzyskac wielokrotnie powtarzajac powyzszy proces. Poniewaz w tym procesie nie ma $mier-
telnosci, to liczebnos¢ w kolejnym kroku czasowym nie moze by¢ mniejsza niz w poprzednim
Illustration of changes in population numbers obtained in the stochastic process, the so-called
pure birth process. Indicated is the distribution of numbers probability at instant #, which can be
obtained by multiple repetition of this process. As it does not include mortality the numbers in
a successive time step can not be smaller than in the previous one

Jest to jednak realizacja procesu stochastycznego. JeslibySmy wielokrotnie po-
wtarzali ten proces startujac za kazdym razem z N, w chwili #,, okazaloby si¢, Ze
kolejne przebiegi réznig si¢ miedzy soba. W tym miejscu wczesniejsze proby zna-
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lezienia Py (#) nabieraja znaczenia. Gdyby bowiem liczba powtdrzen byla wystar-
czajaco duza, to dla ustalonego ¢ uzyskaliby$émy pewien rozklad liczebnosci, ktdrego
ksztalt bylby zgodny z rozkltadem P, (¢) dla réznych N przy u<talonym t, policzonym
z rdwnania (8.3).

Obserwujac wielokrotna realizacje powyzszego procesu stochastycznego mozna
zainteresowac si¢, jaka jest srednia liczebnos¢ N (¢) w chwili . Okazuje sie, Ze

N (t)=N, e* ¢~ (8.4)

Wariancja rozkladu liczebnosci w chwili ¢ takze ro$nie w sposdb eksponencjalny
7 uptywem czasu. .

Do tego miejsca rozpatrywaliémy tzw. czysty proces urodzin. Podobnie maja sie
rzeczy przy rozwazaniu tzw. czystego procesu wymierania, kiedy nikt sie nie rodzi,
a jedynie osobniki moga ging¢ w sposob losowy. Zalozmy, ze prawdopodobienstwo
tego, ze w okresie czasu At jeden osobnik z populacji N osobnikéw zginie, rowna sig
uN At. Bardzo latwo jest ulozyé réwnanie analogiczne do (8.1) i po dokonaniu
podobnych przeksztalcen uzyska¢ réownanie dla dPy (¢)/d¢ przypominajace (8.3).

Zwroémy uwage, ze teraz oprocz pytania o Srednia liczebno$é (maleje ona
eksponencjalnie z czdsem) 1 wariancje rozkladu liczebno$ci mozna si¢ takze pytac
o prawdopodobienstwo tego, ze posiadajac na poczatku liczebno§é¢ Ny, w chwili ¢
populacja bedzie miata liczebno$é réwna zeru. Jest to pytanie o prawdopodobien-
stwo wymarcia populacjt w chwili 2. Podobnie mozna sie pyta¢ o sredni czas ocze-
kiwania na wymarcie populacji.

W rzeczywistych populacjach oba te procesy — produkcja potomstwa i §mier-
telno§é — wystepuja lacznie. JeSli wiec zalozymy, ze w odcinku czasu At moze
za)S¢ tylko jedno z nastepujacych zdarzen: rodzi si¢ jeden osobnik, ginie jeden
osobnik lub nikt nie przybywa ani nie ubywa, to mozna napisac

PN (t+4dt)=Py_; (t) p(N—1) dt+Py. (t) p(N+1) dt+
4Py (t)(1—pN At—uN At)  (8.5)

Rownanie to jest wyrazem faktu, ze N osobnikow w pepulacji w chwili 74 A¢ jest
rezultatem tego, iz w chwili 7 bylo N—1 osobnikéw w populacji i w czasie od ¢
do ¢+ A4t przybyt jeden lub w chwili ¢ bylo N4+1 osobnikéw i w czasie od ¢ do
t+ At zginal jeden, lub w chwili # bylo N osobnikdow, a w czasie od ¢ do ¢4 At ani
nikt nie przybyl, ani nie ubyl.

W podobny sposob, jak wczesniej, poszukuje si¢ prawdopodobienistwa Py (7).
Srednia liczebno$¢ jest opisana wzorem

N (t)=N, P —n) (t—to) (8.6)

Takze wariancja rozkladu liczebnosci zmienia sie eksponencjalnie z czasem.

Natomiast przy zatozeniu, iZ réznica p — u jest mata, prawdopodobienstwo P, ()
tego, ze w chwili ¢ populacja bedzie miala liczebno$¢ réwna zeru dane jest naste-
pujacym rownaniem

(8.7)

pl )No

Fo (t)-__( 1 +pt
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Poniewaz pt/(14pt)<1 to szanse wymarcia populacji maleja ze wzrostem liczeb-
nosci poczatkowej. Jednak jak fatwo zauwazy¢ |
lim Py (£)=1 (8.8)
t—00
Inaczej méwiac, jezeli tylko szanse §mierci i urodzenia w'jednostce czasu nieznacznie
sie T0znia, to populacja podlegajaca powyzszemu procesowi po czasie odpowiednio
dlugim musi wymrze¢ (Pielou 1977). ;

Zauwazmy, ze do tej pory rozpatrywali§my zaledwie stochastyczna wersje row-
nania opisujacego eksponencjalne zmiany liczebnosci pojedynczej populacji, czyh
stochastyczny odpowiednik deterministycznego réwnania (3.4). Wyrazem tego,
oprocz podobienstwa ogdlnego sposobu konstrukcji tych modeli (dodawanie lub
odejmowanie w jednostce czasu stalej czesci) jest takze to, iz Srednie liczebnosci
z procesu stochastycznego zmieniaja sie dokiadnie tak jak liczebnosci w odpowied-
nich procesach deterministycznych (poréwnaj (8.4) i (8.6) z (3.5)).

Mozna zbudowac stochastyczny odpowiednik logistycznego rownania dynamiki
populacji(Bartlett 1960,P1ielou 1977). Zalézmy, ze p1 u zaleza od liczebnosci

p(N)=ay =Bk i i (8.9)

oraz .. i ' t ' A
u(N)=a,+b, N - (8.10)

gdzie a,, a,, b; 1 b, sa pewnymi dodatnimi stalymi tak dobranymi, aby w zakresie
interesujacych nas liczebno$ci réwnania te nie stracily swego matematycznego sensu.
Wynika z tych rownan, ze wzrost liczebnosci prowadzi do zmniejszenia prawdopo-
dobienstwa urodzin i1 zwigkszenia prawdopodobienistwa Smierci.

Gdyby$my na chwile przyjeli, ze p (V) i u (N) dane réwnaniami (8.9) 1 (8.10)
opisuja produkcj¢ potomstwa i Smiertelno$é w deterministycznym modelu dynamiki
populacji 1 podstawili p (N)—x (N) na miejsce prawej strony rownania (3.1), to
uzyskalibySmy, co mnastepuje |

dN
dz

=N (p(N)—u(N))=N(a,~ b, N—a,—b, N)=

=N ((ay—a)— (b, —bs) N) (8.11)

Jest to dokladnie deterministyczne réwnanie logistyczne w wersji (2.6) pod warun-
kiem, ze r=a,—a, oraz r/K=b, —b,. Przyklad ten ilustruje, dlaczego uzycie zalez-
nosci (8.9)1 (8.10) prowadzi do modelu, ktéry mozna nazwaé stochastyczna wersja
rownania logistycznego. |

Takie same jak poprzednio pytania zadajé si¢ teraz temu modelowi. Przede
wszystkim interesuja nas wlasciwosci rozkladu liczebno$ci. Srednia liczebno$é bedzie
si¢ zmieniaC z czasem podobnie do zmian liczebno$ei uzyskiwanych w determini-
stycznym rownaniu logistycznym. Od momentu, kiedy liczebno$¢ osiagnie taka
wartosc, ze prawdopodobienstwo $mierci jednego osobnika przy liczebno$ci N
zacznie si¢ rowna¢ prawdopodobienistwu urodzenia innego przy liczebnosci N—1,
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ustala si¢ pewnego rodzaju stochastyczna rownowaga rozktadu liczebnosci. Roz-
klad ten nie zmiemia si¢ wtedy, ale nie jest to rédwnowaga, jaka znamy z modeli
deterministycznych. Konkretna realizacja procesu stochastycznego, ktory jest od-
powiednikiem rownania logistycznego, moze bowiem daleko odbiegaé od deter-
ministycznego ,,wzorca’’. Liczebno§é moze na przyklad spadaé. Dodatkowo caly
czas istnieje pewne prawdopodobienstwo wymarcia populacji.
| Na koniec tego rozdziatu jedna ogdlna uwaga. Przedstawione tu modele z uwagi
na prostote takiego podejscia postugiwaly si¢ zmienng dyskretna. Wartosci N mogly
zmienia¢ si¢ O jednosS¢, dlatego biologicznie interpretowano ja jako liczebnosc.
Mozna oczywiScie konstruowa¢ podobne modele dla zmiennych, ktére zmieniajg
si¢ W sposoOb ciagly w czasie 1 wtedy dodatkowo moga one posiada¢ interpretacje
zageszczenia. Stwarza to jednak znacznie wiecksze problemy matematyczne. Po-
dejscie takie m.in. opisuja Goel 1 Richter-Dyn (1974).

9. Zakonczenie

Istota ujecia klasycznego polega na obliczaniu i operowaniu warto$ciami usred-
nionymi po osobnikach. Rozrodczo$é, smiertelnos¢, szybkos¢ zmian zageszczenia
per capita jako réznica dwéch wezesniejszych sa odpowiednimi wartosciami Sred-
nimi przypadajacymi na jednego osobnika w okreSlonej jednostce czasu. Stad aby
obliczy¢ zmiany zageszczenia calej populacji w jednostce czasu, musimy pomnozy¢
te wartoscl przez zageszczenie.

Tak zdefiniowane charakterystyki populacj sa stosunkowo latwo mierzalne,
Sankcjonuja one takze pewien schemat postgpowanmia eksperymentatora. Prawie
zawsze bowiem dzieje sie tak, ze co pewien czas liczy on osobniki w populacji i na
podstawie roznic w kolejnych zliczeniach wycigga wnieski o smiertelnosci, rozrod-
czosci i szybkosci przyrostu populacji. Wiasnie na podstawie takich danych demo-
graficznych sto 1 wigcej lat temu sformulowano pierwsze modele pojedynczych po-
pulacji.

Jesli w ten sposob mierzymy rozrodczos¢ 1 Smiertelnos¢; to ekstrapolacja danych
poza mierzony zakres wymaga dokladnie takiego programu postepowania, o jakim
mowia klasyczne modele pojedynczych populacji. W postaci tych modeli nie ma
jednak prawie zadnej biologicznie wartosciowe] hipotezy. Nie sa one wynikiem
zadnej porzadnej biologicznej teorii. Jesli odrzucimy pewne dodatkowe zaloZenia,
to sam model klasyczny w swej najprostszej postaci jest empirycznym schematem
postepowania uksztattowanym w konsekwencji poshigiwania si¢ charakterystykami
populacji w postact pewnych Srednich wartosci. .

Wszystko bylo w porzadku, kiedy pierwsze modele stuzyly do ostroznej ekstra-
polacji danych doSwiadczalnych w przod. Dzieje si¢ niedobrze, gdy modele takie
zaczynaja zyé wlasnym zyciem, gdy zaczynamy wierzy¢, ze populacja funkcjonuje
wlasnie tak, jak opisujg to rownania klasycznych modeli. Niestety, prawie cala
dwudziestowieczna ekologia teoretyczna napigtnowana jest tym grzechem. Mysle,
ze nawet nie zdajemy sobie sprawy, jak gleboko zamilowanie do operowania sred-
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nimi, charakterystyczne dla klasycznego opisu ukladow ekologicznych, zakorze-
nito sie¢ w $Swiadomosci ekologow, takze tych, ktorzy nie maja bezposredniego
kontaktu z modelami matematycznymi. Ta krecia robota klasycznej ekologii teo-
retycznej byla mozliwa tylko dlatego, ze ekologia jako calo$¢ stanowi niespdjny
zlepek roznych poje¢ 1 hipotez. '

Mozna calg sprawe traktowaé powaznie i przyjac, ze modele klasyczne mowig
prawde. Stanowisko takie nie jest jednak do utrzymania na dtuzsza met¢. Wystarczy
tvlko jeden rzut oka na zatozenia klasycznych modeli pojedyn_czej populacji przed-
stawione w rozdz. 3, aby sie przekonac, ze nie istniejg w przyrodzie populacje spei-
niajace te zatozenia. Nawet ograniczenie zbioru zalozen — co robi si¢ przy budowie
modeli pochodnych wzgledem wyjSciowego réwnania logistycznego — i tak pozo-
stawia te najwazniejsze zalozenia, z ktorymi nie mozna si¢ zgodzi¢. Dodatkowo
ujawniajg sie wtedy catkiem nowe wiasciwosci tych modeli (np. chaos) burzace tad

~w obrazie $wiata, ktory zbudowaliSmy w gruncie rzeczy jedynie na podstawie roOw-

nania logistycznego, w podstawowej, rozniczkowe] wersiji.
Nie ulega watpliwosci, ze bardzo wiele 0sob zdaje sobie sprawg z medostatkow

klasycznej ekologii teoretycznej. Czy jest jednak jakie§ wyjscie z sytuacji? Sadze,

ze rozwigzanie tego dylematu znajdziemy, kiedy oprocz odpowiedzi na pytanie,
jaka jest rozrodczo$¢ i Smiertelnos¢, bedziemy takze dobrze wiedzieli, dlaczego
takie s3. -f

"

10. Dodatek historyczny™

W 1202 r. Leonardo z Pizy zwany Fibonaccim rozwazal nastepujacy problem. Kazda para
krolikow rozmnaza si¢ dwa razy w wieku roku i dwoch lat, produkujac za kazdym razem nowa pareg.
Ile bedzie nowo narodzonych par w kolejnych latach, jesli na poczatku byla tylko jedna krélicza
para. Okazuje sie, ze liczby te tworza ciag 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... zwany w matematyce ciagiem
Fibonacciego. Jesli ten model uznany za pierwszy model pojedynczej populacji, to trzeba z satys-
fakcja stwierdzi¢, ze imponujace sa historyczne korzenie ekologii teoretycznej.

Blisko sze$¢ wiekOw poOzniej, w 1798 r. Thomas Robert Malthus opublikowal swoj stynny
,,An essay on the principle of population’, w ktérym na podstawie analizy danych demograficznych
postulowal eksponencjalny wzrost liczebnosci populacji ludzkiej. Zdawano sobie jednak juz wtedy
sprawe z tego, ze szybko$¢ przyrostu populacji moze si¢ zmienia¢, w szczegdlnosci moze zalezec
od ,.wieku” populacji. ‘

Rownanie logistyczne, ktére w sposob jawny wprowadza Zmiennag szybkosc przyrostu populacji,
pojawialo sie¢ wielokrotnie w historii biologii, demografii i statystyki. Po raz pierwszy rOwnanie to

-w wersji rozniczkowej zostalo uzyte do opisu wzrostu populacji w pol. XIX w. przez matematyka

belgijskiego Pierre-Frangois Verhulsta (prace z lat 1845 1 1847) z inspiracji jego nauczyciela Adolphe’a
Queteleta. Verhulst tez pierwszy uzyt terminu ,,rownanie logistyczne”, choé nie wyjasnit dlaczego.
W dziewigtnastowiecznym jezyku francuskim termin ,logistique byl uzywany do oznaczenia
sztuki rachowania i Verhulst prawdopodobnie mial na mysli to, ze za pomoca tego rOwnania mozna
policzy¢ maksymalny poziom liczebnosci populacji 1 szybkos$¢ jej przyrostow. |

W 1908 r. fizjolog Brailsford Robertson zastosowal krzywa bedaca rozwiazaniem rdownaiia

* Czytelnik zainteresowany szczegdlami powinien zapoznaC si¢ z piekna 1 ciekawa praca
Sharon Kingsland (1982). Rozdziat ten pisany byl czgSciowo na podstawie tej pracy oraz
ksigzki Hutchinsona (1978).
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logistycznego do opisu wzrostu roélin, zwierzat i cztowieka. Uzywal m.in. tych samych danych,
z ktorych korzystali Quetelet i Verhulst, bez troski o osiagni¢cia swoich poprzednikéw. Nazywat
ta krzywa autokatalityczna krzywa wzrostu, poniewaz mozna bylo jej uzywac rOowniez do opisu
pewnych reakcji chemicznych 1 na tej podstawie probowatl stworzyC teori¢ wzrostu.

Raymond Pearl juz w 1903 r. interesowat si¢ poczynaniami Robertsona. Usitowal zastosowac
krzywa Robertsona do opisu wzrostu roslin wodnych. Wkroétce jednak ostro skrytykowatl podejscie
Robertsona i zajat sie¢ innymi zagadnieniami. Jednakze w r. 1919 po pozarze swego laboratorium
na Uniwersytecie Johna Hopkinsa zmuszony byt zmieni¢ zainteresowania i zajal sie opisem wzrostu
populacji ludzkich. W 1920 r. razem ze statystykiem Lowellem J.  Reedem opublikowal prace,
w ktorej zastosowat rownanic Robertsona do opisu dynamiki liczebnoSci populacji USA. Wkrotce
potem dowiedzial si¢ o pracach Verhulsta 1 zaczal stosowac¢ termin roéwnanie logistyczne.

Pearl uwazal, ze jego prawo wzrostu populacji w postaci rOwnania logistycznego, tak jak np.
prawa Keplera lub Boyle’a w fizyce, nie ma za zadanie dokladnie wyjasniaé, lecz dobrze uchwycic
istote zjawiska, co pozwala na formulowanie prognoz. W celu poparcia tej tezy przeprowadzit
wiele prac eksperymentalnych 1 teoretycznych. :

Poczynania Pearla spotkaly si¢ w latach dwudziestych z ostra 1 dos¢ powszechna krytyka
ekonomistow, statystykow 1 demografow. Najostrzejsze ataki wychodzily spod pidra amerykan-
skiego fizyka i statystyka Edwina Bidwella Wilsona. Atakowano gidwnie stwierdzenia Pearla, ze
rownanie logistyczne moze by¢ ogdlnym prawem wzrostu. Wskazywano na jego niska wartosé
prognostyczng, pokazywano, ze inne zaleznosci rownie dobrze pasuja do rozmaitych danych demo-
graficznych, podwazano zasadnos$¢ uzytej zaleznosci od liczebnosci. Na ironi¢ zakrawa fakt, ze
wiele zarzutow wysuwanych przeciwko pomystom Pearla bylo identyczne z krytyka, jakiej ten
ostatni poddat kilkanascie lat wczeSniej prace Robertsona. |

Pearl czasami nie rozumial krytyki kierowanej pod jego adresem. Bronil si¢ natomiast bardzo
czesto metodami nienaukowymi. Zabiegal o popularnos$é réwnania logistycznego. Wiele wysitku
1 energii wiozyt w organizowanie kampanii na rzecz tego rownania. Moze temu wiasnie zawdzie-
czamy tak powszechng obecnie popularno$é¢ roéwnania logistycznego w ekologii matematyczne;.

W naukowa strone tej kampanii zaangazowane byly jednak nazwiska, ktére do tej pory uwa-
zamy za wielkie w historii ekologii. W 1922 r. Pearl uzyskal w swoim laboratorium stypendium
dla Alfreda Jamesa Lotki. Rezultatem tego byla wspaniata, do dzi§ cytowana ksiazka Lotki ,,Ele-
ments of physical biology”, ktdra ukazala sic w 1925 r. To wlasnie dzielem Lotki jest uogdlnienie
1 dopracowanie pod wzgledem matematycznym koncepcji Pearla. -

W 1929 r. poprzez przebywajacego w USA docenta Uniwersytetu Moskiewskiego Wiadimira
Alpatova zostala nawiazana wspoéipraca Pearla z mtodym wowczas biologiem rosyjskim Georgiem
Gause, ktory wprowadzit koncepcje Pearla, znacznie je wzbogacajac, na szerokie wody teorii eko-
logicznej. Korzystajac z prac Volterry, ale takze rownolegle z nim, pokazal, jak takie podejscie
prowadzi do budowy teorii wickszych ukladéw ekologicznych. Tak na marginesie. Zawrotne byly
poczatki kariery Gausego. W 1929 r. miat okoto 20 lat. W latach 1930, 1931 i 1932 kolejne prace
drukowane w ,,Ecology”, ,,American Naturalist” i ,,Quarterly Review of Biology”, a w 1934 r.
jego znana ksiazka ,,The struggle for existence”. PdzZniej nagle cisza, dalsze losy Gausego utonety
w mrokach historii.

Prace Lotki 1"Gausego pokazaly, ze nie ma potrzeby umieszczania rOwnania logistycznego
na piedestale. Nie jest ono, jak chcial tego Pearl, jakim$ podstawowym prawem, lecz jedynie pewnym
modelem, ktorego zalozenia moga by¢ prawdziwe lub falszywe. Pdzniejsza ekologia teoretyczna
zapomniata o tym, a z konsekwencjami tego borykamy si¢ do dzisiaj.

11. Dodatek matematyczny — rozwiazywanie rownan rozniczkowych

Proces rozwiazywania roOwnania algebraicznego np. o postaci
x+2=4

oznacza poszukiwanie wszystkich takich liczb, ktore daja cztery po dodaniu do nich dwoch. Nie

RS
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wiemy, jakie to sa liczby. Mamy tylko pewne posrednie informacje o nich. Pamietamy, ze dodanie
do kazdej z nich dwoch daje cztery i na tej podstawie chcemy znalez¢ te liczby.

Podobnie wyglada rozwiazywanie rOwnan roézniczkowych. Rownanie rézniczkowe o postaci

. £ -:r(I NI(;) )N(t) | (11.2)

dz

dostarcza informacji tylko o szybkosci zmian wartosci funkcji N (¢), a nie bezposrednio o tym,

jaka posta¢ ma ta funkcja. Rozwiaza¢ to roOwnanie rozniczkowe, znaczy znalez¢ takg funkcje N (7),
ktorej szybkos¢ zmian jest rOwna prawej stronie rownania (11.2).

Okazuje si¢, ze jesli tylko znamy wartos¢ funkcji No w poczatkowej chwili 7o, czyli tzw. warunki
poczqtkowe to mozna udowodniC, 1z rozwigzanie rOwnania rozniczkowego istnieje 1 jest tylko
jedno pod warunkiem jednakze, ze prawa strona réwnama jest ,,odpowiednio porzadng’ funkcja.
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Summary

The construction of single population models is justified wheén one wants to examine the inner
mechanism responsible for density dynamics or population numbers. For one hundred years the
logistic equation has been considered as the basic single population model. In the form used most
frequently in theoretical ecology it is restricted by some assumptions. Putting aside some of these
assumptions allows to obtain models having various properties. The changing with time model
parameters allow to examine the influence of variable environment on population dynamics. The
introduction of time delay to model equations results in persistent oscillations of population density.
The matrix model with a discret time step or a model with continuous time using particular differ-
ential equations allow to describe a population, in which survival and offspring production depend
on the age of individuals. One may reflect then on the constancy of population age structure. When
looking carefully at population models with non-overlapping generations, which from the mathe-
matical point of view are difference equations, one may observe that among solutions of these

equations there are oscillations with very long periods or infinite ones, i.e. total chaos. Finally, the °

stochastic models of single populations allow to question the probability of population extinction.
The great possibilities of classic models of single populations may be breathtaking, but it has to be
remembered that none of the assumptions within these models is true. Thus the methods through

which these models found their place in the history of theoretical ecology may be even more in-
teresting.
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