O pracach matematycznych H. Poincarego.

Od czasu do czasu zjawiajg sie ludzie nieskohczenie wyzsi ponad po-
ziom myslicieli swojej epoki. Takim mocarzem byt H. Poincare. Wiadng my-
$la ogarnat tak wiele, siegngt tak gieboko, ze pracy paru pokolen nie star-
czy, by wydoby¢ na jaw ogrom bogactw zawartych w jego dzietach. Tak
szczodrze sypat pomystami, ze na opracowanie ich dokladne czasu nieraz nie
starczyto, pomimo tytanicznej pracy, ktorg liczy¢ trzeba na 495 prac i arty-
kutéw. Dawatl wiec nie tylko dzieta skoriczone, ale i szkice, rzuty napredce
skreslone, niby w goraczce tworczej. Nikt dzis ogarng¢ nie zdota catosci,
oceni¢ catkowitej spuscizny ktéra nam zostawit przedwczesnie wydarty nau-
ce gienjusz. Bardzo niewielu zdotato zglebi¢ poszczeg6lne dzialty jego pracy.
Totez celem tego artykulu jest przedstawi¢ tylko to, co stato sie klasycz-
nym, dorobkiem powszechnym, co weszto w obieg ogdlny dzisiejszej mysli
naukowej. Zadanie jest ulatwione dzieki temu, iz istniejg liczne prace, roz-
wijajgce w formie przystepnej pomysty Poincarego; wystarczy wymieni¢ ksigz-
ke Kleina o funkcjach automorficznych, wyktady Humberta o grupach auto-
morficznych; niektére rozdzialy ,,Traite d’Analyse* Picarda, (t. Ill, rozdziat
I, 1, VIII i IX), o rozwigzaniach perjodycznych i o rozwigzaniach asympto-
tycznych niektérych réwnan rozniczkowych oraz o punktach osobliwych funk-
cji, ktére sg catkami rzeczywistemi rownan rézniczkowych pierwszego rzedu.
Teorja szeregbw asymptotycznych wytozona jest w ,Lecons sur les series
divergentes* Borela, a w ,,Lecons sur les fonctions entieres" tegoz autora
mamy obraz obecnego stanu teorji funkcji catkowitych, ktorej zaczatkiem
byta krotka rozprawa Poincarego w ,,Bulletin de la S. M. de France" (1883).

Prace z teorji funkciji.

Pierwsze miejsce nalezy sie bezsprzecznie teorji funkcji automorficznych
i zwigzanych z niemi réwnan rézniczkowych linjowych, gdyz one chronolo-
gicznie pierwsze zwrocily uwage Swiata naukowego na ich autora; na tym
polu pokazat odrazu peitng miare sit swoich, gienjusz jego zabtysnat w ca-
tej mocy.
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Wiek XIX znamionuje $wietny rozwoj teorji funkcji; waznym byto
zwiaszcza wprowadzenie pojecia funkcji analitycznej przez rozszerzenie pola
zmiennej i wprowadzenia zmiennej zespolonej na plaszczyznie. W ten tylko
sposob udato sie objasni¢ najwazniejsze, a najbardziej skryte wiasnosci funkciji,
Zwigzane przewaznie z istnieniem punktéw tak zwanych osobliwych. Tak np.
gdy okrazamy pewne punkty osobliwe, zwane Kkrytycznemi, moze sie zdarzyg,
ze funkcja przybiera inne wartosci, naprzyktad zwieksza sie o ilo$¢ statg za
kazdym powrotem do tego samego punktu po okrgzeniu punktu krytycznego.
Jesli teraz funkcje odwrécimy, t. j. zmienng i funkcje zamienimy rolami,
owa tylko co okreslona ilos¢ stata bedzie okresem, t.j. funkcja sie nie zmie-
ni, jesli do zmiennej dodamy te ilo$¢ stata albo jej wielokrotnos¢. W ten
sposob dochodzimy do okreslenia pewnych funkcji okresowych i podwaéjnie
okresowych, zwanych trygonometrycznemi i eliptycznemi. Teorja tych funkcji
opracowana byla oddawna i bardzo dokfadnie; najwazniejszemi z odkrytych
wilasnosci byly: twierdzenie o dodawaniu, analogiczne dla funkcji eliptycznych
do podobnego twierdzenia dla funkcji trygonometrycznych, nastepnie podwoj-
na okresowos$¢, wreszcie zwigzek ich z pewnemi catkami, z ktérych powstajg
drogg ,,odwrdcenia”, jak to bylo objasnione poprzednio. Otéz Poincaré jednym
rzutem mysli przeniost te wszystkie pomysty do catkiem nowej dziedziny, do
catkowania rownan rézniczkowych linjowych przez uogo6lnienie pojecia pod-
wojnej okresowosci i przez rozszerzenie tego, co rozumieé¢ nalezy przez ,,0d-
wrdcenie".

Funkcje perjodyczne czyli okresowe sg to funkcje spetniajace warunek
f(z) =f(z+w) t. j. nie ulegajgce zmianie, jesli zmienng ,,z" poddamy pod-
stawieniu (z, z+w). Funkcje podwdjnie okresowe sg to funkcje, spetniajace
warunki f(z)=f(z+wl)=Ff(z+w2) t. j. nie ulegajgce zmianie, jesli zmienng
poddamy podstawieniom; (z, z+wl) i (z,z+w2); do funkcji podwosjnie okre-
sowych naleza funkcje eliptyczne. Podstawieniem najogdélniejszym tego typu,

co podstawienie z'=z-+w, jest podstawienie t. zw. linjowe z'= -
przyczym a, b, ¢, d majg spetnia¢ warunek ad—bc=1; podstawienie to wy-
razamy symbolicznie tak: Podstawienia linjowe tworzg grupe,

t. j. dwa po sobie nastepujace podstawienia linjowe stanowig jedno podsta-
wienie wypadkowe tego samego typu. Jezeli zmienng ,,z* przedstawimy spo-
sobem zwyklym na ptaszczyznie, to podstawienie linjowe kazdemu punktowi
podporzadkowuje punkt tejze plaszczyzny i ta odpowiednio$¢ jest jedno-je-
dnoznaczng. Wiasnoscig zasadniczg podstawien linjowych jest to, ze kazde
koto przeksztatca sie na kolo. Otéz funkcjami automorficznemi sg funkcje,

ktére spetniaé maja warunek t. j. sa to funkcje nie ulegaja-

cg zmianie, jesli zmienng poddamy podstawieniom linjowym pewnej grupy.
Przed pojawieniem sie pracy Poincarego znane juz byly poszczegdlne przy-
padki takich funkcji, mianowicie funkcje modutowe, odpowiadajace podsta-

wieniom grupy modulowej (z,

), gdzie a, b, ¢, d sg to liczby catkowite

dodatnie, spetniajgce warunek ad—bc=1, i funkcje tréjkatne Schwartza. Za-
gadnienie ogdlne rozpada sie na dwa. Po pierwsze nalezy zbada¢, jakim wa-
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runkom powinny zado$¢czyni¢ podstawienia aby mogta odpowia-

da¢ im funkcja jednowarto$ciowsa, i zbada¢ odpowiednio$¢, jaka ustanawia po-
miedzy réznemi czeSciami plaszczyzny; powtére nalezalo poda¢ metode two-
rzenia owych funkcji zapomocg wzoréw analitycznych. Oba te zagadnienia
rozwigzat Poincare catkowicie w catym szeregu notatek wComptes Ren-
dus i w Acta Mathematica t. I, Ill, IV i V (1882—1884).

Grupy podstawien linjowych moga zawiera¢ skonczong lub nieskonczo-
ng ilos¢ podstawien. Grupa zawierajgca nieskoriczong ilos¢ podstawienn moze
posiada¢ te wiasno$¢, iz sg w niej podstawienia, ktore przeksztatcajg kazdy
punkt plaszczyzny na punkt dowolnie bliski; méwimy wtedy, ze grupa posia-
da podstawienia nieskoriczonostkowe.

Aby ta okoliczno$¢ zachodzi¢ nie mogta, trzeba i wystarcza, aby istnia-
fa liczba a, (0==0) taka, ze dla wszystkich podstawien grupy nigdy nie sa
spetnione jednocze$nie wszystkie cztery nieréwnosci |a—I1|<<a, |b]<=q,
|c|<a, |[d—l| <a. Tylko w wypadku, gdy warunek ten jest spetniony,
moze by¢ mowa o funkcji, ktéra nie zmienia sie dla wszystkich podstawien
grupy. W przeciwnym bowiem razie, t. j. gdy grupa zawiera podstawienia
nieskonczonostkowe, funkcja analityczna jej odpowiadajagca musiataby przyj-
mowaé te sarng warto$¢ w punktach nieskonczenie bliskich, t. j. funkcja
T(z)—F (z0)=0 zmiennej z musiataby posiada¢ nieskonhiczenie wiele zer w oto-
czeniu dowolnego punktu zO, co jest niemozliwe, o ile ta funkcju f(z) nie
jest iloscig stala.

Rozwazmy grupy ziozone z przeliczalnej mnogosci podstawien, ktére
mozna otrzyma¢ wszystkie przy pomocy podstawien zasadniczych w licz-
bie skonczonej. Jesli grupa nie zawiera podstawienn nieskoAczonostkowych,
to moze sie okaza¢, iz plaszczyzna zmiennej zespolonej z rozdzieli sie na
pewng liczbe pél skonczonych lub nieskonczonych, ktdre przeksztalcajg sie
nawzajem za pomocg podstawien grupy. Jedna z takich czesci moze sie dzie-
li¢ na nieskonczong liczbe obszaréw w ten sposob, ze kiedy punkt z przebie-
ga ten obszar, punkt przeksztatcony przy pomocy podstawienia grupy prze-
biega inny obszar, ktéry mozemy nazwac¢ kongruentnym z pierwszym. Kazde-
mu obszarowi odpowiada wtedy podstawienie grupy; linja oddzielajgca dwa
sgsiednie (przylegte) obszary, nazywa sie bokiem. Te boki sg po dwa ze so-
ba sprzezone, t. j. odpowiednie podstawienie grupy przeksztatca punkty jed-
nego na punkty drugiego; punkt przeciecia sie dwuch bokdw kolejnych nazy-
wa sie wierzchotkiem obszaru.

W punktach sobie odpowiadajacych dwuch obszaréw kongruentnych
funkcja f(z) przyjmuje, wedle zatozenia, te same wartosci. Wystarczy wiec
zna¢ podziat ptaszczyzny zmiennej zespolonej na obszary kongruentne i war-
tosci funkcji dla punktéw jednego tylko obszaru, a wtedy znane nam beda
wihasnosci  funkcji  dla catego zakresu jej istnienia. W poszczegdlnych
wypadkach mamy do czynienia z faktami znanemi; np. funkcja okreso-
wa przyjmuje te same wartosci w punktach odpowiednich, ktére wszystkie
leza na jednej prostej w rownej od siebie odlegtosci (réwnej okresowi). Plasz-
czyzna dzieli sie na pasy rowne i rownolegte, ktore stanowig podziat na ob-
szary kongruentne odpowiadajgce podstawieniom grupy, utworzonej z podsta-
wien z'=z-+w. Jesli funkcja jest podwojnie okresowa, odpowiada jej grupa

Wektor, z. 6, 1913.
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utworzona z podstawien: z'=z+w i z'=z-+w", podziat za$ ptaszczyzny w tym
wypadku na obszary kongruentne otrzymamy, prowadzac dwa szeregi row-
nooddalonych od siebie linji réwnolegtych, przytym punkty przeciecia sie kté-
rejkolwiek z linji pierwszego szeregu z ktdrakolwiek linjg drugiego dajg
nam wierzchotki obszaréw. W ten sposob cala ptaszczyzna pokrywa sie sie-
cig réwnolegtobokdw przystajgcych do siebie. W kazdym z tych réwnolegto-
bokéw funkcja podwojnie perjodyczna w punktach sobie odpowiadajacych
przyjmuje te same wartosci. Boki réwnolegte kazdego z tych rdwnolegtobo-
kéw sg po dwa ze sobag sprzezone, t. j. odpowiadajg podstawieniom tworza-
cym z,=z-+w, z' =z+w'. Znajomos¢jednego rownolegtoboku prowadzi do podziatu
calej ptaszczyzny na rownolegtoboki kongruentne i pozwala okresli¢ podstawienia
tworzace, a wiec i grupe temu podziatowi odpowiadajaca. Ot6z Poincare udo-
wodnit, ze gdy Spotczynniki a, b, ¢, d sg liczbami rzeczywistemi, zamiast
rownolegtobokdow mamy wielokaty, ograniczone okregami lub tukami okregéw
két. Mamy wtedy podziat ptaszczyzny na wielokaty kongruentne. Jesli znamy
jeden taki wielokat (poczatkowy albo tworzacy) i rozklad bokéw jego na pa-
ry bokow sprzezonych, to grupa jest okre$long, gdyz podstawieniami zasad-
niczemi sg te, ktore przeksztatcajg obszar poczgtkowy na obszary sasiednie
do niego przylegajace, a wiec przeksztalcajg kazdy z bokéw na bok wzgle-
dem niego sprzezony. Wszystkie te podstawienia zostawiajg niezmienng 0$
zmiennej rzeczywistej.

Podstawienia linjowe, ktoresmy tylko co okreslili, sg najprostsze ze
wszystkich; w najogélniejszym przypadku, grupa zawiera podstawienia, kto-
rych Spétczynniki a, b, ¢, d sg liczbami zespolonemi. Poincare rozréznia dwa
rodzaje grup: grupy najogOlniejsze, kt6re zawierajg podstawienia o spétczyn-
nikach a, b, ¢, d zespolonych i ktére nazywa grupami Kleina i po-
wtdre, grupy Fuchsa. Te ostatnie skiadajg sie wiasnie z podstawien, dla
ktérych oS liczb rzeczywistych jest niezmiennikiem, jak to bylo wyjasnione
powyzej, lub tez podstawien, ktére nie zmieniajg pewnego statego ko-
fa. Te ostatnie podstawienia T' powstajg z podstawien T o spétczynnikach
rzeczywistych przez skombinowanie ich z pewnym okreSlonym podstawieniem
S o0 spétczynnikach zespolonych, a mianowicie przez przeksztalcenie ich za
pomocg podstawienia S; jesli pierwsza grupa skiada sie z podstawien T, to
grupa przeksztatcona sktada¢ sie bedzie z podstawien T'=STS-1. Okrag ko-
fa, ktéry zostaje niezmiennym przy przeksztatceniach T jest to wiasnie ko-
fo, na ktore przeksztatlca sie 0$ liczb rzeczywistych, gdy do niej zastosuje-
my przeksztatcenie Poincare nazywa je kotem zasadniczym (cercie fonda-
mental). Okre$lenie wszystkich grup Fuchsa sprowadza sie wiec do odnale-
zienia wszystkich mozliwych podziatébw poétptaszczyzny lub wnetrza kota na
wieloboki kongruentne, ograniczone tukami kot, ortogonalnych do osi lub ewen-
tualnie do kota zasadniczego. W przypadku najogélniejszym grup Kleina ma-
my zadanie podobne, ale tyczace sie przestrzeni nie za$ plaszczyzny: chodzi
0 podziat regularny na wielosciany sferyczne.

*) Nazwa ta mato jest uzywana obecnie. Utarla sie wprowadzona przez Kleina
nazwa grup automorficznych.



N° 6 Wektor. 275

Grupy Fuchsa a gieometrja nieeuklidesowa.

W badaniach swoich positkowat sie Poincare stale jako $rodkiem po-
mocniczym gieometrjg nieeuklidesowa, ktérej pojecia i metody okazaty tak
wielkg pomoc, iz im wilasnie nalezy zawdzieczaé forme wykonczong i osta-
teczng, jakg nadat Poincare swojej teorji.

Dostrzezenie gtebokiej analogji, jaka istnieje pomiedzy podstawieniami
linjowemi a ruchami w gieometrji nieeuklidesowej, pomiedzy grupami tych
podstawien a grupami ztozonemi z przesunie¢ i obrotow w przestrzeni nieeu-
klidesowej, jest dowodem gienjalnej przenikliwosci ich tworcy. Dzieki tej
analogji uzyskaliSmy odrazu ni¢ przewodnia, chwytamy intuicyjnie i pojmu-
jemy zaleznosci, ktorych uzasadnienie Sciste wynika skadinad na drodze bar-
dzo zawitych rachunkéw. Z poprzednich rozwazan wynika, ze zbadanie grup
Fuchsa sprowadza sie do poznania wiasnosci pewnego podziatu polptaszczyz-
ny lub kota na wieloboki, ograniczone tukami két ortogonalnych. Otéz okazu-
je sie, ze wiasnosci tych tukéw sg identyczne z wiasnosciami, ktére gieome-
trja tobaczewskiego przypisuje linjom prostym. Analogja siega jednak dale-
ko glebiej. Tak np., wieloboki kongruentne sg sobie rowne z punktu widze-
nia gieometrji tobaczewskiego, zatym podstawienie linjowe zmienia tylko po-
tozenie figury na plaszczyznie, ale nie zmienia jej ksztaltow w tej nowy in-
terpretacji. W celu uzyskania jaknajwiekszej prostoty, mozemy wprowadzic¢
inng jeszcze interpretacje, mianowicie gieometrje hiperboliczng na stozkowej
rzeczywistej (absolut Cayley’a), chociaz tg interpretacjg, o ile wiadomo, nie
postugiwat sie Poincare bezposrednio. Kazda prosta ptaszczyzny przecina
stozkowg w dwuch punktach, ktére sag rzeczywistemi, urojonemi sprzezone-
mi lub zlewajagcemi sie; te dwa punkty M i N nazwijmy punktami zasadni-
czemi dla danej prostej. Otéz odlegtoscia dwuch punktéw A i B na tej pro-
stej nazwiemy liczbe proporcjonalng do logarytmu dwustosunku (stosunku

anharmonicznego) czterech punktéw A, B, M i wspotczynnik  proporcjo-
nalnosci powinien by¢ ustalony raz na zawsze. Odlegtos¢ w tym znaczeniu
\AM BM]

oznacza¢ bedziemy symbolem LAB, mamy wiec . Po-

dobniez dla katow. Z kazdego punktu ptaszczyzny mozna poprowadzi¢ dwie
styczne do stozkowej absolutnej; te dwie styczne bedg prostemi zasadnicze-
mi dla gieometrji peku prostych, wychodzacych z tego punktu; kat dwuch
promieni  okreSlamy przy pomocy logarytmu stosunku anharmoniczne-
go peku czterech promieni, ktore sie utworzg, gdy przez wierzchotek kata
poprowadzimy dwie styczne, czyli proste zasadnicze. tatwo sprawdzié, ze te
okre$lenia zado$¢ czynig warunkowi zasadniczemu dodawania odcinkéw na
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prostej i katow. Np., jesli A, B, D sg trzema punktami na prostej, oczywis-
cie LAB+LBD=LAD%); tak samo dla katow. Jesli punkt A lub B dazy do
punktéw zasadniczych M lub N, dlugos¢ LAB rosnie nieograniczenie. Gdy
dwie proste MN i MP przecinaja sie na stozkowej absolutnej w punkcie M,
to kat jaki ze sobg tworza, jest rowny zeru i o tych prostych powiemy, ze
sq do siebie rownolegte. Z tego wynika, iz przez punkt (np. E) mozna po-
prowadzi¢ dwie réwnolegte do prostej i nieskonczona ilos¢ prostych nie prze-
cinajacych jej. Wystarczy dla poprowadzenia tych rownolegltych do prostej
MN potgczy¢ punkt E z punktami M i N, w ktérych dana prosta przecina
stozkowg graniczng (absolutng); wszystkie proste, poprowadzone przez punkt
E zostaly tym sposobem podzielone na dwie Kklasy: te, ktore spotykajg pro-
stg MN, i te, ktore jej nie spotykaja; pierwsze zawarte sg w kacie AEB,
drugie za$ w kacie AED—wynik zgodny w zupetnosci z zasadami gieometrji
tobaczewskiego.

Ruchem nazwiemy wszelkie przeksztatcenie, ktére nie zmienia ani
dtugosci, ani katow (w znaczeniu tylko co przez nas okreslonym). Wystarczy
w tym celu rozpatrze¢ ogdt wszystkich przeksztatcenn homograficznych, czyli
jednokre$inych, ktére nie zmieniajg stozkowej zasadniczej. W tym przeksztal-
ceniu, jak wiemy, prostej odpowiada prosta, a poniewaz przeksztatcenia jed-
nokreslne nie zmieniajg wartosci dwustosunku czterech punktéw ani peku
czterech prostych, wiec oczywiscie ani dtugosci, ani katy nie zmienig sie.
Np. prosta MN, na ktérej mamy dwa punkty A i B, przeksztalci sie na pro-
stg ML, N1, punkty za§ A i B stana sie punktami i Bl Atoli bedzie
zawsze: LAB=LAIB1 Chodzi wiec o to, czy takie przeksztatcenia homogra-
ficzne istniejg. Nie trudno przekona¢ sie, iz tak jest w istocie. Niechaj
z1z3—z22=0 bedzie rownaniem stozkowej zasadniczej w spétrzednych tréjkat-
nych, przytym trojkat odniesienia utworzony jest z dwuch stycznych i z cie-
ciwy, tgczgcej punkty stycznosci.

tatwo sprawdzi¢, ze podstawienie:

nie zmienia stozkowej, gdyz
zachodzi istotnie tozsamo$¢: 0 L Przeksztatcenia
te, jako nie zmieniajace stozkowej, tworza, oczywiscie, grupe i, jak tatwo
sprawdzi¢, przeksztatcajg punkty wewnetrzne w punkty wewnetrzne, punkty
za$ zewnetrzne w punkty zewnetrzne. W jaki sposéb podstawienia te prze-
ksztatcajg punkty na stozkowej? Zauwazmy, iz Spétrzedne punktéw na stoz-
kowej mozna wyrazi¢ przy pomocy pewnego parametru pomocniczego ¢, mia-

nowicie zakfadajgc, ze —=C , . Kazdemu punktowi odpowiada pewna

wartos¢ ¢; kazdej za$ wartosci parametru odpowiada, odwrotnie, jeden tylko
punkt na stozkowej. Zagadnienie sprowadza sie do okreSlenia, jakie podsta-
wienie ma miejsce dla parametru ¢, gdy wykonamy owo przesuniecie, odpo-
wiadajace przeksztatceniu (Z). Okazuje sie, iz { podlega podstawieniu linjo-

wemu typu Rzeczywiscie, niechaj punkt (z'1, z'2, z'3) odpowiada
punktowi (z1, z2, z3) w podstawieniu (2), gdy tymczasem (' odpowiada <

Mamy wtedy Wiasci-
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wie tylko w wypadku, gdy ad—————fharfly przesuniecie, czyli ruch we wia-
Sciwym znaczeniu, bo wypadek, gdy a6————odpowiada przesunieciu w po-
taczeniu z przeksztalceniem przez symetrje wzgledem prostej. Przeksztatce-
nia pierwszego typu tworza grupe, przeksztatcenia za$ drugiego typu nie;
bedziemy mieli grupe dopiero wtedy, gdy rozpatrywaé bedziemy podstawie-
nia jednego i drugiego typu tacznie. Stowem rzecz sie ma zupehnie tak sa-
mo, jak dla przesunie¢ i symetrji w gieometrji euklidesowej. Z tej odpo-
wiedniosci, jaka istnieje miedzy grupag ruchéw na plaszczyznie nieeuklideso-
wej, a grupa podstawien linjowych, wynikajg wazne wnioski. Jak to zoba-
czymy ponizej, mozna $ciSle udowodni¢ zapomoca pewnej okreslonej odpo-
wiedniosci (E), ze zbadanie i okreSlenie wszystkich grup Fuchsa podstawien
linjowych sprowadza sie do wykrycia wszystkich mozliwych podziatow plasz-
czyzny (lub ewentualnie przestrzeni) na obszary sobie réwne w znaczeniu
gieometrji tobaczewskiego. Z jednego obszaru tworzacego powinniSmy otrzy-
maé wszystkie inne w ten sposdb, aby wypetni¢ niemi calg ptaszczyzne (lub
ewentualnie calg przestrzen) bez luk zadnych i bez fatdéw. Obszar zasadni-
czy czyli tworzacy powinien by¢ tak dobrang figurg gieometryczng, aby po
przesunieciu jej otrzymane obszary sasiednie przystawaly szczelnie do siebie.
Zadanie to tatwo jest rozwigza¢ dla gieometrji zwyczajnej. Np., rownolegto-
bok, szesSciokat foremny posiadajg te wihasnos¢; mianowicie, mozemy zapomo-
cg ktorejkolwiek z tych figur wytozyé t. j. wybrukowaé ptaszczyzne, jak to
widzimy np. na posadzkach mozajkowych. Dla ptaszczyzny (ewentualnie prze-
strzeni) nieeuklidesowej zagadnienie to jest nieco bardziej ziozone, jednako-
woz postugiwanie sie tym punktem widzenia ufatwia znakomicie orjentacje.

Grupa ruchu na ptaszczyznie nieeuklidesowej.

W gieometrji zwyklej dwie figury réwne posiadajg $rodek obrotu, t. j.
przystajg do siebie, jesli wykonamy pewien obrét lub jesli jedng z figur
przesuniemy réwnolegle do siebie. W najprostszym wypadku dwiema figura-
mi réwnemi moga by¢ dwa odcinki réwne. To samo ma miejsce dla naszych
odcinkéw, ktérych dlugos¢ okreSlamy przy pomocy logarytmu podziatu anhar-
monicznego. Niechaj np., AB i Al1B1 beda réwnemi odcinkami; znaczy to, iz

dwustosunki

cenie jednokre$lne, ktore prosta MN przeksztalca w prosta MIN1, tak ze
punkty M, N, A i M1 NIl i Al stanowig dwie trojki punktéw sobie odpowia-
dajacych; wtedy na zasadzie réwnosci podziatow anharmonicznych (M, N, A, B) =
= (ML N1, Al punkty B i Bl bedg tez punktami sobie odpowiadaja-
cemi. To przeksztatcenie jednokre$lne mozna uwaza¢ za pewien obrot na
ptaszczyznie; wiadomo mianowicie, ze przeksztatcenie jednokre$lne posiada
trzy punkty podwdjne, z ktérych dwa w naszym przypadku znajdujg sie na
stozkowej absolutnej, trzeci za$ moze by¢ nazewnatrz niej, na niej, lub we-
wnatrz niej. Otéz ten trzeci punkt podwdjny jest Srodkiem obrotu, jak to
wynika z okre$lenia kata. Gdy Srodek obrotu jest wewnatrz stozkowej, ma-
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my co$ zupetnie analogicznego do obrotéw dokota punktu w gieometji zwyk-
tej; gdy srodek obrotu znajduje sie na stozkowej, mamy wiasciwie przesu-
niecie réwnolegte, trzeci za$ wypadek, gdy Srodek obrotu jest nazewnatrz
stozkowej, jest bez wszelkiej analogji w gieometrji zwykiej. Mamy tu do
czynienia z nowym skiadnikiem, wzbogacajagcym grupe ruchu, tak ze przy
jego pomocy mozemy otrzyma¢ kombinacje nowe; tej to okolicznosci przypi-
sa¢ nalezy rozmaito$¢ rozwigzan, ktore otrzymujemy w zadaniu o wybruko-
waniu ptaszczyzny nieeuklidesowej wielobokami réwnemi; po czesci przyczy-
nia sie tez do tego i ta okolicznosé, ze suma katéw wieloboku nie jest
réwna Scisle 2d(n—2). Tak np., wnetrze stozkowej zasadniczej mozemy po-
dzieli¢ na réwne czesci za pomocg peku promieni, tworzacych ze sobag katy
(w znaczeniu przez nas okreslonym) réwne. Jesli wierzchotek peku znajduje
sie wewnatrz stozkowej, to pek zawiera skonfczong ilos¢ n siecznych, tworza-

cych ze sobg katy 2 TJIeéIi za$ wierzchotek peku lezy na stozkowej albo

nazewnatrz niej, mozemy poprowadzi¢ nieograniczong ilos¢ siecznych i siecz-
ne te zageszczajg sie coraz bardziej, gdy zblizamy sie do stycznej lub stycz-
nych, poniewaz pomiedzy ostatnia z przeprowadzonych siecznych, a styczng
istnieje zawsze nowe polozenie siecznej. W ten sposéb w pierwszym wypad-
ku mamy podziat na skofAczong, w drugim — na nieskonczong ilo$¢ réwnych
sobie czesci. Podziat ptaszczyzny euklidesowej na nieskoriczong ilos¢ czesci
za pomocg szeregu prostych, przecinajgcych sie najwyzej w jednym punkcie,
mozliwy jest tylko w przypadku, gdy proste sg réwnolegle, tu za$ widzimy,
ze proste mogg nie by¢ réwnolegitemi.

Podziat ptaszczyzny zmiennej zespolonej na obszary kongruentne.

Rozwazania poprzednio przytoczone majg charakter tylko pomocniczy,
gdyz wiasciwym celem naszym jest podziat plaszczyzny zmiennej zespolonej
na obszary kongruentne, t. j. odpowiadajgce sobie przy przeksztatceniach
linjowych pewnej grupy podstawien. Otéz cel ten jest osiggniety, albowiem
istnieje bardzo prosta odpowiednio$¢ dwujednoznaczna pomiedzy punktami
wewnetrznemi stozkowej absolutnej, a punktami na plaszczyznie zmiennej ze-
spolonej. Odpowiednio$¢ te ustali¢ mozemy w nastepujacy sposob: réwnanie
stozkowej absolutnej jest z1z3—z2=0; kazdemu jej punktowi (zl, z2, z3) od-
powiada pewna warto$¢ parametru ¢, i odwrotnie. Z dowolnego punktu
mozna poprowadzi¢ dwie styczne do elipsy; niech i 2 oznaczajg wartosci
parametru { dla punktéw stycznosci; gdy punkt jest wewnatrz stozkowej,
wartosci {1 i Q sa liczbami zespolonemi ze sobg sprzezonemi, Na plaszczyz-
nie zmiennej zespolonej ," odpowiadajg im dwa punkty P i P' symetrycz-
ne wzgledem osi liczb rzeczywistych. Gdy punkt M lezy na stozkowej, od-
powiadajgce im punkty P i P' schodzg sie ze sobg na osi liczb rzeczywi-
stych. Punktom zewnetrznym stozkowej odpowiada para punktéw na osi liczb
rzeczywistych. Poniewaz wewnetrzna cze$¢ stozkowej jest obrazem calej pla-
szczyzny nieeuklidesowej, wiec ostatni z wymienionych przypadkéw odpowied-
niosci zgota nas nie obchodzi. Tylko co okre$long odpowiednios¢ miedzy punk-
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tami wewnetrznemi elipsy, a plaszczyzna zmiennej zespolonej nazwijmy od-
powiednioscig (E).

Wiasnosci jej sa nastepujgce: 1) Cieciwom stozkowej absolutnej odpo-
wiadajg na ptaszczyznie { okregi ké&t ortogonalnych do osi liczb rzeczywi-
stych; dla wszystkich tych kot srednicg jest zawsze odcinek osi liczb rzeczy-
wistych ¥ 2) Grupie ruchéw (obrotéw i przesunie¢) wewnatrz stozkowej od-

powiada grupa podstawien linjowych (ad—bhc = 1), jak to wi-

dzieliSmy poprzednio. 3) Przeksztalcenia (E) nie zmieniajg katéw, co nalezy
rozumie¢ w ten sposob, iz kat, okreslony jako logarytm dwustosunku peku
czterech prostych, réwna sie odpowiadajacemu mu istotnemu katowi na ptasz-
czyznie zmiennej (¥* .

Z tych trzech wiasnosci wynika, ze wielobokom réwnym, ograniczonym
odcinkami prostych wewnatrz stozkowej, odpowiadajg na ptaszczyznie zmien-
nej zespolonej wieloboki kongruentne, ograniczone tukami két ortogonalnych
do osi liczb rzeczywistych, po jednemu z kazdej jej strony. Aby odpowied-
nios¢ (E) byfa jedno—jednoznaczna, nalezy sie ograniczy¢ do potowy plasz-
czyzny, lezacej np. ponad osig liczb rzeczywistych. Wystarczy teraz kierowac
sie stale analogjg, jaka istnieje dzieki odpowiedniosci (E) pomiedzy wybru-
kowaniem ptaszczyzny wewnatrz stozkowej wielobokami réwnemi, a podzia-
tem plaszczyzny zmiennej zespolonej { na obszary kongruentne. Ksztalt wie-
loboku zasadniczego rozstrzyga, oczywiscie, czy mozna wybrukowa¢ nim
ptaszczyzne bez luk i faldow, czy tez nie. Poniewaz za$ znamy wszystkie
podstawienia grupy, jesli znamy rozklad wielobokéw na plaszczyZnie, mamy
wiec w reku klucz do zbadania, jakim warunkom zado$¢ czyni¢ powinny pod-
stawienia grupy, aby grupa byfa ciggtyg. Podstawienia, odpowiadajgce wielo-
bokom przylegtym do wieloboku zasadniczego, sg to ruchy, ktére trzeba wy-
konaé, aby wielobok zasadniczy przenies¢ na miejsce wieloboku sasiedniego;
podstawienia te nazwane zostaty podstawieniami tworzagcemi grupy. Z ich
kombinacji powstajg wszystkie podstawienia grupy, gdyz kazdy wielobok przy-
legty mozna traktowac jako wielobok zasadniczy, i od niego przej$¢ kolejno

*) Réwnanie stycznej do stozkowej zasadniczej jest z1—2(z2 + (2z3=0. Istnie-
ja wiec dwie styczne, przechodzace przez punkt z1, z2, z3, a parametry
punktu stycznosci sg pierwiastkami tylko co napisanego rownania, stad

tak iz zachodzi proporcja: zl:2z2:23 =1 . :1. Prosta
przeksztalci sie wiec na krzywa, ktorej rdwnanie jest
0, lecz kiadgc {l=x—+1iy, (2=x—iy, mamy

t. j. réwnanie kofa ortogonalnego.

**)  Chociaz przeksztatcenie (E) nie jest homograficzne, jednak styczne do krzy-
wych, Brze_chod_zqcych przez ten sam é)unkt, podlegai]q przeksztatceniu homograficz-
nému. Poniewaz styczne okreslajg kat dwuch Kkrzywych, a dwie proste zasadnicze sta-
ja_sie prostemi przechodzacemi przez punkta kotowe urojone, wiec wynika stad oczy-
wiscie, ze kat nie zmienia sie przy przeksztatceniu (E).
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do wielobokow sgsiadujacych przez powtarzanie tych samych podstawien. Je-
$li wiec wielobok zasadniczy otoczy¢é sie daje wielobokami przylegtemi bez
luk i faldéw, nie spotkamy juz zadnej trudnosci przy tworzeniu dalszych
obszaréw, tak ze pewna okre$lona cze$¢ plaszczyzny zwartg masg da sie
pokry¢ siecig wielobokéw. Mozna wiec tatwo okresli¢ warunki, ktorym powi-
nien zado$¢ czyni¢ wielobok zasadniczy, np. co do katdw przy wierzchotkach
i t. d, a nastepnie od tych warunkéw tyczacych sie ksztattu wieloboku
przejs¢ do rozktadu jego bokéw na pary bokéw kongruentnych, wreszcie i do
warunkoéw, ktérym zado$¢ czyni¢ powinny podstawienia tworzace. Na tej pod-
stawie opart Poincare klasyfikacje grup Fuchsa, ktére podzielit na siedem ro-
dzin. W dalsze szczegoty wchodzi¢ tu nie mozemy.

Znany jest dowcipnie przez Poincarego obmyslany przyktad S$wiata,
w ktorym panujg takie warunki fizyczne, np. termiczne, iz ciata przy poru-
szeniach kurczg sie w odpowiedni sposdb; gieometrja, ktérg sie postugujg
mieszkancy tego Swiata, jest gieometrjg tobaczewskiego. Mozemy wiec po-
wiedzieé, ze inzenierowie, ba, nawet robotnicy, ktorzy brukujg chodniki na
ulicach tego Swiata, powinni zna¢ teorje grup automorficznych, albo raczej
postuguja sie nia bezwiednie!

W celu badania grup automorficznych najogélniejszych, nalezy sie po-
stugiwa¢ odpowiednioscia w przestrzeni pomiedzy punktami wewnetrznemi
elipsojdy a calg przestrzenig, albo tez czeScig jej, ograniczong plaszczyzna;
w pierwszym przypadku odpowiednio$¢ jest dwu—, w drugim jedno—jedno-
znaczng. Obszar zasadniczy w tym wypadku, o ile istnieje, jest ograniczony
nieskonczong iloscig tukow kot, albo tez krzywg nieanalityczng, dla ktorej
promienr krzywizny nie istnieje.

Po zbadaniu grup automorficznych ciggtych i odpowiadajacego kazdej
grupie podziatu poiptaszczyzny lub kota, pozostato, przeprowadzajagc w dal-
szym ciggu analogje pomiedzy funkcjami automorficznemi a podwojnie okre-
sowemi, zdefinjowa¢ i da¢ wyrazenie analityczne dla funkcji nalezacych do
kazdej z tych grup. Otéz w teorji funkcyj eliptycznych wielkie ustugi odda-
ja tak zwane funkcje ,theta“, ktére wprawdzie nie sg okresowe, lecz majg
te wilasno$é, ze dodanie okresu do zmiennej nadaje funkcji nowa wartosé,
ktéra rowna sie poprzedniej, pomnozonej przez funkcje wykiadnicza. Funkcje
te wprowadzit Jacobi, okresliwszy je za pomoca bardzo prostych szeregéw;
funkcje eliptyczne okresli¢é mozna jako stosunki dwuch odpowiednio dobranych
funkcji ,,theta*.

Tg samg drogg szedt i Poincare; zbudowat on szeregi zbiezne w ten
spos6b, ze odrazu z samego ich ksztattu wywnioskowaé mozna byto bezpo-
Srednio, ze posiadaja wihasnos¢ podobng do tej, ktoéra cechuje funkcje ,the-
ta“ eliptyczne. Sg one ksztattu

gdzie suma rozcigga sie na wszystkie podstawienia grupy i gdzie H oznacza
funkcje wymierng; szeregi te okreSlajg funkcje, ktére Poincare nazywa
funkcjami theta-fuchsowemi. Funkcje te zado$¢ czynig wiasnosci wyrazonej
przez wzor
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jest ktorymkolwiek z podstawiern nalezacych do danej grupy.

Stosunek dwuch funkcji theta-fuchsowych tego samego rzedu ,,m“ okre-
$la nowg funkcje, ktdra pozostaje niezmienng dla wszystkich podstawien gru-
py; sa to funkcje automorficzne. Dwie funkcje automorficzne, odpowiadajace
tej samej grupie, sg zawsze zwigzane ze sobg réwnaniem algiebraicznym.

(Dokonczenie nastgpi). Juljusz Rudnicki.
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