Dr. A. Lomnicki. Gieometrja. Podrecznik dla szkoét $red-
nich. Stopien wyzszy. Czes¢ Il i IV. Trygonometrja. Gieome-
trja analityczna. Str. 302. Lwow. Gubrynowicz i Syn. 1912. Cena
3 kor. 80 hal.

Pomimo wszystko nasza literatura podrecznikowa matematyczna rozwi-
ja sie. Ukazywac sie zaczynajg od czasu do czasu czy to oryginalnie napi-
sane ksigzki czy tez przeklady, ktére Swiadcza, ze racjonalne poglady meto-
dyczne przenikajg do umystéw, ze piszacy umiejg juz odr6zni¢ dwa pojecia:
zespot systematyczny faktow nauki i metode ich przedstawienia.

Proste to napozér odréznienie, jednakze bardzo powoli, jak wskazuje do-
Swiadczenie, podlega procesowi uSwiadamiania. Fakty, pozostajgc faktami,
zmieniajg sie zaleznie od punktu widzenia naukowego, a metoda moze byé
modyfikowana przy zachowaniu warunku liczenie sie z rozwojem myslenia
uczacych sie i pojmowania tego rozwoju przez nauczycieli. Stan obecny nau-
ki wptywaé gteboko winien na nauczanie, ale nie w taki sposéb, jak sadzg
czasem ci, ktorzy chcieliby nieraz prawie zywcem przetransponowa¢ mimo
stownych zastrzezen krytycyzm spotczesnej mysli matematycznej do Klas,
gdzie sie ucza dzieci. Umiejetne powiazanie tych dwuch rzeczy stanowi za-
danie dydaktyki, zadanie bardzo trudne.

Nie mozna sie dziwi¢ wobec tego, ze dobrych ksigzek jest zawsze nie-
wiele. Podrecznik pod powyzej zaznaczonym tytulem, mozemy to odrazu za-
znaczy¢, nalezy do ksigzek lepszych. Odpowiedniejszego podrecznika szkolne-
go z dziedziny w nim omawianej nie mamy. Wobec tego warto przyjrze¢ mu
sie nieco blizej. Ksigzka, jak to zresztg widocznym jest z samego tytutu,
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podzielona na 2 czesci: trygonometrje i poczatki gieometrji analitycznej oraz
rachunkéw wyzszych. Moznaby spiera¢ sie w kwestji potrzeby takiego po-
dzialu i wzajemnego ustosunkowania obu czesci. Podziat taki widocznie uspra-
wiedliwiony jest wobec wymagan programéw szkét zaboru austryjackiego,
ale te sprawe jako w danym przypadku znacznie mniej wazng pozostawiamy
na uboczu, a zapoznamy sie po kolei z kazdg z tych czeSci zosobna. Jedno
tylko trzeba odrazu nadmieni¢ o calodci; autor stosowat w niej osobliwie
w czesci pierwszej nieraz dobrze, czasem mniej szcze$liwie metode gie-
netyczng wyktadu, zrywajac w tym wzgledzie z tradycja, a zado$¢-
czynigc naprawde istotnym potrzebom nauczania. Jest to zaleta ksiazki
pierwszorzedna, ktéra jg stawia odrazu na wyzszym poziomie dydak-
tycznym.

Przejdziemy teraz do czesci pierwszej. Wychodzac z potrzeby rozwig-
zywania zagadnien, nastreczanych przez zycie i mys$l naukowa, autor wska-
zuje droge powstawania trygonometrji, potrzebe jej i znaczenie naukowe.
Dalej zaczyna od trdjkata prostokatnego, nadmieniwszy, ze zagadnienia 0 roz-
wigzywaniu trojkatow wogole dadza sie sprowadzi¢ do rozwigzania tréjkata
prostokatnego. Blizsza analiza zaleznosci pomiedzy elementami trojkata pro-
stokatnego doprowadza do wniosku, ze brakuje jeszcze jednej zaleznosci,
a poszukiwanie tej ostatniej doprowadza do rozpatrywania katu ostrego i po-
czatkowego pojecia o funkcji sinus i obliczenia niektérych jej wartosci. Na
str. 7 znajdujemy tabliczke wartoSci funkcji sinus. Ta ostatnia pozwala au-
torowi zwréci¢ uwage uczacego sie na to, ze sinus nie ro$nie proporcjonal-
nie do wzrastania kata, a takze umozliwia wykres C¢wiartki fali sinusojdy.
Dalej nastepuja zastosowania do rozwigzywania trojkatow prostokatnych,
gdzie jeszcze réwnorzednie autor uzywa twierdzenia Pitagorasa. Dalej po
¢wiczeniach na str. 13 wprowadza funkcje cosinus, wskazuje na przebieg jej
zmienno$ci, na zaleznosci pomiedzy nig a funkcja sinus, réwniez podaje wy-
kres w zwigzku z poprzednim, na str. 16 podaje szczeSliwie pomyslang ta-
bliczke wartosci funkcji wspomnianych w sposéb zwykle w tablicach uzywa-
ny, ale dzieki prostocie uktadu bardzo jasny i dla ucznia zrozumiaty. Po
zastosowaniach i ¢wiczeniach w § 5 w ten sam sposob wprowadzona zostaje
funkcja tangens, potym (8 6) cotangens i pozostate funkcje. Dalej mamy ze-
stawienie zaleznosci poznanych (8 7), systematyczne rozwigzywanie trojka-
tow prostokatnych (§ 8), wartosci funkcji trygonometrycznych dla matych ka-
tow (8§ 9), zadania sprowadzajgce sie do rozwigzania tréjkata prostokatnego
(8 10) i drobnym drukiem (rzecz poznawanana przy powtérzeniu kursu) o kar-
tach gieograficznych (§ 11). W § 10 autor robi przejscie do rozwigzywania
tréjkatéw ukosnokatnych i wzbudza na przyktadach poczucie potrzeby wpro-
wadzenia pojecia funkcji katéw rozwartych. Znaczna liczba éwiczen uzupet-
nia ten rozdziat, nad ktérym zatrzymaliSmy sie diuzej dlatego, ze wiasciwie
pierwsze poczetki wykiadu stanowig wszedzie niemal rzecz najtrudniejszg
i bodaj najgtowniejsza.

Czytelnik widzi juz z tego, ze autor traktuje rzecz gienetycznie, ze
stara sie wprowadzi¢ nowe pojecie nie jak Deus ex machina, ale w zwigzku
z rozwojem myslenia nad przedmiotem, z samej natury przedmiotu Rozdziat
ten Swiadczy o dobrym przemysleniu rzeczy, pomimo to jednak, zdaniem mo-
im, sg w nim pewne uchybienia, tatwe zresztg do poprawienia w nowym wy-
daniu. Trygonometrja, moze najlepiej ze wszystkich innych dziatbw matema-



300 Wektor. No 6

tyki szkolnej, nadaje sie do wyjasnienia samego pojecia funkcji. Z tego po-
wodu nalezatoby juz na poczatku, gdy autor szuka zwigzku miedzy bokami
a katami trojkata, pojecie to wyjasni¢, zdefinjowaé i nastepnie wykazaé, ze
sinus, cosinus i t. d. spetniajg definicje. Na str. 6 autor powiada: ,wartos¢
stosunku a i ¢ zalezy tylko od kata a, czyli jest funkcjg kata a". Popierw-
sze, pojecie funkcji jest szersze niz moznaby wywnioskowat z tego wysto-
wienia, wszak mogag by¢ funkcje kilku zmiennych; po-drugie co to znaczy
stowo ,,zalezy"?

Dla nas jest ono zupetnie jasne, uczen ktéry przeczyta i pojmie poprze-
dzajace rozumowanie autora bedzie wiedziat, ze kazdej wartosci katu odpo-
wiada okre$lona warto$¢ sinusa, ale byloby z punktu wiedzenia dydaktyczne-
go lepiej, gdyby autor wyraZznie to zaznaczyt w okreSleniu pojecia funkcji.
Gdyby autor zwréocit na te strone rzeczy wiekszg uwage, wyjasnitby bodaj
najkrocej, nietylko z gotowej tabliczki, ze gdy kat rosnie, rosnie réwniez
i sinus. Dla funkcji tangens bylo to na str. 4 pokazane, dlaczegéz nie zro-
biono tego dla funkcji sinus, o ktérej przecie na pierwszych stronicach gtéwnie
mowa. Dalej lepiej byloby réwniez wykaza¢ dokfadniej, nie tylko z tablicy,
ze sinus nie wzrasta proporcjonalnie do kata (np. zad. 14 na str. 18 mogto-
by daé asumpt do tego). To nie jest drobiazg: uczniowie niemal odruchowo
gmatwajg te rzeczy. Uwaga na str. 9 o linji prostej (wiersz 11-ty od dotu),
bedzie jasna tylko dla tego ucznia, ktéry zna graficzne przedstawienie funk-
cji y=ax. To samo dotyczy innych funkcji. Zwykle zaczynamy od wyjasnie-
nia poje¢ o funkcjach sinus i cosinus. Niektdrzy na razie poprzestajg natym
i dopiero w dalszych rozdziatach wprowadzajg pojecie pozostatych funkcji,
okreslajac je za pomoca dwuch poprzednich. Mozna réwniez wychodzi¢ z sa-
mej funkcji tangens i potym okresli¢ inne za pomocag niej. Autor idzie zwy-
kta droga i z tego mu zarzutu robi¢ nie mozna, ale nalezatoby cokolwiek wy-
razniej zaznaczy¢ potrzebe wprowadzenia tylu funkcji. Do tego przydato-
by sie twierdzenie Pitagorasa, gdyby autor wczesniej niz na str. 22 w przy-
ktadzie pierwszym zaznaczyt. ,,unikniemy zupetnie niewygodnego do rachunku
twierdzenia Pitagorasa"”, jezeli wprowadzimy funkcje ,sinus kata dopetniaja-
cego albo cosinus tego samego”. W dalszych rozdziatach wskazujemy na to,
ze dopiero znajomo$¢ dwuch funkcji." cosinus i sinus wyznacza kat w pierw-
szej Cwiartce; tutaj postugujemy sie implicite zaleznoscig sin2xX-+cos2x=1,
ktérg nalezatoby przyjagé za jedng podstawe definicji, gdyby wycho-
dzono w systematycznym wyktadzie z definicji funkcji, co oczywiscie jest
mozliwe w teorji a nie w szkole. Dalej, zgodnie z duchem wykiadu autora,
moznaby zaznaczyé, ze ominiecie rOwnania a2+b?=c? da sie wykonaé jeszcze
w inny sposéb i nastepnie wprowadzi¢ tangens. Uwagi powyzsze, zdaniem mo-
im, mogtyby udoskonali¢ gienetyczng metode stosowang z powodzeniem przez
autora. Juz na poczatku autor uzywa miary tukowej kata, ale obszerniej
0 tym nigdzie nie méwi, co nie jest stuszne wtedy, gdy uczen, jak to u nas
bywa, o tej tak waznej mierze doktadniej poprzednio sie nie dowiedzial. Nad-
mienie tu jeszcze o jednej drobniejszej sprawie. Na str. 20 stusznie zazna-
czono, ze ,,niewlasciwie piszg czasem tg 90°=oo “ Kazdy matematyk przy-
klasnie intencji autora, ale niewiem czy kazdy sie zgodzi, gdy na str. 37
w wierszu 10-ym z dolu autor pisze: ,w jezyku Hinduséw cieciwa=dziwa“
i t. d. Znak réwnosci wobec braku umowy tu réwniez nie jest dobrze zasto-
sowany.
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W rozdziale Il-im podane sa na poczatku nowe okre$lenia ogdlne funk-
cji trygonometrycznych, np. ,sinus kata jestto stosunek rzednej do promie-
nia wodzacego" (str. 55). Skonstatowowszy dalej, ze miedzy funkcjami zacho-
dza te same zaleznosci, o ktorych byla mowa poprzednio, i podawszy tabliczke
znakéw w réznych c¢wiartkach, autor wprowadza kolo trygonometryczne i przy
jego pomocy wyjasnia okresowo$¢ funkcji oraz daje pojecie o katach ujem-
nych, przyczym w nastepnym paragrafie (13), korzystajac z miary tukowej,
przedstawia graficznie réwnanie y=sinx, a nhastepnie (§ 15) inne réwnania.
W § 14 mowa o t. zw. wzorach redukcyjnych, ktére potraktowane sg dos¢
pobieznie: np. nic nie powiedziano doktadniej o funkcjach katéw 1804+q,
270+q, jakkolwiek rzecz to nie malej wagi i dla doktadnego zbadania prze-
biegu zmiennosci funkcji, i dla celow praktycznych, np. dla réwnan trygono-
metrycznych. Nie znajdujemy w podreczniku nalezytego starania przy dawa-

niu ogolnej odpowiedzi na zadania takiego np. typu: ,,sinx=12, jakie od-

powiadajg mu tuki“? Rozwigzywanie ogolne (jedyne zresztg poprawne) ta-
kich zadan ma wielkag warto$¢, kaze uczniowi dokfadnie zdawaC sobie spra-
we z przebiegu zmiennosci funkcji, a przytym wcale nie jest trudne. Przy
wyprowadzaniu wzoréw redukcyjnych dobra bylaby metoda ogélna, niezalezna
od rozpatrywania tych lub innych trojkatow, a dajaca sie zastosowal przy
wszelkich wartoéciach kata. Taka metoda, oparta na obracaniu osi, tymbar-
dziej databy sie zastosowaé, ze autor przy graficznym przedstawieniu postu-
guje sie podobnym sposobem, np. przy wykreslaniu y=ctgx=—tg (900+x)
(str. 67). By¢ moze, ze przeoczenie, ktore znajdujemy w wierszu 4-ym na
str. 86 przy rozwigzaniu réwnania ctgx—cosx=I—sinx pochodzi stad, ze au-

tor wogole mato zwraca uwagi na ogolne odpowiedzi. Pierwiastek y

réwnaniu zado$¢ czyni, a kat, ktéry w tym przypadku daje rozwigzanie jest
kn+(—1)k5n/fi. Poprzednie rozwiazania tez nie sg stuszne. Np. dla sinx=

=, autor pisze x =450, 450 ———3em——A5r—J360mmes—nie jest stuszne,

gdyz 45° i 45°—360° nie sg przedewszystkim réznemi rozwigzaniami, a po-
wtére, pominiete zostato istotnie rozne x=1350. Wzo6r powinien by¢ X=

=krt—+(—1)kn/d. Autor bardzo wiasciwie nadmienia na str. 58 o tym, ze kaz-

dy kat ujemny mozna zamieni¢ na dodatni, posiadajagcy te same funkcje,
z czego wynika ufatwienie tworzenia ogélnych wzorow, przy ktorych trze-
ba bra¢ pod uwage caly okres funkcji, a wiec caly okrag. Przy rozwigzywa-
niu réwnan trygonometrycznych nalezatoby przedewszystkim zwréci¢ uwa-
ge na najprostsze, np. cos x=sinx, bo tylko wtedy uczen zacznie wprawnie
dawaé odpowiedzi.

Twierdzenie o dodawaniu funkcji trygonometrycznych wyprowadzone zo-
stato na zasadzie twierdzen elementarnych z teorji rzutow prostokatnych, jak
to czyni Borel Metoda dobra i przejrzysta, ale wymaga gruntownego zapoz-
nania sie z wzorami redukcyjnemi. Autor, uwzgledniwszy jeszcze w rozdzia-
le poprzednim wiasnosci katow matych, w obecnym daje przystepnie, zwiezle
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i jasno pojecie o sposobie obliczania funkcji trygonometrycznych, wychodzac
z nierdwnosci . Swojg drogg, nalezaloby pare uwag po-

Swieci¢ przyczynie, dla ktérej targens jest czulszy na zmiane Kkata, i podaé,
w jaki sposob nalezy prowadzi¢ obliczenia przy katach matych i blizkich do
90°, jezeli uzywamy zwyczajnych tablic. Zwrdce tu jeszcze uwage w tym
rozdziale na pare drobnych kwestji. Na str. 73 podane sg wzory sin y=

Dobrze bytoby, gdyby wzory te zwigzano z tréjka-
tami prostokatnemi o bokach wymiernych (wzory Platona). Na str. 83 w za-
daniu 42 b) jest btad. Powinno by¢ . Na

str. 84 powiedziano o réwnaniach trygonometrycznych: ,,Réwnania takie po-
siadajg nieskonczenie wiele rozwigzan, sg wiec rOwnaniami przestepnemi”.
Nie jest to SciSle wyrazone.

Rozdziat 1l autor poswieca wiasciwej trygonometrji, nie starajac sie
0 czesto spotykang u nas drobiazgowo$¢, nadajgcg szczeg6lom zbyt wielkie
znaczenie. W § 29, oznaczonym gwiazdka i przeznaczonym dla szkot real-
nych, moéwi o podziale anharmonicznym i podaje w formie trygonometrycz-
nej stosunek podzialu podwdéjnego. Musze tu jednakze zaznaczyé, ze w roz-
dziale tym przydatoby sie zwrdcenie uwagi na dyskusje przy rozwigzywaniu
zadan. Autor to czyni przy zadaniu Ill-im klasycznym, ale tego za mato. Jest
wielka wadg naszego nauczania, ze te strone rzeczy pomijamy milczeniem,
czego nie robig np. francuzi, gdzie dyskusja zajmuje bardzo wybitne miejsce
w nauczaniu. W rozdziale tym, jak rowniez w poprzednich, znajdujemy spo-
ro zadan, co stanowi zalete niemalg ksigzki.

Rozdzial IV zawiera zastosowania trygonometrji do miernictwa. Bogact-
wo tresci, jak rdéwniez dokladno$é przedstawienia wyrdznia znakomicie ten
rozdziat, w przecietnym podreczniku naszym traktowany zwykle bez znaw-
stwa, po macoszemu. W ostatnim V rozdziale autor zajmuje sie trygonometrja
sferyczng. Przeznaczony on jest w calosci dla szkoly realnej. Czytelnik
znajdzie tu podstawowe wzory trygonometrji sferycznej oraz gtéwniejsze jej
zastosowania do zagadnieri stereometrycznych, gieograficznych i astrono-
micznych.

Cato$¢ wyktadu trygonometrji w tym podreczniku robi wrazenie do-
datnie i stanowi duzy krok naprzod w poréwnaniu z istniejgcemi u nas pod-
recznikami.

Drugg cze$¢ ksigzki poswiecono, jak nadmienilismy, gieometrji anali-
tycznej i poczatkom rachunkéw wyzszych. Cze$¢ ta sklada sie z jedenastu
rozdziatdw, z ktérych dziesie¢ poczatkowych niemal wylacznie zajmuje gieo-
metrja analityczna (str. 163—285). W pierwszym rozdziale zajmuje sie¢ au-
tor wyjasnieniem ukladu spétrzednych Descartesa oraz wykres$leniem obrazow
gieometrycznych z danych roéwnan; dalej daje pojecie o spotrzednych biegu-
nowych jak réwniez stosuje je do wykreslania krzywych z danych réwnan,
wyrazonych w tych spotrzednych. Pomimo znacznej liczby przyktadow autor
nie podat ani jednego (précz paraboli), w ktorym wykre$lanie odbywatoby
sie nie na zasadzie jakiej$ dostrzezonej z réwnania lub przedtym danej
whasnosci gieometrycznej, lecz zapomocg ukiadania tabliczki i obliczen. To
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ostatnie nie jest tak proste, a wprawianie w te rzeczy moze byé bardzo po-
zyteczne. Autor w ¢wiczeniach, dolgczonych do tegoz rozdziatu podaje caty

szereg zadan na wykre$lenie krzywych z réwnan, np.

i t. d. Nalezaloby wobec tego poprzednio tej sprawie cokolwiek
wiecej uwagi poswieci€. W rozdziale 1l autor zajmuje sie zastosowaniami
uktadu spo6trzednych i nalezy zaznaczy¢, ze rozdziat ten nalezy do naj-
lepszych. Wyjasniono tu szereg waznych poje¢, jak odlegtos¢, spadek, zasto-
sowano metode spoOtrzednych do obliczania pol i t. p. W rozdziale Il znowu
mowa 0 réwnaniu linji prostej w réznych postaciach i o gtéwnych zagadnie-
niach, dotyczacych linji prostej. Szkoda, ze autor nie rozwingt gruntownej
dyskusji uktadu dwuch rownan 1-go stopnia z dwiema niewiadomemi; sposob-
nos$¢ do tego dawato mu zadanie: ,znalezé punkt spotkania sie prostych, zna-
jac ich réwnania". Podano na str. 200 tylko 3 przypadki, a powinno by¢ 8.
Na str. 210 figura jest nie dosy¢ wyrazna. W rozdziale IV mowa o zmianie
osi spotrzednych. Autor w tym rozdziale daje tez pojecie szersze o prze-
ksztatceniu (str. 216). W rozdziale V znajdujemy nauke o kole (na str. 219
jest biad; zamiast: ——powinno byé: ———Wyprowadzono
réwnanie stycznej do kola, podano pojecie o biegunowej i osi pierwiastnej
W krotkim rozdziale VI znale$¢ mozna uwagi ogdlne o dyskusji réwnan linji
krzywych. Sam temat jest bardzo wazny, ale uwagi podane moznaby rozsze-
rzy¢. Do tego nadawatoby sie bardzo ze wzgledu na swoj elementarny, ale
bardzo pouczajacy charakter t. zw. przez francuzéw ,méthode des régions".
Rzecz polega na tym, ze badamy znak funkcji, stanowiacej lewa strone row-
nania, w réznych punktach ptaszczyzny i dzieki temu mozemy ptaszczyzne
podzieli¢ na obszary dodatnie i ujemne, na pograniczu ktorych przebiega
krzywa, W rozdziatach VII, VIII i IX autor kolejno zajmuje sie parabola,
elipsg i hiperbolg. Rozdziat o paraboli jest bardzo pouczajacy, jeden z lep-
szych rozdziatbw ksigzki. Tutaj w § 64 autor daje definicje pochodnej i sto-
suje ja do wyprowadzenia réwnania stycznej do paraboli, a w interesujgcym
§ 65 oblicza dwoma sposobami pole odcinka paraboli i daje pojecie o caice.
Rozdziat X jest potraktowany dogmatycznie i wiasciwie nie zastugujg na ty-
tut jaki mu nadano: ,,096lny rozbi6ér réwnania drugiego stopnia o dwuch nie-
wiadomych”. W ostatnim rozdziale Xl autor blizej omawia pojecia pochod-
nej i catki. Pojecia te nie podlegly tu wiekszemu rozszerzeniu i zastosowa-
niu, gdyz poza pojeciem maximum i minimum funkcji, metody Newtona przy
rozwigzywaniu przyblizonym réwnan (8 7) i wyjasnieniem zwigzku catki
z pochodng (8 80), autor nie podaje ani wiekszej liczby zastosowarn, ani tez
nie rozszerza teorji. Jest to tylko wprowadzenie pierwszych poje¢, widocznie
zadanych w tej formie przez program szkoty realnej galicyjskiej.

Na tym samym miejscu miatem mozno$¢ przed rokiem omawiaé pierw-
szg cze$¢ tego podrecznika. O ile tam dato sie skonstatowaC dazenie do no-
wych, czasem niewyprébowanych sposobow wyktadu gwoli zado$éuczynieniu
wymaganiom czystej nauki, o tyle teraz autor z wielka ostroznoscig traktuje
nowosci, gruntowniej opracowuje metode wykladu i daje podrecznik praktycz-
niejszy. Fakt ten znamionuje postep, ostrozno$¢ wspomniana jest na miejscu
réwniez ze wzgledu poniekad na nowy materjat naukowy, jakim sg poczatki
rachunkéw wyzszych. Taka niewielka ,doza" tych rachunkow jaka znajdzie-
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my w podreczniku, oraz tatwo$¢ przedstawienia spopularyzujg rzecz nalezycie,
przejednajg przeciwnikoéw (o ile ich nie ,przekonata”, co czesto bywa, wiadza
wyzsza, nakazujac wprowadzenie) i grunt przygotujg do dalszej w tym Kie-
runku pracy, ktéra oby nie ustawata w szkole polskiej. Ksigzke, jak juz za-
znaczylem na poczatku, zaliczam do wybitnych zjawisk w naszej literaturze
podrecznikowej.

L. Zarzecki.





