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Streszczenie: W niniejszej publikacji przedstawiony jest
spos6b wyznaczania optymalnego rozmieszczenia czujnikéw
pomiarowych dla liniowego ukladu o parametrach roziozo-
nych opisanego liniowym réwnaniem rézniczkowym czast-
kowym, z ktérych pomiary postuza do wyznaczenia stanu
poczatkowego uktadu.

Stowa kluczowe: Obserwowalno$é, réwnanie rézniczkowe
czastkowe, optymalne rozmieszczenie czujnikéw, ukiad
o parametrach rozlozonych.

1. WSTEP

W ogélnym przypadku wyznaczenie poczatkowego
stanu ukladu dysponujac danymi z czujnikéw pomiaro-
wych jest trudne, poniewaz rozwiazanie parabolicznego
réwnania rézniczkowego czastkowego jest przedsta-
wione w postaci szeregu nieskonczonego.
Zaproponowany sposéb wyznaczenia stanu poczatko-
wego ukladu polega na zaloZeniu okreslonej postaci
warunku poczatkowego:

w0) = 3 Bywi (0)
k=1

gdzie wy(0)-skfadowa warunku poczatkowego.

Posta¢ skladowych warunku poczatkowego wy(0) po-
winna zapewni¢ rozwiazanie réwnania rézniczkowego
czastkowego w postaci sumy skonczonej. Wtedy na
podstawie danych pomiarowych z odpowiednio roz-
mieszczonych czujnikéw mozna dokonaé estymacji
parametréw f;, wyznaczajac jednocze$nie aproksyma-
cyjnie warunek poczatkowy w(0).

2. OPIS SYSTEMU

Niech X oznacza ograniczona dziedzing 2-wymiarowej
przestrzeni, a § jest brzegiem obszaru X. Wektor wsp6i-
rzednych przestrzennych oznaczamy x=(x,,x,)
Rozwazmy liniowe paraboliczne réwnanie rézniczkowe
czastkowe

ow(t, x)
ot

gdzie t-czas a A oznacza Laplasian dany wzorem:

= Aw(t, x) — q(x)w(t, x) ¢))
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(9x,)?
Zalézmy, ze g(x) jest ciagla funkcja okreslona dla

aZ
 (@x)?

xeX(X=XUS)

2.1. Warunki poczatkowe i brzegowe

Warunki poczatkowe dane sa wzorem:
limw(t, x) = w,(x)
t—0

w,(x) = w(0)e [*(X)

gdzie L*(X) oznacza przestrzen Hilberta funkcji cal-
kowalnych z kwadratem w obszarze X. W ogdélnym

przypadku warunki brzegowe mozna opisaé réwnaniem:

A Owit,O) + (1~ () 28D aw(’ ¢)

=0
gdzie {€ S a funkcja (¢ nalezy do klasy C? oraz
spelnia warunek:

0<a(d)<1

v-wektor normalny do brzegu S

2.2. Funkcje wlasne i wartosci wlasne

Z réwnaniem (1) mozna zwiazaé nieograniczony linio-
wy operator rézniczkowy A zdefiniowany nastepujaco:
Aw(x) = Aw(x) — g(x)w(x)

Dziedzina D(A) operatora A spelniajac warunki brzego-
we jest postaci:

2 —
D(4) = w(x)e L°(X),Aw(x)
~gq(x)w(x)e L*(X),

Dla operatora A definiuje si¢ funkcje wlasne wyx)
i=1,2,3... oraz warto$ci wlasne s; i=1,2,3... dla ktérych
uktad réwnan liniowych

Aw, (x) = 5,w,(x)

ma niezerowe rozwiazania w;(x)#0.

i=1,23..



Kazdej wartosci wlasnej s; i=1,2,3... odpowiada uktad
funkcji wlasnych:

{Wil (x), wy, (x)s..., Wi, (x)}

gdzie m; <eoojest krotnoscia wartosci wlasne;j s;.

3. ROZWIAZANIE ROWNANIA I DOBOR
POSTACI WARUNKU POCZATKOWEGO

Rozwiazanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi (2)
przy zalozeniu krotnosci wartoéci wlasnych m;=1, moz-
na przedstawi¢ w postaci:

w(t,x,,X,) = iiexp(sijt)<w(0), W) W

i=] j=1
(W), w,) =a,

o — wspélczynniki Fouriera

w(0)=wo(x)= flx;,x2); wij=wij (x)=flx; ,x2)
Przyblizajac warunek poczatkowy w(0) suma funkcji
wlasnych wy(x) operatora A z odpowiednimi wspét-
czynnikami f3; W nastepujacy sposéb:

ny

w(0)=>">" f,w,(0)

k=1 [=1

3

gdzie:

Wi(0)=wy(x)

wy(0)-sktadowa warunku poczatkowego odpowiadajaca
funkcji wlasnej wy,(x) operatora A

otrzymujemy:

neny
a;j = [wyj 2.3 Bywi (0)dx
X 7 k=ti=i

Poniewaz ukitad funkcji wlasnych wy jest ortogonalny,
wiec & # Otylko dla i=k, j=I otrzymujemy wspét-
czynniki ¢ ;r6zne od zera tylko dla skladowych i)

odpowiadajacych indeksom k,! warunku poczatkowego

Buwu(0) (pozbywamy sie sumy nieskonczonej dla in-
dekséw i,j). Oznaczajac:

g = B [ Wiy wi (0)dx
X

Ay =By u

W zaleznosci od iloéci przyjetych sktadowych nyn,
w warunku poczatkowym w(0) odpowiedZ ukladu (1)
mozna przedstawi¢ w postaci liniowej ze wzgledu na
parametry Sy

w(t, x) = Zk: zl:ﬂkIQ"klwkl (x)exp(sy?)

C))
k=11=1
4. ESTYMACJA PARAMETROW g8
Dla liniowego wzgledem wektora parametréw

B=[B,.....B,]" modelu odpowiedzi uktadu (1) opisanego
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réwnaniem (4), proces obserwacji mozna zapisaé
W postaci:

2xt) = Fl(xt) B+ &1), 1€ [0t]  x=[x,x)]
gdzie:

(xt)= [z(x',t),..., z(f’,t)]T -wektor sygnatu z N czujni-
kow

f-wektor parametréw, € R™
dx,t)=[£(x',t),..., é{f',t)]r - bialy szum o zerowej warto-
$ci $redniej w czasie i kowariancji

E{g1)€ (7)}=C(1)&1-D)

Gdzie & oznacza delte Diraca, a macierz
C(t)e RV jest symetryczna i dodatnio okreslona dla
kazdego te [0,t]

 Fx)=[fix'1), ..., 1)
fi )= [Fi(X0),..., ful X 1), i=1..N
fi(x't)= a'klwk,(xi)exp(sklt ), j=1..m, gdzie indeksy
k=1..n;, l=1..n; przy warunku ngn=m, odpowiadaja
skladowej odpowiadajacej indeksom kI warunku po-
czatkowego (3).

Gdzie x' ..., ¥ oznaczaja polozenie poszczegélnych
czujnikéw o wartoéciach nalezacych do zbioru X C R?,
ktére przy estymacji parametré6w £ sa znane i ustalone.

Problem estymacji parametréw jest nastgpujacy:

znajac histori¢ {F(t)}1e(0,t;] oraz {z(t)}1€10,t;] nalezy
znalez¢ sposréd wszystkich mozliwych wektoréw pa-
rametréw B taki, ktéry minimalizuje wazone kryterium
najmniejszych kwadratéw [2][3] wtedy:

A tf tf
B=(] FOCc T oFT (0dry™ | FoyC™\(0)z(nde
0 0

E(B)=p

oraz

cov(B) = E{(B- ) B-B)T ) =

'y
=(| Foc'\OFT ®dn =m™!
0
m X m wWymiarowa macierz

ty
M. xNy= [ FoC o FT (tar
0

jest informacyjna macierza Fishera [1][3] a jej elementy
zaleza od lokalizacji czujnikéw.

5. OPTYMALNE ROZMIESZCZENIE CZUJNI-
KOW POMIAROWYCH

Problem optymalizacji polega na ,,najlepszym” roz-
mieszczeniu czujnikéw (w sensie cov{f}) maksymalizu-
jacym ilo$¢ informacji otrzymanych podczas ekspery-
mentu.




















