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Streszczenie: W czgséci pierwszej pracy przedstawiono
zagadnienia przedzialowych i rozmytych ukladéw réwnan
liniowych w problemie sterowania systemem produkcyjnym.
Wiele zagadniefi moze by¢ sformutowanych w postaci stocha-
stycznej. PoniZej omawia si¢ problem opisany przez zmienne
losowe z dokladnoscia do momentéw drugiego rzedu. Opiera-
jac si¢ na przedstawionej w czgsci pierwszej metodzie rozwia-
zania niedeterministycznego ukladu réwnan liniowych oma-
wia si¢ oszacowania parametréw rozkladu prawdopodobiefi-
stwa rozwiazania oraz okres$lania miar dopuszczalnosci dla
wektora rozwigzania.

Stowa kluczowe: Sterowanie systemami produkcyjnymi,
Warunki niepewnosci, Niedeterministyczne uktady réwnan.

1. WPROWADZENIE

Rozpatrywane jest zagadnienie rozwigzywania uktadéw
réwnan liniowych o niedeterministycznych wspéiczyn-
nikach stanowigcych uklad réwnan bazowych problemu
planowania obcigzen systemu produkcyjnego:

A®X=b: dimA=mxm,dimX =dimb=m; (1)

gdzie:
A — niedeterministyczna macierz wspéiczynnikéw,
p — niedeterministyczny wektor wyraz6w wolnych,

operator mnozenia na liczbach niezdeterminowa-
nych.

W zaleznosci od rodzaju niepewnosci wspdtczynnikéw
w zagadnieniu (1) wynikajacej z dostgpnosci danych
iinformacji o obiekcie rzeczywistym, istnicje kilka
mozliwych sposobéw tworzenia modelu {1, 4, 8, 91:

1. Zagadnienie przedzialowe.

Jesli wystepuje brak opisu charakteru zmiennos$ci
wspotczynnikéw przy jednoczesnej mozliwoséci okre-
$lenia przedzialéw dopuszczalnych zmian, problem (1)
jest uktadem liniowych réwnan przedzialowych, gdzie

* -

elementy A oraz b dane sg jako liczby przedzialowe.

2. Zagadnienie rozmyte.

Posiadane informacje pozwalaja na wigksza doktadnosé¢
niz tylko podanie przedzialéw zmiennos$ci wspélczyn-
nikéw, ale jednoczesnie nie moze by¢ precyzyjnie okre-
$lony charakter tych zmian. W przypadku tym proponu-

tPraca powstala czgSciowo w ramach projektu 4T11A 009 25
finansowanego przez Komitet Bada Naukowych.
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je sie przyja¢ (1) jako uktad réwnan liniowych o rozmy-

tych wspdétczynnikach, gdzie elementy Ai b dane sa
jako liczby rozmyte ze zdeterminowanymi funkcjami
przynaleznosci (fe).

3. Zagadnienie stochastyczne.

Jesli na podstawie posiadanych danych dla wcze$niej
okres$lonych przedzialéw zmian wspélczynnikéw istnie-
je mozliwo$é okre§lenia rozkladéw prawdopodobien-
stwa, a co najmniej momentéw takich jak wartosci

$rednie (K i E) oraz macierze kowariancji (cov(R)

i cov(b)), rozpatrywany problem mozna traktowaé jako
stochastyczny uklad réwnan liniowych.

Podane modele nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci.
Zachodzi¢ moga przypadki mieszane przedstawionych
zagadnien. Podejécie do rozwiazania problemu miesza-
nego nie jest omawiane niniejszej pracy.

Podejécie do zagadnien rozmytych i przedzialowych
przedstawiono w czgéci pierwszej. Ze wzgledu na od-
mienny charakter stochastycznych ukladéw réwnan jak
réwniez odmienny aparat stosowany do ich rozwigza-
nia, zagadnienie to omdwione jest osobno w czesci
drugie;j.

Dalej przyjmijmy podejscie do rozwiazania analogiczne
do zagadnien przedzialowych i rozmytych przedstawio-
ne w czg$ci pierwszej pracy.

Przyjmijmy, ze dla kazdego zagadnienia dane sa zde-
terminowane wartosci preferowane Aib wspélczyn-

nikéw uktadéw réwnan Aoraz b .

Przyjmowanie wartosci preferowanych zalezne jest od
preferencji decydenta. Wydaje si¢ jednak, ze w przy-
padku zagadnienia stochastycznego naturalnym jest

przyjmowanie wartoéci $rednich A=A i b=b.
Uwzgledniajac zbiezno$¢ rozwiazania do rozkladu nor-
malnego (wymiar zagadnienia planowania), prawdopo-
dobienstwo skumulowane jest w otoczeniu wartosci
$rednich, podobnie jak w zagadnieniu rozmytym odpo-
wiada to warto$ciom modalnym rozwiazania. Jesli po-
szukujemy rozwigzania problemu zgodnie z metoda
przedstawiong w czg$ci pierwszej:



A®mX=b—oA**)X=b"
A= (T\“ *A)=1, 2)
b*=A(»b

otrzymujemy rozwiazania dla warto$ci oczekiwanych,
co jest odpowiednikiem stosowanych obecnie metod
deterministycznych planowania produkcji [2, 3].

Przyjmijmy jako wartosci preferowane A oraz b war-
tosci srednie, oraz niech istnieje i bedzie dana macierz

odwrotna A™!.
Rozwigzanie uktadu réwnan I~\(*) X =b zgodnie z (2)
realizowane jest poprzez obustronne pomnozenie ukla-
du przez macierz odwrotng wartosci preferowanych.
Okresla to w sposéb jednoznaczny przeksztalcenie dla
tych wartosci:

AA=A", (3)

Poniewaz macierz A~ jest nieosobliwa (stanowi ele-
ment rozwigzania dopuszczalnego dla wartosci prefe-
rowanych zagadnienia programowania liniowego) oraz
przeksztalcenie jest liniowe mamy:

Dla wartosci Srednich (preferowanych):

A'A=1, b*=A"b @
Oraz dla macierzy kowariancji:
e | “(R-1]F *nT
cov(b )=A"" cov(b )(A ) =Dcov(b )D )]
cov(A") = Tcov(A)TT ©6)

Macierz cov(i\) jest macierza o wymiarze m*x m*. Od
sposobu zapisu tej macierzy zalezy posta¢ macierzy
przeksztalcenia T.

W dalszej czgdci pracy przedstawia si¢ algorytmy wy-
znaczania oszacowan parametréw rozktadéw prawdo-
podobienstwa oraz reprezentacje macierzy kowariancji
wspéiczynnikéw ukladéw réwnan.

2. POSTAC MACIERZY KOWARIANCJI

Macierz kowariancji macierzy A w zapisie dwawymia-
rowym ma posta¢ blokowa [7]:

[ covidyp) cov(, i) cov(Ay,,) ]
cov(i\)= coviy) cov(T\,j ) covBi) | (D)
COV(T\ml) COV(I\mj ) COV(T\mm)

Poszczegdlne bloki cov(i\,-j)macierzy cov(f\) maja

wymiar mX m i przyjmuja postaé zalezna od sposobu
zapisu macierzy w postaci dwuwymiarowej. W konse-
kwencji determinuja posta¢ macierzy T.
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Rozpatrywano przypadki:
1. Korelacja wiersz 5,-(*) wiersz a ™

V_COV(RU ) = cov(5 i(*)» 5 j(*))

. ®
i,jelm
2. Korelacja kolumna @.y; kolumna &, ;
V_covfAy )= covi@y ) ©
i,jelm
3. Korelacja wiersz @) kolumna a.;
V_COV(AU ): COV(ai(*),a(*)j) (10)
i,jelm
4. Korelacja kolumna @c.y; wiersz a j,
V_COV(AU)z COV(E(*)I-,EJ'(*)) (11)
i,jelm
5. Korelacja element a;; macierz A
V_cov(T\ij ) = cov(Eij A) (12)

i,jelm

Uwzgl¢dniajac powigzania pomigdzy poszczegdlnymi
zmiennymi w systemie produkcyjnym oraz charakter
réwnan mozna stwierdzi¢, ze zalezno$¢ wystgpuje
gtéwnie w obrgbie poszczegSlnych wierszy. Wynika to
z faktu, ze wigkszo$¢ réwnan opisuje zaleznosci bilan-
sowe w poszczegdinych wezlach technologicznych jak
i w samych procesach. Mozna oczekiwaé, ze przyjgcie
wihasciwego zapisu ze sposobdw (8) — (12) prowadzié
bedzie do przejrzystej postaci macierzy kowariancji
wspétczynnikow cov(I\) oraz utworzy czytelna i prosta
w konstrukcji macierz przeksztalcenia T.

Z analizy struktur cov(l~\) na uwage zashuguja dwa
pierwsze przypadki, to jest zapis poprzez kowariancj¢
wierszami lub kolumnami.

W przedstawionej w nastgpnym punkcie metodzie sza-
cowania parametr6w rozkladu prawdopodobienstwa
rozwigzania przyj¢to korelacje wierszami.

W przypadku tym poszczegélne podmacierze cov(T\,-j)

w (7) maja postac:

Y cov(Ay) =
i,jelm
i 2 vee 0'2 e 2 ]
414 ] a4 {19 jm
. . : . . (13)
2 e 2 e 2
aikaj) a4 i ik a jm
2 2 2
o' aee aee o'
| %im@j1 Aima ji %im jm |
gdzie:
afik ag - kowariancja pomi¢dzy elementami @y i @;



W przypadku nieskorelowanych elementéw Ziij oraz

a; macierzy A mamy:

Oosay = Tay A2 (=RIAG=D)
v ) : _ _ 14)
biki=im | Oy =0 dla (2HV(j#D

co dla braku korelacji pomigdzy dwoma réznymi wier-
szami macierzy A daje:

Y cov(;\',-j) =0,
i,jelm 13

i#j
Z (14) wynika, ze w przypadku braku korelacji pomig-
dzy wierszami macierzy wspélczynnikéw ukladu réw-
nani, macierz korelacji cov 7\) jest macierza blokowo
diagonalng zlozona z m blokéw o wymiarze
dim(cov(;\',-i))szm.

cov(A)=
COV(R]]) 0,,, Om ]
: . F . : (16)
0, o cov(Ay) e 0,
. 0, - 0, cov(A,,.) |

Dalej dla nieskorelowanych elementéw w wierszu 5,-(*)

mamy:
[ 52 0 0|
ol ]
Y cov(Ap)=| 0 - ai_k 0 (17)
ie 1,m : . : ' :
0 0 o
L %im |

z ¢zego wynika struktura diagonalna macierzy cov(l)

w przypadku braku korelacji w macierzy A.

corli)=
-, _
Tany o .
: m
2
0 Am .
: 18
0, 0, (18)
2
2ml 0
0, : :
2
L 0 Cmm

Dla macierzy okreslanych zgodnie z (8) macierz prze-
ksztalcenia T w (6) jest iloczynem tensorowym:

T=A"®1,=
(=1 —(-1 —(-1)q ]
al(1 )1,,, al(j )1m al(m M,
: : : (19)

—(-1 =(-1 —(-1

ai(1 )1m aiﬁ- )1,,, alsn )1m .

—(—1 —(-1 —(-1

‘_a,(nl )1m ar(nj )1m ar(rlnz)1n1

Przy czym dim(T) = mZxm?.

Podsumowujac mozna stwierdzié:

Jesli macierz A nie jest skorelowana wierszami wéw-
czas macierz kowariancji cov(;\') przy zapisie korelacji
wierszami (8) jest macierza blokowo diagonalng. Nato-
miast macierz coviA przy zapisie korelacji kolumnami
(9) jest macierza o blokach diagonalnych.

Je$li natomiast A nie jest skorelowana kolumnami
wowczas macierz kowariancji cov(ﬂ) przy zapisie
korelacji wierszami (8) jest macierza o blokach diago-
nalnych, natomiast macierz cov A przy zapisie korela-
cji kolumnami (9) jest macierzg blokowo diagonalng.

3. OSZACOWANIE PARAMETROW ROZKELA-
DU PRAWDOPODOBIENSTWA ROZWIA-
ZANIA

W celu okreslenia parametréw rozkladu prawdopodo-
biefistwa rozwiazania okreslonego przez (2), nalezy
wyznaczy¢ parametry rozktadéw (wartosci $rednie i ma-
. . . ré ¥

cierze kowariancji) dla A oraz b .

Wartosci $rednie okreslone sa jednoznacznie przez (4).

Natomiast macierze kowariancji okreSlone sa prze-
ksztalceniem liniowym (3) i wynosza (5) i (6):

cov(s*) =A"! cov(b*)(z'1 )T =Dcov(b")DT

cov(;&*) = Tcov(;()TT

W przypadkach szczegélnych, np. gdy macierz wsp6t-
czynnikéw ograniczen jest nieskorelowana (ma postaé
(18)), mozna upro$ci¢ obliczenia. Poniewaz macierz
kowariancji w tym przypadku jest diagonalna, a macierz
przeksztalcenia T 2m-1 diagonalna, wynikowa macierz

cov(A") jest réwniez 2m-1 diagonalna. Aby nie prowa-

dzi¢ obliczen na macierzach o wymiarze m?xm?,

elementy cov(A*) wyznacza si¢ na podstawie wlasno-
$ci przeksztalcenia (5).
Mamy zatem [s]:



var(('i,-;) = Zd,,a e (20)
dalej:
N
Y/ cov(a;;,ay) =0,
Lkl 1)
k#l
i dla pozostatych przypadkéw:
\/ cov(@j.dy) = de,d,,a 22)

i,j.k =1

Dla wektora wyrazéw wolnych oczywiscie jest (5).
Rozwigzanie dla wartosci $rednich dla poszczeg6lnych
zmiennych mozna zapisaé:

V_ (23)
iel, j=1
Zmienne rozwigzania ¥; mozna przedstawié:
e m -
Y a;% =b; Zaijxj 24)
= i=1
J#i
natomiast z (4) wynika:
f— ai,j=1Lm
W0 dla iwl / (

Dla matych odchylen 5,; oraz b ; od ich wartodci $red-

nich rozwigzanie w przyblizeniu wynosi:

~ 1 S

% =—| b, Zau i |dla j=1m. (26)
aji

j¢i
Oznaczmy:

1 N

vl.zj ZaU i dla j=1m. @n
aji

j;x:i

i dokonajmy linearyzacji (25) w otoczeniu wartosci
$rednich.
Zgodnie z [7] otrzymamy:

m % UL VA *
Y xz—V;‘*Z—'.( —a;)+ Y —=(bj-b;) (28
j=l,m j=1 ﬁlj j=1 d’] )
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idla (25) jest:

b /a,, dla j#i
avi — k% 2
o,ﬁ_* - _(bi —Zaubj) (a,-,-) dla j=l (29)
i i=1
itj
oraz
& _|-a;fa; da j=i 0
b |z  dia =i
co w polaczeniu z (25) daje:
i _ 5
v % 31)
jelm &Zi _ 0 dla j=i
5[,; 1 dla j=i

Warto$ci wyrazenia na v; stanowig oszacowanie warto-
$ci $redniej rozwiazania 1 wynoszg:

- %
ixi =v; =b; (32)
i=l,m
Oszacowanie kowariancji mozna zapisaé:

- m A ok
cov(¥,X;) = Z il Lcov(ay,ay)
k=1 I= 1 tk l

Tk Tk
b))
av,- vl il
+t— ik )
ik YUl
2 ia)
.air)) ).
x Odj

Przy zalozeniu braku korelacji pomig¢dzy elementami
lewych i prawych stron otrzymujemy:

m
cov(i,-,ij) = "',-k,&';c)

k=1 1=l A 1 34)
avi av] ot Mt ))

—— by )

Ay b

co (31) daje:
~ LI S ~k Lk
cov(X;,X;) = 3. (Sb 5 coviay, ﬂ))

k=1 1=1 (35)

+ cov(E; ,5,*)

Uwzgledniajac w powyzszym (20) - (22) otrzymujemy
dla oszacowania kowariancji:



cov(x,,xj)— Z(bk) cov(a,k, k)+cov(b, ,b )

36
Z((bk) Zdjldlla )+cov(b, ,b ) )
k=1

1=1

3 |

oraz dla oszacowania wariancji (i=j):

var(x;) = i(z;,: )2 var(E,-Z) + var(l:i*)
k=1

m n (37)
=Y (E?Ydia? )+ var)
= I=1

Przy czym kowariancje wektora b’ okresla jednoznacz-
nie (5)

4. MIARA DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZA-
NIA

Okre$lone w poprzednim punkcie parametry rozkladu
prawdopodobienstwa rozwiazania pozwalaja na okre-
$lenie miary realizowalno$ci wyznaczonego planu ob-
ciazen systemu.

W pracach [1, 4, 6, 8, 9] jako miar¢ w zagadnieniach
stochastycznych przyjmuje si¢ prawdopodobiefistwo, ze
zmienne rozwiazania beda dodatnie, czyli badane roz-
wiazanie bazowe bedzie dopuszczalne.
Prawdopodobienstwo spetnienia warunku dopuszczal-
nosci przedstawionego przez (5) mozna zapisa¢:

pX>0 (38)

o-_.8

o [ F @)y,
0

gdzie: f(X) - funkcja gestoéci rozkladu prawdopodo-
biefistwa wektora X .
Sprowadzajac wektor rozwiazania do postaci:

X=X+e (39)

gdzie: @ - wektor zmiennych losowych o parametrach
€ = 0 oraz cov(€) = cov(X).
Zalezno$¢ (38) przechodzi na:

p(X>0) =p@€2-X) = j j g(&)dey...de,,

- Xl

(40)

_xm

gdzie: g(€) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodo-
biefistwa wektora € taka sama jak dla X , ale o warto-
$ciach $rednich réwnych zero.

Wyznaczenie (40) mozna sprowadzi¢ do obliczenia
dystrybuanty zmiennych losowych nieskorelowanych
poprzez wprowadzenie przeksztalcenia:
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e =hy vy
€y =hy vy +hyV, @)

em = hm] vt hmZ vy ..t hmm Ym

gdzie wektor v jest wektorem zmiennych losowych
nieskorelowanych.

W przeksztalceniu zmiennych losowych @ na zmienne v
wspbiczynniki hij dobieramy wg. zasady:

dla i=j hij= 1,

dla pozostatych wartosci h; dobieramy tak, aby macierz
kowariancji v byta diagonalna.

Zgodnie z powy2sza zasada mamy:

var(v;) = var(x;)

W ki =cov(E; X))/ var(vy) (42)
i=lm
i dla pozostatych i = 2,...,m:
j-1
Y hU =coviy,x;)— Zhilhjl var(y)) var(vj)
j=2,...4-1 1=1
43
)

-
var(v;) = var(%;)— 3. hg var(V;)
=1

Warunek dopuszczalno$ci po podstawieniu (41) przyj-
muje postaé [6, 7]:

(44)

Rozwiazanie X (10) pozostanie dodatnie z prawdopo-
dobienstwem:

p=PX20)=P{T2K) (45)
czyli
p= I Ig*(V)dw...de (46)
ky ki

gdzie: g*(\~l) - gesto$¢ zmiennej losowej o warto$ci
Sredniej réwnej zero i wektorze wariancji okreslonym
przez (42) - (43).

Po znormalizowaniu zmiennych:

Vi

var(y;)

u; =

4N



mamy:

(48)

o= ﬁ(l‘Gj(ﬁj =k1/m)
j=1

gdzie G j(iI j) - dystrybuanta rozkladu prawdopodo-

bienstwa zmiennej unormowane;j Uj.

5. PODSUMOWANIE

Jednym z podstawowych elementéw majacym decydu-
jacy wplyw na sterowanie systemem produkcyjnym jest
rozwigzanie problemu okre$lania planu obciazen. Za-
gadnienie to w wigkszoSci przypadkéw sprowadzane
Jjest do odpowiedniego wieloprzedzialowego zagadnie-
nia programowania liniowego.

Kazde rozwiazanie bazowe problemu wyznaczania
obciazen w musi spelnia¢ warunek dopuszczalnosci
rozwiazania. W przypadku zagadnienia stochastycznego
warunek ten wyznacza prawdopodobienstwo realizo-
walnosci planu a takze warunkuje wyznaczane sterowa-
nia.

Analiza rozwigzania powala na okreslenie zaklécen
krytycznych a zatem i dostosowanie systemu i sterowa-
nia do uwarunkowan tak, aby minimalizowa¢ ryzyko
wystepowania stan6w niedopuszczalnych. Jako punkty
krytyczne przyjmuje sie skfadowe wektora rozwiazania
0 najmniejszym prawdopodobienstwie wynikajacym z
rozkladéw brzegowych wektora rozwiazania.

W przypadku jesli sktadowa dotyczy doptywéw do
systemu wskazuje na krytyczny zbiér dostawcédw. Jesli
natomiast okre$la stany zbiornik6w w weztach techno-
logicznych, wskazuje na konieczno$¢ przetaczen lub
dotaczen zbiornik6w do okre§lonych weztéw [8, 9].

W przypadku systeméw produkcyjnych propozycje
takie zawarto np. w [1, 4, 8, 9]. Propozycje dla sterowa-
nia rozdzialem mocy czynnej w systemie energetycz-
nym statku (dla losowego charakteru wektora ograni-
czen) przedstawiono w [10].

Analiza macierzy kowariancji rozwigzania powala takze
na przelaczenia i zmiany w systemie uwzgledniajace
interakcje pomigdzy poszczegélnymi zmiennymi. Po-
dejscie przedzialowe i rozmyte przedstawione w czgéci
pierwszej tego nie umozliwia.

NONDETERMINISTIC SYSTEM OF EQUATIONS IN
ANALYSIS OF PRODUCTION SYSTEM CONTROL
PART 2 - LINEAR STOCHASTIC PROBLEMS

Abstract: In the first part of the paper, interval and fuzzy
linear systems of equations were presented in production
system control. Many problems can be formulated in stochas-
tic form. Problem described by random variables with second
order moments precision is discussed. Based on the method
presented in the first part of non-deterministic system of equa-
tion solving evaluation of the probability decomposition pa-
rameters is shown and admissible measures for the solution
vector are proposed.
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