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Rozdzial 5

Techniki informatyczne w bankowosci
i finansach



KONCEPCJA OCENY RYZYKA INWESTYCYJNEGO: WARIJA-

CYJNO-KOWARIACYJNA METODA VALUE AT RISK*

Maciej Krawczak'
Antoni Miklewski’

!Instytut Badar: Systemowych Polskiej Akademi Nauk
Wyzsza Szkota Informatvki Stosowanej i Zarzqdzania
Newelska 6, 01-447 Warsawa
<krawczak @ibspan.waw.pl>
? Akademia Rolnicza w Szczecinie
Monte Cassino 16, 70-466 Szczecin
<miklewsk @erl.edu.pl>

The method Value at Risk is devoted to valuate highest expected lost
within prescribed time horizon. The method is based on standard sta-
tistic techniques under the assumption that the financial market is sta-
ble, and the level of probability is prescribed. The method is used in a
variety of application, e.g. the allocation of investments, financial de-
cision support investments. In this paper the only one approach to the
Value at Risk method has been reported, namely the parameterised
variational-covariational method.

Key words: financial risk, risk management, value at risk.

Wprowadzenie

Metoda Value at Risk (VaR) wykorzystuje standardowe techniki statystyczne

do okreslenia najwiekszej oczekiwanej straty w okreslonym horyzoncie czasu, przy
zatozeniu stabilnych warunkéw oraz przy z gory zalozonym poziomie prawdopodo-
bienstwa. Metoda pomiaru VaR wykorzystywana jest w wielu sferach zarzadzania
ryzykiem rynkowym banku, migdzy innymi w:

procesie raportowania ryzyka rynkowego - stanowi podstawe oceny sytuacji
oraz podejmowania dziatan inwestycyjnych,

alokacji zasobow - umozliwia alokacje ograniczonych zasobdw kapitalowych,
oceny efektywnosci - pozwala na dokonywanie korekt efektywnoséci o czynnik
ponoszonego ryzyka.

* Praca wykonana cze$ciowo w ramach grantu KBN 5H02D01720
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Na Rysunku 1 przedstawiono graficzng interpretacj¢ miary VaR.
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Rysunek 1: Graficzna interpretacja miary Value at Risk dla 95% poziomu prawdo-
podobienstwa oraz zalozonego normalnego rozkladu wartosci

Pierwsze zalozenia dotycza: horyzontu czasu oraz poziomu prawdopodobien-
stwa. Obydwa wymienione czynniki sa ustalane arbitralnie oraz dostosowywane do
potrzeb uzytkownika.

W celu oszacowania konsekwencji ztamania zalozenia o normalnoéci rozkla-
du oszacujemy gorna granicg dla 99% odsetka arbitralnego rozkladu F posiadajace-

go skoficzong wariancje przy zastosowaniu nierdwnodci Czebyszewa (Smirnow,
1993):

1
PQX-—,ul>ka)SF o)
gdzie
U - warto$¢ srednia X, 0 - odchylenie standardowe, P(.) - prawdopodobien-
Stwo.
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Zgodnie z (1) prawdopodobienstwo realizacji X poza przedzialem
[—oo, u+k0] Wwynosi co najwyzej ]/ k*, za$ zdarzenie przeciwne, w ktorym X
przyjmie wartos¢ z przedzialu [—00, u+k0] pozwala oszacowaé gorng granice

prawdopodobiefistwa (1 - 1/ kK’ ) Zakladajac, ze [t =0 otrzymamy
a1 i
F|1- ’k—z <ko (2)

przy czym dla (1—%)= 0.99 k = 10.

Wartosé VaR dla arbitralnego rozktadu F jest réwna
VaR = F(0.99)6V, VT . 3)

gdzie 0 - parametr wrazliwosci, T jest rozpatrywanym okresem.

Uwzgledniajac (2) dla F™' (0.99) otrzymujemy oszacowanie gérnej granicy
dla wskaznika

-1
VaR, _ F_1(0.99) < 100,09 “
VaR, 0,7(0.99) 2.33c

Dla dowolnego rodzaju rozkladu F posiadajacego skoficzona wariancjg¢ czyn-
nik skalujacy jest réwny 4.29. Warto$¢ 4.29 jest gérng granica dla 1% poziomu
ufnosci, natomiast dla poziomu 5% warto$¢ tego czynnika wynosi 2.72. Jako okres
do pomiaru ryzyka przyjmuje si¢ najdtuzszy okres potrzebny do likwidacji pozycji
generujacej ryzyko.

Nalezy zwréci¢ uwage na waznos¢ wyboru poziomu prawdopodobietistwa,
np. dla 95% poziomu istotnosci zaklada sig, ze oczekiwana strata wigksza od VuR
moze wystapi¢ raz na 20 miesigey; podczas gdy dla 99% poziomu istotnosci — raz na
100 miesiecy.

Najczesciej stosowane sa trzy rozne podejscia do wyznaczania wartosci VaR
(Dowd, 1998): metoda wariacyjno-kowariacyjna, metoda historycznej symulacji i
metoda Monte Carlo; w pracy ograniczymy si¢ jedynie do rozwazan dotyczacych
metody wariacyjno-kowariacyjnej.

2. Metoda wariacyjno-kowariacyjna
Warto$¢ instrumentu finansowego na koficu rozpatrywanego zalozonego

okresu jest réwna
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W =W,(1+R) Q)

gdzie W,o0znacza wartos¢ poczatkowa, za$ R stope zwrotu.

Dla najnizszej mozliwej wartosci instrumentu finansowego przy zalozonym
poziomie istotno$ci warto$¢ VaR wyznaczamy jako stratg¢ wyrazong w jednostkach
pienigznych w relacji do $redniej warto$ci instrumentu:

AY

VaR = EW)-W" ==W,(R" - ), ©6)

. . * . .
gdzie U oznacza oczekiwang stope zwrotu, R - odpowiednia stopa zwrotu.
Warto$¢ VaR moze by¢ wyznaczana rowniez w stosunku do zera

VaR=W,-W' =-W,R’ 7

i sprowadza sie do identyfikacji najmniejszej wartosci W’ lub R

W najbardziej ogdlnej formie warto$¢ VaR mozna wyznaczy¢ z funkcji roz-
ktadu prawdopodobiernistwa przysztych wartosci instrumentu finansowego f{w). Przy
zalozonym poziomie istotnosci ¢, pragniemy wyznaczy¢ najgorsza realizacje W', tak
aby prawdopodobienstwo przekroczenia tej wartoci wynosito ¢

c= J.f(w)dw (8)
e

lub zeby prawdopodobiefstwo osiagniecia wartosci mniejszej od W',

p=Plw SW*), réwne bylo /-¢

w”

1—C=J.f(w)dw=P(wSW*)=p. )

—oo

Dla normainego rozkladu przysztych wartosci W, warto$¢ VaR mozna wy-
znaczy¢ bezposrednio z oszacowanej wariancji zwrotéw z instrumentu finansowego
po uwzglednieniu czynnika wynikajacego z przyjetego poziomu prawdopodobien-
stwa. Podejscie takie okreéla si¢ jako parametryczng metode VaR — ze wzgledu na
estymacj¢ parametru G .

Po przeksztalceniu funkcji rozkladu prawdopodobiefistwa f{w) na standardo-
wa funkcje rozkladu normalnego <I)(£) o nadziei matematycznej réwnej zero oraz
wariancji rownej 1, warto$¢ W™ jest skorelowana z wartoscia R™ w nastepujacy spo-
s6b:
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W =w,[1+R") (10)

Standaryzujac R” na rozktad normalny N (/.1,0') otrzymujemy

R'l-u
S/ (11)
o

Podstawmy (11) do (9) otrzymujac réwnanie (12)

w’ 'IR‘I ~-a
l-c= J.f(w)dw= J.f(r)dr: J.(I)(E)d&‘ (12)

z ktérego wynika, ze w celu wyznaczenia wartosci VaR wystarczy znalezé wartosé
« . Przy zalozonym poziomie istotnosci ¢ wystarczy odczytaé z tablic rozkiadu
normalnego warto$¢ ¢ , a nastepnie z (11) wyznaczyé R”

R =—0ac+u (13)

Dla parametréw U i ¢ wyrazonych w horyzoncie rocznym i okresie pomia-

ru VaR oznaczonym przez At lat otrzymujemy

VaR = -W,(R" - )= W,ao Al (14)
lub
VaR =-W,R" =W, lacv/As - uAr) (15)

Parametryczna metoda wyznaczania VaR jest mozliwa do zastosowania dla
innych niz normalny rozktadéw, w ktdrych calkowite ryzyko moze zosta¢ wyrazone
w postaci parametru O .

Sposob wyznaczania wartosci VaR dla pojedynczego instrumentu finansowe-
go metoda wariacyjno-kowariacyjna przes$ledzimy na nastepujacych przyktadach.

3. Warto$¢ VaR dla kontraktu terminowego na kurs walutowy

W celu wyznaczenia wartosci VaR dla kontraktu terminowego musimy naj-
pierw zapisa¢ funkcje okreslajaca warto$¢ kontraktu w czasie £

f =Se" —Ke" (16)
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gdzie

f, —biezaca wartos¢ kontraktu terminowego,

S, —kurs walutowy w transakcji natychmiastowej,
K —kurs terminowy zawarty w kontrakcie,

r —wolna od ryzyka stopa zwrotu,

y — stopa zwrotu na aktywie,

T - czas do wygasniecia kontraktu.

Ryzyko otwartej pozycji w kontrakcie forward moze zostaé oszacowane po-
przez zrozniczkowanie rownania (16) w stosunku do zawartych w réwnaniu Zrodet

ryzyka, 1j. kursu natychmiastowego, stopy procentowej oraz stopy zwrotu z akty-
wow:

df = _Eif_dS +_a_f.dr+ aidy =e *dS + Ke " tdr - Se_”Tdy (I7)
as or dy

Roéwnanie (17) przedstawia dekompozycje instrumentu finansowego na ele-
menty sktadowe. Proces ten jest pierwszym krokiem pozwalajacym na oszacowanie
warto$ci VaR. Nastepnie nalezy zalozy¢ najistotniejszy czynnikiem generujacym
ryzyko, np. zmienno$¢ kursu natychmiastowego S, wéwczas rownanie (17) przyj-
muje postaé

df = AdS (18)

gdzie A=e™"

Warto$¢ VaR kontraktu terminowego jest liniowo zalezna od wartosci VaR
kursu walutowego bedacego podstawa kontraktu terminowego w nastepujacy sposéb

VaR(dS)= oo (dS) (19)
VaR(df )=|A|Var(ds) (20)

gdzie ¢ jest funkcja wybranego poziomu istotno$ci.

Uogolniajac, mozna stwierdzi¢, iz kontrakt terminowy moze by¢ traktowany
Jjako “portfel” czynnikow ryzyka, a jego warto$¢ VaR zalezy bezposrednio od para-
metrow rozktadu elementow sktadowych “portfela” oraz wystgpujacych korelacji
pomigdzy nimi.
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4.  Wyznaczenie warto$ci VaR dla kontraktu opcyjnego

Przykladem instrumentu finansowego charakteryzujacego si¢ nieliniowymi
relacjami pomiedzy wartoscia VaR a czynnikami generujacymi ryzyko jest kontrakt
opcyjny. Podobnie jak w poprzedniej sekcji opisujacej przypadek kontraktu termi-
nowego rozwazania dotyczace pomiaru ryzyka rozpoczniemy od zapisania funkcji
ceny europejskiej opcji kupna i sprzedazy.

Korzystajac z modyfikacji modelu wyceny opcji Blacka — Scholesa z 1973 1.
dokonanej przez Mertona (1973) warto$¢ europejskiego kontraktu kupna opisuje
nastgpujaca zaleznosé

c=8e"N(d,)-Ke"N(d,) Q1)

gdzie N(d) jest dystrybuanta rozktadu normalnego dla wartosci d, i d, opisanych jak

nastepuje
Se "
In —rT -
Ke oVT
dy = +
oo 2

dz :d] _O-‘\/;

Wychodzac z teorii parytetu opcyjnego warto$¢ europejskiego kontraktu
sprzedazy mozna zapisac¢

p=Se*[N(d,)~1]-Ke " [N(d,)-1] (22)

Model wyceny opcji Blacka — Scholesa uzaleznia warto$¢ kontraktu opcyj-
nego od kilku czynnikéw ryzyka c= f (S ,O',r,y). Zmiany wartosci kontraktu
opcyjnego mozna zapisa¢ rownaniem

) 0’ a9 d ) a9

dec :—LdS+0.5—]:dS2 +—’idc +Jf-dr+idy L (23)

oS oS Jao or ady ot

Pochodna czastkowa opcji kupna ze wzgledu na cen¢ natychmiastowa S mo-
ze by¢ przedstawiona w nastgpujacy sposéb (przy zatozeniu, ze giéwnym czynni-
kiem determinujacym warto$¢ ponoszonego ryzyka jest zmienno$¢ ceny natychmia-
stowej aktywa bedacego podstawa kontraktu opcyjnego)
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Jdc _ _y
A=—a—§=e N(d,) 24)

Dla europejskiej opcji sprzedazy otrzymujemy

J yr
A=-a—§—=e " [N(d,)-1] (25)

Dla catego portfela opcyjnego réwnania (24) lub (25) przyjmuja postac

N

Ap =) xA, (26)

i=1

gdzie x; oznacza liczbg kontraktow opcyjnych i-tego typu w portfelu.
Funkcje zmiany warto$ci kontraktu opcyjnego mozna przyblizy¢ rozwijajac
(23) w szereg Taylora

clc:AdS+—]2—TdS2+... 27

Dla europejskiej opcji kupna lub sprzedazy, wartos¢ gamma moze zosta¢
wyznaczona analitycznie jak nastgpuje

d’c e d(d,)
= = : 28
ast  Sovr @

Podejscie delta-gamma pozwala na znacznie lepsze przyblizenie rzeczywi-
stych zmian wartosci kontraktu opcyjnego. Czynnik gamma jest rownowazny mie-
rze wypuklosci (convexity) stosowanej w aproksymacji zmian cen instrumentow
dhuznych. Generalizujac mozna stwierdzi¢, iz kupno kontraktu opcyjnego prowadzi
do otrzymania dodatniej wartosci gamma natomiast sprzedaz kontraktu opcyjnego
daje rezultat w postaci negatywnej warto$ci gamma. Dotychczasowe rozwazania
wskazuja, iz pomiar ryzyka kontraktéw opcyjnych charakteryzujacych sie duzymi
wartosciami gamma nie moze zosta¢ dokonany z wykorzystaniem liniowych przy-
blizen VaR, tj. tylko na podstawie ich wartosci delta.

Wykorzystujac przeprowadzone powyzej rozwazania dotyczace ryzyka kon-
traktu opcyjnego przedstawimy metodg aproksymacji wartosci VaR z wykorzysta-
niem podejscia delta-gamma.

Biorac wariancje réwnania (27) otrzymujemy
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2
V(de)= AZV(dS)+(-;i—F) v(ds® )+ Z(A—%F)Cov(dS,dSz) 29)

Przyjmujac zalozenie o normalnosci rozkladu zmiennej dS réwnanie (29)
mozna zapisa¢ w formie uproszczonej

1
V(de)= AV (dS)+5 [TV (as)f (30)
Oznaczajac przez & odchylenie standardowe zmian cen, (dS/S) otrzy-
mujemy parametryczng miar¢ VaR dla kontraktu opcyjnego

VaRr(de)= aJA2S202 +%[r3202]2 31

5. Whioski

Metoda wariacyjno-kowariacyjna jest najprostsza z opracowanych metod
wyznaczania warto$ci VaR. Cena tej prostoty jest szereg nastgpujacych wad tej me-
tody, a w szczegdlnoscei:

= metoda ta nie pozwala uchwyci¢ ryzyka zwiazanego z nietypowymi zdarzenia-
mi (Danielsson, de Vries, 1997),

*  metoda bazuje na rozkladach prawdopodobienstwa, ktérych parametry szaco-
wane sg na podstawie danych historycznych,

*  metoda bazuje na zatozeniu normalnosci rozkladow,

* metoda pozwala na dokladny pomiar ryzyka instrumentéw finansowych cha-
rakteryzujacych sie liniowymi zalezno$ciami pomigdzy wartoscig a czynnikami
ryzyka, natomiast dla nieliniowych instrumentéw zastosowanie rozwinigcia sze-
regu Taylora pozwala na przyblizona oceng ryzyka.

Pomimo swych ograniczen metoda ta oferuje stosunkowo duza dokladnos¢
wynikow uzyskiwang stosunkowo niewielkim nakladem obliczeniowym.
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