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Rozdziat 3

Metody i algorytmy obliczeniowe
w systemach wspomagania decyzji



ALGORYTM HEURYSTYCZNY WYZNACZANIA OCENY
GRUPOWEJ WYKORZYSTUJACY MEDIANE KEMENY'EGO

Hanna Bury, Dariusz Wagner
Instytut Badan Systemowych PAN
<bury@ibspan.waw.pl>

HEURISTIC ALGORITHM FOR DETERMINING GROUP OPINION
WITH THE USE OF KEMENY'S MEDIAN

Some problems of determining group opinion when experts’ judgements
are given in the form of preference orders are discussed. The topic of
interest is Kemeny's rule because of its important properties; it is the
unique preference function that is neutral, consistent and Condorcet and
it does not exhibit pathological behaviour typical for other methods.
Basic notions related to the method are given. Practical applications of
Kemeny's median algorithm have been limited due to computing
difficulties. Therefore heuristic algorithms for computing a median are of
interest. One of them is presented in the paper. Numerical examples
illustrating the application of the algorithm are given.

Key words: group decision support systems, experts’ judgements,
preference orders

1. Wstep

Zal6zmy, ze jest dane n obiektow Oy, ..., O,. Zadaniem K ekspertéw jest
uporzadkowanie tych obiektéw zgodnie z przyjetym kryterium lub zbiorem
kryteriow. Uporzadkowanie podane przez eksperta o numerze k oznaczymy jako Pk

= (0 ,...,0; ). Dla danego uporzadkowania P* mozemy utworzy¢ macierz

poréwnan parami A*

al;, ..., a, 1 jezeli O,>0,
Ak =| : S, gdzie a; =<0 jeZeli Oi zoj %))
ak,, .., a¥, ~1  jezeli O,<O,

O, > O; oznacza, ze w uporzadkowaniu P* obiekt O; poprzedza obiekt O,
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O, = O, oznacza, ze w uporzadkowaniu P* obiekty O; oraz O; traktowane sa jako

rownowazne, O; <O, oznacza, ze w uporzadkowaniu P* obiekt O; poprzedza
obiekt O;.

Definicja 1 (Litvak N.G. (1982)). Zatézmy, Ze sgq dane dwa uporzadkowania
P" oraz P" . Odlegtos¢ migdzy tymi uporzadkowaniami definiujemy, jak nastepuje

d(Pl Plz)” 22 ay alli‘: szu @

i=l j=I i=l j=1
Mozna udowodnic (Litvak, 1982), ze tak zdefiniowana odleglos¢ spetnia wszystkie
aksjomaty okre$lajace w sposob jednoznaczny miarg "bliskosci” uporzadkowan.

Definicja 2 (Litvak N.G. (1982)). Zatézmy, ze dany jest zbior uporzadkowan
{(P¥1=(P',...P*}. Odlegtos¢ danego uporzadkowania P od zbioru {P®} jest
definiowana nastepujaco:

d(p.p* )= ZZila aj, 3

i=1 j=1 k=l
Biorac pod uwagg, ze
Pl_ Al.k
fa -a; ‘+‘ —aji£—2!aij
mamy (Litvak N.G. (1982))
abp)= T Yol
ul,j)elj‘,,“ . (5)

Ii, jest to zbidr indeksow (i, j), dla ktérych w uporzadkowaniu P zachodzi zaleznos¢

_aﬁzzp;_ail i,j=1,..,n (4)

O; 7 O;. Innymi stowy jest to zbior indeksow (i, j), dla ktorych a.g =1.

Zatézmy, ze w danym uporzadkowaniu P zachodzi O;> O; . Aby ulatwi¢ okreslenie
odlegtosci uporzadkowania P od zbioru {P®'}, wprowadzimy pojecie wspétczynnika
strat.

Definicja 3 (Litvak N.G. (1982)). Wspotczynnik strat jest okreslony, jak
nastgpuje

K
rijagilédi‘i( P(k))a ;(a 1

Latwo udowodnic, ze ry + r;; =2K. 7
Zaklada sig, ze ry; = 0 dla wszystkich i = j; jest oczywiste, ze wspotczynniki strat
zalezg jedynie od postaci uporzadkowan P*, k=1, ..., K. Macierz wspotczynnikow
strat bedziemy oznacza¢ symbolem R. Uzywajac tych wsp6tezynnikow odlegltosé
uporzadkowania P od zbioru {P*} mozna zapisa¢ nastepujaco

al~1 j=1,..n 6)

K
'lk=
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d(p.p* )= PP ®)

G, j)el“’

J. Kemeny (Kemeny J. (1959)) wprowadzit nastepujaca definicjg:

Definicja 4 (Kemeny J. (1959), Litvak N.G. (1982)). Uporzadkowanie P™ takie, ze

M(P',...,P*) = arg mind(P,P®) )
P

nosi nazwe mediany zbioru uporzadkowan {P®}.
Udowodniono (Kemeny J. (1959)), ze kres dolny H odleglosci (8) jest réwny

1 n
H= 2{2{ min(ry, rﬂ) 10)
1=l =
Biorac pod uwagg zalezno$¢ (7) tatwo udowodni¢, ze kres dolny H jest réwny sumie
wspotczynnikéw strat mniejszych lub réwnych K znajdujacych sie powyzej lub
ponizej przekatnej macierzy R. Jezeli ry = ry, to w sumie (10) wspotczynnik ten
wystepuje tylko raz. Oczywiscie, jezeli dla danego P odleglos¢ (8) jest réwna H, to
uporzadkowanie P jest mediang. Stuszny jest zatem nastgpujacy wniosek:

Jezeli uporzqdkujemy obiekty tak, ze w odpowiadajqcej temu uporzqdkowaniu
macierzy R powysej przekqtnej bedq wylqcznie elementy mniejsze lub réwne K, to
uporzqdkowanie to jest mediang.

Ponadto, ze wzoru (8) bezposrednio wynika, ze odleglos¢ danego uporzqdkowania P
od zbioru wuporzqdkowan (P} jest réwna sumie elementéw macierzy R
odpowiadajqcej temu uporzadkowaniu znajdujqcych sie powyzej przekqine;.

Ze wzgledu na swoje bardzo korzystne wilasnosci (Bury H. i in. (1999), Bury H.,
Wagner D. (2000a), (2000b), Kemeny J. (1959), Litvak N.G. (1982), Saari D.G,,
Merlin V.R. (2000), Young H.P., Levenglick A. (1978)) mediana Kemeny'ego jest
chetnie i czesto stosowana do wyznaczania oceny grupowej. Jednakze jej
zastosowanie ograniczaja trudnosci obliczeniowe. Aby je pokonac, stosuje sig
algorytmy heurystyczne (Bury H., Wagner D. 2000b). Jeden z nich zostanie opisany
ponizej.

1. Zagadnienia ogolne zwigzane z wyznaczaniem mediany Kemeny'ego
w przypadku ogélnym

Zalozmy, ze mamy n obiektéow O,,...,O_ oraz ich uporzadkowania podane

przez K ekspertow. Macierz strat R wyznaczona dla tych uporzadkowan ma postac

Iy Iy o Iy
r r . r
21 Iz 2
R=|7 7. 7 (11)
rln r2n rnn

Tworzymy nowa macierz Q =[qy], i, j = 1, .., n, bedaca iloczynem trzech
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macierzy Q =ERE, (12)
—
01 -1
1 |
gdzie E=| . . . | ta
11 -0

Elementy macierzy Q sa, jak nastepuje
Q=2 DT bi=1 i (13)

t=l s=1
t#] s#i

Wyrazenie gy jest suma wyrazow r, macierzy R z pominigciem i-tego wiersza oraz
j-tej kolumny.

Przy wyznaczaniu wartoSci elementow g nalezy uwzgledni¢ zaleznosé (7), bowiem
w sumie (13) wystepuja zarowno wspolczynniki rg, jak i r,. Liczba takich par w

n n(n—1
macierzy R jest réwna (2 ]z *(7-—) . Wykreslenie kolumny zmniejsza liczbe par
\

o (n-1) a wykreslenie wiersza po uprzednim wykreéleniu kolumny redukuje liczbe
par o (n-2). Zatem liczba par (ry, 1) wystepujacych w wyrazeniu (13) jest réwna
n(n—1) (n—=2)}n-3)
: A—n-D-Mm-2)=——"—-.

2 ) 2
W wyrazeniu tym oprocz par (ry, I'h,) beda wystgpowac pojedyncze wyrazy zwigzane
Z i-tym wierszem i j-ta kolumng. Mamy zatem

n-2)(n-3 2 - .
qij:L-_lz(__l-zKJrE rjs+§lrti Li=1,.n (14)
t=

s=[

2]

W przypadku i=j liczba par zwigkszy si¢ o (n-2) (r; = 1;; = 0) a zatem
q; :[m;%rl;?’).+(n_2):].21(:(£:9§___%)_.21( (15)

Zatozmy, 2ze mamy uporzadkowanie 9 o postaci O;,[...], 0;, (16)
to znaczy uporzadkowanie, w ktoérym pierwsza pozycj¢ zajmuje obiekt O; a ostatnia
O;. Zapis [....] oznacza dowolne uporzadkowanie pozostalych (n-2) obiektéw
réznych od O, oraz O;. Uporzadkowan tych jest (n-2)!. Oznaczymy je przez P ji“,
gdziea =1, .., (n-2)L.

Uporzadkowanie <  mozna zatem przedstawi¢ w postaci O;,P;%,0; (17)

i

Przeanalizujemy wyrazenie okreslajace odlegtos¢ q,a uporzadkowania (17) od

zbioru uporzadkowan wyznaczajacych macierz R.
Zgodnie z (8) mamy
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d“=zlrjs+21rﬁ+a;§=aﬁ+a; a=1,..,(n-2)! (18)
§= {=

1#]

gdzie d; =3 r,+dr, a di - skladnik odleglosci d,“ okreslony przez
= t#]

uporzadkowanie P.%. Nalezy zwrécié¢ uwage, zestylko jeden sktadnik odlegtosci
p ji

(18) jest zalezny od o.
Mamy zatem
(n=2)! =
Y ar=m-2d;+ Y d¢ (19)
o=l a=1
(n=2)!

Aby okresli¢ 28;‘ nalezy zauwazy¢, ze kazdemu uporzadkowaniu P ﬁ“ mozna

a=1
przyporzadkowaé uporzadkowanie przeciwstawne" P .
We wzorach definiujacych odleglosci qa odpowiadajace uporzadkowaniom

przeciwstawnym beda wystepowaly pary (ry, r) i liczba tych par wynosi
(n—2)(n-3)
s

Mamy zatem

“f’d (n— 2)* (n-3)n-2) ,

’ (20
Ze WZOoréw (19) 1 (20) wynika, ze
(n=-2)! (n— 2)’ (n-2)!
T T s X Mo e
(n =255 (n 2)'a ) T(n- 2)'

Odlegtos¢ d ;i mozna wigc traktowac jako udredniona i znormalizowana (o sktadnik

n—-2)(n-3 . §
(,_24(_2 -2K) odleglo$¢ charakteryzujaca caly klase uporzadkowan 22
Majac wyznaczona warto$¢ elementu g, odlegtose a; wyznaczamy korzystajac ze

wzoru (14)

PUporzadkowaniem przeciwstawnym do uporzadkowania P = (O, ..., O,) nazywamy
uporzadkowanie P = (Q,, ..., O,). Latwo wykaza¢, ze

4P, Py +d(P,PP)= [(L‘;ﬂ,(n —l)} K = n(nz_ D oy
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(n—-2)(n-3) N N
a; —+-2K=2rjs+2rﬁ =d, (22)
=
A zatem element ¢, =rr1inqij (i, j = 1, .., n) wyznacza minimalng warto$¢
nl 11_'

odlegtosci aji. Mozna oczekiwaé, ze pierwszy i ostatni element mediany beda
stanowi¢ odpowiednio O; i O; . W ten sposob otrzymujemy uporzadkowanie

Oil ,[....],Oi" . Wyznaczajac w podobny sposob kolejne elementy uporzadkowania

mozemy oczekiwac, ze beda one elementami mediany.

2. Algorytm wyznaczania mediany Kemeny'ego

Dana jest macierz strat R oraz liczba ekspertéw K.

Krok 1°
Wyznaczamy macierz
Q(n) — E(n)R(n)E(n) (23)
0111
om0 )
edzie E* = , dim E=nxn
1101
1110
R™ =R, dim R=nxn.
Krok 2°
Wyznaczamy najmniejszy element macierzy Q™ (oznaczymy go jako
q; win)  lezacy  poza  przekatng  tej  macierzy.  Nastgpnie
wyznaczamy wspotczynnik
n—2)n-3
v =2K (~~—-L ) (24)
2
oraz wartos¢
A5 i = Qi = V" 25)
Obiekty, ktére wyznaczajg wiersz i kolumn¢ odpowiadajaca elementowi
q?i min 0zNaczymy odpowiednio przez O; oraz O, .
Krok 3°
Wykreslamy z macierzy R™ wiersze i kolumny odpowiadajace obiektom
Oil oraz O, . W wyniku otrzymujemy macierz R®?.
Krok 4°

Wyznaczamy macierz Q™
Q("_Z) — E(H—Z)R(n——z)E(n—Z)
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Krok 5°
Wyznaczamy najmniejszy element macierzy Q™2 (oznaczymy go jako
n-2 . . .
Qjimn) leZzacy poza przekatna tej macierzy. Nastepnie wyznaczamy
wspodtczynnik
V7 = 2K (n —4)2(n -5

oraz wartoéc¢
n-2 n-2 n-2
ajimin =jimn —Y -
Obiekty, ktore wyznaczajg wiersz i kolumne odpowiadajaca elementowi
n-2 . .
Qi min 0znaczymy odpowiednio przez O; ~oraz O, .
Krok 6°
Wykreslamy z macierzy R™? wiersze i kolumny odpowiadajace obiektom

O, oraz O; .

Krok 2 + 4 powtarzamy do momentu, gdy liczba pozostalych obiektow do
uporzadkowania jest rowna 4 — w przypadku, gdy n jest parzyste
3 — w przypadku, gdy n jest nieparzyste.

Jezeli w ktérymkolwiek z krokéw powstaje niejednoznacznosé, to znaczy liczba
elementow q;mm jest wigksza od jednodci, wszystkie nastgpne kroki algorytmu

nalezy powtorzy¢ dla kazdego z tych elementow.

Przyktad
Zatézmy, 7e dana jest macierz R (n=6, K=10)

[0 14 18 18 18 16]
6 0 20 18 20 8
R(é):z 0 0 6 10 0 06)
22 14 0 18 0
20102 00
14 12 20 20 20 O
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(200 202 152 170 148 208]
218 200 166 182 162 212
268 254 200 224 206 258
250 238 196 200 196 240
272 258 214 224 200 262
212 208 162 180 158 200

Mamy Q(6) — E(G)R(G)E(ﬁ) — 27

Mamy nlnjan} =qf, =148

6-2)(6-3 .
Biorac pod uwage , ze v¢ =20- (——)2(—) =120 otrzymujemy
mind; =dg, =28.
Odlegtosc ta odpowiada uporzadkowaniu
Os, oy ey vy ooy O (28)
Wykre$lamy z macierzy R wiersze i kolumny 1 i 5 odpowiadajace obiektom O, oraz
Os. Otrzymujemy macierz R*

0 20 18 8,0,

@ 0 0 6 0|0,
RY™ =
2 14 0 00, 29
12 20 20 0] Oq
0, 0; 04 O
60 40 48 74
100 60 76 106
Mamy teraz Q(‘” =EYRWE® = (30)
92 64 60 96
66 34 44 60
Mamy min qu =qg =34.
1]
Biorac pod uwagg , Ze vt =20- 91;2)2(4—_3) =20 otrzymujemy

mind; =dj =14.
Odlegtos¢ ta odpowiada uporzadkowaniu ..., Os, ..., ..., Og, ...
Miegdzy obiektami Oy i Oy moga by¢ umieszczone tylko obiekty O, i Oy
Mamy
134=18,
1'42:2.
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Ostateczny porzadek obiektow jest wige nastgpujacy: Os, Os, Oy, O,, O, Oy
O, O, O, O, O4 O,

o0 10 2 0 0 2}i4
0,/10 0 6 0 0 2|8
g 0418 14 0 2 0 2 31
0,{20 20 18 0 8 6|14
04120 20 20 12 0 44
O,[18 18 18 14 16 0|0

Odleglos¢ jest wige réwna d = 28+1442 = 48, co latwo sprawdzi¢ obliczajac
odlegio$¢ na podstawie macierzy R, w ktdrej porzadek obiektéw jest taki, jak
WyZDaczono.

Uzyskane rozwiazanie stanowi mediang, poniewaz powyze] przekatnej gléwnej
znajduja si¢ tylko ry < K, i, j = 1,.., n, i # j. Z macierzy tej wynika rowniez, ze
elementy Os, O; moga by¢ zamienione miejscami bez zmiany odleglosci.
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Zalacznik
Algorytm  wyznaczania elementéw macierzy Q' =R®™E®  oraz
Q® =E®RWE® (b=d, ..., n)
Macierz Q® =R™WE® jest jak nastepuje
Jest) P

b b
0 r; .. rii_’ 01..1 z{ri,i,, z;ri,il—ri,ih
2 ' = z=
Q°=| SR = : (32)
b b
G G, - OJ 11 ..0 zribi . Zrihi.
z=1 z=1 4
Wprowadzimy oznaczenie
b
w'=%r.  a=l..b (33)
z=]

Zatem Wib jest suma elementow w wierszu macierzy R®™ odpowiadajacym

obiektowi O, . Elementy macierzy Q(b) wyznaczamy nastgpujaco

qr, = w5, (34)
qit:ic = be IR (35)
Macierz Q™ = EPR®E™ jest wigc rowna
01 .1 WE w}’]—ri‘ih
Q¥ =\ : E : (36)
11...0 wi—rihil wi
Elementy tej macierzy maja postaé
b b b
qty, =24, ~q0, = S on )= wh =Y wr -+ w!) (7
2=i 21 z=1

b
gdzie k! =z‘rii
z=l
Zatem klb jest suma elementéow w kolumnie macierzy R® odpowiadajace;

obicktowi O, .

Biorac pod uwage wzor (33) oraz fakt, ze r,; = 0 mamy
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b b b
K+wd =Y, +3n, =Y, +1, )=(b-D-2K (38)
z=1 z=1 z=1
b f—
Z kolei wiadomo, ze 2 wibz =2K 992-——12 39
z=l
czyli
q!, =2K b(b2 D (b—l)«2K=2K@~_—1)—§Eﬁ =1, .,b. (40)

Mamy réwniez

q1 1_2 qll _qn ZW (klb: + Wi )+ rinir=2Kw)2;1~)__(ki +Wib,, ).H'iaic (41)

Za}ozmy teraz, ze z macierzy R™ wykre§lamy wiersze i kolumny odpowiadajace
dwém obiektom O, i O, . Nowopowstalg macierz oznaczymy jako R®>, ponadto
e f

wprowadzimy oznaczenia Q(b_z) =ROVE®? oraz Q”"Z) =ER"YE.

Mamy

ql(b1 2y _ ZWum) k(b 2) +W(b 2y (42)
Zachodzq nastQpUJ ace zaleznosci

Wl(:) V=w) L I F (43)
K™ =k -5, -1, (44)
Zatem

b-2
(b-2) _ (b-2) (b-2) (b-2)y _
q|| Zwiy _(ki“ -|—“/i‘l )_

b b b b' b
Zwi,—wis—wif—(kig+ki()+ri!i“+ri +r. +r. +

1 l‘- 13

b b .
-k, “h, o Wi oL tE i)=
. (45)
b b b b b b b
>owp —(wy k) = (k) +wi) = (wi k) +

z=|

(ri,.ig Th, o L Lt L, )=

b
Dowl —(w) +kI)= (k] +w])—(w) +k})+2K-3
z=1

Mozna wykazac, ze
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q Y = ZK[b(bz ) —3(b- 1)+3}

4y lb-2)-1] o
g b=3b-4) . [b-2)-1 [(b-2)-2]
2 2
Podobnie
ql(bl 2) _ gwih-z) ‘(ki(f-m +Wi(ab_2))+ri.ic —
y=1
b
ZWi—(ki+wi)+riaiu—(wi +kib)—(wib’+kib{)+ @
z=1
(r; +5;0 45, +6, +6; +5,)=
qp; —2K(@2b=3)+(x ;. +riric +1, +1;)
Stqd
a7, —qiy? =2K(@2b=3) = (5 +1; +r; +5,). (48)

Latwo wykaza¢, ze z b’ elementéw macierzy QW =E®R™E™ nalezy

wyznaczy¢ tylko bb -1 .
Elementy na przekatnej sa rowne 2K————(b — Déb —2) a  ponadto
Qh, +a, 22w~ +wh) = +w ), b, =
L . (49)
23 wP —2K(b-1)~-2K(b-1)+2K =2 w —2K(2b-3)

z=l z=1
Zatem, aby okresli¢ elementy macierzy Q® =ERPE nalezy wyznaczy¢ jedynie
elementy powyzej lub ponizej przekatnej gtowne;.
Uwzgledniajac zaleznos$¢ (49) mamy
1
), +qp, =2K-2 b(b2 ) 2K(2b-3)=2K[(b-1)(b—-2) +1]. (50)

A zatem majac wyznaczona macierz Q™ mozna wyznaczy¢ kolejne macierze Q‘“'Z),
.., Q" stosujac wzory (41), (47).
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