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6. Klasa granicznych funkcji niezawodności systemów 
wielostanowych 

6.1. Graniczne funkcje niezawodności wielostanowych 
systemów szeregowych 

Dowodząc fakty dotyczące granicznych funkcji niezawodności 

wielostanowych jednorodnych systemów szeregowych, korzystamy z niżej 
sformułowanego rozszerzenia Lematu 5 .1. 

Lemat 6.1 
Jeśli 

(i) 9i(t,u) = exp[- V(t,u)], u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(ii) Rn(t, ·) = [1, Rn(t, 1), Rn(t,z)], t e (-00,00), jest funkcją 

niezawodności jednorodnego wielostanowego systemu szeregowego 
określoną przez (4.20)----(4.21), 

(iii) a.(u) > O, bn(u) E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

to 

.9t(t;) = [1, 9f(t,1), ... , .9t(t,z)], t E (-00,00), 

jest graniczną wielostanową funkcją niezawodności tego systemu, tzn. 

lim Rn(an(u)t + bn(u),u) = .9t(t,u) dla t E C ~u), u= 1,2, ... ,z, (6.1) 
n • -

wtedy i tylko wtedy, gdy 

limnF(an(u)t + b.(u),u) = V(t,u) dla t E C V<u), u= 1,2, ... ,z. (6.2) 
n • -

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, .. . ,z, założenia (i)-(iii) 
Lematu 6.1 są takie same jak założenia (i)-(iii) Lematu 5.1 i ponadto 
warunek (6.1) jest identyczny z warunkiem (5.1), natomiast warunek (6.2) 
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jest identyczny z warunkiem (5.2). Na podstawie Lematu 5.1 warunki (5 .1) i 
(5.2) są równoważne, więc warunki (6.1) i (6.2) są równoważne. 

Lemat 6.1 oraz Twierdzenie 5 .1 z Rozdziału 5 pozwalają ustalić klasę 
możliwych granicznych funkcji niezawodności wielostanowych 
jednorodnych systemów szeregowych. Wynikiem ich zastosowania jest 
następujące twierdzenie 

Twierdzenie 6.1 
Klasa granicznych funkcji niezawodności jednorodnego wielostanowego 
systemu szeregowego składa się z 3z funkcji niezawodności postaci 

9ł(t ,- ) = [l, 9l(t,l), ... , 9i(t,z:)], t E (-00,00), (6.3) 

gdzie 

9t(t,u) E { 9t1(t), 9t2(t) , .9i3(t)}, u= 1,2, .. . ,z, (6.4) 

oraz 9t;(t), i= 1,2,3, są określone wzorami (5.3)-(5.5). 

Uzasa~nienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, .. . ,z, składowa 9l(t,u) 

wektora 9t(t ,- ) określonego wzorem (6.3), wobec Twierdzenia 5. I będącego 
konsekwencją Lematu 5.1, może być funkcją niezawodności jednego z 
trzech typów określonych wzorami (5.3)-(5.5). Zatem różnych granicznych 
wielostanowych funkcji niezawodności rozważanego systemu jest tyle ile 
jest wariacji z-wyrazowych zbioru 3 elementowego (6.4), tzn. 3z i są one 
postaci ( 6.3). 

Przy ustalaniu klasy możliwych granicznych funkcji niezawodności dla 
niejednorodnych wielostanowych systemów szeregowych posługujemy się 

następującym oczywistym rozszerzeniem Lematu 5 .3 

Lernat6.2 
Jeśli 

(i) 9t'(t,u) = exp[- V '(t,u)], u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(ii) R 'n(t ,· ) = [1, R 'n(t, 1), R'n(t,z)], E (-00,00 ), jest 

funkcją 

niezawodności niejednorodnego wielostanowego systemu 
szeregowego określoną przez ( 4.29)-( 4.30), 
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(iii) an (u) > O, bn(u) E (-00,00 ), u= 1,2, ... ,z, 

(iv) F(t,u) dla każdego u, jest jedną z dystrybuant F'l)(t,u), f'-2)(t,u), ... , 
pa>(t,u) określonych przez (4.28) taką, że 

(v) 3 N(u) V n> N(u) F(an(u)t + bn(u),u) = O dla t < t0(u), 

F(an(u)t + bn(u),u) * O dla t ~ t0(u), 

gdzie t0(u) E <-00,00), 

C) 
. F'(an(u)t+b.(u),u)<ldl > () ._ 12 _ (vi) hm-------_ at_ to u , z - , , ••• ,a, u - 1,2, ... ,z, 

n-->- F(a.(u)t+b.(u),u) 

i ponadto istnieją niemalejące funkcje 

(6.5) 

gdzie 

(i) 

(viii) d;(a.(u)t+b.(u),u)= F (a.(u)t+b.(u),u), 
F(a. (u)t +b. (u),u) 

(6.6) . 

to 

9{'(t ,·) = [1, 9{'(t,1), ... , 9{'(t,z)], t E (-00,00), 

jest graniczną wielostanową funkcją niezawodności tego systemu, tzn. 

-

lim R '.(an(u)t + bn(u),u) = 9l'(t,u) dla t E C §r•cu), u= 1,2, ... ,z, (6.7) 
n• oo 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

limnF(a.(u)t+bn(u),u)d(t,u)= V'(t,u)dlatE Cv·<u>, (6.8) 
n• -

u= 1,2, ... ,z. (6.8) 
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Uzasadnienie: Ponieważ dla każdego ustalonego u, u = 1,2, ... ,z, 
założenia (i}-{viii) Lematu 6.2 są identyczne z założeniami (i}-(viii) Lematu 
5.3 oraz warunek (6.7) jest identyczny z warunkiem (5.7), natomiast 
warunek (6.8) jest identyczny z warunkiem (5.8), które na podstawie Lematu 
5.3 są równoważne, więc Lemat 6.2 jest prawdziwy. 

Lemat 6.2 oraz Twierdzenie 5.2 z Rozdziału 5 pozwalają ustalić klasę 
możliwych granicznych funkcji niezawodności niejednorodnych 
wielostanowych systemów szeregowych, wyszczególnionych w 
następującym twierdzeniu 

Twierdzenie 6.2 
Klasa granicznych funkcji niezawodności niejednorodnego wielostanowego 
systemu szeregowego, przy założeniach Lematu 6.2, składa się z 3z funkcji 
niezawodności postaci 

9t'(t ,- ) = [l, 9{'(t,1), .. . , 9l'(t,z)], t E (-00,00), (6.9) 

gdzie 

9t'(t,u) e { 9t'1(t), 9l'2(t), 9ł'3(t) }, u= 1,2, ... ,z, (6.10) 

oraz 9t';(t), i= 1,2,3, są określone wzorami (5.9)-(5.11) z d(t) = d(t,u), u= 

1,2, .. . z, gdzie d(t,u) określone jest przez (6.5). 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, . .. ,z, składowa 5R'(t,u) 
wektora 9t'(t ,- ) określonego wzorem (6.9), wobec Twierdzenia 5.2 

będącego konsekwencją Lematu 5.3, może być funkcją niezawodności 
- -

jednego z trzech typów określonych wzorami (5.9)-(5.11) z d(t) = d(t,u), 
gdzie d(t,u) określone jest przez (6.5). Zatem różnych granicznych 
wielostanowych funkcji niezawodności rozważanego systemu jest tyle, ile 
jest wariacji z-wyrazowych zbioru 3 elementowego (6.10), tzn. 3z i są one 
postaci (6.9). 

6.2. Graniczne funkcje niezawodności wielostanowych 
systemów równoległych 

W dowodach faktów dotyczących granicznych funkcji niezawodności 
wielostanowych jednorodnych systemów równoległych korzystamy z niżej 
sformułowanego twierdzenia pomocniczego, będącego rozszerzeniem 
Lematu 5.5. 
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Lemat6.3 
Jeśli 

(i) 9l(t,u) == 1 - exp[-V(t,u)], u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(ii) Rn(t,-) = [1, R.(t,l), ... , R.(t,z)], t E (-00,00), jest funkcją 

niezawodności jednorodnego wielostanowego systemu równoległego 
określoną przez (4.22}-(4.23), 

(iii) a. (u)> O, bn(u) E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

to 

9i(t; ) = [ 1,9i(t,1 ), . .. ,9i(t,z)], t E (-00,00 ), 

jest graniczną wielostanowąfunkcją niezawodności tego systemu, tzn. 

IimRn(an(u)t+ b.(u),u) = 9i(t,u) dla t E C9«.u), u= 1,2, ... ,z, (6.11) 
n• = 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

limnR(an(u)t + b.(u),u) = V(t,u) dla t E Cv(u), u= 1,2, ... ,z. (6.12) 
n• = 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u = 1,2, .. . ,z, założenia (i)-(iii) 
Lematu 6.3 są takie same jak założenia (i)-(iii) Lematu 5.5 i ponadto 
warunek (6.11) jest identyczny z warunkiem (5.12), natomiast warunek 
(6.12) jest identyczny z warunkiem (5.13). Na podstawie Lematu 5.5 
warunki (5.12) i (5.13) są równoważne, więc warunki (6.11) i (6.12) są 
równoważne. 

Lemat 6.3 oraz Twierdzenie 5.3 z Rozdziału 5 pozwalają ustalić klasę 
możliwych granicznych funkcji niezawodności jednorodnych 
wielostanowych systemów równoległych, a mianowicie ich zastosowanie 
skutkuje następującym twierdzeniem. 

Twierdzenie 6.3 
Klasa granicznych funkcji niezawodności jednorodnego wielostanowego 
systemu równoległego składa się z 32 funkcji niezawodności postaci 
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9l(t ,· ) = [1,9l(t, l), ... ,9l(t,z)], t E (-00,00 ), (6.13) 

gdzie 

9l(t,u) E { 9t1(t),9l2(t),9t3(t)}, u= 1,2, ... ,z, (6.14) 

oraz 9tlt), i= 1,2,3, są określone wzorami (5.14)-(5.16). 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, .. . ,z, składowa 9l(t,u) 

wektora 9t(t ,- ) określonego wzorem ( 6.13), wobec Twierdzenia 5 .3, 

będącego konsekwencją Lematu 5.5, może być funkcją niezawodności 

jednego z trzech typów określonych wzorami (5 . 14)-(5.16). Zatem różnych 
granicznych wielostanowych funkcji niezawodności rozważanego systemu 
jest tyle, ile jest wariacji z-wyrazowych zbioru 3 elementowego (6.14), tzn . 
32 i' są one postaci (6.13). 

Podczas ustalania klasy możliwych granicznych funkcji niezawodności 
niejednorodnych wielostanowych systemów równoległych posługujemy się 
następującym rozszerzeniem Lematu 5 .8 

Lemat 6.4 
Jeśli 

(i) 9l'(t,u) = l - exp[-V'(t,u)], u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(ii) R'n(t,-) = [l, R'n(t,l), ... , R'n(t,z)], t E (-oo,00), jest funkcją 

niezawodności niejednorodnego wielostanowego systemu 
równoległego określoną przez (4.32)-(4.33), 

(iii) an (u)> O, bn(u) E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

(iv) R(t,u) dla każdego u, jest jedną z funkcji niezawodności R0 \t,u), 
RC2\t,u), ... , R(a)(t,u) określonąprzez (4.31) taką, że 

(v) 3 N(u) V n > N(u) R(an(u)t + bn(u),u) -:t:- O dla t < t0(u), 

R(an(u)t + bn(u),u) = O dla t ~ to(u), 

gdzie t0(u) E (-00,00>, 
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(") 
. R' (a.(u)t+bn(u),u) dl . 2 (vi) hm--...;:__ __ :..:..,_ __ $ l at< to(u), i= 1, , ... ,a, u= 1,2, ... ,z, 

n• ~ R(an(u)t+bn(u),u) 

i ponadto istnieją nierosnące funkcje 

{
limf q;d;(an(u)t+bn(u),u) dla t<t0 (u) 

(vii) d(t,u) = n• ~;=i 

O dlat ~ t0 (u), 

gdzie 

C) 

(viii) d;(a (u)t+bn(u),u) = R 1 (an(u)t+b.(u),u), 
n R(a.(u)t+bn(u),u) 

to 

9l'(t ,- ) = [1, 9t'(t, l), ... ,9i'(t,z)], te (-00,00 ), 

jest graniczną funkcją niezawodności tego systemu, tzn. 

limR '.(an(u)t + b.(u),u) = 9'l'(t,u) dla te C9r•<u>, u= 1,2, .. . ,z, 
n • -

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim nR(an (u)t + bn (u),u)d(t,u) = V'(t,u) dla t E Cv·(u), 
n • -

u= 1,2, ... ,z. 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

Uzasadnienie: Ponieważ dla każdego ustalonego u, u = 1,2, .. . ,z, 
założenia (i}-(viii) Lematu 6.4 są identyczne z założeniami (i}-{viii) Lematu 
5.8 oraz warunek (6.16) jest identyczny z warunkiem (5.18), natomiast 
warunek (6.17) jest identyczny z warunkiem (5.19), które na podstawie 
Lematu 5.8 są równoważne, więc Lemat 5.4 jest prawdziwy. 

Lemat 6.4 oraz Twierdzenie 5.4 z Rozdziału 5 pozwalają ustalić klasę 
możliwych granicznych funkcji niezawodności niejednorodnych 
wielostanowych systemów równoległych, które wyszczególnia niżej 
sformułowane twierdzenie. 
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Twierdzenie 6.4 
Klasa granicznych funkcji niezawodności niejednorodnego wielostanowego 
systemu równoległego, przy założeniach Lematu 6.4, składa się z 32 funkcji 
niezawodności postaci 

9l'(t,-) = [l,.9i'(t,l), ... ,9t'(t,z)], t E (-00,00), (6.18) 

gdzie 

9l'(t,u) E {9''1(t),9t'2(t),.9i'3(t)}, u= 1,2, ... ,z, (6.19) 

oraz 9f';(t), i= 1,2,3, są określone wzorami (5.20)-(5.22) z d(t) = d(t,u), u= 
1,2, ... z, gdzie d(t,u) określone jest przez (6.15). 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, ... ,z, składowa 9t'(t,u) 
wektora 9f'(t;) określonego wzorem (6.18), wobec Twierdzenia 5.4, 

będącego konsekwencją Lematu 5.8, może być funkcją niezawodności 
jednego z trzech typów określonych wzorami (5.20)-(5.22) z d(t) = d(t,u), 
gdzie d(t,u) określone jest przez (6.15). Zatem różnych granicznych 
wielostanowych funkcji niezawodności rozważanego systemu jest tyle, ile 
jest wariacji z-wyrazowych zbioru 3 elementowego (6.19), tzn. 32 1 są one 
postaci (6.18) . 

6.3. Graniczne funkcje niezawodności wielostanowych 
systemów szeregowo-równoległych 

W dowodach faktów dotyczących granicznych funkcji niezawodności 
wielostanowych jednorodnych systemów szeregowo-równoległych 

korzystamy z kolejnych twierdzeń pomocniczych, będących uogólnieniami 
odpowiednio Lematu 5.9 oraz Lematu 5.10. 

Lemat6.5 
Jeśli 

(i) kn • oo, 

(ii) 9t(t,u) = 1- ex.p[-V(t,u)], u= 1,2, .. . ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(iii) R k„.1Jt,.) = [1, R kn.ln (t, 1), ... , R kn.lJt,z)], t E (-00 , 00 ), jest funkcją 
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niezawodności jednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
szeregowo-równoległego określoną przez ( 4.24 )-( 4.25), 

(iv) an(u) > O, bn(u) E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

to 

I 

9l(t; ) = [ l ,9l(t, 1 ), .. . ,9l(t,z) ], t E (-00,00 ), 

jest jego graniczną wielostanową funkcją niezawodności, tzn. 

limR k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9l(t,u) dla t E C9r(u), u= 1,2, ... ,z, 
n • oo n, n 

(6.20) 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

limkJR(a. (u)t +b.(u),uin = V(t,u) dla t E Cv(u), u= 1,2, ... ,z. (6.21) 
n• -

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, .. . ,z, założenia (i)-(iv) 
Lematu 6.5 są takie same jak założenia (i)-(iv) Lematu 5.9 i ponadto 
warunek (6.20) jest identyczny z warunkiem (5.23), natomiast warunek 
(6.21) jest identyczny z warunkiem (5.24). Na podstawie Lematu 5.9 
warunki (5.23) i (5 .24) są równoważne, więc warunki (6.20) i (6.21) są 
równoważne. 

Lemat 6.6 
Jeśli 

(i) kn • k, k > o , ln • oo, 

(ii) 9l(t,u), u = 1,2, . .. ,z, jest niezdegenerowaną funkcją niezawodności, 

(iii) R kn,ln (t,. ) = [1, R kn.l.(t,l), ... 'R k •. 1.(t,z)], t E (-00,00 ), jest funkcją 

niezawodności jednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
szeregowo-równoległego określoną przez ( 4.24)-( 4.25), 

(iv) a. (u)> O, bn(u) E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

to 

9l(t ,- ) = [l,9l(t, l), ... ,9l(t,z)], t E (-00,00 ), 
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jest jego graniczną funkcją niezawodności, tzn. 

limR k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9l(t,u) dla t E C91(u), u= 1,2, .. . ,z, 
n• - n,n 

(6.22) 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim[R(an(u)t+bn(u),u)]1" = 9io(t,u) dlat E C9ło(u), u= 1,2, ... ,z, 
n• -

(6.23) 

gdzie 9t0(t,u) jest niezdegenerowaną funkcją niezawodności i ponadto 

9t(t,u) = 1 - [1 - 9io(t,u)t dla t E (-00, 00), u= l,2, ... ,z. (6.24) 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, . .. ,z, założenia (i)-(iv) 
Lematu 6.6 są takie same jak założenia (i)-(iv) Lematu 5.10 i ponadto 
warunek (6.22) jest identyczny z warunkiem (5.25), natomiast warunek 
(6.23) jest identyczny z warunkiem (5.26). Na podstawi!! Lematu 5.10 
warunki (5.25) i (5.26) są równoważne, więc warunki (6.22) i (6.23) są 
równoważne i ponadto wobec (5 .27) równość (6.24) zachodzi. 

Lemat 6.5, Lemat 6.6 oraz Twierdzenie 5.5 z Rozdziału 5 pozwalają 
sformułować następujące twierdzenie 

Twierdzenie 6.5 
Klasa granicznych funkcji niezawodności jednorodnego regularnego 
wielostanowego systemu szeregowo-równoległego składa się z 3z + 4z + 3z 
funkcji niezawodności postaci 

9t(t,-) = [l,9t(t,l) , ... ,9t(t,z)], tE (-00,00), (6.25) 

gdzie 

Przypadek 1. kn = n, 1 tn - c log n I>> s, s > O, c > O (przy Założeniu 5.1). 

9t(t,u) E { 9l1(t),9t2(t),9t3(t)}, u = l,2, ... ,z, 

oraz 9l;(t), i= l ,2,3, są określone przez (5 .28)-(5 .30), 

Przypadek 2. kn = n, ln - C log n - s, s E (-00,00 ), C > o. 

9t(t,u) E { 9l4(t),9ts(t),9t6(t),9l?(t)}, u= l ,2, ... ,z, 
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oraz 9t;(t), i= 4,5,6,7, są określone przez (5.31)-(5.34), 

Przypadek 3. kn • k, k >O, In • 00 • 

9t(t,u) E { 9ts(t),9t9(t),9t10(t)}, u= 1,2, ... ,z, 

oraz 9t;(t), i= 8,9, 10, są określone przez (5.35)-(5.37). 

(6.28) 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, ... ,z, składowa 9t(t,u) 
wektora 9i(t,.) określonego w orem (6.25) wobec Twierdzenia 5.5 

będącego konsekwencją Lematu 5.9 oraz Lematu 5.10, może być funkcją 
niezawodności jednego z trzech typów określonych wzorami (5.28}-{5.30) 
lub jednego z czterech typów określonych wzorami (5.31)-(5.34) lub 
jednego z trzech typów określonych wzorami (5 .35)-(5.37). Zatem różnych 
granicznych wielostanowych funkcji niezawodności rozważanego systemu 
jest tyle, ile jest wariacji z-wyrazowych zbiorów 3-elementowych 
określonych przez (6.26) i (6.28) oraz zbioru 4-elementowego określonego 
przez (6.27), tzn. 3z + 4z + 3z i są one postaci (6.25). 

Podczas znajdowania granicznych funkcji niezawodności 

niejednorodnych regularnych wielostanowych systemów szeregowo­
równoległych posługujemy się następującymi rozszerzeniami odpowiednio 
Lematu 5.12 oraz Lematu 5.13 

Lemat6.7 
Jeśli 

(i) kn • oo, 

(ii) 9t'(t,u) = 1 -exp[-V'(t,u)], u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(iii) R , kn ,In (t,.) = [1, R 'kn.ln (t, 1), ... , R 'kn ,ln (t,z)], t E (-00 , 00 ), jest funkcją 

niezawodności niejednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
szeregowo-równoległego określoną przez ( 4.34)-( 4.36), 

(iv) an(u) > O, bn(u) E (-00 , 00), u= 1,2, .. . ,z, 

(v) R(t,u) dla każdego ustalonego u, jest jedną z funkcji niezawodności 
R0 >(t,u), R(2>(t,u), .. . ,RCa\t,u) określonych przez (4.36) taką, że 

(vi) 3 N(u) V n> N(u) R(an(u)t + bn(u),u) '# O dla t < t0(u), 
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R(an(u)t + bn(u),u) = O dla t ~ t0(u), 

gdzie t0(u) E (-00,00>, 

C) 

(vii) 1. R'(a.(u)t+b.(u),u)<ldl () ·-12 -12 1m---"-------'-- _ a t < to u , z - , , ... ,a, u - , , .. . ,z, 
n• - R(an(u)t+b.(u),u) 

i ponadto istnieją nierosnące funkcje 

{
lim I q;((a.(u)t+bn (u),u) dla t < t0 (u) 

(viii) d(t,u) = n • -;=I 

O dla t ~ t0 (u), 

gdzie 

(') 

d ( ( ) b ( ) ) = [R' (an(u)t +h.(u),u)1,. ; a. ut+ n u,u ------- , 
R(a. (u)t +bn (u),u) 

to 

9i'(t,) = [1,9t'(t,l), .. . ,5Jl'(t,z)], t E (-00,00), 

jest jego graniczną wielostanową funkcją niezawodności, tzn. 

(6.29) 

lim R' k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9l'(t,u) dla t E c9t'(u), u= 1,2, ... ,z, (6.30) 
n • oo n • n 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim kJR(a.(u)t+bn(u),u)f"d(t,u) = V'(t,u) dla t E Cv(u), (6.31) 
n • -

u= 1,2, ... ,z. 

Uzasadnienie: Ponieważ dla każdego ustalonego u, u = 1,2, ... ,z, 
założenia (i}-{viii) Lematu 6.7 są identyczne z założeniami (i)-(viii) Lematu 
5.12 oraz warunek (6.30) jest identyczny z warunkiem (5.39), natomiast 
warunek (6 .31) jest identyczny z warunkiem (5.40), które na podstawie 
Lematu 5 .12 są równoważne, więc Lemat 6. 7 jest prawdziwy. 
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Lemat 6.8 
Jeśli 

(i) kn • k, k > o, ln • 00, 

(ii) 9t'(t,u), u = 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowana funkcją niezawodności, 

(iii) R'knJn(t,-)=[1,R'kn.ln(t,1), .. . ,R'kn.ln(t,z)],tE (-00,00),jest funkcją 

niezawodności niejednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
szeregowo-równoległego określoną przez ( 4.34)-( 4.36), 

(iv) an(u) > O, bn(u) E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

(v) R(t,u) dla każdego ustalonego u,jestjedną z funkcji niezawodności 
R(l)(t,u), R(2)(t,u), ... ,R<a)(t,u) określoną przez (4.36) taką, że 

(vi) 3 N(u) V n> N(u) R(an(u)t + bn(u),u) '# O dla t < to(u), 

R(an(u)t + bn(u),u) = O dla t ~ to(u), 

gdzie t0(u) E (-00,00>, 

. Ru>(a"(u)t+b"(u),u)< ._ _ 
(vii) hm------- _ l dla t < to(u), 1 - 1,2, ... ,a, u - 1,2, ... ,z, 

n • - R(a" (u)t +b"(u),u) 

i ponadto istnieją nierosnące funkcje 

-{!~d;(a" (u)t +b.(u),u) dla t < t 0 (u) 
( viii) d;(t,u) -

O dla t ;;:: t0 (u), 

gdzie 

C) 
d ( ( ) b () ) =[R' (a.(u)t+b"(u),u)] 1" 

i an ut+ n u ,u ------- , 
R(a. (u)t + b" (u),u) 

to 

9i'(t; ) = [ 1,9{'(t, 1), ... ,9i'(t,z) ], t E (-00,00 ), 
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jest jego graniczną wielostanową funkcją niezawodności, tzn. 

limR' k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9t'(t,u) dla te c9ł'(u), u= 1,2, ... ,z, (6.34) 
n• OQ n· n 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim[R(a.(u)t+b"(u),u)]1" = 9io(t,u) dlatE C9fo(u), u= 1,2, ... ,z, (6.35) 
n• ~ 

gdzie 9i0(t,u) jest niezdegenerowaną funkcją niezawodności i ponadto 

a k 
9t'(t,u)= 1 - TI[l-d;(t,u)9io(t,u)]9; ,tE(-00,00), u= 1,2, .. . ,z. (6.36) 

i=l 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u = 1,2, ... ,z, założenia (i)­
(viii) Lematu 6.8 są takie same jak założenia (i)-(viii) Lematu 5.13 i ponadto 
warunek (6.34) jest identyczny z warunkiem (5.42), natomiast warunek 
(6.35) jest identyczny z warunkiem (5.43). Na podstawie Lematu 5.13 
warunki (5.42) i (5.43) są równoważne, więc warunki (6.34) i (6.35) są 
równoważne i ponadto wobec (5 .44) równość (6.36) zachodzi. 

Lemat 6. 7, Lemat 6.8 oraz Twierdzenie 5 .6 z Rozdziału 5 ustalają klasę 
możliwych granicznych funkcji niezawodności niejednorodnych regularnych 
wielostanowych systemów szeregowo-równoległych wyszczególnioną w 
następującym twierdzeniu 

Twierdzenie 6.6 
Klasa granicznych funkcji niezawodności niejednorodnego regularnego 
wielostanowego systemu szeregowo-równoległego składa się z 3z + 4' + 3' 
funkcji niezawodności postaci 

9i'(t;) = [1,9i'(t,1), ... ,9t'(t,z)], t E (-00,00), (6 .37) 

gdzie 

Przypadek 1. kn = n, I ln - c log n I>> s, s > O, c > O (przy Założeniu 5.1 i 
założeniach Lematu 6.7). 

9i'(t,u) E { 9t' I (t), 9i' 2(t),9t' 3(t)}, U = 1,2, .. . ,z, (6.38) 
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---

oraz 9t';(t), i= 1,2,3, są określone wzorami (5.45)-(5.47) z d(t) = d(t,u), u= 
1,2, ... z, gdzie d(t,u) określone jest przez (6.29), 

Przypadek 2. kn = n, ln - c log n - s, s E (-00, 00), c > O (przy założeniach 
Lematu 6.7). 

9i'(t,u) E {9t'4(t),9t's(t),9t'6(t),9t'7(t)}, u= 1,2, ... ,z, (6.39) 

oraz 9t';(t), i= 4,5,6,7, są określone wzorami (5.48)-(5.51) z d(t) = d(t,u), u= 
1,2, ... z, gdzie d(t,u) określone jest przez (6.29), 

Przypadek 3. kn • k, k > O , ln • 00 (przy założeniach Lematu 6.8). 

9l'(t,u) E { 9t's(t),9t'9(t),9t'10(t) }, u= 1,2, ... ,z, (6.40) 

oraz 9t';(t), i= 8,9,10, są określone wzorami (5.52)-(5.54) z d;(t) = d;(t,u), u 
= 1,2, ... z, gdzie d;(t,u) określone jest przez (6.32). 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u; u = 1,2, ... ,z, składowa 9t'(t,u) 
wektora 9t'(t ,- ) określonego wzorem (6.37), wobec Twierdzenia 5.6, 

będącego konsekwencją Lematu 5.12 oraz Lematu 5.13, może być funkcją 
niezawodności jednego z trzech typów określonych wzorami (5.45}-{5.47) 
albo jednego z czterech typów określonych wzorami (5.48)-(5.51) z d(t) = 
d(t,u), gdzie d(t,u) określone jest przez (6.29), albo jednego z trzech typów 
określonych wzorami (5.52)-(5.54) z d;(t) = d;(t,u), gdzie d;(t,u) określone 
jest przez (6.32). Zatem różnych granicznych wielostanowych funkcji 
niezawodności rozważanego systemu jest tyle, ile jest wariacji z­
wyrazowych zbiorów 3-elementowych określonych przez (6.38) i (6.40) 
oraz zbioru 4-elementowego określonego przez (6.39), tzn. 3z + 4z + 3z i są 

one postaci (6.37). D 
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6.4. Graniczne funkcje niezawodności wielostanowych 
systemów równoleglo-szeregowych 

W dowodach faktów dotyczących granicznych funkcji niezawodności 
wielostanowych jednorodnych systemów równoległo-szeregowych 

korzystamy z kolejnych dwóch twierdzeń pomocniczych będących 

uogólnieniami odpowiednio Lematu 5 .15 oraz Lematu 5 .16. 

Lemat 6.9 
Jeśli 

(i) k 11 • oo, 

-
(ii) 9l(t,u) = exp[- V(t,u)], u= I,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 

niezawodności, 

(iii) Rkn ,111 (t;) = [I, Rkn.ln (t,1), .. . ' R kn.ln (t,z)], t E (-00,oo),jest funkcją 

niezawodności jednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
równoległo-szeregowego określoną przez (4.26)-(4.27), 

(iv) an (u)> O, b11(u) E (-00,oo), u= 1,2, ... ,z, 

to 

9t(t,-) = [I, 9t(t,l), ... , 9i(t,z)], tE (-00,00), 

jest jego graniczną wie lostanową funkcją niezawodności, tzn. 

lim R k 1 (a11(u)t + b11(u),u) = 9i(t,u) dla t E C ~u), u= 1,2, ... ,z, (6.41) 
n• oo n· n 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

limk,.[F(an (u)t +b11 (u),u)]'11 = V(t,u) dla t E C VCu), u= l,2, ... ,z. (6.42) 
n• = 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u = I,2, . .. ,z, założenia (i)-(iv) 
Lematu 6.9 są takie same jak założenia (i)-(iv) Lematu 5.15 i ponadto 
warunek (6.41) jest identyczny z warunkiem (5.55), natomiast warunek 
(6.42) jest identyczny z warunkiem (5.56). Na podstawie Lematu 5.15 
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warunki (5.55) i (5.56) są równoważne, więc warunki (6.41) i (6.42) są 
równoważne. O 

Lemat6.I0 
Jeśli 

(i) kn • k, k > o 'ln • oo, 

(ii) 9t(t,u), u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją niezawodności, 

(iii) R kn.ln (t,.) = [l, R kn.ln (t,1), ... ' R kn,ln (t,z)], t E (-00 , 00 ), jest funkcją 

niezawodności jednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
równolego-szeregowego określoną przez ( 4.26)-( 4.27), 

(iv) an (u)> O, bn(u) E (-00,oo), u= 1,2, ... ,z, 

to 

9t(t,-) = [l, 9i(t,l), ... , 9t(t,z)], t E (-00,00), 

jest jego graniczną wielostanową funkcją niezawodności, tzn. 

lim R k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9t(t,u) dla t E C §i(u), u= 1,2, ... ,z, (6.43) 
n• - n•n 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim[F(an (u)t+b.(u),u)f" = So(t,u) dla t E Cso(u), u= 1,2, ... ,z, (6.44) 
n• oo 

gdzie 30(t,u) jest niezdegenerowaną dystrybuantą i ponadto 

- k 
9t(t,u) = [1 - 3 0(t,u)] dla t E (-00,00), u= 1,2, ... ,z. (6.45) 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, .. . ,z, założenia (i)-(iv) 
Lematu 6.10 są takie same jak założenia (i)-(iv) Lematu 5.16 i ponadto 
warunek (6.43) jest identyczny z warunkiem (5.57), natomiast warunek 
(6.44) jest identyczny z warunkiem (5.58). Na podstawie Lematu 5.16 
warunki (5.57) i (5.58) są równoważne, więc warunki (6.43) i (6.44) są 

równoważne i ponadto wobec (5.59) równość (6.45) zachodzi. D 
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Lemat 6.9, Lemat 6.10 oraz Twierdzenie 5.7 z Rozdziału 5 pozwalają 
sformułować twierdzenie ustalające możliwe graniczne funkcje 
niezawodności wielostanowego jednorodnego systemu równoległo­

szeregowe go. 

Twierdzenie 6. 7 
Klasa granicznych funkcji niezawodności jednorodnego regularnego 
wielostanowego systemu równoległa-szeregowego składa się z 3z + 4z + 3z 
funkcji niezawodności postaci 

9i(t ,·) = [1, §t(t,1), ... , 9t(t,z)], t E (-00,00), (6.46) 

gdzie 

Przypadek 1. k. = n, I z. -c log n I>> s, s > O, c > O (przy Założeniu 5.1). 

9i(t,u) E { 9l1(t), 9t2(t), 9t3(t)}, u= 1,2, ... ,z, 

oraz 9ł;(t), i= 1,2,3, określone są wzorami (5 .60)-(5 .62), 

Przypadek 2. k. = n, ln - clog n - s, s E (-00,00), c> O. 

9i(t,u) E { 9l4(t), 9l'5(t), 9t6(t), 9t7(t)}, u= 1,2, ... ,z, 

oraz 9ł;(t), i= 4,5,6,7, określone są wzorami (5.63)-(5.66), 

Przypadek 3. k. ~ k, k >O, z. • oo. 

9l(t,u) E { 9ls(t), 9t9(t), 9t1o(t)}, u= 1,2, ... ,z, 

oraz 9tlt), i= 8,9,10, określone są wzorami (5.67)-(5.69). 

(6.47) 

(6.48) 

(6.49) 

Uzasa~nienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, ... ,z, składowa 9t(t,u) 
wektora 9t(t,.) określonego wzorem (6.46), wobec Twierdzenia 5.7, 
będącego konsekwencją Lematu 5.15 oraz Lematu 5.16, może być funkcją 
niezawodności jednego z trzech typów określonych wzorami (5.60}-{5.62) 
lub jednego z czterech typów określonych wzorami (5.63)-(5.66), lub 
jednego z trzech typów określonych wzorami (5 .67)-(5.69). Zatem różnych 
granicznych wielostanowych funkcji niezawodności rozważanego systemu 
jest tyle, ile jest wariacji z-wyrazowych zbiorów 3-elementowych 
określonych przez (6.47) i (6.49) oraz zbioru 4-elementowego określonego 

przez (6.48), tzn. 32 + 42 + 32 i są one postaci (6.46). O 

llO 



Podczas znajdowania granicznych funkcji niezawodności 
niejednorodnych regularnych systemów równo legło-szeregowych 
posługujemy się następującymi rozszerzeniami odpowiednio Lematu 5.19 
oraz Lematu 5 .20 

Lemat 6.11 
Jeśli 

(i) kn • 00, 

(ii) 9l'(t,u) = exp[- V'(t,u)], u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją 
niezawodności, 

(iii) R' kn.ln (t,-) = [1, R' kn.ln (t,l), ... , R' kn,ln (t,z)], t E (-00, 00),jest funkcją 

niezawodności niejednorodnego regularnego systemu równoległo­

szeregowego określoną przez (4.37)-(4.39), 

(iv) an (u)> O, bn(u) e (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 

(v) F(t,u) dla każdego ustalonego u, jest jedną z dystrybuant Fl)(t,u), 
P2)(t,u), ... , F"\t,u) określonych przez (4.39) taką, że 

(vi) 3 N(u) V n> N(u) F(an(u)t + bn(u),u) = O dla t < t0(u), 

F(an(u)t + bn(u),u) "# O dla t ~ t0(u), 

gdzie t0(u) e <-00,00), 

(') . F' (an(u)t+bn(u),u) . 
(vii) hm-------::; 1 dla t ~ t0(u), t = 1,2, ... ,a, u= 1,2, ... ,z, 

n• - F(an(u)t+bJu),u) 

i ponadto istnieją niemalejące funkcje 

( viii) (6.50) 

gdzie 
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to 

9t'(t ,- ) = [1, 9l'(t,l), ... , 9ł'(t,z)], t E (-00,00), 

jest jego graniczną wielostanową funkcją niezawodności, tzn. 

lim R' k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9t'(t,u) dla t E C !H'(u), u= 1,2, ... ,z, (6.51) 
n• oo n · n 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim k" (F(an (u)t +b"(u),u))'n d (t, u)= V'(t,u) dla t E C v·cui, 
n• -

(6.52) 

u= 1,2, ... ,z. 

Uzasadnienie: Ponieważ dla każdego ustalonego u, u = 1,2, .. . ,z, 
założenia (i)-(viii) Lematu 6.11 są identyczne z założeniami (i)-(viii) 
Lematu 5.19 oraz warunek (6.51) jest identyczny z warunkiem (5.71), 
natomiast warunek (6.52) jest identyczny z warunkiem (5.72), które na 

podstawie Lematu 5.19 są równoważne, więc Lemat 6.11 jest prawdziwy. O 

Lemat6.12 
Jeśli 

(ii) 9t'(t,u), u= 1,2, ... ,z, jest niezdegenerowaną funkcją niezawodności, 

(iii) R'k •. 1.(t,-)=[l, R'kn,ln(t,1), ... , R'kn,ln(t,z)],tE (-00 ,00),jestfunkcją 

niezawodności niejednorodnego regularnego wielostanowego systemu 
równoległo-szeregowego określoną przez ( 4.37)-( 4.39), 

(iv) an (u)> O, bn(u) E (-00,oo), u= l,2, ... ,z, 

(v) F(t,u) dla każdego ustalonego u, jest jedną z dystrybuant P1l(t,u), 
P2\t,u), .. . , p•>(t,u) określonych przez ( 4.39) taką, że 

(vi) :l N(u) 'il n> N(u) F(an(u)t + bn(u),u) = O dla t < t0(u), 
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F(an(u)t + bn(u),u) ,t; O dla t ~ to(u), 

gdzie t0(u) E <-00,00), 

(i ) . F (an(u)t+bn(u),u) . · 
(vii) hm-------~ 1 dla t ~ t0(u), z= 1,2, ... ,a, u= 1,2, ... ,z, 

n• ~ F(a.(u)t+bn(u),u) 

i ponadto istnieją niemalejące funkcje 

_ {O dlat<t0 (u) 
(viii) d; (t,u) = -

~~~d ;(a"(u)t+bJu),u) dla t ~ t)u), 
(6.53) 

gdzie 

d- ( ( ) b ( ) ) = cF 'i)(an(u)t+bn(u),u)]I" 
i an ut+ n u ,u __ ;.;___--"--- ' 

F(an(u)t+bn(u),u) · 

to 

9f'(t;) = [l, .9t'(t, 1), ... , 9t'(t,z)], t E (-00,00 ), 

jest jego graniczną wielostanową funkcją niezawodności, tzn. 

lim R' k 1 (an(u)t + bn(u),u) = 9l'(t,u) dla t E C 9f'(u), u= 1,2, ... ,z, (6.54) 
n• - n• n 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

lim[F(an (u)t+bn(u),u)]1" = 3o(t,u) dla t E Cso(u), u= 1,2, ... ,z, (6.55) 
n • -

gdzie 3 0(t,u) jest niezdegenerowaną dystrybuantą i ponadto 

9l'(t,u) = [1[1- d; (t, u) 3 0(t,u) yi;k, t E (-00 , 00 ), u= 1,2, ... ,z. (6.56) 
i= I 

Uzasadnienie: Dla każdego ustalonego u, u = 1,2, . .. ,z, założenia (i)­
(viii) Lematu 6.12 są takie same jak założenia (i)-(viii) Lematu 5.20 i 
ponadto warunek (6.54) jest identyczny z warunkiem (5 .74), natomiast 
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warunek (6.55) jest identyczny z warunkiem (5.75). Na podstawie Lematu 
5.20 warunki (5.74) i (5.75) są równoważne, więc warunki (6.54) i (6.55) są 

równoważne i ponadto wobec (5.76) równość (6.56) zachodzi. O 

Zastosowanie Lematu 6.11, Lematu 6.12 oraz Twierdzenia 5.8 z 
Rozdziału 5, pozwala ustalić klasę możliwych granicznych funkcji 
niezawodności dla niejednorodnych regularnych systemów równoległo­

szeregowych wyszczególnionych w następującym twierdzeniu 

Twierdzenie 6.8 
Klasa granicznych funkcji niezawodności niejednorodnego regularnego 
wielostanowego systemu równoległo-szeregowego składa się z 3z + 4z + 3z 
funkcji postaci 

9('(t,) = [1, 9l'(t,l), .. . , 9t'(t,z)], tE (-00,00), (6.57) 

gdzie 

Przypadek 1. kn = n. IL. -c log n I>> s, s > O, c > O (przy Założeniu 5.1 i 
założeniach Lematu 6.11). 

(6.58) 

oraz 9l'i(t), i= 1,2,3, są określone wzorami (5.77)-(5.79) z d(t) = d(t,u), u 

= 1,2, ... z, gdzie d(t,u) określone jest przez (6.50), 

Przypadek 2. kn = n, ln - c log n - s, s E (-00 , 00), c > O (przy założeniach 
Lematu 6.11). 

9t'(t,u) E { 9t\(t), 9l's(t). 9l'5(t), 9('7(t)}. u= 1,2, ... ,z, (6.59) 

- -
oraz 9l'i(t), i = 4,5,6,7, są określone wzorami (5.80)-(5.83) z d(t) = d(t,u), 

u= 1,2, ... z, gdzie d(t,u) określone jest przez (6.50), 

Przypadek 3. k. • k. k > O, L. • 00 (przy założeniach Lematu 6.12). 

9t'(t,u) E { 9t's(t), 9i'9(t). 9l'io(t)}. u= 1,2, ... ,z, (6.60) 

oraz 9l'i(t), i= 8,9,l O, są_ określone wzorami (5.84)-(5.86) z d;(t) = d;(t,u), 

u= 1,2, ... z, gdzie d;(t,u) określone jest przez (6.53). 
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Uzasajnienie: Dla każdego ustalonego u, u= 1,2, ... ,z, składowa 9l'(t,u) 
wektora 9l'(t,.) określonego wzorem (6.57), wobec Twierdzenia 5.8, 

będącego konsekwencją Lematu 5.19 oraz Lematu 5.20, może być funkcją 
niezawodności jednego z trzech typów określonych wzorami (5.77}-(5.79) 
albo jednego z czterech typów określonych wzorami (5.80)-(5.83) z d(t) 

= d(t,u), gdzie d(t,u) określone jest przez (6.50), albo jednego z trzech - - -
typów określonych wzorami (5.84)-(5.86) z d;(t) = d;(t,u), gdzie d;(t,u) 
określone jest przez (6.53). Zatem różnych granicznych wielostanowych 
funkcji niezawodności rozważanego systemu jest tyle, ile jest wariacji z­
wyrazowych zbiorów 3-elementowych określonych przez (6.58) i (6.60) 
oraz zbioru 4-elementowego określonego przez (6.59), tzn. 3z + 4z + 3z i są 

one postaci (6.57). O 
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