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DODATEK MATEMATYCZNY

Zbiezno$¢ wartosci Sredniej rozkladu opéznienia

M»

k
Lemat 1' (o nierdéwnosci: M(W,)> w,

i=0 i

W)

]
S

ZaloZenia Dany jest rozktad opdznienia W, zbudowany na wspotczynnikach
opdznienia wy;, i = 0, 1, 2,..., majacy skonczona warto$¢ $rednig rozktadu opdznie-

nia M(W,)= Ziwﬁ .

i=0

Teza Dla kazdej wartosci indeksu &, k>0, k=0, 1, 2,...; zachodzi nastgpuja-
ca nieroOwnosc:

M(W,)ﬁwzﬁiw.. (D1)

Dowdd

Przy k = 0, nierownos¢ (D1) jest spelniona dla M(W,) i w; ¢ przyjmujacych
dowolne zalozone wartosci:

M(W,) >0 oraz w;p> 0.
Dowiedzenie prawdziwos$ci nieréwnosci (D1) dla k£ > 0 jest przeprowadzone

W nastgpujacy sposob. Parametr M(W,) w nierdwnosci (D1) zostaje zastapiony jego
postacia z definicji:

0 k k

2w, 2 W, 2 20w,

i=0 i=0 i=0
dzigki czemu uzyskana jest nierownos¢:

k 0 k k
(Sims o Bz S,

i=0 i=k+1

lub

! Autorem dowodu tego lematu jest prof. Przemystaw Grzegorzewski z IBS PAN.
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k

k k
ZZ Zw + Z i tiZwﬁZZ{;iw
i=0 1=

i=k+1 i=0

a nastepnie po przeniesieniu pierwszej sumy z lewej strony na prawg stron¢ nie-
rownosci uzyskujemy:

P

1 wreszcie:
© . k k . ©
Z leiZWt:‘ZZZWn z Wti > (D2)
i=k+1 i=0 i=0 i=k+1
poniewaz:
o k
z th = I_Zwtl
i=k+1 i=0

Nierowno$¢ (D2) mozna zapisa¢ w rozwinigtej postaci’:

[ D0, 200,004 W) Z (W, ) (D4 20, Ko, ),

t k+1 tk+2

Powyzsza nierowno§¢ mozna przedstawi¢ jako zsumowane stronami nie-
rownosci, w ktorych wystepuje indeks j przyjmujacy wartosci od 1 do nieskonczo-
nosci:

(Kt DWW, AW+ W) 2 (Iw,+2w,+..kw,),j=1,2,.

tk+]

Po zredukowaniu po obu stronach nieréwnosci dodatniego elementu wyz+; (W
przypadku wyr+;= 0 powyzsza nierdowno$¢ jest spelniona), otrzymujemy nierowno-
Sci:

(k+))w,+w,+ . +w )= (Iw,,+2w,+ . kw,). j=1,2,... (D3)

Dla dowolnego j > 0, j =1, 2,...; powyzsza nierownosc¢ jest spetniona, zatem
zsumowanie stronami nierownosci (D3) wzgledem indeksu j zachowuje nieréw-
nos¢ (D2), a wigc i (D1), co byto do okazania.

2 Przecinki w subskryptach zostaty uzyte w celu jednoznacznej separacji dwéch indeksow.



Modele opéznien w systemach ekonomicznych 127

Wilasnosci wynikowego rozkladu opdznienia.

Zalezno$¢ migdzy wartosciami $rednimi rozktadu opoéznienia M(W)) i roz-
ktadu wynikowego op6znienia M(Uy), 1.

Lemat 2.

Zatozenia Istnieja rozktady opdznienia W; i opdznienia wynikowego U, oraz
wartosci $rednie rozktadu opdznienia M(W,) i wynikowego rozktadu opdznienia
M(U,).

Teza W stanie ustalonym warto$ci $redniej rozktadu M(U, ) i $redniej roz-
ktadu opdznienia M(W,) sa rowne: M(W,) = M(U,).

Dowdd sprowadza si¢ do obliczenia sredniego wynikowego opdznienia w
stanie ustalonym na podstawie definicji, wzor (1.10):

C.b.d.o.

Indeksy znaczace

Definicja 1. Zbiorem indeksoéw znaczacych J(W,) rozkladu opodznienia W,
nazywany jest zbior wszystkich indeksow i = 0, I, 2..; dla ktorych wspdtczynniki
Wei > 0.

Komentarz

Zbior J(W,) zawiera zawsze element najmniejszy is iy > 0 (najmniejsza war-
tos¢ indeksu), poniewaz z zatozenia dla wszystkich i < 0, w,; = 0. W przypadku
opdznienia skonczonego w zbiorze J(W,) istnieje zawsze element najwigkszy i,
(najwigksza warto$¢ indeksu niezerowego wspodtczynnika). W przypadku nieskon-
czonego rozktadu opoznienia, w zbiorze J(W,) nie istnieje skonczony element naj-
wigkszy.

Zbior J(W,) nie musi zawiera¢ wszystkich indekséw zawierajacych si¢ po-
miedzy warto$ciami iz 1 o (lub pomiedzy warto§ciami iy 1 i, W przypadku rozktadu
skonczonego), poniewaz niektore indeksy z tego zakresu mogg odpowiadac¢ wspot-
czynnikom o zerowych wartos$ciach.

Zbior J(W,) sktada si¢ tylko z jednego elementu oraz warto$ci ig i iz S3 sobie
rowne wtedy i tylko wtedy, gdy opdznienie jest opoznieniem prostym (zwioka). W
pozostatych przypadkach iy # i,.
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Rozpietosé zbioru indeksow

Definicja 2. Rozpigtoscig R(V,) struktury opdznienia lub rozpigtoscia zbioru
indekséw znaczacych J(V,) struktury opdznienia V; nazywana jest warto$¢ wyraze-
nia

R(V)=ig(Vy)- ia(V))+1.

Komentarz

Rozpigtos¢ zbioru indeksow znaczacych J(V;) nie jest tym samym co liczeb-
no$¢ tego zbioru; rownosc tych wielkosci zachodzi, jesli dla wszystkich i, ia(V,)<i
<ig(Vy), vii # 0 (wszystkie wspotczynniki o indeksach nalezacych do przedziatu
[ia(V}) ,ig(V})] maja niezerowe warto$ci). Szczegdlnym przypadkiem modelu, w
ktérym rozpieto$¢ i liczebno$¢ sa sobie rowne jest opdznienie proste, tzn. gdy
ia(Vy)=ig(V,). Zatem liczebno$¢ zbioru indekséw znaczacych J(V)) jest zawsze nie
wigksza od rozpigtosci zbioru jego indeksow.

Opéznienie a wzrost
Lemat 3. O istnieniu liczby 4.

Zatozenia Dana jest skonczona dodatnia suma a; wspotczynnikéw opoznie-
niavi,i=0,1,2,..:

oraz istnieje dodatnia warto$¢ $rednia rozktadu M(W,) rozktadu W, M(W,)>0,
utworzonego przez znormalizowanie wspotczynnikow opdznienia v;;, i = 0, 1, 2,..:

Wei = V[i/at, i= 0, 1, 2,.. .
Teza Jezeli kazdy wspotczynnik v, ;, i = 0, I, 2,..; zostanie przemnozony

przez wyrazenie (I1+ r)”, r >0, i=0, 1, 2,..; dzieki czemu utworzony zostanie nowy
zbior wspotczynnikow:

Vii=vi(l+ i’)_i, i=0,1,2,..;
to spetnione sg dwa warunki:

1. sume

'

Ms

v, (I+r)"v,,,

0
i=0 i

Il
>

mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
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i v, =a,(l+r)™" (D4)

i=0

2. liczba h; wystepujaca w wykladniku po prawej stronie zaleznos$ci (D4)

jest dodatnig liczba rzeczywista przyjmujgca wartosci z przedziatow od-

powiednio:

ia(V)< h <ig(V)), w przypadku opoznienia skonczonego (D5a)
lub

ia(Vy) < h; < oo, w przypadku op6znienia nieskonczonego, (D5b)

gdzie iq(V,) oraz iy(V,) oznaczaja odpowiednio najmniejsza i najwicksza
warto$¢ indeksow nalezacych do zbioru indeksow znaczacych J(W,).

Dowod

Dowiedzenie warunku 1 sprowadza si¢ do pokazania, ze przy » >0,

0

>, =i (I+r)"v, <(I+r)"'a <a,.
i=0

i=0

Poniewaz lewa strona powyzszej nierownosci jest z zatozenia dodatnia, to
zawsze mozna znalez¢ taka dodatnig liczbe 4, ktoéra pozwala na przedstawienie
liczby niewigkszej od a; jako:

S (1+r) v, =a,(1+r) " < a,
i=0

z czego wynika, ze:

(1+r)" <1,

a po zlogarytmowaniu powyzszej nierdwnosci:
hi> 0.
O h; wiadomo, ze rownos$¢ i, = 0 zachodzi wytacznie w dwoch przypadkach:

gdy model opodznienia jest opoéznieniem prostym o S$redniej rozktadu opdznienia
rownej zero®, a wiec nie objetym zatozeniami tego twierdzenia, lub gdy r = 0 (w

3 Przy h: = 0 bylby to przypadek modelu bez opdznienia.
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tym przypadku /4, moze przyja¢ dowolng warto$¢ rzeczywista, w tym zero). Celowe
zatem jest badanie warunku 4, > /.

W  przypadku skonczonego =zbioru znaczacych indeksow J(V)) su-

me > v. mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:
i=0

(T+r) " w0 b, (T4+r) ] (D6)

tig+1

s

ig )
w,(L4r) =alw,,
0 iy

i

, l:lg , 1
Vi= Z Vi=a,
i=iy i

Wartos¢ wyrazenia (D6) jest wyznaczona przez iloczyn wspdtczynnika a; i
$redniej wazonej (za pomoca wag wy, i=ia(Vy), ia(V)+1,..., is(V;)) monotonicznie
malejacych wyrazen: (I+r )_i" s (147 )¢ . Jezeli zbior znaczacych indeksow
J(V,) zawiera jeden element, tzn. gdy badany model jest opéznieniem prostym, to:

(V)= hy =iy,
. . . . r . ror . . ’ 7hf
poniewaz jedyny niezerowy wspotczynnik opdznienia v, =V, (1+r)™".

Jezeli zbior znaczacych indeksow J(V,) zawiera wigcej niz jeden element,
tzn. gdy badany model jest opdznieniem roztozonym, wartos¢ srednia tych wyra-

zen, (I+r)™" , spetnia nierdowno$é:
(I4r)7 > (1+r)" > (1+r)",
lub

(V) < v, <is(V).

Gdy ia(Vy)— o, tj. w przypadku modelu nieskonczonego, powyzsza niero6w-
no$¢ sprowadza si¢ do postaci;

ld(l/f) < ht < 0,

ktora jest zgodna z zalozeniem. Co bylo do okazania.

Komentarz

Z rdwnosci:
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S (1+r )"y, =a,(1+r)"

i=0

wynika, ze:

i m@vﬂ J—ln@v,[ ( +r)"J S,

h = : =In| —=~ /In(I+r).
n(f+r) v, (+r)”
i=0

Wilasnosci wynikowego rozkladu opdznienia 2.

Zalezno$¢ migdzy warto$ciami $rednimi rozktadu opoéznienia M(W,) i roz-
ktadu wynikowego op6znienia M(U,).

Twierdzenie 1. O odchyleniu wartos$ci $redniej wynikowego rozktadu opdz-
nienia M(U,) od warto$ci $redniej rozktadu opdznienia M(W,) przy stalej nieujem-
nej stopie wzrostu r, r > 0.

Zalozenia

Rozwazany jest model opdznienia roztozonego:

0 0
ytzzvtixtfi:atzwtixtfi >
i=0 i=0

w ktorym:

0
1. sumaa,= > v,, ma skonczong warto§¢
i=0

2. wspotczynniki wy;, i = 0, 1, 2,..; utworzone ze wspotczynnikdw v;;, (i =
0, 1, 2,..) w wyniku normalizacji, tworza rozklad opoznienia W; o skon-
czonej dodatniej wartosci Sredniej M(W,), M(W,)> 0,

3. zmienna niezalezna x w catej historii, tzn. od -0 do okresu ¢ wzrasta ze
stalg stopg wzrostu r, >0, a ponadto x.;= x, (I +r )", x.o=x, (1 +r)?,...;

4. zbior znaczacych indeksow J(V;) zawiera przynajmniej dwa niezerowe

elementy.

Teza Przy r > 0 wartos¢ $rednia opoznienia tacznego M(U,) jest nie wigksza
od $redniej rozktadu opdznienia M(W)):



132 Jan GADOMSKI

MU) < M(W,).
Dowod

Na podstawie wzoru (1.8) udzialy u,; okreslane sg za pomoca nastgpujacego
wzoru:

u ;= ViXi—i v”.x[(1+r)_/ _ Vii (]+r)_i =01 2.

E(,) B i";j x,(]+r)_‘/ ivtj (]+r)_j
j=0 j=0

Korzystajac z Lematu 1 mianownik w powyzszym wzorze mozna zastapi¢
przez wyrazenie a;(I+r )" , dzigki czemu wzor ten mozna przedstawi¢ w nastepu-
jacej postaci:

wi= w, (I+r)""i=0 1 2.. (D7)

majac na uwadze, ze w, ;= v;;/a;.

Na podstawie wzoru (1.10) oraz na podstawie Lematu 1 warto$¢ $rednig wy-
nikowego rozktadu opdznienia M(U,) mozna przedstawi¢ w nastgpujgcej postaci:

M(U) =S iw, (1+7)"". (DY)
i=0
Teza zostanie udowodniona, jesli wykazana zostanie prawdziwos¢ relacji:
MU, - M(W,) <0. (D9)

Dla uproszczenia wywodu definiowane sa roznice Aw;;, i = 0, 1, 2,..
AWti, = Uti- Wri,
o ktorych wiadomo, na podstawie wzoru (D7), ze:

AW; i,Z 0, dla i < bt, AW{ is < 0, dla i> bt .

a ponadto iA w,, =0,

i=0

0 0
poniewaz Y w,;=loraz Y u,=1.
i=0 i=0

Lewa strone¢ nierownosci (D9) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
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M(Ut) _M(VVt) = iiuti_iiwti:iiAWti = ZZAth+ ZiAWti N
i=0

i=0 i=0 i<b, i>b,
Poniewaz wspotczynnik b, moze by¢ liczba niecatkowita, wygodniej jest
okresli¢ pewng naturalng liczbe /, / = max{ i, i <b; }, co pozwala na przedstawie-

nie powyzszej zalezno$ci w postaci:

/ )
MU) -MWy) = Y iAw,+ Didw, . (D10)
i=0 i=l+1

Rozwinigcie prawej strony (D10) ma postac:

/
M(U) - M(W) = D i Aw,; + (I+1) Aw, 111 + (1+2) Aw, 12 + (143) Awy, 1517+
i=0

/
= ZiAWti H( I AW i1t AW 2 Y L AW 3+ ) (1AW, 111 + 2A Wy 112+
i=0

3A Wy, /+3+...).
Po prawej stronie powyzszego rownania dodatnie jest tylko pierwsze wyra-

zenie (zawierajgce operator sumowania) poniewaz dla i </ wszystkie Aw;; > 0. Z
uwagi na to, ze:

roéznica M(U,) - M(W,) jest nie wigksza od wyrazenia:
MU) - M(W,) <(1Awy, 1 + 1AW > ot AW )+ (1AW 11 + 1AW,

2t A Wy, ]+3+...) +

+ (14 w 1 + 24 w, 2t 34 9w,

© 0
r3t..)= IZA w,; t ZiA Wi ivie
i=0 i=l

Poniewaz iA w, =0, oraz dlatego, ze dla i > [ wszystkie Aw;; <0,
i=0

M(U,) - M(W) < YiAw,,, <0, (D11)
i=1
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z czego wynika, ze:

MU) <MW,

C.b.d.o.

Komentarz

Poniewaz z nieréwnosci D iAw, .,
i=1
réwnoscig ostra, w zaleznosci (D11) nierownos¢ nieostra wystepuje tylko w przy-
padku opo6znienia prostego lub gdy » = 0.

<0 wynika, ze mamy do czynienia z nie-

ZaleznoS$¢ wartosci Sredniej wynikowego rozkladu op6znienia M(U)
od stopy wzrostu

Twierdzenie 2. O zalezno$ci $redniej rozkladu wynikowego opdznienia
M(Ut) od stopy wzrostu » zmiennej niezalezne;.

Zalozenia Rozwazany jest model opo6znienia roztozonego, ktérego rozktad
wynikowy opdznienia ma okre$lone warto$¢ Srednig i wariancje oraz w ktoérym
warto$ci zmiennej niezaleznej wzrastajg ze stalg stopg wzrostu r.

Teza Warto$¢ srednia rozktadu wynikowego opdznienia M(U,) jest malejaca
funkcja stopy wzrostu r zmiennej niezaleznej.

Dowdd

Dowiedzenie tego twierdzenia opiera si¢ na badaniu pochodne;:

dM(Ut):i glVHX,(FF’”) J g;wti(hrr)

dr dr i v, x, (1+r)" dr i v, (1+r)"
i=0 i=0

(D12)

Majac na uwadze, ze wspotczynniki rozktadu opdznienia W; nie zalezg od
stopy wzrostu » zmiennej niezaleznej, przez rézniczkowanie mozna uzyskac zalez-
nos¢:

Sty ey LSy @y =S, Gt Sy, e D
dM(U,): i=1 I+riz i=1 i=1 I+r
dr

[iv“ (I+r)" }
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2
l:zivri (1+r)i:| _zvn (1+’”)7izizvn (]J’_r)ﬂ. - 2
i=1 i=1 i=1 1 |:( & . ) .o :l
luri _21 uti
i=1 i=1

7 w = 2
o [Ziv,i(1+r)" }
Poniewaz:
D(U)=3iu, ~M*(U,)
i=1
oraz
Siv, (I+r)"
m(Ut): l:o]o— ’
Sv,U+r)"
i=0
zatem

dm(U,) _ D(U,)

D13),
dr 1+r ( )

Z zaleznosci (D13) wynika, ze warto$¢ sredniej wynikowego rozktadu op6z-
nienia M(U,) maleje wraz ze wzrostem stopy wzrostu r.

C.b.d.o.

Rozklad graniczny a stopa wzrostu

Twierdzenie 3. O zbiezno$ci rozktadu op6znienia wynikowego do rozktadu
jednopunktowego, gdy stopa wzrostu » zmiennej niezaleznej rosnie do nieskonczo-
nosci.

Zalozenia Rozwazany jest model opo6znienia roztozonego, o okreslonych

podstawowych parametrach rozktadu opodznienia, w ktorym warto$ci zmiennej
niezaleznej wzrastajg ze stalg stopa wzrostu r.

Teza Gdy stopa wzrostu » zmiennej niezaleznej x ro$nie do nieskonczonosci,
rozktad opdznienia wynikowego dazy do rozkladu jednopunktowego (opdznienia
prostego) o wartosci $redniej rozktadu opoznienia wynikowego réwnej najmniej-
szej wartosci indeksu znaczacego i4, a wariancja rozktadu opoznienia wynikowego
dazy do zera.

Dowdd

Rozwazany jest model op6znienia:
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Y= Z VeiXeei =Veia X, TV w1 Xmiyateeees
ktéry mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

||
Ms

VX, (I+r) =X, 2vt1(1+r) Ut |

t—iy

l
P

i=iy
poniewaz:

X=X (I+r) " i =i L 2,

1—i

Warto$¢ zmiennej zaleznej spetnia nierdownosc¢:

—(i= ‘d) =(i-ig)
Vi ig xt—id s Yi zxt—id Z Vi (1+ ) =X ig vtid +xt Z (1+ )

i=ig i=ig+1

Z uwagi na to, ze wszystkie warto§ci wspotczynnikdw opoznienia vy, 0 <vy;

=01, 2,..
X (i w) X -
Vzid de +xH,, Z (] + I’) t—id Vzid + de Z (1+ I”)
i=ig+1 i=1
1 ostatecznie:
1
v, ig xt—id < Y < 'xr—id v, iy + 7 s (D14)

poniewaz:
1
z (I+r) ==
.
Przechodzac do granicy przy » dazacym do nieskoniczonosci, prawa strona
nierownosci (D14) dazy do opoznienia prostego:

Viig Xieig

o wartosci $redniej rozktadu wynikowego opoOznienia rOwnym parametrowi ig i
zerowej wariancji.

C.b.d.o.

Twierdzenie 4. O zaleznoSci wartosci Sredniej M (W,) rozktadu modelu

opoznienia W, w okresie ¢, (model dostosowania adaptacyjnego ze zmiennym
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wspotczynnikiem dostosowania A;), wzor (1.77), od wartosci Sredniej M(W,_,)
rozktadu op6znienia W, , w okresie ¢-1.

Zatozenia Niech warto$ci wspotczynnikow dostosowania 4, ,, i=0, 1, 2, ...;
naleza do przedziatu [0, 1].

Teza Wartos¢ $redniej M (W, ) rozktadu modelu opoznienia W, w okresie ¢
zalezy od warto$ci Sredniej M (W, ;) rozktadu modelu op6znienia W, , w okresie

t-1 zgodnie z nastgpujacym wzorem:

M(VV,)=(1—&)MU‘I+’M[M(W,,,)+1].

Dowod

Punktem wyj$cia niniejszego dowodu jest przeksztalcenie wzoru (1.75) do
postaci:
aM(W,)=1-3,_,(1=2,)+2-2,(1= 2, (1= 24 )+ 34 (1= A )(1= 4 J(1= 7, ) +..
= j‘1—1(1 - ﬂ'z ) + (1 - A’/)[/lt—z(] - A’z—/) + 11—3(1 - ﬂ‘t—l)(J - ﬂ’/—z) +.. ]+
(=212 (1= 2 )+ 22,5 (1= 2, )(1=2,,) +... ]

Pierwszy nawias kwadratowy od strony lewej w powyzszym réwnaniu jest
rowny:

[ﬂ’t—Z(]_ﬂ’t—])+ﬂ’t—3(]_ﬂ’t—])(]_ﬂ’t—2)+“' ]:aH _/1719

3

podczas gdy drugi od lewej nawias kwadratowy jest rowny:
(12 o(1=2 )+ 2 2 (1= 2 )(1= 2, )+ J= MW,

Po podstawieniu i uporzadkowaniu uzyskiwana jest badana zaleznosc¢.

Twierdzenie 5. O zalezno$ci warto$ci $redniej M (W, ) modelu opdznienia
roztozonego z rozktadem opoznienia W,, W, =W, + W > +..+ W, otrzymane-
go przez sumowanie skonczonej liczby n modeli opdznienia roztozonego o skon-
czonych  warto$ciach  §rednich  skladowych  rozkltadow  opdznienia
MW ) MW ). M(W).

Zalozenia Istniejg rozklady op6znienia W, ,W,*,..,W" modeli bedacych

sktadnikami sumy o skonczonych wartosciach $rednich rozktadéw opodznienia
MW" ), MW ),...M(W).
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Teza Warto$¢ $rednia M (W™ ) rozktadu W/!"/ powstalego z superpozycji n
modeli opdznienia roztozonego jest suma warto$ci $rednich M(W,”),i=1, 2, ..,
n; rozktadow opoznienia modeli bedacych elementami superpozycji:

MW" )= MO )+ MW ).t MW" ).
Dowod zalezno$ci powyzszej zaleznosci jest oparty na wzorze opisujgcym

funkcje pochodng iloczynu n funkcji, ktdry po prostych przeksztatceniach prowa-
dzi do potwierdzenia tezy:

dw" (1) _dw"(8)-.... W("(0)]

do do 10=1
n (,) dW(')(H) 1
{ (6’){2 do VV,{U(&)}}Q_I
n (’) n .
st 9(“ SMOT )= M(W,)

Twierdzenie 6. O zalezno$ci wariancji D’ (W, ) modelu opdznienia roztozo-
nego z rozktadem opoznienia W,, W, =W" +W? +...+ W/", otrzymanego przez

sumowanie skonczonej liczby n modeli op6znienia roztozonego o skonczonych
warto$ciach wariancji sktadowych rozktadow opoznienia

DX(W!" ). D* (WS ). .D* (W ).

Zalozenia Istniejg rozktady opéznienia W, w?’ ..., W™ modeli bedacych

sktadnikami sumy o skonczonych wariancjach sktadowych rozktadéw opoznienia
DZ(VV[(“ ),DZ(VVZ(Z) ),...,DZ(VV/M) )

Teza Miedzy wariancja D’(W,) rozktadu W, , bedacego wynikiem sumo-
wania n modeli opdznienia rozlozonego, a $rednig wazong wariancji sktadowych
rozktadéw opéznienia D*(W,’ ), j=1, 2, .. ; zachodzi nastepujaca relacja:

D (W)= Z D w). (2.8)

t

W przeprowadzeniu dowodu wykorzystane beda nastepujace zaleznosci:

=0 j=1 4, j=1 a,

» ® RV ) Y
D2<W,>=sz,,-—(zl'w,,) T SN b LR V2R
i=0 i=0
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o gl w0 ‘ .
Zizzat (/) Z Zl (/) =Zat—[D2(W(j))+M2(W:(‘/))],
=0 =0 a, =0 a, i=o =1 a, !
oraz
2
D) = % [0 w0y 4 M )] (z M(W“’))
=1 4 a,

. () Y
S e . YR (Za;—M(W,“))j-
j=l 4, j=1 =1 a,

Dowdd prawdziwosci powyzszej nierownosci polega na pokazaniu, ze roz-
nica mi¢dzy ostatnimi dwoma sktadnikami powyzszej zaleznosci jest nieujemna,
lub réwnowaznie:

/Ia ”

Y (W“’){z M(W“))}

Z nierownos$ci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze dla dowolnych skonczo-
nych ciggow liczb rzeczywistych a; i by, j=1,...,n; prawdziwa jest relacja*:

2

Zn:cjibfz Zn:cjbj
j=1 " j=1 " Jj=1

Przyjmujac oznaczenia:

)
a
—; j= 1, 2,.., n; oraz podstawiajac do powyzszej
a

t

J

(/)
¢, = |-—MW")i b,
a

t

nierownosci uzyskujemy:

( (

ORIV Sk [Z jM(W“)}

11a 11a 11al

Poniewaz z zalozenia

n at(‘/')

=1

-l a,

4 Bronsztajn 1. N., Siemiendiajew, K. A., Musiol G., Miihlig H.: Nowoczesne kompendium matematy-
ki, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004, strona 34.
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zatem

a(j)

i t MZ(VV;(‘i))Z|:Zn:£M(VV;(‘j)):|

Jj=I at j=1 at

b

Z czego bezposrednio wynika zaleznos¢:

2 nat(j) 2 (i)
DW= 34D W)

J=1 a,

C.b.d.o.

Twierdzenie 7. Wariancja rozktadu opdznienia modelu op6znienia powsta-
tego z sumy dwoch modeli opdznienia.

Zatozenia Dwa modele opdznienia maja rozktady opdznienia odpowiednio
w'" i W'?, oraz skonczone wariancje DZ(W,(“) i DZ(W/”).
Teza Miedzy wariancja rozkladu opdznienia D’ (VK ) modelu opdznienia

powstatego z sumy dwoch modeli op6znienia z rozkladami opdznienia rownymi
odpowiednio D’ (W,” ! ) i D’ (VK” / ) zachodzi nastepujacy zwiazek:

a(l) a(Z)
D'(w,)=D| L + L
at at
(1) /2) (1) ,(2)

D (W(I))+ a, D (W(Z))+ a az [M(W(I)) M(W(U)]Z
a

t l t

a

Dowiedzenie prawdziwosci powyzszej zaleznosSci opiera si¢ na wykorzysta-
niu wzorow z Czgsci I, Rozdzialu 1.9 o numerach od (1.59) do (1.62).

| & W(“+f W"”
a a,

:d_22|:al”) (1)(])+ 2 (2)(])i| |: z(]) (1)(])+ r2 (2)(]):|
a a

t t t t

d (1) o) (2) ) ?
5| == (1)+ w1

Po zrozniczkowaniu i uwzglednieniu (1.62) otrzymujemy wzor:
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(1) (1) (2) (2) (1)
d W 2(1) d W 2(1) M(W(l))+ M(W(Z))
a do a de

t t t t

{ gy 4 M(W”))}
a

Dodajac i odejmujac od powstzego rOwnania wyrazenie:

Ly (W“>)+ oy NUAD!

oraz porzadkujac wyrazy uzyskujemy:

D)=
a” d W“)(I) a
— MW M W)+
PRT t (U t U
a®? &) a®
+ & 761 W) MW - M NUADE:
a, do’ a, a,
a® a? : a
p M(W“))+ M(W”))} ——M (W“))+ M ‘W)
0 &)
_4a DZ(W,U))+a’—DZ(W,<2)> a;’ M (W“))+ M WD)+
at t I
a” a? aa®
M (W(I)) - M (W(Z)) 2 ta M(W(]))M(W(Z))
a 0 2y @
= /4 D /4
! o) )
a“) a v a® a<2) “ veoro 1 a®? _,ala? a,‘”a(z’ MO,
at at t al at
Poniewaz:
a a ’

zatem:
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(1) (2)
_4 Dz(W(z))+at_Dz(W(z))+
at al
a(l)a(2) (1) (2) (I)a(Z)
+ & G A w )+ LG w28 b pew D )M w ),
at at f

(1) (2)

D) =2 (W’“)+ , Dz(W”))

at at t

[M(W”)) M(WW)]Z

Warto$¢ Srednia rozkladu opdéznienia powstalego z superpozycji
modeli op6znienia

MW" ) =MW" )+ MW )+...+ M(W)
Wyprowadzenie powyzszej zaleznosci wykorzystuje wzor (1.61) oraz for-
mute na pochodng iloczynu:

aw"(1) _dw (). W (6)]

de do 10=1
" W aw'’e) 1
{I (6’){2 dl9 VK”)(Q)}}@_I
S S vw )= Mo,

do

L
~

i

Twierdzenie 8. Wariancja rozkladu opo6znienia modelu opdznienia powsta-
tego z superpozycji n modeli opdznienia.

ZaloZenia Istnieja rozktady opdznienia W,/ , W >’ ... . W" modeli opdznie-

nia bedacych elementami superpozycji majacymi skoniczone wariancje rozktadow

opoznienia D’ (W, ), D*(W'*),....D* (W™ ).

Teza Wariancja D’(W/!") rozktadu powstalego z superpozycji n modeli
opOznienia roztozonego jest sumg wariancji D’(W,’ ), i =1, 2, .., n; modeli be-
dacych elementami superpozycji:

DX (W™ )=D*(W" )+ D*(W> ) +..+ D (W™ ).
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Dowdd powyzszej zaleznosci jest oparty na wzorze (1.61) z wykorzystaniem
formuty na pochodna iloczynu zmiennych oraz wzoru na drugg pochodng iloczynu
zmiennych:

awo) &wro)-..w o)l
a6’ do’

W) 1 caw0) 1 | ofawrie) 1 T
=116 . , , .
o LAl ){Z a0’ W,“’(H)J{,Z; 0 W) 5 de wia)
[n] W W » 2,
d’ VZ@ (1) Zd (1) [ZM(Wrm)] _i=1M2(Wrm)
Uwzglednienie tych zalezno$ci prowadzi do posta-
n W(U ] i L i
Do )=$ L S-S )
C1 " dZW(i)(]) . . " )
5 L )l S,
C.b.d.o.

Skladnik losowy w modelu bedacym suma modeli opéZnienia rozloZonego

Z sumg modeli op6znienia roztozonego mamy do czynienia, gdy zmienna
zalezna y, jest sumg n zmiennych zaleznych y'’’, j= 1, 2,..,n; wzgledem tej samej
zmiennej niezaleznej x; (wzor 2.17):

yo=y ey vy n<w (D15)
przy czym

1 1 1 2 2 2
y= Zv{l’x +e”, y? ZV,(, ‘x,_ +elV ey = Zv,(:’)x +e”, n<oo;
i=0 i=0 i=0

(D16)

(gdzie n jest skoficzong liczba naturalng) bgdacych zmiennymi okre$lanymi za
pomoca wzoru (1.1), gdzie sktadniki losowe e’’, j= 1, 2, .., n, s3 niezaleznymi
zmiennymi losowymi o wartosciach oczekiwanych rownych zero i statych warian-
cjach:
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E(e")=0, D’(g") =(o-‘”)z <w,j=1,2,..,n

Zaleznos¢ (D15) mozna zapisa¢ w postaci:

(1 (2 (n) - 0 S
Y, =y oy ZIZv(”x_ﬁ_Zle,” ZO(ZV(“)X,_,~+6,=_Zv,,x,,+e
J=1t Jj= i j=1 i=0
gdzie:
n

=Ye'" oraz v, Zv(“ )
=i

Z powyzszych zalozen wynika, ze:

E(el )= 0 oraz Dz(et )= i(a(“)z ) (D17)

=1

-~

Skladnik losowy w modelu utworzonym przez superpozycje
modeli opdznienia rozlozonego

Z superpozycja modeli opdznienia roztozonego mamy do czynienia, gdy
zmienna zalezna y/"/jest opisana za pomocg modelu opdznienia roztozonego

[n-1]

wzgledem pewnej zmiennej niezaleznej y," ', ktora jest z kolei zmienng zalezna

modelu op6znienia roztozonego wzgledem innej zmiennej niezaleznej y"~', itd.:

yt["] Z t(:i)ytnl] +g(n) _V(n)(L)y[n 1] +g(ﬂ)

[n 1] _ Zv(n 1) [n 2]+g(n 1) _ V(n “(L)y,” 2]+g(n 1)
(D18)

gdzie x, oznacza zmienng niezalezng w modelu opdZnienia roztozonego o numerze
1. O sktadnikach losowych w (D18) zaktada sig, ze:

E@E")=0, D) =(0") <0, D*(6P6)) =0,k =12,..;j=12,..,n

Postugujac sie zapisem operatorowym, zaleznosci (D18) mozna przedstawic,
na podstawie wzoru (D15), w postaci:
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lub

[1] V(I) (L)x +g(1)
[2] V(2) (L)y[l] +g
[3] — V(3) (L)y[Z] +g(3) (D19)

[n] _ y7(n) [n-1] (n)
o=V WLy e

t

[1]_ (1) @) (1)
v o=a " W(L)x, +e,

21 _ 0 (2) [1] 2).
yio=a WLy, g7
Bl — O [2] (3).
v =a W (L)y, ;

[n] _ (m)g7 (n) [n-1] (n)
Y =4q, VV: (L)yt + gt

t

(przy zatoZeniu, ze istnieja rozktady op6znienia) gdzie V,”’(L), j= 1, 2,.., n; ope-

ratory wielomianowe zbudowane na wspdlczynnikach struktur op6znienia ¥,/

)
V.

=V WY(L), j=1, 2., n; operatory wielomianowe zbudowane

na wspdtczynnikach rozkladéow opoéznienia W W'/ ={wi’ wl/’, .. }; oraz

a'’’, j=1, 2,.., n; mnozniki dtugookresowe sktadowych modeli op6znienia rozto-

ZOonego:

a’’ = zv(“ ,j=1,2,.., n. (D20)

Przez kolejne podstawianie zaleznosci (D19) uzyskuje sig:

[1] _ V(I)(L)x +6‘(1)
y[2] — V(Z)(L)V(I)(L)x + V(Z) (L)E,‘(]) +g(2).
yr[3] — V(?)(L)V(Z)(L)V(I)(L)x + V(?) (L)V(Z)(L)EU) V(3)(L)g(2) +g(?) (Dzl)

A=V @)V OWL)x, +
+V (L) VLD + VL) VI (L) +. 4V el e

Oznaczajac iloczyny operatorow wielomianowych i mnoznikéw dlugookre-

sowych odpowiednio przez:

k .
WLy =WOUL) - WL =TIV (L) k=1, 2, ..., n; (D22)

J=1
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oraz

a[k]zat(k)‘ (1) Ha(]) k=12 . (D23)

t

. rr . . . . [n] . o e . . 7
zalezno$¢ zmiennej zaleznej y,” wzgledem zmiennej niezaleznej x, , wzor (D21),
mozna zapisa¢ w zwigzlej postaci:

[n]777(n] L [ﬂ] [n] L ["] [n] L
yl(n) —at["]VVl["](L)x[-i-atmml( )e[(l)_i_ ZWZ( ) (2)+ + 1W f ) (n I)+el(n)
al VK[](L) []W[ ](L) [n ]W[n ](L)
lub (D24)
[nlyg7in]
) _  nlpgrlnl na" W)
a"'w L)x + —_ .
Vi t t ( )t ;a,[’]Wt[’](L) t

Oznaczajgc przeze' :

RO AL Y (D25)
! = a,[’]W,[”(L) !
zaleznos¢ (D.24) mozna przedstawi¢ w uproszczonej postaci:
W =W (Lyx, + el (D26)

z ktérej wynika, ze superpozycja modeli opdznienia roztozonego jest rowniez mo-
delem opoznienia roztozonego, mnoznik dlugookresowy superpozycji modeli
op6znienia roztozonego jest rowny iloczynowi mnoznikow dtugookresowych skta-
dowych modeli opdznienia roztozonego, a rozktad opoznienia jest zbudowany na
wspoétczynnikach uzyskanych z iloczynu operatoréw wielomianowych zbudowa-
nych na wspotczynnikach sktadowych rozktadéw opdznienia.

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

WLy
wi i=1, 2,.., n; D27
O=fmp (D27)
oraz
,_a'(L
O N (D28)
a’ (L)

Nietrudno zauwazy¢, ze W,”'(L) jest iloczynem operatoréw wielomiano-

wych W (L) o numerach, i=j+1, j+2, ..., n; zbudowanych na rozktadach op6z-
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nienia W', j=1, 2, .., n; oraz ze a”’ jest iloczynem mnoznikéw dtugookreso-

(@)

wych modeli op6znienia a,” o numerach i=j+1/, j+2, ..., n

Jak pokazano w Czesci II, iloczynowi operatorow wielomianowych
WV} (L) zbudowanych na rozktadach op6znienia zawsze jednoznacznie odpowiada

pewien rozktad opoznienia W', W zwigzku z tym zalezno$¢ (D26) mozna przed-

t

stawi¢ w nastepujacej postaci:

n ['l] [n]
e["] Z W (L) (/)
[I]W[/](L)
=atm (w{”e(” +w“‘ ”) +....+)+
+a'” (w‘ e +wile? +....+)+ (D29)
4 gt ( (n-1} t(n D 4t lpneh) | +)+

Poniewaz z zalozenia:

E(")=0, D’(e") = ((’))Z<oo D’(eVeN)=0,k=12,.;j=12, .., n

[n]

warto$¢ oczekiwana sktadnika losowego e, , wzor (D29), jest rowna:

E(e")=0,

co bezposérednio wynika z zatozenia, a wariancja skladnika losowego e, wzor

(D17), jest rowna:

D(e[n]) Zza W DZ(e(n)) za./)(o.(j))

J=11i=0

C.b.d.o.

Rozpietosé struktur ztozonych modeli opdéznienia rozlozonego

Rozpietos¢ struktury sumy skonczonych modeli opdznienia

Z suma skonczonych modeli opdznienia roztozonego mamy do czynienia,

gdy zmienna zalezna y;, jest sumg skonczonej liczby zmiennych zaleznych y(’ ) ,Jj=

1, 2, .. ,n; opisanych za pomocg skonczonych modeli opoznienia roztozonego
wzgledem tej samej zmiennej niezaleznej x;:
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Y=y 0+ y =y %vﬁxti,*e,; n<oo (D30)
i=ig \Vy

gdzie:
w_ a % W oo ) @) &) () o) (m) (n)
= = cee " — " n .
t vtixt—i+et >V T vti xr—i+et ’ ’yt - vti xt—i+et > 1 < 00;

(D31)

oraz’®

n

n
— ). —_ ()]
Vti - zvti s et - Zet .
j=0

J=0

Granice zbioru indeksow znaczacych J(V)) sa okre§lone za pomoca nastepu-
jacych wzorow:

i,(V)=min{ i,(V"), j=1,2,..,n}
(D31)
i,(V)=max{i,(V\"); j=1,2,..,n}

Rozpietos¢ struktury opdznienia R(V,) wyraza si¢ wzorem:

RV)=max{i,(V\"); j=1,2,.,n}—min{ i,(V")+1; j=12,.,n}. (D32)

Rozpietos¢ struktury superpozycii skonczonych modeli opdznienia

Z superpozycja modeli opdznienia roztozonego mamy do czynienia, gdy
zmienna zalezna y!"/ jest opisana za pomoca modelu skonczonego opOznienia

t
roztozonego wzgledem pewnej zmiennej niezaleznej y/"", ktora jest z kolei
zmienng zalezng modelu opdznienia rozlozonego wzgledem innej zmiennej nieza-
leznej y!"* , itd.:

t

) ) )

] g\t g
(n) _ (n) 1 (n=1) (n=1) _ (n=1) ;,(n=2) ) _ (1)
t vri yt—i > St - vti yt—i sec )y T vti 'xt—i (D33)
i=ig Vr<n)) i=ig Vz('H)) i=ig Vr([>)

Postugujac si¢ zapisem operatorowym zalezno$ci (2.25) mozna przedstawic,
na podstawie wzoru (2.10), w postaci:

'S Dla uproszczenia zapisu w dalszej czeSci skladniki losowe zostang opuszczone.
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Y=V, =V Ly, v =V (L), (D34)

Granice przedzialu indeksow znaczacych rozkladu utworzonego w nastgp-
stwie superpozycji skoniczonych modeli opdznienia roztozonego sg okreslone na-
stepujacym wzorem:

i\l =si (v’
d\Vt 2,V

J=1

i )= 30, 0)

Jj=1

a rozpieto$¢ struktury R(V/") wynosi:

Jj=1

RO ) =i, ) =i, )+ 1= S0, )= S, )+ 1
=1








