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CZESCI
Wprowadzenie

1.1. Podstawowe pojecia

W dalszych rozwazaniach czas jest z zatozenia dyskretny, tzn. chwile czasu
sa numerowane za pomocg liczb nalezacych do zbioru liczb catkowitych a okresy
powinny! by¢ numerowane za pomocg liczb nalezacych do zbioru liczb catkowi-
tych z pominieciem liczby zero (nie rozwaza si¢ okresu o numerze 0).

Model opdznienia jest przedstawiany w dwoch alternatywnych postaciach.
Pierwsza, najczesciej stosowana w modelach ekonometrycznych ma posta¢ (Pe-
sando (1972), Intriligator (1978), Dhrymes (1981)):

Vo= HX,X 10X 5000V 0V ey t)zgvﬁ X, +e&,, (1.1a)
podczas gdy druga ma posta¢ (Hildreth, Houck (1968), Froelich (1973)):

Vi=S0X,X_ X 5000V 000V e t)zg)v” X, (1.1b)

gdzie:
¢t - zmienna przyjmujgca wartosci ze zbioru liczb catkowitych oznaczajaca

czas, numer okresu,

X, - warto$¢ zmiennej niezaleznej w okresie £,
y, - wartos¢ zmiennej zaleznej w okresie ¢
v,, - wspotczynniki opoznienia spetniajace warunki:

0< v, <w0,i=0,1,2, ..,

! Ten postulat bywa w praktyce pomijany, poniewaz zmienna zalezna moze reprezentowaé wielkosci
zasobu w chwilach, a zmienna niezalezna wielkos$¢ strumienia w okresach (lub na odwrét), co wpro-
wadzatoby niejednolito§¢ numerowania zmiennych zaleznej i niezalezne;j.
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g, - skladnik losowy, o wartosci oczekiwanej rownej zero i skonczonej
wariancji,

n - skonczona liczba naturalna.

Inne ujecie, ktore jednak nie znalazto wielu nasladowcow, zaproponowat P.
A. Tinsley, Tinsley (1967):

n

— (—i
Vi = UZW(I-) Xiois

i=0

t—i

gdzie n staly wspotezynnik, a wspotczynniki wy;), i = 0, I, 2, ..., n; oznaczajg

wspotczynniki wagowe (weight coefficient) zwigzane ze zmiennymi niezaleznymi
x,, zokresow t-i, i =0, 1, 2, ..., n.

t-i

Warianty (1.1a) i (1.1b) r6znig si¢ przede wszystkim celem i metodyka mo-
delowania. Wariant pierwszy jest stosowany, gdy chodzi o odseparowanie czynni-
kow deterministycznego, reprezentowanego przez zmienng niezalezng i wspot-
czynniki op6znienia, oraz czynnika losowego reprezentowanego przez sktadnik
losowy ¢,. Ten ostatni mozna interpretowac jako blad pomiaru zmiennej zalezne;.

W niektorych zastosowaniach, o ktérych bedzie mowa w dalszej cz¢$ci, tak ogdlne
zatozenia okazujg si¢ niewystarczajgce. Posta¢ (1.1a) ma zalety ujawniajace si¢
przy estymacji wspotczynnikow. W wariancie (1.1b) aspekt stochastyczny albo nie
jest rozpatrywany, albo przyjmowane jest zatozenie, ze wspolczynniki opoznienia
sa zmiennymi losowymi.

Pomigdzy zmiennymi zalezng i niezalezng powinien zachodzi¢ zwigzek
przyczynowo-skutkowy, zatem na wartos$ci zmiennej zaleznej w okresie ¢ nie moga
mie¢ wplywu warto§ci zmiennej niezaleznej z okresow podzniejszych, tj. t+1,
t+2,... . Jest to wystarczajacy powdd, dla ktorego wyrazenie po prawej stronie
zaleznos$ci (1.1a) 1 (1.1b) jest sumowane po indeksach nieujemnych. Jednakze w
szczegblnych przypadkach przydatne okazuje si¢ formalne sumowanie roéwniez po
indeksach ujemnych, przy zatozeniu, ze dla wszystkich i < 0, v;; = 0.

Modele (1.1a) i (1.1b) nalezy odczytywaé w nastepujacy sposob. Wplyw
warto$ci zmiennej niezaleznej x na warto$¢ zmiennej zaleznej y nie dokonuje si¢ w
petni natychmiast, lecz albo jest roztozony w czasie albo nastgpuje z opdznieniem
po uplywie okreslonej liczby okreséw. Prawe strony zaleznosci (1.1a) i (1.1b) majg
z reguly posta¢ addytywna lub taka, ktérag mozna przeksztatci¢ do postaci addy-

tywne;.
Zmienna niezalezna x przyjmuje wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych; w
wielu zastosowaniach postulowane jest spelnienie warunku statego znaku.
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Zmienna zalezna y przyjmuje skonczone warto$ci ze zbioru liczb rzeczywi-
stych. Suma w réwnaniu (1.1a) stanowi cze$¢ deterministyczng modelu opdznienia.

Wartos¢ zmiennej zaleznej y w okresie ¢ zalezy od:

— warto$ci zmiennej niezaleznej x w tym samym okresie oraz w okresach
wczesniejszych,

— mechanizmu opdznienia ksztattujacego opdzniony wptyw zmiennej x
na zmienng y,

- wartosci sktadnika losowego &, .

Sktadnik losowy ¢, ujmuje wplyw, jaki na zmienng zalezng majg czynniki
nieuwzglednione w czesci deterministycznej modelu (1.1a) oraz btedy pomiaru
zmiennej y. O zmiennej &, zaklada si¢ najczeSciej, ze jej wartoS¢ oczekiwana jest

réwna zero oraz ze ma ograniczong wariancj¢. Zmienna ta bedzie pomijana tam,
gdzie nie jest przedmiotem rozwazan.

Gdy przedmiotem analizy jest model opdznienia roztozonego w postaci
(1.1b), wspdtczynniki opdznienia moga zosta¢ wyrazone za pomocg wzoru, jak to
uczynili Hildreth, Houck (1968) badajac wtasnosci modeli ze zmiennymi wspot-
czynnikami:

v, =v,+8,

ti ti 2

w ktorym v, oznacza warto$¢ oczekiwana i-tego wspotczynnika opoznienia, &, to

sktadnik losowy zaktocajacy obserwacje i-tego wspolczynnika op6znienia. Warto
zauwazy¢, ze w omowionym podejsciu Hildretha i Houcka zmienno$¢ wspotczyn-
nikow jest nastepstwem procesu losowego.

Mechanizmem opdznienia nazywany jest ogoét czynnikow i okolicznosci
ksztattujacy w kazdym okresie ¢ wartosci wspotczynnikéw opoznienia v; ;, i=0, I,
2,.; 0 <v; < oo, i=0, 1, 2,..; przyjmujacych ograniczone wartosci, o tym samym
znaku.

W wielu zastosowaniach od wspotczynnikow opodznienia oczekuje si¢ po-
nadto, by ich suma

r

v, (1.2)

ti

i=0

nazywana dalej mnoznikiem dtugookresowym, przyjmowata skonczong wartosc,
co jednak nie jest warunkiem koniecznym.

Uporzadkowany zbior (wektor) wspotczynnikow Vi, V= (v, i =0, 1, 2,...)
bedzie dalej nazywany strukturg opoznienia.
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Wspotczynnik v, jest nazywany mnoznikiem krotkookresowym lub bezpo-

$rednim, poniewaz wskazuje na sit¢ oddziatywania zmiennej x na zmienng y bez-
posrednio w tym samym okresie.

Wyrazenie
2V, (1.3)

jest nazywane mnoznikiem opoéznienia, mnoznikiem skumulowanym, ujmujagcym
sile, z jaka na warto$¢ zmiennej y; w okresie ¢ wpltywaja wartosci zmiennej x z
okres6w wczesniejszych, tzn. z okresow o numerach: ¢-1, #-2, t-3,..

Wyrazenie (1.2) ujmujace catkowity wptyw, jaki na wartos¢ y;, ktéra zmien-
na y przyjmuje w okresie #, wywierajag warto§ci zmiennej niezaleznej z okresu ¢
oraz okresoOw wczesniejszych, tj. x;, X1, Xw2,..; jest nazywane mnoznikiem zupet-
nym lub dtugookresowym.

Wartosci wspotczynnikow opoéznienia v,,, i = 0, 1, 2,..; z rtownania (1.1a) 1

(1.1b) mogg ulega¢ zmianie wraz ze zmianami zachodzacymi w dziataniu mecha-
nizmu opdznienia. Zmiany te moga by¢ wynikiem wystepowania okreslonej ten-
dencji lub dziatania czynnikow majacych charakter deterministyczny lub losowys;
ich przyczynami moga by¢ zmiany struktury rzeczowej czy funkcjonalnej opisy-
wanego systemu, regul podejmowania decyzji i innych.

Gdy wszystkie wspotczynniki sg stale, mamy do czynienia ze modelem
opdznienia roztozonego, charakteryzujacym si¢ statymi, nieulegajgcymi zmianie w
badanym okresie mechanizmem oraz parametrami charakteryzujacymi ten mecha-
nizm:

V= ivix,_,.+g, . (1.4)

i=0
Modele opdznienia ze statymi wspolczynnikami sg stosowane, gdy:
— istnieja przestanki pozwalajace na przyjecie zatozenia, ze mechanizm
op6znienia nie ulega zmianie,
— wiedza o badanym zjawisku jest niewystarczajaca do postugiwania si¢
modelem bardziej ztozonym.

Przedstawione wyzej warunki decyduja, ze w literaturze zdecydowanie
przewazajg modele ze stalymi wspotczynnikami (1.4).

Skonczonymi modelami opdznienia rozlozonego nazywane sg modele, w
ktorych wspolczynniki v, , i=0, 1, 2,..; maja t¢ wlasnos¢, ze wartosci wszystkich
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wspotczynnikow o numerach wigkszych od pewnej skonczonej liczby naturalnej
ig(Vy), 0 < igy(Vy) < oo; ktora rowniez moze by¢ funkcja czasu, iz=ig(?), s rowne
Zero:

o ig(V)
Vv, = ;,V“' X, +e = Z{; v, X, +&, . (1.5)
i= i=

W pewnych przypadkach przydatna jest rowniez nastgpujaca forma zapisu
modelu (1.5):

ig(V;)
Y= 2 vix,tE
i=ig(V;)
gdzie iqs(Vy), liczba naturalna, 0 <iy(V;,) < o, oznacza najmniejszy indeks ze zbioru
wspotczynnikdw opoOznienia nierdwnych zero (numer pierwszego niezerowego);
indeks ten rowniez moze by¢ funkcja czasu, iz= i«(V)).

W opisie skonczonych modeli opdznienia roztozonego przydatne bywa po-
jecie rozpigtosci struktury opdznienia R(V), oznaczajace liczbg wspotczynnikow
zawierajacych sie w przedziale [ia(V)), ig(V}) ]. Rozpietos¢ struktury opdznienia jest
réwna:

R(V) = ig(V))-ia(V)) +1.

Réznica pomigdzy modelami nieskonczonym (1.1) a skoniczonym (1.5) nie
sprowadza si¢ jedynie do zapisu, ale wigze si¢ rOwniez z pytaniem natury ogolne;j:
jak bardzo historia wptywa na terazniejszo$¢. Jesli istniejg przestanki wskazujace
na skonczonos$¢ horyzontu czasowego, w ktérym zmienna niezalezna wptywa na
badang zmienng zalezna, to stanowi to uzasadnienie do zastosowania modelu skon-
czonego. Jednakze w niektorych przypadkach odpowiedz moze nie by¢ jedno-
znaczna i wtedy jest bezpieczniej— przy spetnieniu pewnych dodatkowych warun-
kéw - postugiwanie si¢ modelem nieskonczonym. Na rzecz tego ostatniego czgsto
przemawiaja wzgledy informacyjne - wspotczynniki opdznienia w modelach nie-
skonczonych sa opisywane za pomocg nieduzej liczby parametrow. Jest to istotne
przy estymacji, poniewaz zwickszenie liczby wspotczynnikow zmniejsza liczbe
stopni swobody.

Najprostszym przypadkiem modelu op6znienia jest model o postaci:
YV, =v,x_+¢&,1>0,v,#0, (1.6)
nazywany op6znieniem prostym o / okresow (lub zwtoka). Model (1.6) jest szcze-

golnym przypadkiem modelu (1.1), w ktorym w kazdym z okreséw tylko wspot-
czynnik o numerze i - ktory moze ulegaé zmianie® - jest nierdwny zero. Jest to

2 Nietrudno wyobrazi¢ sobie model, w ktorym tylko jeden niezerowy wspotczynnik zmienia numer
(tj. indeks i ) wraz ze zmiang okresu ¢, il =i (2).
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model op6znienia skupionego (nieroztozonego), poniewaz zmiana warto$ci zmien-
nej zaleznej nastepuje po uptywie doktadnie / okreséw po zmianie warto$ci zmien-
nej niezalezne;j.

Przejdziemy do interpretacji wspotczynnikow v, i, i = 0, 1, 2,.... Zaldézmy, ze
zmienna niezalezna x przyjmuje wartosci dodatnie, x.; > 0, i = 0, 1, 2,.., wspot-
czynniki v:;, i = 0, 1,.2,.., sa nieujemne, oraz ze przynajmniej jeden wspotczynnik
v;; jest niezerowy (z czego wynika, ze zawsze zachodzi relacja: y, > 0).

Przy zalozeniu, ze warto$¢ oczekiwana E('g, )=0 , warto$¢ oczekiwana E(y,)
zmiennej zaleznej y; wynosi, na podstawie (1.1):

Ewy =§v”.xt_i =§yti . (1.7)

gdzie y;i=viixu, i=0, 1, 2,...

Przy tak poczynionych zalozeniach kazdy iloczyn y;i = vii xw; i = 0, 1,..;
wchodzacy w sktad sumy w rownaniu (1.7) mozna interpretowac jako tgczny
wktad wartosci zmiennej niezaleznej x z okresu t-i, i = 0, 1,..; wraz z odpowiednia
waga V; ;, jaka w okresie ¢ nadal jej mechanizm opdznienia, w warto§¢ zmiennej
zaleznej y:.

Poniewaz z zalozenia zmienna zalezna y przyjmuje skonczone wartosci, su-
my w zaleznosci (1.7) sa rowniez skonczone, z czego wynika, ze
limy, =lim v, x,_,=0. Moga zatem istnie¢ modele opdznienia o nieskonczonej

i—>00

: tivt-i

I—>0

wartosci mnoznika dlugookresowego (1.2), w ktorych skonczone wartos$ci zmien-
nej zaleznej y sa wynikiem zbieznosci zmiennej niezaleznej x (model taki jest
omawiany w Przyktadzie 1.2).

Model (1.6) oraz zalezno$¢ (1.7) pozwalaja na interpretacj¢ modelu (1.1) ja-
ko sumy opdznien prostych tej samej zmiennej niezalezne;j.

1.2. Rozklad op6znienia

Gdy mnoznik dlugookresowy, suma (1.2), ma warto$¢ skonczona, model
(1.1a) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

V, =atiw[[x,_i +¢&, (1.8)
i=0

gdzie:

a, —mnoznik dlugookresowy, zaleznos¢ (1.2):

a, zivti’ (19)
i=0
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w,, — wspotczynniki uzyskane w wyniku unormowania wspotczynnikow v,,,

i=012.;
vti vti .
W, =——=—.1=0,12.; (1.10)
zv,
i=0
Normalizacja wspotczynnikoéw v,,, i = 0, I, 2,..; zapewnia spelnienie naste-
pujacych warunkow:
Yw, =1 orazw,>0,i=0,1,2,.. (1.11)

Il
5

Uporzadkowany zbior wspotczynnikow (wektor) W,, W, =(w,,,w,,,w,,,...)

bedzie dalej nazywany rozkladem op6Znienia ¥, pewnej zmiennej losowej 7°:
Pr(c’=i)=w,,.
Rozktad opdznienia W, charakteryzuja parametry (jesli istniejg):

MW, ) - warto$¢ Srednia rozktadu op6Znienia:
M(W,)zgi-wti, (1.12)
D’(W,) - wariancja rozktadu op6znienia:
D(W)=Sw,i-mw )} =Sitw, ~[mw )F. (13)

W modelach nieskonczonych, pomimo istnienia rozktadu opdznienia W, , pa-

rametry rozkladu opoznienia M(W,) i D’(W,) moga pozostaé nieokre$lone, jak na

przyktad wtedy, gdy wspotczynniki op6znienia sg zdefiniowane jak w przedsta-
wionym dalej Przyktadzie 1.1, w ktorym sktadniki sumy (1.9) tworzg cigg harmo-
niczny, ktdrego suma jest rozbiezna.

W niektorych pracach, np. w Hendry, Pagan, Sargan (1984) omawiany jest
réwniez inny parametr rozkladu op6znienia: mediana rozktadu opdznienia (W, )
definiowana jako pewna liczba naturalna spetniajgca zalezno$¢:

(W) 1 o
W, <==< Y w,. (1.14)
i=0 2 i=n(W, )+1

Mediana rozkltadu opdznienia 7(W,) jest rzadziej wykorzystywanym para-

metrem rozktadu opdznienia. Warto$¢ srednia i mediana rozktadu opdznienia znaj-
dujg zastosowanie, o czym bedzie mowa w dalszej czgsci, jako miary opoznienia.
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Wprowadzenie pomocniczej zmiennej zaleznej y; :

V= iwﬁxH (1.15)
i=0

pozwala na zapisanie zaleznosci (1.1) w nastepujacej postaci:

v, =aty;+£t. (1.16)

Zdefiniowana w réwnaniu (1.15) zmienna pomocnicza y; jest srednig wa-

zong niepdzniejszych warto$ci zmiennej niezaleznej x, tj. xi, Xr.1, Xr2, .., ktorych
wagami s3 odpowiednio wspotczynniki opdznienia wy g, Wi, Wy 2, ... . Zmienno$¢
wspotczynnikow w; ;, i = 0, 1, 2,.., bedaca nastepstwem zmiennosci wspotczynni-
kow v, i =0, 1, 2,...; sprawia, ze w kolejnych okresach zmianie ulegaja mnoznik
dtugookresowy a, oraz warto$¢ srednia rozktadu op6znienia M(W, ) .

Roéwnanie (1.15) jest modelem opo6znienia roztozonego, w ktorym mnoznik
dtugookresowy jest staty i rowny jeden. Wazng wiasno$cia tego modelu jest to, ze
ma identyczny z modelem (1.8) rozktad opdznienia. Identyczno$¢ tych rozktadow
jest oczywista, poniewaz oba modele majg takie same wspotczynniki rozktadu
opOznienia.

Mnoznik dtugookresowy a; obrazuje site, z jaka pomocnicza zmienna zalez-
na y; wplywa na zmienng zalezng y. Wzrost wartosci bezwzglednej wspotczynni-

ka a; oZznacza wzmocnicnic wplywu, _]akl pomocniCza zmienna yr wywicra na

zmienng zalezng y, a jej spadek oznacza ostabianie tego wptywu. Pomigdzy zmien-
noscig wspotczynnika @, oraz zmianami wartosci i wzajemnych proporcji wspot-
czynnikdw w, ;, i = 0, 1, 2,...; moze wystgpowac zwigzek funkcyjny. Poniewaz
wspotczynnik a; zostat okreslony w rownaniu (1.13) za pomocg wspotczynnikow v,
i,1=0, 1, 2,..; zmiany jego warto$ci sa wynikiem dzialania mechanizmu opdznie-
nia. Ten sam mechanizm opdznienia, wplywajac na wartosci znormalizowanych
wspotczynnikdw opdznienia wy;, i = 0, 1, 2,..; wptywa na warto$¢ srednig rozktadu
opOznienia M(W, ) , wariancje D’(W,) oraz mediang n(W, ).

Réwnanie (1.16) pozwala na interpretacje modelu opoznienia roztozonego
(1.1) jako zaleznos$ci zmiennej zaleznej y, od $redniej wazonej wartosci y; prze-
sztych warto$ci zmiennej niezaleznej x, zmiennej sity wplywu a;, jaki mnoznik
dtugookresowy wywiera na zmienng zalezng oraz od skladnika losowego®. Przy-
datno$¢ ujecia (1.16) ilustruje przypadek opdznienia roztozonego, w ktdorym zmia-

3 Zmienno$¢ mnoznika dlugookresowego jest $cisle zwigzana z modelem opdznienia roztozonego
majacego zmienny rozktad opdznienia. W modelu ze stalym rozktadem opdznienia mnoznik dtugoo-
kresowy ma stalg warto$¢.
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nie ulegajg rozklad opdznienia i jego parametry, takie jak np. warto$¢ $rednia, na-
tomiast mnoznik dtugookresowy nie ulega zmianie, a w ogélnosci wtedy, gdy ce-
lem analizy jest odseparowanie zmian mnoznika dtugookresowego od zmian struk-
tury/rozktadu opdznienia.

1.3. Wynikowy rozklad opdznienia

W tym rozdziale proponowane sg nowe, w literaturze na temat modeli opdz-
nienia rozlozonego niespotykane pojecia. Sa to: wspotczynniki udziatu, wynikowy
rozktad opodznienia oraz warto$¢ $rednia i wariancja wynikowego rozktadu op6z-
nienia. Pojecia te sg przedstawione ponize;j.

Wspotczynniki udziatu w, ;5 i =0, 1, 2,..; sa definiowane jako udziaty wkta-
dow y: i, i= 0,1,2,...; w warto$ci oczekiwanej E(y,) zmiennej zaleznej y; reprezento-
wanych przez nastepujace ilorazy:

vtixtfi yti vtixtfi E( ):,EO . 0 I 2 (1 17)
= = =— , Vi Li=0,1,2,.. .
E(y) E(y) Sv x

i=0

Ui

Jak wynika z zaleznos$ci (1.17), wspotczynniki udziatu u,;, i = 0, 1, 2,...; sa
okreslone, gdy warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej jest nierdbwna zero. Spelnie-
nie tego warunku oznacza konieczno$¢ poczynienia dodatkowych zalozen o warto-
$ciach zmiennej niezaleznej. llekro¢ dalej mowa bedzie o rozktadzie wynikowym
opOznienia, bedzie to oznaczaé, ze przyjete zostato zalozenie, iz zmienna niezalez-
na nie zmienia znaku i przyjmuje warto$ci nierowne zeru®. Zaletg tego rozwigzania
jest klarowna interpretacja wielkosci nazywanych udziatami (o co bytoby trudno,
jesli przyjmowatyby zarowno dodatnie jak i ujemne wartosci). Z drugiej strony
wyklucza zastosowanie tego podej$cia do modelowania zjawisk, w ktorych zmien-
na niezalezna jest zmienng losowa o zerowej warto$ci oczekiwane;j.

W kazdym okresie ¢ okreSlone w zaleznosci (1.17) udziaty w4, i = 0, 1, 2,..;
spetniajg nastepujace warunki:

oraz (1.18)
w:20,i=0,1,2,.;

z ktorych wynika, ze U, jest unormowang struktura opoznienia, ktérag mozna inter-
pretowac jak rozktad prawdopodobienstwa. Udziaty u;, i =0, 1, 2,...; wzor (1.17),

4 Jest to nieduza ingerencja w 0g6lno$¢ rozwazan, bowiem przy zatozonej wczesniej ograniczonoscei
zmiennej niezaleznej mozna skonstruowa¢ nowa zmienng niezalezna odpowiednio powiekszona (lub
pomniejszong) o stala.
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mozna interpretowaé jak prawdopodobienstwo tego, ze pewna zmienna losowa 7
przyjmie warto$¢ rowng i:

Pr(t=i)=u:;

O udziatach u,;, i = 0, 1, 2,...; bedziemy moéwié, ze tworza strukture unor-
mowang opoznienia lub rozktad wynikowy opdznienia U, Rozktad wynikowy
opo6znienia U, charakteryzuja podstawowe parametry (jesli istniejg):

M (U, )- wartos¢ $rednia rozktadu wynikowego U, :

& &, Yii R ViiXii
MU, )=Yiu,, =3 = i— ; (1.19)
iz =0 E(y,) =0 2V X,

i=0

D’(U, ) - wariancja wynikowego rozktadu op6znienia U, :
D' (U, )=u, [i-m(U,)} =(ii2u” )—mz(U,). (1.20)
i=0 i=1

Dla wynikowego rozktadu op6znienia U, mozna zdefiniowaé, analogicznie

jak dla rozktadu opdznienia W;, mediang rozktadu wynikowego opoznienia 7(Uy):

n(U,) ] 0
>ou,<—=5= Y - (1.21)
i=0 2 i=p(U 1

Dla modeli opoznienia skonczonego wartosci parametrow M(U,) i

D’(U,) s zawsze okreSlone, co wynika bezposrednio z przyjetych zalozen o
wspotczynnikach opoznienia i warto§ciach zmiennej niezaleznej. Nalezy odnoto-
waé, ze w przypadku nieskoficzonego modelu opdznienia parametry M(U,) i

D’(U, ) moga nie by¢ okreslone.

Warto zwrdci¢ uwage na pewna wiasno$¢. Jesli zmienna niezalezna x jest
zmienng losowg o stalej i niezerowej wartosci oczekiwanej rownej x* oraz gdy
istnieje rozktad opdznienia W,, wtedy — co wynika z definicji rozktadu wynikowe-
go U, —rozktady W, 1 U, sa sobie rowne, poniewaz:

— * _ i i _ .
E(yi) =aix oraz u,, =——= w.,i=012,..

Warto rowniez zwrdci¢ uwage na to, ze wazng i bardzo przydatng w dal-
szych rozwazaniach wtasnoscig modelu (1.15) jest to, ze ma on identyczny z mode-
lem (1.8) rozktad op6znienia wynikowego.
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Wspotczynniki u,;, i = 0, 1, 2,...; udziatdéw modelu (1.18) sa, zgodnie z defi-
nicjg (1.17), rowne:

Na podstawie wzoru (1.10) okreslajacego wspotczynniki rozktadu opoznie-
nia mozna tatwo uzyskac¢ rownosc:

w.ox_ . WX, VX,
t = t - t - .
uti:E([ ! l): © ' —= © l - ,120, 1, 2""‘
Y Z;)w[jx,_j valfxl-f
J= J=

Zatem modele (1.8) 1 (1.15) maja jednakowe rozktady opdznienia W, 1 opdz-
nienia wynikowego U, .
Uwaga.

Istnienie rozktadu opdznienia wynikowego U, nie jest warunkiem wystarcza-
jacym istnienia rozktadu opdznienia W, ; istnienie rozktadu opoznienia wynikowe-
go U, jest zawsze zapewnione dzigki zatoZeniu o skoficzonych i niezerowych war-
tosciach, jakie przyjmuje zmienna zalezna y.

Uwaga.

W skonczonych modelach opd6znienia roztozonego rozktady opdznienia i
opoOznienia wynikowego oraz parametry tych rozkladow istniejg zawsze.

Uwaga.

Jesli tylko istnieje rozktad (wynikowy opoznienia i/lub op6znienia), to moz-
na dla niego okresli¢ mediane rozktadu.

Oto dwa przyktady ilustrujace omawiane zagadnienia.

Przyktad 1.1

Rozwazamy model ze statymi wspolczynnikami przyjmujacymi wartosci:
vie= 0iv =1/ dlai > 0.

W tym wypadku suma

jest zbiezna, lecz suma
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1

. _ . _
iw, =3 =Y -
i=1 T 1

5"

jest rozbiezna, poniewaz wartosci illoczynow iwy; , i = 1, 2,..; tworza rozbiezny ciag
harmoniczny. W tym przypadku istnieje rozktad op6znienia W,, ktorego podsta-
wowe parametry, tj. warto$¢ Srednia i wariancja, sg nicokreslone.

Ms
Ms

1

Il
~

Przyktad 1.2

Niech dla wszystkich i > 0, v;; = I, natomiast wartos$ci zmiennej niezaleznej
tworzg ciag: x, = 1 i x,; =1/i° dla i > 0. W tym przypadku nie istnieje rozktad opoz-
nienia W,, poniewaz suma wspoiczynnikow opoOznienia jest rozbiezna, natomiast
istnieje rozktad wynikowy U,, a jego podstawowe parametry, tj. warto$¢ $rednia i
wariancja, sg nicokre$lone>:

iv[[:i]:oo,
i=0 i=0
6 7 i=0;
_J6+r
u“.—
0 ! i>1
6+m°’i’’
1
iu,. =1 = — =o0.
,g? " g?((ﬁ#ﬁ} 6+7z2i§i
6

Z powyzszych rozwazan wynika, ze - przy spetionych zatozeniach o
zmiennej niezaleznej - rozktad wynikowy opdznienia istnieje zawsze, a jego para-
metry sa zawsze okre§lone w modelach skonczonych, oraz mogg nie by¢ okreslone
w pewnych modelach nieskonczonych.

W przypadku modeli skonczonych suma (1.9) jest zawsze zbiezna, zatem
zawsze majg zdefiniowane rozklady: wynikowy opdznienia i opdznienia.

el A
5 Na podstawie zaleznosci: Y, —=-—.
—1i° 6

i
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W przypadku opo6znienia prostego (zwtoki), bedacego szczegdlnym przy-
padkiem modelu skoniczonego, oba te rozktady istnieja zawsze i sa rozktadami
jednopunktowymi.

1.4. Wybrane wlasnosci dynamiczne

Gdy struktura opo6znienia ulega zmianie, celowe jest analizowanie mierni-
kow opdznienia dwuetapowo: wpierw jako wielkosci statych, a nastgpnie — jesli
znany jest charakter ewolucji rozktadéw opodznienia — tendencji.

W analizie modeli opdznienia wykorzystane beda pojecia stanu ustalonego
oraz pomocniczej zmiennej zaleznej y’, uzyteczne w badaniu mechanizmu opdz-
nienia w modelu (1.12) bez koniecznosci uwzgledniania zmian warto$ci mnoznika
dtugookresowego a, .

Definicja. Stan ustalony wystgpuje wtedy, gdy wszystkie warto$ci zmiennej
niezaleznej x przyjmuja te samg warto$¢ x , x #0:

X =X

=X, =X, ==X,

t-2

w ktérym pomocnicza zmienna zalezna y, rdwniez przyjmuje, wzor (1.15), stalg
warto$¢:

Jak wynika z powyzsze]j zaleznosci, w stanie ustalonym pomocnicza zmien-
na zalezna y, ma statg warto$¢ réwng x", co nie przesadza stato$ci zmiennej zalez-

nej y;, ktorej warto$§¢ w stanie ustalonym jest okreslona rowniez przez wspotczyn-
nik a, (mnoznik dlugookresowy) oraz sktadnik losowy &, :

y, = alx* + 51 .

Zatem w stanie ustalonym zmienno$¢ wartosci oczekiwanej zmiennej zalez-
nej E(y) jest wynikiem zmienno§ci mechanizmu opdznienia wyrazajacej sic
zmiennos$cig mnoznika dtugookresowego a,. Wartos¢ oczekiwana pomocniczej
zmiennej zaleznej y, w stanie ustalonym jest rowna x', a zmiany wartoSci
wspotczynnikow rozktadu opdznienia nie majg wptywu na jej wartosc.

W stanie ustalonym modele op6znienia roztozonego ze stalymi wspotczyn-

nikami majg stalg warto$¢ oczekiwang zmiennej zaleznej.

Celem badania wtasno$ci dynamicznych modeli op6znienia roztozonego jest
rozpoznanie sposobu, w jaki zmienna zalezna reaguje na roznego rodzaju zaktdce-
nia stanu ustalonego. Dla uzyskania mozliwie klarownej interpretacji badanie zo-
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staje przeprowadzone przy zalozeniu, ze istniejg podstawowe parametry rozkladu
opdznienia.

Analize rozpoczniemy od badania nastepstw jednorazowego zakldcenia (im-
pulsem) Ax warto$ci zmiennej niezaleznej w stanie ustalonym w okresie ¢ = #:

Y t#L,,
=1 ’ (1.22)
x +Ax t=t,

Nietrudno wyliczy¢, ze pomocnicza zmienna zalezna y’ przyjmuje wartosci:

, X, t<t, (1.23)
= X 4+w  AXx, t>t,; '
B 0
lub
x, t<t,,
Ve = x*[1+w ﬂ] t>t,.
t,t-ty x* i 0

We wszystkich okresach o numerach ¢ >, odchylenie y, —x, warto$ci po-
mocniczej zmiennej niezaleznej y, od wartoSci zmiennej niezaleznej x, w stanie

ustalonym ( x,_, = x", i=0, 1, 2, ...) jest rtowne

Y =% :Ax'wt,t—t,,'
Z powyzszej zalezno$ci wynika, ze odchylenie warto$ci zmiennej x, od war-
;. * . oy . . . ;o.
tosci x o wielko§¢ Ax powoduje w kolejnych okresach odchylenia wartosci po-
mocniczej zmiennej y, od jej warto$ci w stanie ustalonym: w okresie #) o wartos¢

Ax-w, ,, w okresie f+1 o warto§¢ Ax-w, w okresie #+2 o warto$¢

1, +1,1°

Ax-w itd.

t+2,2 9

W ogoélnym przypadku mozna stwierdzi¢, ze wraz z ¢t — oo wyrazenia

Axw,,, daza do zera (model nieskonczony) lub przyjmuja wartos¢ zero dla t >

to+iz (model skonczony). Oznacza to rowniez, ze efekt powstalego w okresie #y
zakltocenia stanu ustalonego wygasa wraz z uptywem czasu a model powraca do
stanu ustalonego.

Wsrod modeli opoznienia wazng role pelnia modele o statych rozkladach
opdznienia; W, =W ; tzn. dla wszystkich okresow ¢, w, , =w, =const.; i =0, 1, 2,...

% Przez i, 0znaczono najwyzszy indeks niezerowego wspolczynnika rozkladu op6znienia.
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W przypadku modeli o statych rozktadach op6znienia suma odchylen warto-
$ci pomocniczej zmiennej zaleznej y, od wartosci tej zmiennej w stanie ustalonym

x" jest rowna doktadnie wielkosci odchylenia wartoéci zmiennej niezaleznej w
okresie 79 od wartosci tej zmiennej w stanie ustalonym:

A xi w, =Ax.
i=0
Z powyzszego réwnania wynika, ze przy stalym rozktadzie op6znienia im-
pulsowe zaktdcenie zmiennej niezaleznej w pelni przenosi si¢ na wartosci pomoc-
niczej zmiennej zaleznej y, lub, innymi stowy: to, co ,,wchodzi” w op6znienie w
petni z niego ,,wychodzi”’; w modelu skonczonym w czasie skonczonym, natomiast
w modelu nieskonczonym w czasie nieskonczonym.

Wyrazenie:

Z(t - t(l)wt—t(, = 2”"’1
t =ty i=0

okresla $redniag wazong czasu trwania zmian zmiennej zaleznej spowodowanej
odchyleniem warto$ci zmiennej niezaleznej od stanu ustalonego, w ktorej wagami
sg wspolczynniki rozktadu opdznienia. Powyzsze wyrazenie jest tozsame, co wy-
nika z jego prawej strony, ze $rednia M(W) rozktadu opoéznienia W o statych
wspotczynnikach.

Na podstawie przedstawionego wyzej rozumowania warto$¢ $rednia rozkta-
du opodznienia M(W,) mozna interpretowac jako $redni czas trwania zakldcenia
stanu ustalonego, jesliby rozktad opdznienia ,,zastygl” w postaci, jaka uzyskat w
okresie . Wlasno$¢ ta pozwala na wykorzystanie $redniej rozktadu opdznienia
M(W,) jako miernika wielko$ci opdznienia bedacego rezultatem dziatania mechani-
Zmu opoznienia.

Do interpretacji mediany rozktadu opdznienia wykorzystane zostanie zaklo-
cenie stanu ustalonego przez schodkowg zmiang warto$ci zmiennej niezaleznej:

X, t<t,
x =1 . 0 (1.24)
x +Ax t=xt,

powodujace, ze pomocnicza zmienna zalezna przyjmuje, na podstawie zaleznosci
(1.15) wartosci:
x, t<t,;
' = * o 125
YTy +AxYw,, t>t,. (1.25)
i=0
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lub
X, t<t,;
V=3 . Ax'
Colx (]-F?Z{;W” , t2>t,.

Z powyzszego wzoru wynika, ze dla ¢ >y, odchylenie wartosci pomocniczej
zmienne] zaleznej od warto$ci zmiennej niezaleznej wynosi:

y;_xt:Axithi_Ax :AX(ZfW”—Ij:—AX i Wi

i=0 i=0 i=t—ty+1

co oznacza, ze dazy ono do zera. Warto$¢ pomocniczej zmiennej zaleznej y,

zmienia si¢ w kolejnych okresach o warto$¢ Ax-w, dazac do wartosci x* + Ax.

=ty ?
W przypadku nieskonczonego rozktadu opdznienia catkowite zréwnanie si¢ warto-
$ci zmiennych y, i x, nastepuje w czasie nieskonczonym.

Istotne jest pytanie o czas niezbedny do tego, aby zmienna zalezna y, poko-

nata potowe drogi do uzyskania wartosci granicznej x* + Ax.

Wspolczynnik 1 w wyrazeniu:

okresla liczbe okresow, po uptywie ktorych nastgpuje potowa zmiany warto$ci
pomocniczej zmiennej zaleznej spowodowanej przez zaktocenie stanu ustalonego
w nastepstwie schodkowej zmiany wartosci zmiennej niezaleznej. Wlasno$¢ ta
pozwala na stosowanie mediany 7(W;) rozkladu opdznienia W, jako miernika wiel-
kosci opdznienia bedacego rezultatem dziatania mechanizmu opo6znienia.

PowyzZsze rozumowanie pozwala na interpretowanie wartosci n(W;) jako
czas potrzebny do osiagnigcia 50% reakcji pomocniczej zmiennej zaleznej »'na
schodkowa zmian¢ warto$ci zmiennej niezaleznej x, je$liby rozktad opdznienia
»zastygl” w postaci, jaka uzyskat w okresie . Wlasno$¢ ta pozwala na wykorzysta-
nie mediany rozktadu opo6znienia #(W,) jako miernika op6znienia bedgcego rezulta-
tem dziatania mechanizmu op6Znienia.

Przenoszenie wahan zmiennej niezaleznej

Analiza modeli opoznienia roztozonego, gdy zmienna niezalezna jest funk-
cja okresowa, ukazuje wiele waznych wlasnosci tych modeli.

Niech zmienna niezalezna bedzie sumg pewnej statej xy i funkcji okresowe;j
rozwinigtej w szereg Fouriera, Fichtenholz (1963), Bronsztejn et al. (2004):
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X, =x,+ ic/sin(ja)ﬂr(pj), (1.26)

=0
gdzie:
Xo — stala, liczba rzeczywista;

¢; — state przyjmujace ograniczone wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych, j
=0, 1, 2,...;

@ — state przyjmujace ograniczone wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych, j
=0, 1, 2,...;

o — stala oznaczajgca czgstos¢ podstawowa, przy czym:
2r
o =——
gdzie stata 7', 0 < T < oo, oznacza okres wahan.

Wystepujaca we wzorze (1.26) stata xo ma na celu zapewnienie, w razie po-
trzeby, by zmienna zalezna nie zmieniala znaku; rozwigzanie to jest przydatne, gdy
przedmiotem rozwazan jest migdzy innymi wynikowy rozktad opodznienia (patrz
komentarz do wzoru (1.17) wraz z przypisem).

Jak poprzednio, analiza zostanie obecnie ograniczona do badania zaleznosci
zmiennej pomocniczej y, od zmiennej niezaleznej x, okre$lonej tym razem za
pomoca wzoru (1.26).

Podstawiajac wzor (1.26) do wzoru (1.15) uzyskujemy:

y, = Z}Jw”{xu + Z})c‘fsin[ja)(t—i)ﬂpj.]} = Z&w,,.x,) +Zom[%cjsin[ja)(t—i)+(al.]
= = = S
:x0+z;‘)w” Z})cjsin[ja)(t—i)ﬂpj] =x0+22)cj %wﬁ sin[jo(t—i)+¢; |
R i

w”.sin(ja)t+(pj)cos(ja)i)—iw”cos(ja)t+§0j)sin(ja) i)}
i=0

s

i

—x,,+ch[
j=0

=x,,+icj [sin(ja)tﬂp,.)iw” cos(ja)i)—cos(ja)tﬂoj)iw,[ sin( jo i)}
j=0 Ti=0 i=0

Przyjmujac oznaczenia

2

R(jw):\/[iw” sin(ja)i)} J{iw“. cos(ja)i)} . j=0,1,2..:(127)
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iw“. sin( joi) iw“. cos(jwi)
. i=0 i=0 . X
siny ;= ,cosy ; = ;j=012,..;

7 r;

S, sin( joi)

w(jo)=arctg| = ; (1.28)
Sw, cos(joi)
i=0

powyzszy wzor mozna przedstawi¢ w postaci:
v, =x,,+zocj R(ja))sin[ja)t+¢)j—t//(ja))]. (1.29)
=

Poniewaz wspolczynniki R(jw ), j =0, 1, 2,...; nazywane dalej wspotczyn-
nikami thumienia, spetniajg warunek 0 < R(jw ) <1, o zmiennej pomocniczej we
wzorze (1.29) mozna powiedzieé¢, ze jest rowniez funkcja okresowa, w ktorej po-
szczegolne czestotliwosci majg w stosunku do zmiennej niezaleznej zmniejszone
amplitudy o czynnik R(jw ) bedacy funkcjg rozkladu opdznienia W; i czgstotliwo-
$ci jo. Ponadto dla poszczegdlnych czgstotliwosci wystepuja przesunigcia fazy o
wielkosci v, 0 <y <7 j =0, 1, 2,...; bedace rowniez funkcjami rozktadu opdznie-
nia W; i czgstotliwosei jw, j =0, 1, 2,....

Reasumujac wnioski ze wzoru (1.28) mozna skonstatowac, ze mechanizm
opdznienia thumi poszczegolne czestotliwosci z r6zng sita (czynnik R)), oraz opoz-
nia kazda o 7 okresow:

v,

T=—2,7=012,... 1.30

1.5. Mierzenie op6znienia

Znajomos¢ wspotczynnikéw modelu opoznienia stanowi punkt wyjscia do
sformutowania odpowiedzi na pytanie o wielko$¢ opdznienia zmiennej zaleznej
wzgledem zmiennej niezaleznej. Podstawowym elementem potrzebnym do udzie-
lenia odpowiedzi jest wybor miary op6znienia.

Okreslenie wielko$ci opdznienia jest tatwe w szczegdlnym przypadku mode-
lu opdznienia prostego, w ktorym opo6znienie zmiennej zaleznej wzgledem zmien-
nej niezaleznej jest rowne wartosci indeksu jedynego niezerowego wspotczynnika
opdznienia, zarazem wartosci §redniej oraz medianie rozktadu opo6znienia. Opdz-
nienie w takim wypadku jest doskonale skupione (zerowa wariancja rozktadu
opOznienia jest oczywistym nastepstwem faktu, Zze rozklad opdznienia modelu
opOznienia prostego jest jednopunktowy). Ponadto, w modelu op6zZnienia prostego
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rozktad op6znienia wynikowego jest identyczny z rozkladem opodznienia, zatem
wszystkie odpowiednie parametry obu rozktadéw sa sobie réwne.

W przypadku skonczonego modelu opoznienia roztozonego problem staje
si¢ bardziej ztozony; wiadomo, ze opoznienie jest nie mniejsze od wartosci iy oraz
nie przekracza wartos$ci iz, jednak zmiany warto$ci zmiennej zaleznej w reakcji na
zmiang warto$ci zmiennej niezaleznej sg roztozone w czasie. W przypadku modelu
nieskonczonego problem jest bardziej ztozony, poniewaz wielko$¢ opodznienia
moze przyjmowac wartosci z przedziatu [ig, oo].

W literaturze przedmiotu, niemajacg konkurencji miarg op6znienia jest war-
to$¢ $rednia rozktadu opdznienia. Jest ona czgsto nazywana wprost, na przyktad
Kenkel (1974), Intriligator (1978), $rednim lub przecigtnym op6znieniem (mean
lag, average lag). Kolejng teoretycznie uzasadniong miarg jest mediana rozktadu
opoOznienia’, Hendry, Pagan, Sargan (1984), ktora jest szczegdlnym przypadkiem
jeszcze innej miary opoznienia - liczby okresow, jaka jest niezbedna dla realizacji
ustalonej czeséci catkowitego efektu (mediana liczba okresow potrzebna do uzyska-
nia 50% catkowitego efektu). Ta ostatnia miara jest stosowana najczgsciej, jak sig
wydaje, w badaniach wptywu nakladéw na reklame na sprzedaz, Clark (1976),
Frances, Vroomen (2003), Frances, Vroomen (2006).

Analizujgc wiasno$ci $redniej M(W,) i mediany #n(W,) rozktadu opdznienia
jako miar opdznienia nalezy mie¢ na uwadze rowniez ich niedostatki jako miary
uniwersalnej lub miary wielko$ci opdznienia zmian zmiennej zaleznej wzgledem
zmian zmiennej niezaleznej. Mierniki te opisujg mechanizm opo6znienia, lecz nie
musza by¢ (i czesto nie s3) zadowalajaca miara opdznienia zmian zmiennej zalez-
nej wzgledem zmiany zmiennej niezalezne;j.

O rozktadzie opoznienia W; mozna mowi¢ jedynie wtedy, gdy suma (1.2)
jest zbiezna. Postulat, by mnoznik dlugookresowy, suma (1.2), miat skonczona
wartosc¢, nie jest formalnie niezbgdny czy konieczny z punktu widzenia interpreta-
cji ekonomicznej. Jego spetnienie daje korzysci wynikajace z formalnego uprosz-
czenia umozliwiajacego zastosowanie znanych metod analizy matematyczne;.

Moze si¢ zdarzy¢, jak to ukazat Przyktad 1.2, ze danej strukturze op6znienia
nie odpowiada rozktad opo6znienia, zatem nie mozna okresli¢ rowniez $redniej roz-
ktadu opdznienia M(W;). Mimo, ze zmienna zalezna przyjmuje skonczone wartosci
i jest ksztaltowana przez przeszte wartosci zmiennej niezaleznej.

Na warto$ci zmiennej zaleznej wptyw ma nie tylko mechanizm opdznienia,
ale rowniez warto$ci zmiennej niezaleznej; zmienna ta moze przeciez zmieniac si¢
w roznorodny sposob: rosngé, male¢, podlega¢ wahaniom okresowym. Dlatego

7 Poniewaz jest to miernik:
a. obliczeniowo niewygodny,
b. jego warto$¢ informacyjna bardzo zalezy od symetrii rozktadu,
c. przyjmuje tylko wartosci catkowite.
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celowe wydaje si¢ stosowanie jako miary opoznienia zdefiniowanej wyzej $redniej
rozktadu opdznienia wynikowego M(U,), wzor (1.19), ktora uwzglednia faczny
wplyw, jaki na ksztaltowanie si¢ zmiennej zaleznej maja dwa mechanizmy: op6z-
nienia oraz ksztalttowania warto$ci zmiennej niezaleznej.

Rozwazajac problem okreslania wielkosci opdznienia warto zwrdci¢ uwage
na to, ze pytanie dotyczy jednego z dwoch niejednakowych przypadkdow:

1. okreSlenia przecietnej ilosci® okresdéw, o jakg dany mechanizm opdznie-
nia opdznia zmienng zalezng wzgledem zmiennej niezaleznej bez
wzgledu na ksztattowanie si¢ jej wartosci

2. okreslenia przecietnego czasu trwania zmian warto$ci zmiennej zaleznej
w reakcji na zmian¢ wartosci zmiennej niezaleznej przy danym mecha-
nizmie op6znienia i ksztaltowaniu si¢ zmiennej niezalezne;j.

W ogo6lnym przypadku proba odpowiedzi na pytanie o wielko$¢ opodznienia
powinna by¢ poprzedzona ustaleniem, ktory z powyzszych przypadkow jest
przedmiotem analizy.

W pierwszym przypadku pytanie dotyczy wlasciwosci mechanizmu op6z-
nienia. Odpowiedz na to pytanie powinna opiera¢ si¢ na mierniku op6znienia nie-
zwiagzanym z warto$ciami zmiennej niezaleznej; takimi miernikami sg §rednia roz-
ktadu opdznienia oraz mediana rozktadu opdznienia.

W drugim przypadku pytanie dotyczy wiasciwosci tacznego dziatania me-
chanizméw opodznienia i ksztaltowania si¢ wartosci zmiennej niezaleznej. Odpo-
wiedZ na pytanie o czas trwania zmian warto$ci zmiennej zaleznej w reakcji na
zmiang warto$ci zmiennej niezaleznej wymaga postuzenia si¢ miernikiem opieraja-
cym si¢ na rozktadzie wynikowym opdznienia, a wigc warto$cia Srednia rozktadu
wynikowego opdznienia lub mediang rozktadu wynikowego opoznienia.

Najprostszym testem przydatnosci $redniej rozktadu wynikowego M(U,) ja-
ko miary opdznienia jest sprawdzenie, ile ono wynosi w modelu opo6znienia pro-
stego (1.6). W opdznieniu prostym jedyny niezerowy (i rowny doktadnie jeden)
udzial u,; przypada na indeks réwny liczbie okreséw, o jaka jest w okresie ¢ opoz-
niona zmienna zalezna wzgledem zmiennej niezaleznej. Zatem w przypadku opdz-
nienia prostego $rednia rozktadu op6znienia wynikowego jest rowna S$redniej roz-
ktadu op6znienia. W modelu opdznienia prostego wariancja rozktadu wynikowego
jest rowna zero (podobnie jak wariancja rozktadu opdznienia), opdznienie jest do-
skonale skupione (przypadek rozktadu jednopunktowego).

Dla uchwycenia innych r6znic pomiedzy $rednia rozktadu opdznienia i $red-
nig rozkladu wynikowego opo6znienia zwré6émy uwage na to, ze M(U,) ujmuje
wplyw zardwno mechanizmu op6znienia jak i zmian warto$ci zmiennej niezalez-

8 Poniewaz wielko$ci te nie muszg by¢ catkowite.
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nej. Gdy zmienng niezalezng charakteryzuje brak dynamiki, warto$ci §redniego
op6znienia wynikowego i $redniej rozkladu opodznienia sg sobie rowne. Potwierdza
to przedstawiony ponizej Lematl.

Lemat 1. W stanie ustalonym wartosci $redniego opdznienia wynikowego
M(U,) i $redniej rozktadu opoznienia M(W,) sa rowne: M(W,) = M(U,).

Dowdd sprowadza sie do obliczenia $redniego wynikowego opdznienia w
stanie ustalonym na podstawie definicji, wzor (1.10):

*

- . VX . Vi < .
MU)=iu,, =i~ - =i =2iw, = M(W).
i=0 i=0 ;}vlix i=0 %vli i=0
i= i=

C.b.d.o.

Dla klarownosci interpretacji roznice pomi¢dzy $rednig rozktadu wynikowe-
go opoznienia M(U,) a $rednia rozkladu opdznienia M(W,) zostana ponizej przeana-
lizowane na modelach opo6znien ze statymi wspotczynnikami.

Rozpoczniemy od juz omawianego w Przyktadzie 1.2 modelu, w ktérym
suma (1.2) jest nieskonczona, a mimo to model nie traci sensu ekonomicznego.
Przyktad ten ukazuje skrajny sposéb, w jaki na warto$¢ zmiennej zaleznej moga
wplywaé dwa niezalezne czynniki: mechanizm opdznienia oraz mechanizm ksztat-
tujacy wartosci zmiennej niezaleznej. Analizujac nastepny przyklad nie zapomi-
namy jednak, ze problem rozbieznosci sumy (1.2) moze wystapié, przy przyjetych
ogo6lnych zalozeniach, wytacznie w przypadku modeli nieskonczonych.

Przyktad 1.3

Niech wszystkie wspotczynniki beda state i rowne jeden, v, ; =I1; i = 0, 1,
2,...; zmienna x w okresie ¢ ma skonczong warto$¢ x,, ktorg osiagneta w wyniku
wzrostu ze stalg stopa r, #>0, natomiast wartosci zmiennej niezaleznej w poprze-
dzajacych okresach tworzg cigg geometryczny o kolejnych wyrazach:

xi=xi(I+ )y, xeo=x(1+r)7,...

Mimo, ze w omawianym przypadku suma wszystkich wspotczynnikow jest
nieograniczona:

o0 o0
2V =2 1=,
i=0 i=0

to zmienna zalezna y przyjmuje skonczone wartosci:

V= i]-xm. =il-x,(1+r)ﬁi =x[i(]+r)fi =X, (1+r)/r.
i=0 i=0 i=0
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Ilustracja tego przypadku jest model wykorzystany miedzy innymi w: Klein
(1950), Tinbergen (1959), Klein (1982), Solow (2000), w ktorym zasob kapitatu K,
pod koniec okresu ¢ jest wynikiem powigkszenia kapitalu K, ; z konca poprzed-
niego okresu o inwestycje netto /; poniesione w okresie ¢:

K;:thj +It. (131)
Poniewaz zasada ksztaltowania K jest taka sama we wszystkich okresach:
Kii=Ki—i-1+ It-i, = 0, 1, 2,...;

przez kolejne podstawianie uzyskujemy zalezno$¢:

0

Ki=31,, (1.32)
i=0
z ktorej wynika, ze kapitat jest wynikiem skumulowania inwestycji netto poczy-
nionych w catej historii.

(Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze tzw. hipoteza permanentnego dochodu
(Permanent income hypothesis), M. Friedmana, Friedman (1957), ma daleko idace
podobienstwo do powyzej przedstawionego modelu, z ta r6znica, ze jest on zwrod-
cony w przyszios¢).

Roéwnanie (1.32) jest modelem opdznienia, w ktérym wszystkie wspotczyn-
niki struktury opéznienia sg rowne, vi=1, i= 0, 1, 2,..; i dlatego odpowiadajgca im
suma (1.2) jest rozbiezna. Jednak kapitat okreslony w réwnaniu (1.32) ma skon-
czong warto$¢ implikujaca zbiezno$¢ szeregu )./, .

i=0

W kategoriach ekonomicznych zbiezno$¢ te¢ mozna uzasadni¢ na dwa sposo-
by. Pierwszy wiaze si¢ z faktem, iz rozw6j gospodarczy nie ma nieskonczonej hi-
storii, a niezerowe inwestycje sa ponoszone dopiero od pewnego - gorzej lub lepiej
- sprecyzowanego okresu poczatkowego. W takim wariancie mamy do czynienia z
modelem skonczonym, ktory jest zawsze zbiezny przy ograniczonych wartos$ciach
wspotczynnikow 1 zmiennej niezalezne;.

Sposob drugi, niewymagajacy zatozenia o skonczonosci horyzontu histo-
rycznego, opiera si¢ na zatozeniu, ze w calym okresie, w ktorym czas przyjmowat
wartoséci od -co do ¢, inwestycje wzrastaly z przecigtng stopg wzrostu r, » > 0. W
tym wariancie zbiezno$¢ szeregu, ktdrego wyrazami sg elementy ciggu geome-
trycznego, jest zapewniona przez zbiezno$¢ tego ciggu przy dodatniej wartosci
przecigtnej stopy wzrostu 7. Zatozenie to pozwala na odtworzenie usrednionych
warto$ci minionych naktadow inwestycyjnych:

Li=L(l1+r)  Lo=L(1+r)?,  Li=L(1+r)", ;i=012,...:

oraz, po podstawieniu odpowiednich wyrazow do sumy (1.27), na przedstawienie
kapitatu K; za pomocg nast¢pujgcego rownania
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Ki=1Y(1+r)" =L(1+r)/r.
i=0

Obliczajac na podstawie wzoru (1.8) udziaty u,;:
_ 1, (1+r)_i _r (]+r)_i
I+r I+

I,—
r

=r(I+ry ™ =0, 1,2,

Ui

mozna obliczy¢, zgodnie ze wzorem (1.10), §rednie wynikowe opdznienie:

& R oor & 1
= 1. = —(/ L (7 ' =—.
MU, i:z()lult ;}l 1+r( +r) I+r,§)l( +r) p

W omawianym przyktadzie warto$¢ §rednia wynikowego rozktadu op6znie-
nia jest funkcjg przecigtnej stopy wzrostu inwestycji: im nizsza wartos$¢ tej stopy,
tym wyzsza wartosc tej srednie;j.

Przyjmujac, ze przecig¢tna w catej historii stopa wzrostu inwestycji » wynio-
sta 5% rocznie, uzyskujemy wartos¢ wynikowego opoznienia rowng 20 lat. Wiel-
ko$¢ te mozna interpretowac (bedzie o tym mowa dalej podczas omawiania modeli
przeptywow) jako przecigtny wiek jednostek wchodzacych w sktad skumulowane-
go kapitalu. Korzystajac z wlasno$ci ciaggu geometrycznego nietrudno obliczy¢, ze
pod koniec okresu ¢ 64% jednostek zainstalowanego kapitatlu ma mniej niz 21 lat,
natomiast pozostate 36% sklada si¢ z jednostek w wieku zawierajacym si¢ w prze-
dziale pomiedzy 21 latami i nieskonczonos$cia.

W przedstawionym wyzej Przykltadzie 1.3 zbiezno$¢ sumy w wyrazeniu
(1.1) nie wynikata ze zbieznosci sumy (1.2) lecz ze skonczonej wielkosci histo-
rycznie poniesionych nakladéw inwestycyjnych. W przyktadzie tym nie istnieje
rozktad opoznienia, zatem nie jest rOwniez okreslona $rednia rozktadu opdznienia
M(W,), mozna natomiast okresli¢ Srednig rozktadu op6znienia wynikowego M(U,).
O tym, jaki jest przecietny wiek jednostki kapitalu decyduje w Przyktadzie 1.3 nie
mechanizm opodznienia, lecz wylgcznie mechanizm ksztaltowania si¢ zmiennej
niezaleznej.

Przejdziemy teraz do analizy modelu opoznienia, w ktorym istniejg obie
wielko$ci $rednie: $rednia rozkladu opoéznienia wynikowego i $rednia rozkladu
opdznienia.

Przyktad 1.4

Niech wartosci wspotczynnikow opdznienia tworza malejacy ciag geome-
tryczny:
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vi=(1-1)Y,0<A<1,i=0,1 2,..;

ktérego suma (1.2) (mnoznik dtugookresowy) ma skonczong warto$¢ i wynosi:
a=Yv,=1/21;
i=0

znormalizowane wspotczynniki w;, i = 0, I, 2,..; maja postac:
wi=A(I-1),i=012,..;
a $rednia rozktadu opdznienia M(W) wynosi:
MW)=(1-21)/A4. (1.33)

Analityczne wyznaczenie wartosci $redniej rozktadu op6znienia wynikowe-
go wymaga dodatkowych zatozen o ksztalttowaniu si¢ zmiennej niezaleznej. Niech,
podobnie jak w Przyktadzie 1.3, zmienna niezalezna wzrasta z okreslonym statym
tempem wzrostu r:

xi=xpxi 0 =xi(I+r)y, xi2=x.(1+r7...
tym razem jednak nie precyzujac z gory przedziatu zmienno$ci stopy r.

Uwzglednienie ostatniego zatozenia pozwala na wyznaczenie wartosci
zmiennej zaleznej jako sumy postgpu geometrycznego:

| y (-2 +r
A(I-A) -x(I+r)" =A1x =Ax 1.34
( / t( ) ZZ(:)(]JH” ] "Aar ( )

L

o0
Y= Zvi'xt—i =
i=0

oraz udziatow u,;, i = 0, 1, 2,..; (na podstawie wzoru (1.8)):

-2
Ax,|—— i
B E R VA A+ (-4 (135)
COEy) 5 o e ) ’
"DA+r

na ktorych podstawie po nieskomplikowanych przeksztatceniach uzyskujemy war-
tos¢ srednig wynikowego opoznienia M(U,):
1-4

M(Ut):/1+r'

(1.36)

Mianownik parametru M(U, ), wzor (1.36), rozni si¢ od mianownika para-

metru M(W), wzor (1.33), o warto§¢ wspotczynnika ». Warunkiem, aby zmienna
zalezna y,; miata skonczong i dodatnig wartosc¢ jest zbieznos$¢ sumy,
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= 1-4 Y
,;;(]Jrr J ’

ktéra zachodzi, gdy » spelnia warunek: - r < A <2+r.

Z przedstawionego wyzej wywodu wynika, ze dla zapewnienia zbieznosci
powyzszej sumy stopa wzrostu warto$ci zmiennej niezaleznej nie musi by¢ dodat-
nia, jednak musi by¢ wigksza od wartos$ci wspotczynnika A ze znakiem ujemnym (»
> A).

Ze wzorow (1.33) i (1.36) wynika ponadto, ze w omawianym przyktadzie
udzialy u;, i = 0, 1, 2,..; a co za tym idzie, réwniez $rednia wynikowego rozktadu
opoznienia M (U, ), nie zaleza od czasu. Jest to rezultat tego, ze zmianie nie ulega

stopa wzrostu wartosci zmiennej niezaleznej. Jednak w ogolnym przypadku para-
metry rozktadu wynikowego opdznienia sa zmienne.

Roznica pomigdzy wartosciami M(W), wzor (1.33),1 M(U, ), wzor (1.36),
jest skutkiem tego, ze pierwsza wielko$¢ nie zalezy od ksztaltowania si¢ zmiennej
niezaleznej i okre$la opdznienie wynikajace z dzialania mechanizmu opdznienia,
natomiast druga wielko$¢ uwzglednia taczny efekt dziatania mechanizmu opdznie-
nia, jak i ksztaltowania si¢ zmiennej niezaleznej. Poniewaz w rozpatrywanym
przykladzie wartosci zmiennej niezaleznej wzrastaja, znacznie wigkszg wage w
ksztattowaniu warto$ci zmiennej zaleznej maja wyzsze, najpdzniejsze wartosci
zmienne] zaleznej, ktorych wktad - w tym przykladzie - jest wazony za pomoca
wspotczynnikow opdznienia o wyzszych wartosciach. Zmniejsza to w efekcie
udzial wczesniejszych warto$ci zmiennej niezaleznej w ksztaltowaniu wartosci
zmiennej zaleznej.

Porownanie uzyskanych wartosci M(W) i M (U, ) prowadzi do wniosku, ze
przy r =0, M(W)= M (U, ). Wynik ten w omawianym przyktadzie nie jest efektem
szczegblnego doboru wspotczynnikéw opoznienia, lecz ma charakter ogdlniejszy -

jest zgodny z Lematem 1, z ktorego wynika, Zze w stanie ustalonym $rednia wyni-
kowego rozktadu opdznienia i $rednia rozktadu opdznienia sa sobie rowne.

W sensie formalnym analizowany tu model mozna uzna¢ za og6lniejszy od
modelu z Przyktadu 1.3, ktory mozna interpretowaé jako jego szczegdlny przypa-
dek przy wartosci parametru 4 = 0.

Ekonomiczng ilustracjg moze by¢ model ksztaltowania si¢ kapitatu pod
wpltywem ponoszonych naktadéow inwestycyjnych oraz uwzglednionego explicite
procesu deprecjacji kapitalu. Przy zalozeniu statej wartosci wspotczynnika depre-
cjacji d 1 mechanizmu deprecjacji kapitatlu, w ktorym wielko$¢ deprecjacji jest
proporcjonalna do wielkosci kapitalu, rownanie kapitalu przyjmuje nastepujgca
postac:
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Kt:thj-thfj+I,t:(]-d)K17]+Iyt. (137)

Wspotczynnik deprecjacji d okre$la w okresie ¢ wielko$¢ d K, — ; , tzn. te
czes¢ kapitatu K, ;, ktora w tym okresie ubywa z zasobu tego kapitatu. Zmienna /*;
oznacza wielko$¢ inwestycji brutto, ktorej zwiazek z inwestycjami netto /, z Przy-
ktadu 1.1 opisuje zaleznos$¢:

[t:Iy;-thfL
Zatozmy, ze zalezno$¢ (1.37) obowigzuje we wszystkich okresach poprze-
dzajacych okres ¢:
Kei=(1-d)Ki—ii + 1 i=012,.. (1.38)

Zastepujac w rownaniu (1.38) odpowiednio zmienna K, — ; przez K, - 2, K, - >
przez K; 3, itd., okreslane dla kolejnych i otrzymujemy nastepujaca postac zalez-
nosci (1.37):

K=L+(1-d)I'y+(1-dViz+.= > (1-d) T, ;. (1.39)
i=0

Roéwnanie (1.39) mozna interpretowaé jako model opdznienia, w ktérym in-
westycje sg zmienng niezalezng, wspotczynniki opoznienia vi, i = 0, I, 2,...; sa
wyrazone za pomocg wzoru:

vi=(1-dY,i=0,12,..

mnoznik dtugookresowy jest rowny 1/d, a znormalizowane wspotczynniki sg opi-
sane za pomoca nastepujacego wzoru:

wi=d(1-d),i=0,1,2,..

Analizujac przypadek dodatnich wartos$ci stopy wzrostu inwestycji » nie-
trudno zauwazy¢, ze $rednia rozkladu opdznienia M(W) jest wigksza od wartosci
sredniej wynikowego rozktadu opodznienia M(U,). Przyjmujac, podobnie jak w
Przyktadzie 1.3, ze stopa wzrostu r = 5% oraz wspdtczynnik d = 0,075, uzyskuje-
my:

M(W) = 12% oraz M(U,), - s, = 7,4.
Roznica pomiedzy M(W) oraz M(U,) jest znaczaca: zwigkszenie stopy wzro-

stu od zera (w stanie ustalonym) do pigciu punktéw procentowych obniza $rednie
op6znienie o 40%.

Parametry M(W) i M(U,) maja skonczone wartosci tak dtugo, jak dtugo spet-
niony jest warunek -d < r . Je$liby zatozy¢, ze inwestycje historyczne nie rosty,
lecz spadaty w tempie 2,5% rocznie, wowczas

MW) = 12% oraz M(U,),= 250, = 18 %.
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W powyzszym przyktadzie roznica pomigdzy M(W) i M(U,) jest dodatnia
przy inwestycjach rosnacych oraz malejaca przy inwestycjach spadajacych. Wy-
kres zalezno$ci pomiedzy warto$cig Srednig wynikowego rozktadu opdznienia
M(U,) a stopa wzrostu r w analizowanym przyktadzie przedstawiono na rys. 1.1.
Omawiana wlasnos$¢ nie wynika z doboru konkretnego modelu opdznienia, lecz ma
charakter ogdlniejszy. Méwi o tym przedstawione dalej Twierdzenie 1, ktérego
dowdd jest zamieszczony w Dodatku 1.

Réwnie wazna rzecza jest wplyw stopy wzrostu na wariancje wynikowego
rozktadu opo6znienia. Korzystajac ze wzordéw (1.20) i (1.24) po nieskomplikowa-
nych przeksztalceniach mozna uzyska¢ dla rozwazanego przykladu nastepujacy
wzOr:

(I+r)({-d)

b= (d+r)

b

objasniajacy zalezno$¢ wariancji wynikowego rozktadu opoznienia od stopy wzro-
stu zmiennej niezaleznej.

Z powyzszego wzoru wynika, ze przy zerowej stopie wzrostu wariancja roz-
ktadu opdznienia i wariancja rozktadu wynikowego op6znienia sg rowne, a ponad-
to wraz ze wzrostem stopy 7, wariancja rozktadu wynikowego opo6znienia maleje.

Przyjmujac, ze wspotczynnik d = 0,075 a stopa wzrostu r = 5% uzyskujemy:
D’(W), =5y, = 164,4; D(W), - 50, = 12,8 oraz D*(U), = 50, = 62,2, D(U), - 50, = 7.,9.

Rys. 1.1. Przykiad 1.4. Zalezno$¢ $redniego tgcznego opdznienia M (U(r)) od stopy
wzrostu » przy zalozonej wartosci $redniej rozktadu op6znienia M(W) réwnej 12%.
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Przy tej samej wartosci wspolczynnika d lecz z ujemng stopg wzrostu r= -
2,5% wariancja wynikowego rozktadu opoznienia wynosi:

D*(U), - 250 = 360,8; D(U), - 250 = 19,0.

Z przedstawionych powyzej obliczen dla Przyktadu 1.4 wynika, Ze wariancja
rozkltadu wynikowego opdznienia reaguje na wielko$¢ stopy wzrostu zmiennej
niezaleznej podobnie jak warto$¢ $rednia rozktadu wynikowego opdznienia: maleje
wraz ze wzrostem stopy wzrostu zmiennej niezaleznej oraz ros$nie ze spadkiem tej
zmiennej.

Uwaga. Ten wynik nie ma charakteru ogélnego, bowiem w przypadku nie-
ktorych rozktadow opoéznienia zwickszenie stopy wzrostu zmiennej niezaleznej
powoduje wzrost wariancji wynikowego rozktadu opdznienia. Ilustruje to nastepu-
jacy przyktad.

Przyktad 1.5

Rozwazmy dwa skonczone rozktady opéznienia W i W®. Niech pierwszy
rozktad opéznienia W’ ma tylko dwa niezerowe stale wspotczynniki rozktadu:

wi”=1/3 i w!”=2/3. Warto$¢ $rednia rozktadu opdznienia wynosi
MW )=2/3 awariancja D*(W" )=2/9.

Zakladajac, ze zmienna niezalezna x ro$nie ze stopa wzrostu réwna r=5%,
srednia oraz wariancja wynikowego rozktadu opoéznienia wynosza odpowiednio:

MU )=0,6446 i D°(U'"”)=0,2291. Zatem wariancja wynikowego rozktadu
opdznienia obliczona dla wartos$ci stopy wzrostu rownej r=5% jest wigksza od

wariancji rozkladu wynikowego opdznienia obliczonej dla wartosci stopy wzrostu
rownej r=0%.

Drugi z rozwazanych w ramach tego przyktadu skonczony rozktad opo6znie-
nia W® ma réwniez tylko dwa niezerowe state wspolczynniki rozktadu: wy=2/3 i
wi= 1/3. Warto$¢ $rednia rozktadu opdznienia wynosi M(W@)= 1/3; za§ wariancja
rozkladu opdznienia wynosi podobnie jak w pierwszym rozktadzie D*(W?)=
0,222.....

Przyjmujac to samo zalozenie, ze zmienna niezalezna x ros$nie ze stopa
wzrostu rowng »=5%, $rednia oraz wariancja wynikowego rozktadu opoznienia
wynoszg dla tego rozktadu odpowiednio: M(U*’ )=0,312 i D*(U/*’ )=0,215
M(U)= 0,312 i D(U)= 0,215. Zatem wariancja rozkladu wynikowego opdznienia
obliczona dla wartosci stopy wzrostu rownej r=5% jest mniejsza od wariancji roz-
ktadu wynikowego opdznienia obliczonej dla warto$ci stopy wzrostu réwnej
r=0%.
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W obu rozwazanych w tym przykladzie przypadkach, wzrost zmiennej nie-
zaleznej powoduje obnizenie wartos$ci Sredniej rozktadu op6znienia wynikowego w
stosunku do wartosci $redniej rozktadu opdznienia.

Analiza ksztaltowania si¢ wariancji wynikowego rozktadu opdznienia w obu
przypadkach wskazuje na jej odmienny przebieg. W przypadku pierwszego z roz-
wazanych rozkladow nastepuje spadek, natomiast w drugim wzrost wariancji wy-
nikowego rozkladu opdznienia. Wynika z tego nastgpujacy wniosek: w ogdlnym
przypadku wzrost stopy wzrostu moze powodowaé zarowno wzrost jak i spadek
wartosci wariancji rozktadu wynikowego op6znienia.

Wyjasnienie zjawiska ré6znego zachowania si¢ wariancji rozktadu op6znienia
wynikowego w podanych wyzej przyktadach mozna ograniczy¢ do opisu stowne-
go: w przypadku pierwszego rozktadu wzrost zmiennej niezaleznej powoduje
zwigkszenie stromizny rozktadu opoznienia wynikowego, co pociaga za sobg spa-
dek warto$ci wariancji rozktadu op6znienia wynikowego, natomiast w przypadku
drugiego rozkladu wzrost zmiennej niezaleznej powoduje sptaszczenie rozkladu
op6znienia wynikowego, co pociaga za sobg wzrost warto$ci wariancji rozktadu
opOznienia wynikowego’.

1.6. Srednia wynikowego rozkladu op6znienia M(Uy) jako
miara opdzZnienia (1)
Analiza wlasnosci $redniej rozktadu op6znienia wynikowego rozpoczgta zo-

stanie od zbadania ogdlnej zaleznosci rozktadu opdznienia wynikowego od stopy
wzrostu zmiennej niezalezne;.

Zgodnie z zaleznoscia (1.8), dla rozktadu opoéznienia W, oraz statej stopy
wzrostu », wspotczynniki udziatlu, tzn. wspolczynniki rozktadu opdznienia wyni-
kowego u;;, i = 0, 1, 2,...; sa okreslone za pomoca nastgpujacego wzoru:

= VX v, x(1+r)" B v, (1+r)" B w, (1+r)"

Z"tj Xi-j thj X (1+r)” ZV,]- (1+r)”/ ZWU (1+r)”
Jj=0 Jj=0 Jj=0 j=0

- - ’

i=0, 1 2. (140)

z ktérego wynika, zgodnie z Lematem 1, ze przy stopie wzrostu roOwnej zero
wspotczynniki udziatu u; i, , i = 0, 1, 2,...; sa rowne wspotczynnikom rozktadu
opOznienia W,.

Ponizej przedstawione zostaly twierdzenia, ktérych dowody zamieszczono w
Dodatku 1.

® Okre$lony na danym odcinku rozktad liniowy ma wariancje mniejszg od rozkladu réwnomiernego
okreslonego na tym samym odcinku.
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Twierdzenie 1. O odchyleniu §redniego tacznego opdznienia M(U,) od war-
tosci sredniej rozktadu opdznienia M(W,) przy stalej nieujemnej stopie wzrostu »
zmiennej niezalezne;j.

Zatozenia Istniejg rozktad opoznienia W; i jego podstawowe parametry
M(W,) i D*(W)).

Teza Przy nieujemnej stopie wzrostu zmiennej niezaleznej r, r > 0, $rednia
opo6znienia wynikowego M(U,) jest nie wigksza od $redniej rozktadu opdznienia
M(W,):

MU) <M(W)).

Z Twierdzenia 1 wynika, ze odchylenie wartosci $redniej wynikowego roz-
ktadu opo6znienia M(U,) od wartosci $redniej rozktadu op6znienia M(W)) jest funk-
cja wartos$ci stopy wzrostu » zmiennej niezaleznej. Te samg teze w nieco inny spo-
sob mozna dowies¢ za pomoca twierdzenia o pochodnej M(U,).

Twierdzenie 2. O zalezno$ci warto$ci $redniej wynikowego rozktadu opdz-
nienia M(U,) od stalej nieujemnej stopy wzrostu » zmiennej niezalezne;j.

Zatozenia Istniejg rozklad opoznienia W, i jego podstawowe parametry
M(W,) i D*(W).

Teza Warto$¢ srednia rozktadu opdznienia wynikowego M(U,) jest malejaca
funkcja stopy wzrostu » zmiennej niezaleznej.

Komentarz

Twierdzenie 1 i Twierdzenie 2 zostaly dowiedzione dla dowolnych rozkta-
dow opo6znien oraz dodatnich wartos$ci statej stopy wzrostu oraz skonczonych war-
tosci zmiennej niezaleznej.

W przypadku ujemnych stop wzrostu zmiennej niezaleznej zalezno$¢ od-
wrotna nie zawsze jest spetniona. Dla skonczonych rozktadow opdznienia W, ist-
nienie wynikowego rozktadu opo6znienia U, jest zapewnione dla skonczonej warto-
$ci najwiekszego znaczacego indeksu i,. Dzigki temu przy ujemnej stopie wzrostu
zmiennej niezaleznej zachodzi relacja:

MU) = M(W,).

W przypadku rozktadéw nieskonczonych relacja ta moze nie zachodzi¢. Jak
pokazuje Przyktad 1.4 i ilustrujacy go rys.1, skonczone wartosci zmiennej nieza-
leznej nie zawsze sa warunkiem wystarczajagcym istnienia rozktadu wynikowego
op6znienia oraz jego podstawowych parametrow. Dla okreSlonych warto$ci ujem-
nych! stop wzrostu (-4 <r < () zmienna niezalezna przyjmuje (w granicy) warto-

10 Oznacza to spadek warto$ci zmiennej niezaleznej od warto$ci nieskonczonej w ,,zamierzchtej
przesztosci” do skonczonej wartosci x: w okresie ¢ ze stalg stopa spadku 7.
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$ci nieograniczone, a mimo to istnieje rozktad wynikowy opdznienia. Gdy stopa
wzrostu przyjmuje ujemne wartosci z przedzialu -1 > r, rozktad wynikowy rozkta-
du opdznienia nie istnieje.

Opisana w Twierdzeniach 1 i 2 wlasno$¢ nie wystepuje w przypadku opdz-
nienia prostego, w ktorym wariancja wynikowego rozktadu opodznienia, podobnie
jak wariancja rozktadu opoznienia, ma warto$¢ zero (rozktad jednopunktowy).

Z powyzszych rozwazan mozna wyprowadzi¢ nastgpujacy wniosek: wtedy,
gdy celem badania jest ustalenie opdznienia zmiennej zaleznej wzgledem zmiennej
niezaleznej, za miernik op6znienia powinna by¢ przyjmowana warto$¢ Srednia
rozktadu opdznienia wynikowego; wykorzystanie do tego celu warto$ci $redniej
rozktadu opoznienia pociagga za sobg powstanie btedu, ktorego wielkos¢ zalezy od
dynamiki zmiennej niezalezne;j.

Twierdzenie 3. Twierdzenie o zaleznos$ci rozkladu wynikowego opdznienia
od stopy wzrostu zmiennej niezaleznej

Zatozenia Rozwazany jest model opoéznienia roztozonego, w ktorym sg
okreslone podstawowe parametry rozktadu opdznienia i w ktorym warto$ci zmien-
nej niezaleznej wzrastaja ze stalg stopa wzrostu r.

Teza Gdy stopa wzrostu » zmiennej niezaleznej x rosnie do nieskonczonosci,
rozktad opdznienia wynikowego dazy do rozktadu jednopunktowego (opdznienia
prostego) o wartosci $redniej rozktadu opdznienia wynikowego réwnej najmniej-
szej wartosci indeksu znaczacego iq, a wariancja rozktadu opoznienia wynikowego
dazy do zera.

Komentarz

Dowiedziona w Twierdzeniu 3 zbiezno$¢ rozktadu wynikowego op6znienia
do rozktadu jednopunktowego jest powolna. Wraz ze wzrostem wartos$ci stopy
wzrostu r, warto$¢ $rednia rozktadu opoznienia wynikowego maleje monotonicznie
do wartosci ia.

Spadkowi wartosci $redniej rozktadu op6znienia wynikowego nie musi to-
warzyszy¢ monotoniczny spadek warto$ci wariancji rozktadu op6znienia wyniko-
wego. Jak wynika z Przyktadu 1.4 przedstawionego w punkcie 1.5, mozna znalez¢
takie rozktady op6znienia, dla ktorych zwigkszenie stopy wzrostu w pewnym prze-
dziale warto$ci powoduje wzrost wariancji rozktadu wynikowego. Wyplywa z tego
wniosek, ze przedziat wartosci stopy wzrostu, dla ktorej zjawisko to daje si¢ zaob-
serwowac, jest ograniczony; dla kazdego rozktadu opdznienia tego rodzaju mozna
znalez¢ takg wielko$¢ stopy wzrostu, od ktorej dalszy jej wzrost powoduje spadek
wariancji rozktadu opo6znienia wynikowego.



44 Jan GADOMSKI

1.7. Srednia rozkladu opéznienia wynikowego M(Uy) jako
miara op6Znienia (2)

Badanie wilasnos$ci $redniej rozkladu opodznienia wynikowego M(U,) roz-
pocznie analiza jej reakcji na zakldcenie stanu ustalonego przez zdefiniowana w
Punkcie 1.4 impulsowg zmian¢ wartosci zmiennej niezaleznej w okresie fy, wzor
(1.22). Dla ustalenia uwagi analiza opiera¢ si¢ bgdzie na zatozeniu, ze wielko$¢
zaktocenia zmiennej niezaleznej Ax oraz wartos¢ tej zmiennej w stanie ustalonym
x* sg dodatnie, rozktad opdznienia nie jest jednopunktowy oraz okreslone sa nieze-
rowe wartosci Srednie 1 wariancje rozktadéw opo6znienia i opoéznienia wynikowego.

Na podstawie wzorow (1.17), (1.22) 1 (1.23) uzyskujemy nastepujace zalez-
nos$ci opisujace wartosci wspotczynniki rozktadu opdznienia wynikowego w kolej-
nych okresach, ¢ > ¢:

t,i
A JAFE— 1,
I+——w,,
X
u, = A Xx 1.41
x* t,i
J=1t—1
A x 0
1+ = Wiy,
X

Poniewaz modele (1.15) i (1.8) maja ten sam rozktad opdznienia, wzor
(1.23) mozna zastosowac do okreslenia warto$ci $redniej rozktadu opdznienia wy-
nikowego w okresach ¢ > #y:

Zix* w, . +(t—t,)A XW,,

M(U)== ,
(v x*+Axw,,

)

. AXx
Zl Wi +(t_t0) * Wi,
=0 X

Ax ’
—w

t,t—t,
x* 0

1+

A x
M(VK)_i_(t _tO)F Wl,t—tg

A x ’
+ % Wt,t—t(,

1

1 wreszcie:
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Ax(t-t,)
x* M(W,)
Ax

I+—w
t,t—t
x* !

Wt,t—t()

M(U)= M(W,) (1.42)

Jak wynika z zalezno$ci (1.42), w nastegpstwie impulsowego zaktocenia sta-
nu ustalonego w okresie #), warto$¢ $rednia wynikowego rozktadu opdznienia
M(U,) rozna od wartos$ci $redniej rozktadu op6znienia M(W,) pojawi si¢ w okresie
t, t =ty + ig, przyjmujac warto$¢'!:

Ax i,
* M(W Wtﬂ+id:id
x* MW, )

A x ’

1 Wotia g

MU, )=M(W,,) (1.43)

1+

ktora jest mniejsza od M(W, . ), poniewaz z zatozenia rozklad opdznienia nie jest
jednopunktowy.

Ze wzoru (1.39) wynika, ze reakcja wartosci $redniej rozktadu opdznienia
wynikowego pojawia si¢ w okresie o numerze ¢ = ¢y + iz w ktdorym przyjmuje war-
to$¢ mniejsza od M(W, ., ).

Ze wzoru (1.37) wynika, Ze $rednia rozktadu wynikowego opdznienia M(U,)
ksztattuje si¢ wedtug schematu: w okresach, dla ktérych ¢ - tp < M(W,) jest nie
wieksza od sredniej rozktadu opdznienia M(W,) oraz dla t-t9 > M(W,) nie mniejsza
od $redniej rozktadu opo6znienia M(W,), a ponadto, gdy ¢ —oo, wtedy zbiega do
warto$ci M(W,). Uzycie w tym wypadku nieostrych relacji ,,nie mniejsza” i ,,nie
wieksza” wynika z tego, ze w ogélnym przypadku niezerowe wspotczynniki roz-
ktadu opo6znienia moga by¢ poprzedzielane wspotczynnikami o zerowych warto-
sciach; w takich przypadkach, ilekro¢ w,; = 0 oraz i = t - tp, wtedy wzor (1.37)
ulega redukcji do rownosci:

M(U)= M(W,).

O ile reakcja wartosci $redniej wynikowego rozktadu opdznienia na majace
posta¢ impulsu zaklocenie stanu ustalonego przebiega dla wszystkich niejedno-
punktowych rozktadéw opoznienia wedtug tego samego schematu, to w przypadku
wariancji rozktadu opo6znienia wynikowego taka prawidlowo$¢ nie wystepuje.
Problem ten jest zilustrowany za pomocg ponizszego przyktadu.

1 Wspobtezynnik iq zdefiniowany zostat w punkcie 1.1 jako najmniejszy indeks wspotczynnika opoz-
nienia nierbwnego zero.
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Przyktad 1.6

Rozwazmy dwa rozktady op6znienia z Przyktadu 1.5. Badamy ksztaltowanie
si¢ warto$ci $rednich i wariancji w odpowiednich rozktadach opdznienia wyniko-
wego w nastgpstwie zaklocenia stanu ustalonego impulsem Ax= I w okresie #.
Niech ponadto x* = . Wspotczynniki, warto$ci $rednie i wariancje obu wyniko-
wych rozktadéw opo6znienia wynosza odpowiednio w okresach # i t)+1 (W pozo-
statych przyjmujg wartosci rowne odpowiednim parametrom rozktadu opdznienia):

A x
(]+ xi*)W”)r,,o

I ] (1 ] (1 I
uiy0= == uyi=1-u"o== MU, )=u"" ==,D*(U, " )==;
Ax 2 2 2 4
I+—— w0
x*
(1) w0 VI (n 4 (1 (1) 4 a1
u zﬂ+1,o=T=§,u [0+1,1=1—u zo+1,o=g,M(U,ﬂ+1 )=u 10+1,1=§,D (UW, ):g;
]+7W(“r,,+1,0
X*
oraz
A x
(14 W ; ; .
X 2 (2
u?yo= == uP == MU )=u?,, ==, D*(U " )=—;
’ Ax 5 s o s o 25
]+7W{2)z00
x*
(2)
W 41,0 ] ] (2 ] (2) ]
u”)zwz,o =— 9 - M(Z)t(,-ﬂ,]:—, M(U ))=u(2)t(,+1,1 =—, DZ(U )=—.
A ty+1 to+1
X 2 2 2 2 4
1+—*W tp+1,0

X

Uzyskane wyniki sa przedstawione na wykresach zamieszczonych na rys.
1.2, 1.3 1 1.4. Dla tatwiejszego ich odczytu przedstawione na tych wykresach punk-
ty zostaly polaczone liniami.
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Rys. 1.2. Warto$ci $rednie rozktadéw opdznienia wynikowego M ( Ut(” )i M( Ut(z) )
z Przyktadu 1.6 po impulsowym zakloceniu stanu ustalonego w chwili #=0.

Jak wynika z rys. 1.2, przebiegi wartosci $rednich obu rozwazanych rozkta-
dow opdznienia wynikowego sa bardzo podobne, wpierw przyjmuja wartosci niz-
sze, nastepnie wyzsze i wreszcie wartosci rowne odpowiednim §rednim rozktadow
opdznienia.

Rys. 1.3. Warto$ci wariancji rozktadow wynikowych D*(U™ ) i D*(U" )
z Przyktadu 1.6 po impulsowym zakldceniu stanu ustalonego w chwili #=0.
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Przebieg warto$ci wariancji wynikowych rozktadow opoznienia jest w obu
rozwazanych modelach inny, rys. 1.3. O ile w przypadku pierwszego rozktadu
impulsowe zakldcenie powoduje wpierw wzrost, nastgpnie spadek wariancji i
wreszcie przywrocenie jej warto§ci wyjsciowej, to w przypadku rozkladu drugiego
impulsowe zakldcenie powoduje wpierw spadek, nastgpnie wzrost wariancji i
wreszcie przywrdcenie jej warto$ci wyjsciowej.

Dalsze badanie wlasno$ci sredniej wynikowego rozktadu opéznienia M(U,)
polega¢ bedzie na analizie jej reakcji na zaktocenie w okresie #; stanu ustalonego
przez zdefiniowana w punkcie 1.4 schodkowg zmiang¢ wartosci zmiennej niezalez-
nej, wzory (1.24) i (1.25). Na podstawie Lematu 1 wiadomo, ze dla ¢ < #y , model
jest w stanie ustalonym, w zwiazku z czym M(U,) = M(W,), oraz u;;=w;;,i =0,
12 ...

Dla ¢ 2>t wspotczynniki udziatu u,;, i = 0, 1, 2,...; przyjmuja, zgodnie ze
wzorem (1.17) wartosci:

*
x*+4 xz W,
U, = - »/vto (1.44)
= i>t—t,
x*+A4 xz W,
j=0

Zaleznos¢ (1.44) utatwia wyznaczenie $redniej rozkladu opodznienia wyni-
kowego dla ¢ > ¢y

t—ty © [ll) &
Yiw (x*+Ax)+ Y iw,x* Yiw (x*+Ax)+ Y iw,x*
i=0 i=t—ty+1 i=0 i=t—ty+1
M(Ut )Z - t—t,; - = — t—t,,l -

X*¥+AxYw, X*¥+AXY W,
i=0 i=0

MO )+AX S, MO )+ 5 S,
i=0 . x* i=0

X*4+A xtimw[[ ] +EHOW _
i=0 x* iz "
1 ostatecznie:
A X ’_golwtl
MW
M, )=mew,)— 2 MO0 (1.45)
A xt-
] T e Wti
X i=0
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Z zamieszczonego w Dodatku 1 Lematu 2 wynika, ze dla kazdego & > 0 za-
chodzi nierownos¢:

k

2w,
k i "
W, ———.
5" Mow,)

z ktorej wynika, ze przy zaktoceniu stanu ustalonego skokowg zmiang wartosci
zmienne] niezaleznej warto$¢ utamka we wzorze (1.45) jest zawsze mniejsza od
jednosci, a wiec wartos¢ $redniej rozktadu opdznienia wynikowego M(U,) jest
zawsze nizsza od wartosci sredniej rozktadu opdznienia M(W,). Poniewaz wartos¢
tego utamka dazy do jednos$ci wraz z t—o0, zatem M(U,) zbiega do M(W,). Podob-
nie jak w przypadku zaktocenia stanu ustalonego impulsem, rowniez w tym przy-
padku odchylenie M(U,) od M(W,) pojawia si¢ w okresie fyt+iy4, kiedy $rednia roz-
ktadu opdznienia wynikowego przyjmuje wartosc:

Ax i, Wosia iy

x* MW, )
M(Ut()ﬂ'd )ZM(VV;(,W ) A x
1+

(1.46)

W, ..
X* totig g

1.8. Wielomian operatorowy i funkcja tworzaca

Operator op6znienia i funkcja tworzaca to pojgcia matematyczne wykorzy-
stywane w wielu dziedzinach, a szczegdlnie w modelowaniu matematycznym sys-
teméw dynamicznych oraz probabilistyce. Zastosowanie ich w odniesieniu do mo-
deli opdznienia roztozonego, wynikajace z daleko idacych podobienstw rozktadow
prawdopodobienstwa i rozkladéw opdznienia, znacznie utatwia analize wiasnosci i
przeprowadzenie wielu dowoddw. Znacznie upraszczajg zapis i zostang wykorzy-
stane w Czesci Il poswigconej analizie wlasnosci ztozonych modeli opdznienia
roztozonego.

Operator opOznienia L jest przeksztalceniem'? o nastgpujacych wiasno-
$ciach:

Lxi=xi1 (1.47)

12 Symbol L (od angielskiego lag operator) zostat tu uzyty za Dhrymes P. J. (1981): Distributed Lags.
Problems of Estimation and Formulation, 2™ edition. North Holland Publishing Company, Amster-
dam, New York, Oxford (1981), chociaz w literaturze stosowany jest rOwniez symbol B (od angiel-
skiego: backward shift operator), jak na przyktad w Pindyck, Rubinfeld (1998), a w literaturze zwia-
zanej z technikg dominuje symbol z-/, ktérym postuguje sie rowniez Griliches (1967).



50 Jan GADOMSKI

L’x;=LLx;=Lxi.1=x (1.48)
LFxi =X, k=..-2-1,0,1,2,..; (1.49)
LFL'=LF; k1..-2-1,0 1, 2,...; (1.50)

L xi =1 x =x (1.51)
LFL* =1 =1'=1; k=..-2-1,0,1 2,..; (1.52)

(c1Lk +c;L1) Xe=ciXek Yt Coxey k1= ...-2,-1,0, 1, 2,...; (1.53)
gdzie:

X; — zmienna, liczba rzeczywista
1 — operator jednostkowy, taki, ze I x; =x;
c¢11¢;— liczby rzeczywiste.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktada¢, ze operator opdznienia L
wplywa wylacznie na zmienng niezalezna, lecz nie na wspotczynniki stojace przy
tych zmiennych. Z tego zatozenia wynika¢ bedzie dalej, ze wspotczynniki modelu
opoOznienia zawierajace indeks czasu sa dane dla kazdego okresu t. Zalozenie to z
jednej strony znacznie upraszcza analize, z drugiej zas zmniejsza 0g6lnos¢ rozwa-
zan; bedzie to wyjasnione w dalszej czesci.

Wyrazenie o postaci:

Ct(L) = ;}ctil‘i )
gdzie ¢;;, i= 0, 1, 2, .. ; dane w okresie ¢ nieujemne wspolczynniki nalezace do

zbioru liczb rzeczywistych, ktérych warto$¢ zostata okreslona w okresie ¢, nazywa-
ne begdzie operatorem wielomianowym.

Wazne wilasnosci wiaza si¢ z sumowaniem i mnozeniem operatorow wielo-
mianowych. W przypadku sumowania dwoch operatoréw wielomianowych zbu-
(1) (1) (D) ) :

i

dowanych na zbiorach wspotczynnikéw odpowiednio (C/o L€ Gy

(c:(f L e ), wspolczynniki operatora wielomianowego powstatego z sumo-
wania dwoch operatoréw wiclomianowych sg sumg wystepujacych w wielomia-
nach wspotczynnikow o tych samych indeksach zwigzanych z potgga operatora
opOznienia:
C(L)=Se L' =C(L)+C(L)= SVl + Sl =S (Vv e ). (1.54)
i=0 i=0 i=0

i=0

W przypadku mnozenia dwoch operatorow wielomianowych zbudowanych

na zbiorach wspotczynnikéw odpowiednio (cf,j),cj;),cj;),...) i (c[,f),cff’,cfj’,...),
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wspolczynniki operatora wielomianowego Y ¢, L' powstalego z mnozenia dwoch
i=0

operatoréw wielomianowych Y ¢//L' i > c7L :
i=0 i=0

< i o (DTiNe (2T

i i i

thiL - Z;:)cti L ;}cﬁ L
1= 1=

i=0

tworza splot:
¢ =3l ; (1.55)

warto$¢ i-tego wspotczynnika ¢, 4, i=0, 1, 2,..; jest sumg wszystkich iloczyndéw par

wspotczynnikéw nalezgcych odpowiednio do zbioru (cfo“ oy ) i zbioru

(cf(f ey ), ktorych suma indeksow jest rowna i; wynika to z faktu, ze i-ty

wspotczynnik modelu uzyskanego z superpozycji dwoch modeli opdznienia rozto-
zonego stanowi sumg¢ wszystkich iloczynéw wspotczynnikow stojacych przy ope-
ratorze L'.

Istotng wlasnoscig iloczynu operatorow wielomianowych jest przemiennos¢:
& (DI > (DTi > (DTi~> (D7Ti .
_Z;,)cn. L .Z;;Cti L = Zoc”, L Zoc”. L;
i= i= i= i=

wynik mnozenia operatorow wielomianowych zdefiniowanych jak wyzej nie zale-
zy od ich kolejnosci. Wlasnos¢ przemiennosci jest nastgpstwem zatozenia o nieza-
lezno$ci warto$ci wspotczynnikow opdznienia roztozonego od operatoréw opoz-
nienia. (Jesliby wspotczynniki ¢;,, i=0,1, 2,..; modelu op6znienia roztozonego pod-
legaly dziataniu operatora L, wtedy w ogélnym przypadku zachodzitaby relacja:
Sl # Sl T,
i=0 i=0 i=0 i=0

Korzystajac z zapisu operatorowego model (1.1) mozna przedstawi¢ w na-
stepujacej postaci:

yﬁwqu%ﬂy{imﬂ}ﬁq, (1.56)
i=0

gdzie wyrazenie V,(L)=Yv,, L, nazywane operatorem wielomianowym opartym
i=0

na strukturze V; jest operatorem powstalym z sumowania operatoréw o postaci
v,L,i=012,..
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Na strukturze opdznienia mozna zawsze zbudowac operator wielomianowy;
zatem warto zauwazy¢, ze kazdemu operatorowi wielomianowemu zbudowanemu
na nieujemnych indeksach i nieujemnych wspoétczynnikach odpowiada pewna

struktura opo6znienia.
Funkcjg tworzaca V, (6) struktury opdznienia V, nazywane bedzie wyraze-

nie o nastepujacej postaci:
V(0)=3v, 0 (1.57)
i=0

gdzie: v, i = 0, 1, 2,..; wspOlczynniki struktury opdznienia V;, a zmienna 6 nalezy
do zbioru liczb rzeczywistych.

Funkcja tworzaca rozktadu opoznienia W, nazywane bedzie wyrazenie o na-
stepujacej postaci:
W(0)=3w,6& (1.58)
i=0

gdzie: w; i, 1 = 0, 1, 2,..; wspOlczynniki rozktadu opoznienia W;, a zmienna 6 zdefi-
niowana jak wyzej.

Dla dalszych rozwazan przydatne beda nastepujace wihasnosci funkcji two-
rZacej:

—warto$¢ funkcji tworzacej W,(0) rozklad op6znienia W, w punkcie 6 =1 jest
roOwna:
Wi(l)=1 (1.59)
—i-ta pochodna funkcji W,(6) rozklad opoznienia W; punkcie 6=1 jest row-
na wartosci i-tego wspotczynnika pomnozonej przez i/:
A,
do

:dW—,(])/i]’izo, 1, ... 3)
do'

i=0, 1, ..... (1.60)

(stad w,

—warto$¢ Srednia M (W, ) rozktadu opdznienia W, jest roOwna:

_awi)

3 (1.61)

MW,)
—wariancja D’ (W,) rozkladu op6znienia W, jest réwna:

D(W,)= +M(W,)-[Mw,)f. (1.62)

dW(1) dW(1) [dW (DT _d'W,(1)
do’ do do do’
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1.9. Podstawowe stale struktury/rozklady opéznienia
rozlozonego
W tym rozdziale omowione zostang podstawowe, spotykane w literaturze
ekonomicznej state struktury/rozklady opodznienia roztozonego w podziale na
skonczone i nieskonczone. Wyczerpujacy przeglad rozkladow statystycznych'

mozna znalez¢ na przyktad w ksigzce Johnson N. L., Kotz S., Kemp A. W.
(1992)4,

1.9.1. Skoniczone struktury/rozklady op6znienia

1.9.1.1. Liniowa struktura opoznienia

W liniowej strukturze opdznienia rzedu # jej wspotczynniki sg liniowa funk-
c¢ja numeru indeksu:

1] , 1<0;
v={ v+ =012, (1.63)
n
0 , 1 >n;

gdzie v, i v, state wspotczynniki oznaczajace odpowiednio wspolczynnik pierw-
szy (o indeksie 0) i n-ty spetniajace warunki:

v, 20, v, >0,
zapewniajgce nieujemnos$¢ wspotczynnikow 1 zachowanie rzedu opdznienia.
Mnoznik dlugookresowy liniowej struktury opdznienia wyraza si¢ wzorem:

a:(n+1)3&§11.

Monotoniczny rozktad opdznienia

Najczesciej spotykang liniowa strukturg opoznienia jest struktura odpowia-
dajaca monotonicznemu rozktadowi opoznienia, tj. taka, w ktorej wspotczynniki
struktury opdznienia:

v, =V, =..=V,,

n

a wiec wspoélczynniki rozktadu opoznienia sg opisane w nastgpujacy sposob:

13 Poniewaz kazdy rozktad prawdopodobienstwa jednej zmiennej losowej moze by¢ rozktadem op6z-
nienia.

14 Johnson N. L., Kotz S., Kemp A. W.; Univariate Discrete Distributions, 111 wydanie, John
Wiley&Sons, INC. New York, Chichester, Brisbane, Toronto, Singapore; 1992.
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i

,i=01,2, ..., n
n+1

Nietrudno zauwazy¢, ze w modelu opoznienia z monotonicznym rozktadem

opdznienia, zmienna pomocnicza y; jest zwykla $rednig arytmetyczng n+1 warto-
sci zmiennej niezaleznej x,,x, X

PR ETTTTRY P

Warto$¢ $rednia i wariancja rozktadu monotonicznego maja odpowiednio
nastepujgce wartosci:

MW )=3.
:M(W)(n+2).

W modelu op6znienia z wagami rownomiernymi wspotczynniki R(jw,n) i

DZ(W)=n(nI;2)

w( jow, n) przyjmuja nastepujace wartosci:

I—cos[(n+1) - jw]
I—cos(jw)

R(jow,n)= ! \/
n+1

. njow

w(jo,n)="2.

Rozklad opdznienia Fishera

Rozktad ten, Fisher (1937), jest odmiang liniowego rozktadu opdznienia, w
ktérym wspolczynniki maleja, przyjmujac najwigksza wartos¢ dla indeksu i=0,
najmniejszg niezerowg dla i=n, oraz zerowe dla i=n+1, n+2, ... . Celem Fishera
bylo opracowanie prostego modelu, w ktérym waga przypisana obserwacji malala-
by wraz z wiekiem tej obserwacji.

W strukturze op6znienia Fishera:

0 , 1<0;
N v{{]— ’ j i=01,2,.00m; (1.64)
n+1
0 I 2n+1.

Podstawowe parametry rozktadu Fishera sg nast¢pujace:

MW )=%,

DVW):”%Z”:M(W)@.
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1

R(jo,n)= —
(n+])(n+2)cos2(%)

n+Dcos( jw)+cos[(n+1)- jo] —(n+2)f +{sin[(n+1)- jo] —(n+1)sin( jo)},

oraz

(n+1)sin( jo)-sinf(n+1)jo]
(n+2)—(n+1)cos( jw)—cos[(n+1)jo] |
Przyktadem zastosowania rozkladu Fishera jest model zaleznos$ci miedzy

ceng migsa a ceng zywca wieprzowego w Polsce zaproponowany przez T. War-
chalskiego, Warchalski (2014).

v(jw,n)= arctg{

1.9.1.2. Model Almon

Struktura opdznienia w modelu Almon rzgdu n, Almon (1965), ma duze
znaczenie w badaniach empirycznych ze wzgledu na latwos¢ estymacji wspot-
czynnikdéw oraz elastyczno$¢ wyrazajaca si¢ duzym zréznicowaniem ksztattu wy-
kresu wspolczynnikow struktury opdznienia. Wspolczynniki struktury opdznienia
w modelu Almon rzedu » przedstawia ponizsza formuta:

0, i<0;
V=20, +8i+ 8,0 +..+8i, i=0,12..,n (1.65)
0, i 2n+1.

gdzie liczba naturalna /, /<n, oznacza stopien wielomianu. Warto$ci $rednia i wa-
riancja rozktadu opdznienia opartego na strukturze opo6znienia (1.65) zaleza od
stalych wspotczynnikow 6, J,,..., 0,, ktorych wartosci sg estymowane dla roz-
nych wartosci /.

Istotng wlasnoscig tego modelu jest mozliwo$¢ przedstawienia go w postaci
wygodnej w estymacji:

l I i /
, =50(2x,,) +5,[2ix,,-j N 6{21‘%] bt @(Zﬂx,,.j ‘e,
=0 i1 i1 i1

Jak wskazano powyzej, kazdy model op6znienia roztozonego mozna przed-
stawi¢ jako sume modeli opdznienia tej samej zmiennej niezaleznej o jednopunk-
towych strukturach opdznienia. Przyktadem ztoZzenia modeli opdznienia jest model
rz¢du n (n nieparzysta liczba naturalna, n>1) ze strukturg op6znienia majgca ksztalt
odwrdconej litery V, DeLeeuw (1962), ktdrej wspotczynniki sg opisane za pomoca
ponizszego wzoru:
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0 |, i<0;
i, is”;];
v, = (1.67)
(n+1—i)5, HTHSiSn+1;
0o i >2n+1;

gdzie wspotczynnik Jjest skonczona liczba dodatnia.

Podstawowe parametry rozktadu opoznienia modelu DeLeeuwa sg nastepu-

jace:
n+1
M =
(W) 2 ’
5 (n—1)(n+3)
D BT ARTI/
| 1 .
sin {(n-i—])-]a)J
R(jo,n)=4 1 —
(n+1)4cos2(§)
. 2 ] . .2 ] .
; sin {4(n+1)-]a)}sm [2(n+1)~]a)}
. (n+])zcos[—(n+1)-ja)}+4 . ,
2 2,]0O
cos”(=—)
2
oraz

. 1 .
y(jo,n)= E(n +1)jo.

Nietrudno zauwazy¢, na podstawie wzoru (1.67), ze dla indeksow 0, 1, ...,
(n+1)/2, wspotczynniki struktury opdznienia mogg by¢ opisane za pomocg liniowe;j
struktury opdznienia (1.63) z dodatnim wspoétczynnikiem kierunkowym, a dla in-
deksow I+(m+1)/2, ..., (n+1), rowniez za pomocg liniowej struktury opdznienia,
ale z uyjemnym wspotczynnikiem kierunkowym.
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Model DeLeeuwa pokazuje, ze pewne rozktady op6znienia mozna uzyskac
przez odpowiednie potaczenie innych rozktadow. Wiele modeli opdznienia ma
rozklady, ktére sa wynikiem ztozenia réznych rozktadow opdznienia operacjami
sumowania oraz superpozycji. Operacje te sg omawiane w Rozdziale II.

1.9.2 Nieskonczone struktury op6Znienia
1.9.2.1 Rozktad Pascala-Solowa

Wspotczynniki rozktadu Pascala-Solowa, Solow (1960), sa opisane wzorem:
0 , i<0;

= - ] + ) i
i [’" ljxlm(]—/i)’, i>0;

i

(1.68)

gdzie m, liczba naturalna, oznacza tzw. stopien rozktadu Pascala (nazywany cza-
sem rzedem, lecz termin ten wydaje si¢ niefortunny ze wzgledu na kolizj¢ z poje-
ciem rzgdu opoznienia skonczonego).

Wartosci srednia i wariancja rozktadu Pascala wynosza odpowiednio:

1-4
MW )=m——7r
(W) 7
1-2 _M(W)
A A
W rozktadzie Pascala-Solowa wspotczynniki R(jw, m) 1 w( jw,m) przyj-
mujg nastepujace wartosci:

D(W)=m

R(ja,m)=2|1-2(1-2)cos(jw)+(1-2)"]"

i(".ij(—l)f(l—w" sin(i- jo)

i=1\ 1

v(jw, m)=arctg
m
I

1+§( J(—])i(]—/l)icos(i-ja)) |

Szczegolnym przypadkiem rozktadu Pascala-Solowa jest rozktad stopnia
m=1, noszacy nazwe rozkladu geometrycznego, znany w literaturze ekonomicznej
z modelu Koycka, Koyck (1954), modelu oczekiwan adaptacyjnych, Cagan (1956),
czy modelu dostosowania czgstkowego, Nerlove (1958). Model opodznienia z roz-
ktadem geometrycznym zostat wykorzystany w Przyktadach 1.3 1 1.4.
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Dla m=1 powyzsze wzory upraszczaja si¢:
1-2

-4 M(W)
24

A
Ji=2(1=2)cos(jw)+(1-27]

(1-2)sin( jo)
I—(I—/l)cos(ja))J'

D’ (W)=

Rijo,1)=

v(jw,1)= arctg{

Wykresy wspotczynnikow rozktadu Pascala-Solowa przy roznych warto-
$ciach stopnia m zostaty przedstawione na rys. 1.4.

0,18 -
0,16 —\ e ; .
0,14
0,12
0,1¢
0,08
0,06
0,04
0,02

0,0¢

¥ J ji 12 = o)

Rys. 1.4. Rozktady Pascala-Solowa o tej samej wartos$ci $redniej rownej M(W)= 5 przy
warto$ciach parametru m rownych opdpowiednio: /, 2, 3, 4, 5.

Model dostosowania czastkowego, Nerlove (1958), opisuje zachowanie po-
dejmujacych decyzje¢ o wielkosci zmiennej zaleznej y, na podstawie poréwnania z

ustalong na okres ¢ wielkos$cia pozadang x, tej zmiennej zgodnie ze wzorem:

yt_yrq://{"('xt _yt—1)+gt’
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gdzie A to wspoétczynnik, A € [0, 1], nazywany wspotczynnikiem dostosowania
(adjustment coefficient). Nietrudno zauwazy¢, ze dla A =0 zmienna y, przyjmuje
warto$¢ z poprzedzajacego okresu bez wzgledu na warto§¢ pozadang tej zmiennej,
a dla A =1/ nie ma opoznienia w dostosowaniu zmiennej y, do jej wartosci poza-
danej x, . Dla pozostatych wartosci parametru A z przedziatu [0, ] rozwiazanie
powyzszego roOwnania ma nastepujaca postac:

Y= A i(] - //L)ixt—i + |:gt + i(] - /’i)igtf:| >
i=0 i=1

a wigc modelu opdznienia roztozonego z geometrycznym (Pascala-Solowa stopnia
m=1) rozktadem opdznienia. Istotng wlasnoscia tego modelu jest stala, a=1, war-
to$¢ mnoznika dlugookresowego.

Model oczekiwan adaptacyjnych, Cagan (1956), opisuje proces prostego
przewidywania, w ktorym oczekiwana w okresie ¢ warto$¢ y, zmiennej x, jest
ustalana przy uwzglednieniu odchylenia w okresie #-/ wartosci zmiennej x, , od jej
przewidywanej w okresie #-2 wartosci y, :

Y _yt—lzﬂ"(xz—l_yz—l)_i_gt'

Model oczekiwan adaptacyjnych jest rowniez modelem opdznienia roztozo-
nego z geometrycznym rozktadem opdznienia przesunigtym w prawo o jednostke.
Oznacza to zlozenie, co pelniej zostanie omowione w Rozdziale II, dwoch modeli
opOznienia: z rozktadem geometrycznym i jednopunktowym (prostym) opdznie-
niem o jeden okres.

1.9.2.2 Model Tsurumi

W artykule Tsurumi (1971) autor zaproponowat uzycie struktury opoznienia
opartej na zmodyfikowanym ciaglym rozktadzie gamma:

(1.69)

0 i<0;
V.= .
s+ e, ix0,
gdzie: m — stopien rozktadu, A - stata, 0<A</, 6— dodatnia stala, przy czym:

. -1
5:[ (i+z)mw] .
i=0

Parametry zmodyfikowanego jak w (1.52) rozkladu gamma sg opisane dla
konkretnych warto$ci wspotezynnikow m i A.
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Wykres struktury opdznienia, ktorej wspotczynniki sa opisane za pomoca
zaleznosci (1.69) jest podobny do rozkladu Pascala-Solowa. Rozktad gamma za-
stosowali m. in. Schmidt (1974), Alston et al. (2010), Baranyi (2010).

1.9.2.3 Model z rozktadem Poissona

W niektorych analizach spotykane sa modele opoznienia roztozonego z roz-
ktadem Poissona, jak np.: Friedrich (1982), Frick (1986), Agarwal V, Paelink J. H.
P., Reinert K. A., Stough R. R. (2008), Wang Cuicui, Chen Renjie, Kuang Xingya,
Duan Xiaoli, Kan Haidong (2014).

Wspotczynniki rozktadu Poissona opisane sa za pomoca wzoru:
Ae™

Wi(/l): i1

Wartosci srednia i wariancja rozktadu Poissona wynosza odpowiednio:
MW )=2,
D’(W)=A.

W rozktadzie Poissona wspotczynniki R(jw,A) 1 w(jow, A) przyjmuja na-
stepujace wartosci:

R(]a), i) — ’e—Zl[l—cox(ja))] ,

w(jw,A)=Asin( jw).

1.9.2.4 Model Jorgensena

Model Jorgensena, Jorgensen (1966), jest wérod nieskonczonych modeli
op6znienia tym, czym model Almon wérod modeli skonczonych i znajduje zasto-
sowanie w badaniach empirycznych, gdy rozktad opdznienia nie jest znany. Model
ten ma nastepujaca postac:

- _AL)
vy, =V(L)x, +e = B(L) X, te., (1.70)

gdzie:

L - operator przesunigcia,

V(L) - operatory wielomianowe wzgledem operatora przesunigcia L

A(L), B(L) - operatory wielomianowe skonczonego stopnia wzgledem opera-
tora przesunig¢cia L,
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takie, ze:
A(L)

V(L)= B(L)

e, - skladnik losowy.

Zaleznosc¢ (1.70) jest postacig zredukowang modelu:

B(L)yt = A(L)xt +€t ’

przy czym

1
e, =——¢,,
B(L)

gdzie ¢, to nieskorelowany sktadnik losowy o zerowej wartosci oczekiwanej, statej
i ograniczonej wariancji. Powyzszy wzor wyjasnia autoregresj¢ sktadnika losowe-
go e, w przypadku, gdy B(L)#1.

Model Jorgensena jest szczegdlnym przypadkiem czgsto stosowanego mode-
lu ekonometrycznego ADL (Autoregressive Distributed Lag) z jedng zmienng ob-
jasniajacg i bez wyrazu wolnego, Hendry, Pagan, Sargan (1984), o postaci:

=By, +By. ,+. +ﬂm]yt_m]+a0x tox,  tox ,+.ta,x., +&,

lub
a+aL+aL2+ +a, L ]

(,B,L+ﬁ2L2+ 4B, L’"Z) ’+I—(ﬂ,L+ﬁ2L2+...+,8m[L’”2)g’

gdzie ,,a,,....a, 1 B, B, +p,,..... B,, wspotczynniki, oraz m; i m; stopnie opera-

Vi =

torow wielomianowych odpowiednio A(L) i B(L).

W badaniach ekonometrycznych waznym przyktadem zastosowania modelu
Jorgensena jest model korekty bledem (Error Correction Model) opisujacy mecha-
nizm, w ktérym o zmianie warto$ci zmiennej zaleznej decyduje nie tylko, jak to ma
miejsce w omowionym wyzej modelu dostosowania adaptacyjnego, odchylenie od
warto$ci zmienne]j niezaleznej, lecz rowniez warto$¢ biezacego odchylenia warto-
$ci zmiennej zaleznej od jej poziomu w rownowadze dlugookresowej. Model wyj-
Sciowy ma nastgpujaca postac:

=y+a,y_, +Bx +pBx_ +é,

lub, po prostych przeksztatceniach:
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=V =By (x, =x )+ (B + B )x  +y+(a,— 1)y, +e,

= By(x —x )+ (1- a){[ﬁ” Biy v Y J—y,_f}wﬂ
-«

przy czym w stanie rownowagi dlugookresowej (w stanie ustalonym), gdy dla
wszystkich ¢, x, =x, zachodzi zalezno$¢:

y= Pt b,

1-a, 1-a,

Przyktadem wykorzystania modelu korekty btedem jest badanie wykonane
przez Philipa Hansa Frances’a i Bjorna Vroomen’a, Frances Philip H., Vroomen
Bjorn (2006), stuzace okresleniu opoéznienia miedzy naktadami na reklame, a
sprzedaza. (W pracy tej miarg wielkosci opdznienia jest mediana rozktadu opdz-
nienia).

Warto zwroci¢ uwage na model ADL z n zmiennymi objasniajacymi, n>1,
XX

X, X, , 0 postaci:
yo=r+
(1) +a(1)L+ +a(1)Lu o (2/ +a(2)L+ +a(2)Lz o a/u +a(n/L+ +a/1}Lnn .
X, . "
(ﬁ,L+ﬁ2L +.. +ﬂ”ﬂL”) ([)’,L+ﬂ2L2+ +/3ML“) 1-(BL+B,L +. +ﬁmL”)

i
=L+ Bl ++ B, 07"

gdzie:

(1) (1)

(.
Vo, a

ny; 9

(2)

(2) ) .
aO

(n)
Ly e

(n)
o

(n).
;al

a s @, 5 WspOtezynniki ope-
ratoréw wielomianowych A“/(L), A”’(L),..., A" (L), stOchych odpowiednio

przy zmiennych objasniajgcych x"/,x(*,...,x", przy czym:

AV(L)=a)’ +a"L+..+al/L";
ny - stopien operatora wielomianowego B(L):
B(L)=1-(BL+p.L +..+ B, L")

ni, n, ..., N, — stopnie operatorow wielomianowych
AV(L), A?(L),..., A (L) stojacych odpowiednio przy zmiennych obja-

$niajacych x,x*,...,x"; ny, n, ..., my < o0;

y - wyraz wolny.
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Powyzszy wzor mozna zapisa¢ w innej postaci:

=y + V(L)X + V(L)X +. +V ™ (L)x[" + g,
V=7 (L)x; (L)x, (L)x; B(L)"
gdzie
. AV(L
V(L) = ( ),i=], 2, .., n.
B(L)

Nietrudno zauwazy¢, ze przedstawiony powyzej model ADL z n zmiennymi
niezaleznymi jest w istocie suma n modeli opdznienia roztozonego n roéznych

zmiennych niezaleznych x/",x*/,... x"

t 2N oYy >

wyrazu wolnego.

1.10. Zrédla zmiennoSci struktur opdznienia.

Aman Ullah i Baldev Raj w ksiazce pt. Econometrics. A Varying Coefficient
Approach (Ullah, Raj (2011)), strona 4, reprezentujaca klasyczny nurt modelowa-
nia ekonometrycznego, wyr6znili nastepujace przyczyny zmiennosci wspotczynni-
kéw w modelach ekonometrycznych:

— pominigcie istotnej zmiennej
— wykorzystanie zmiennych typu proxy
— niewlasciwa posta¢ funkcji okreslajacej warto§ci wspotczynnikow

— zalezno$¢ wspoélezynnikow od innych zmiennych (w oryginale policy
variables)

— agregacja.

Przyjmujac ogoélniejsze podejscie do modelowania, do podstawowych czyn-
nikéw zmiennosci struktur opoznienia modeli op6znienia roztozonego mozna zali-
czy¢:

czynnik losowy

sezonowos¢

skokowa/jako$ciowa zmiana struktury opisywanego systemu
— ewolucyjna zmiana struktury opisywanego systemu.

Wptyw czynnika losowego, np. Hildreth, Houck (1968), Froelich (1973), Ul-
lah, Raj (1980), na strukture¢ opdznienia w modelu opdznienia roztozonego ujmuje
wyzej przedstawiona zalezno$¢ (1.1b):
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w ktorej

v, =v,+8,,i=12 .., n

ti ti

gdzie v, oznacza warto$¢ oczekiwang i-tego wspotczynnika struktury opo6znienia,
v, =E(v,,), &, to sktadnik losowy zaktdcajacy obserwacje i-tego wspotczynnika
opOznienia.

Roéznica migedzy zalezno$ciami (1.1a) i (1.1b) jest istotna, zwlaszcza w nie-
omawianym w tej pracy zagadnieniu estymacji wspotczynnikow modelu, ze
wzgledu na wlasnosci sktadnika losowego &, , ktéry w wariancie (1.1b) ma ztozong
strukture:

n
& = zlgnxm' >
i=0
poniewaz
n n
yt = ;)vi xt-i + Z(;lgtixtfi °
i= =

Warto zauwazy¢, ze specyfikacja Hildretha i Houcka, Hildreth, Houck
(1968), dotyczy skonczonych modeli op6znienia; wynika to z konieczno$ci zapew-
nienia skonczonej wariancji sktadnika losowego przy standardowych zatozeniach o

sktadnikach losowych 19“. ,i=1, 2, ..., n; (zerowa wartos¢ oczekiwana i skonczona
wariancja).

Gdy czynnikiem ksztattujacym warto$ci wspotczynnikow struktury opoznie-
nia jest sezonowos¢, wtedy wspotczynniki te opisuja zalezno$ci:

Vo =V =0, 1,2, k=, 2,210, 1,2, ... ;

gdzie liczba naturalna T oznacza okres wahan sezonowych.

Pierwszg publikacjg, w ktorej wspotczynniki modelu opdznienia podlegaja
wahaniom sezonowym byt artykul Pesando (1972), opisujacy model kwartalny, w
ktorym wykorzystanie kredytu zalezy od numeru kwartatu, w ktéorym zostat przy-
znany. Model ten ma nastepujacg posta¢ (zachowane oryginalne oznaczenia):

D,= Yw(i)NC,,,
i=0

gdzie

w(i)=c, + 8D, +S,D,, +8;,D;,,,

Lt—i
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oraz

D - wykorzystanie kredytu w okresie o kolejnym numerze ¢,

t

NC, - kredyt przyznany w okresie ¢,

D,,, -zmienna sztuczna przyjmujaca wartos¢ / w j-tym kwartale, j= 1, 2,

3; 1 0 w kwartatach pozostatych,
S ... -warto$¢ i-tego wspotczynnika w kwartale ;.

Jt—i

Model Pesando mozna zaliczy¢ do tzw. modeli op6znien w systemach prze-
ptywow, ktore sa omawiane w Rozdziale I11.

Sezonowos$¢ w modelach opdznienia roztozonego moze by¢ rowniez ujeta w
modelach, w ktorych zmiany rozktadu zaleza od wartosci pewnej ustalonej zmien-
nej. Do takich modeli zaliczy¢ mozna omawiany ponizej model (1.54), lub model
(3.22) z Rozdziatu III z cyklicznie zmieniajacymi si¢ parametrami A, 1 p, . Waha-

nia sezonowe sg uwzglednione w wielu ekonometrycznych modelach ADL.

Skokowa zmiana struktury opdznienia modelu jest nastgpstwem zmiany me-
chanizmu op6znienia. Za przyktad moze tu postuzy¢ model opisany w pracy Dabhl,
Kulaksizoglu (2006), w ktorym struktura opdznienia w budownictwie w USA ule-
ga zmianie wraz ze zmiang koniunktury; w recesji warto$¢ srednia rozktadu opoz-
nienia jest mniejsza od wartosci $redniej w ekspansji. W artykule pt. ,,Crude Oil
and Gasoline Prices: An Asymmetric Relationship?”, Balke, N. S., Brown, S. P. A.
and Yicel, M. K. (1998), przedmiotem badania jest zalezno$¢ ceny benzyny w
USA od ceny ropy naftowej. Przeglady ekonometrycznych modeli asymetrycznej
transmisji cen zostaty przedstawione m.in. w artykutach: Meyer Jochen, von Cra-
mon-Taubadel Stephan (2004), oraz Manera Matteo, Frey Giliola (2005). Nato-
miast Kim Hyeyoung i Ronald W. Ward w artykule: Kim, Ward (2013) w analizie
transmisji zmian cen w systemie dystrybucji zywnosci w USA zaobserwowali roz-
ne struktury op6znienia zalezne od kierunku zmian cen - inne dla wzrostow i spad-
kow.

O tresci waznego artykulu jednoznacznie mowi jego tytut: Price Transmis-
sion, Threshold Behavior, And Asymmetric Adjustment in the U.S. Pork Sector,
Goodwin Barry K., Harper Daniel C. (2000)

W modelu K. Leszkiewicz-Kedzior i A. Welfe opisujacym niesymetryczne
dostosowanie cen na rynku paliw, Leszkiewicz-Kedzior, Welfe (2014), zastosowa-
ny zostal model korekty bledem (Error Correction Model), w ktérym wystgpuja
dwie struktury opdznienia; jedna dla odchylenia od trendu dlugookresowego
mniejszego od warto$ci progowej, druga dla odchylenia od trendu dtugookresowe-
go wiekszego od wartosci progowe;j.
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W opracowanym w IBS PAN modelu gospodarki polskiej, Gutenbaum et al.
(1998), wptyw czynnikoéw ksztattujacych produkcje w wyrdznionych sektorach ma
inng strukturg opdznienia przy wzrostach i spadkach produkcji.

Przyczynami zmienno$ci struktury opoznienia s3, miedzy innymi, zmiany
struktury modelu (ztozone struktury sa omawiane a Czgsci 1) spowodowane przez
zmiany jako$ciowe opisywanego systemu, jego struktury wewnetrznej, czy prefe-
rencji.

Inng przyczyng zmiany struktury opdznienia jest zmiana czynnikow egzoge-
nicznych wptywajacych na mechanizm op6znienia's.

Zmienno$¢ mechanizmu opdznienia zostanie omowiona na przyktadzie
przedstawionego wyzej modelu dostosowania czgstkowego, majacego pierwotnie
staly wspotczynnik dostosowania A :

Y _yz—lzﬂ"(xz _yz—1)+gz'

Szczegbdlne znaczenie tego modelu wynika z licznych zastosowan (wspo-
mniane wyzej dostosowanie czastkowe, oczekiwania adaptacyjne). Jego dynamiza-
cja wiaze si¢ z dopuszczeniem zmiennos$ci wspolczynnika A, gdy zmiennos$¢ ta
jest znaczaca i zwigzana z dajacg si¢ zidentyfikowac przyczyng.

Uchylajac zatoZenie o stalosci A i przyjmujac 0< A, <1, powyzsza zalez-
no$¢ mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
Vo=V, =4 (x, —y,_,)+¢&,. (1.71)

Zmienno$¢ wspotczynnika A, mozna przypisa¢ dowolnej z wymienionych
WyZej przyczyn.

Stosujac kolejne podstawianie zmiennych y, ,,v, ,,», ;,...; uzyskujemy na-
stepujace rozwigzanie rownania réznicowego (1.71):

yv.=>xv,x_ +e,i=012 ..;
i=0
w ktorym:

A i
=0 T[(1-4, ), 1.72
i | Y (1.72)

oraz:

15 Przyktad ilustrujgcy ten przypadek jest omowiony w Czescei I11.



Modele opéznien w systemach ekonomicznych 67

i—1

et =€t +ZEH'H(]_}‘;7/)- (173)
i=1 j=0

Z powyzszych wzorow wynika, ze zalezno$¢ (1.71) jest modelem op6znienia
roztozonego ze zmiennymi w czasie wspolczynnikami struktury opoznienia opisa-
nymi wzorem (1.72) oraz sktadnikiem losowym w postaci przedstawionej we wzo-
rze (1.73). Wzér (1.72) pokazuje, ze wartos¢ i-tego wspotczynnika struktury op6z-
nienia w okresie ¢ zalezy od wartoSci wspoOlczynnikow dostosowania
A, A A .. A

(i R A 2 2 Ry = A

Model op6znienia roztozonego, bedacy rozwigzaniem zaleznosci (1.71) ma
szereg szczegOlnych wlasnosci. Na podstawie definicji mnoznika dtugookresowego
a, oraz wartosci Sredniej rozktadu opoznienia M (W, ) wielkosci te dla omawiane-

go modelu przyjmujg odpowiednio nastepujace postaci:

a, =2L]j)(l—/lw)=/1, + A (1=-A )+ A (1= )1-2_,)+...., (1.74)
i= - Jj=

oraz:
®© | ﬂ’t—i i
i [1(1-4_)
= 1=, =0
M(W,)= . (1.75)
at
Na podstawie prostych przeksztalcen mozna uzyskac nastepujace zalezno$ci:
a=4+(1-4)a,,, (1.76)
oraz
a
MW, )=(1-1, )——~——|M(W_,)+1|. 1.77
(W,)=( t)“(]_WH[ (W_)+1] (1.77)

Wyprowadzenie zaleznosci (1.77) zamieszczono w Dodatku.

Zauwazmy, ze jesli A, =1, to v,=1Lv,=0,v,=0v,=0,..; wtedy row-
niez a, =1, bez wzgledu na wczesniejsze wartosci, a warto$¢ Srednia rozkladu
opoznienia M(W,)=0.Jesli A, =0, wtedy mnoznik dtugookresowy a, przyjmuje

warto$¢ z poprzedniego okresu a, =a, ,, a warto$¢ Srednia rozktadu opdZnienia

-1
MW, )=M(W,_,)+1 (dlatego, ze w przypadku tego modelu przy v,, =0, rozktad
opoznienia W, powstaje przez przesunigcie rozktadu W,

", W prawo o jedna pozy-
cje).
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Jakie wartosci przyjmuje mnoznik dtugookresowy? Na podstawie powyz-
szego wywodu wiemy, ze mnoznik dtugookresowy a, przyjmuje wartos¢ /, gdy

A, =1, a rowniez wtedy, gdy wspotczynnik dostosowania jest staly

A, =X =const., a jego warto$¢ miesci si¢ w granicach: A €[A,.4,..],

At €01, 2, <4

min’ * “max ‘min max

(poniewaz S A (14 ) =1).
=0

Zatdézmy, ze wspdlczynnik dostosowania 4, przyjmuje zmienne wartosci z
przedzialu [/Imin,/imax], A ﬂmaxe(O,l]. Korzystajac ze wzoru (1.74), wartos¢

‘min’

mnoznika dtugookresowego mozna oszacowac od dotu:

A E i o A
min f— min ] _ l S t—i ] _ l . S ’
/’i’max ; I - ;i’ma.x ( m‘”‘) Zg ] - A’[—i 11]0( tij) at
1 od gory
3 /1 / i S /1 i+1 /I
< = I1—2 )< Lmar (75 Y = Zmar
at g(:)]_//i E)( tij) Z(:)]_ ( mm) ﬂ,

t—i ‘min ‘min

Przedstawione wyzej wartosci dolnego i gornego ograniczenia sg skonczone,
przy czym ograniczenie dolne jest mniejsze od /, a gorne wicksze od 1.

Mnoznik dlugookresowy a, mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
a,=l+c,

gdzie ¢, jest odchyleniem wartosci mnoznika dtugookresowego od wartosci /. Z

tego, ze wartosci a, ,, i=0, 1, 2, 3, ... ; sg ograniczone wynika, ze roOwniez
wartosci ¢, , i= 0, 1, 2, 3, ... ; sa ograniczone. Przeksztatcajac (1.76) uzyskujemy:
¢ = (1 _j'z )cz—J ’

oraz w wyniku kolejnych k-7 podstawien:
k=1
¢, =c  J1(1-4.),k=123, ...
i=0

Odchylenie ¢, od warto$ci mnoznika dtugookresowego mozna, na podsta-
wie powyzszej zaleznos$ci, oszacowaé w nastepujacy sposob:

(1_2’ )kCt—k S Ct S thk(]_/lmin)k .

‘max

Poniewaz wszystkie wartosci odchylenia ¢, , , k=1, 2, 3, ... ; sa z zalozenia

t—k >
ograniczone, a ponadto prawa i lewa nierowno$¢ w powyzszej relacji daza do zera,

wynika z tego, ze ¢, =0, a zatem a, = /.
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Powyzsze rozwazania wskazuja, ze jesli wspotczynnik 4, spelnia dwa wa-
runki, mianowicie przyjmuje wartosci z przedzialu (0, 1], a ponadto jego wartosci
nie daza do 0, mnoznik dtugookresowy a, przyjmuje wartos¢ /. Mozna jednak
wskaza¢ przypadki, kiedy mnoznik ten uzyskuje warto$¢ r6zng od I; jesli ciag
wspotczynnikow A_., i= 0, 1, 2,... ; szybko dazy do 0, jak na przyklad dla

1—i °

A= ! , i= 0, 1, 2,... , mnoznik dlugookresowy a, przyjmuje warto$¢
1+G+1)
a, =072842.

W przypadku spetnienia dwoch wyzej wymienionych warunkéw dla wspot-
czynnika 4, , mnoznik dlugookresowy a, przyjmuje wartos¢ /, a wzory (1.75) i
(1.77) ulegaja uproszczeniu:

MW, )= i[i : ﬂt,,-ﬁ(z -4, )} (1.78)
oraz
MW, )=(1-2 )IM(W_,)+1]. (1.79)

Rozwazmy teraz dwa przypadki zmiennych rozktadow opoéznienia spowo-
dowanych przez dwie rdzne przyczyny. W pierwszym, zmiana rozktadu opoznienia
jest spowodowana sezonowg zmiang wspotczynnika dostosowania 4, w modelu
(1.71), w drugim przez skokowa zmiang¢ wartosci wspotczynnika dostosowania /4,
w modelu op6znienia (1.71).

Przyktad 1.6

W tym przykladzie wartos¢ wspotczynnika dostosowania A, oscyluje wokot
wartosci A =0,5 z okresem wahan rownym czterem jednostkom (na przyktad wa-
hania kwartalne przy danych miesi¢cznych), zgodnie ze wzorem:

A =05+04sin "1
4
Przedstawione na rys. 1.5 wykresy przedstawiaja wspolczynniki statego roz-

ktadu modelu opdznienia dla A =0,5 oraz wspotczynniki rozktadow z okresdéw 1=
0,12 3.
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Zrodlo: obliczenia wlasne

Rys. 1.5. Przyktad 1.6. Wspoétczynniki rozktadéw opdznienia: stalego, linia podwdjna cia-
gla, oraz rozktadéw w okresach =0, 1, 2, 3.

Towarzyszace zmianom wspoétczynnika dostosowania 4, zmiany wartosci
$redniej rozktadu opo6znienia przedstawiono na rys. 1.6.

Zrodlo: obliczenia wlasne

Rys. 1.6. Przyktad 1.6. Wartosci $rednie M (W, ) rozktadu opoznienia W,
w okresach t=0, 1, 2, 3.
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Indeksy wspolczynnikdéw rozkltadu opéznienia

Zrodto: obliczenia wlasne

Rys. 1.7. Przyktad 1.7. Warto$ci wspotczynniki rozktadow opodznienia
w okresacht=0, 1, 2, 3.

Zmiany wartos$ci srednich rozktadow opoznienia spowodowane przez sko-
kowa zmiang wartosci wspotczynnika dostosowania zostaly przedstawione na rys.
1.8.

Z wykres6w przedstawionych na rys. 1.5 wynika, ze w pewnych przypad-
kach nieskomplikowany deterministyczny mechanizm opdznienia nietrudno pomy-
li¢ z losowym mechanizmem zmian rozktadu op6znienia.

Przyktad 1.7

W tym przykladzie wartos¢ wspotczynnika dostosowania A, ulega zmianie
w okresie =1 i1 zmniejsza si¢ od 0,5 do 0,25 (wydluzenie czasu reakcji), czego
nastepstwem jest ewolucja rozktadu opo6znienia ze zmieniajaca si¢ wartoscig $red-
nig rozktadu opodznienia.

Na rys. 1.7. przedstawiono ewolucje wspotczynnikow rozktadéw opdznienia
w okresach =0, 1, 2, 3.

Na rys. 1.8. przedstawiono wartos$ci $rednie rozktadéow opdznienia w okre-
sacht=0, 1, , I5.
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Zrodlo: obliczenia wlasne

Rys. 1.8. Przyktad 1.7. Ewolucja warto$ci $redniej rozktadu opdznienia M (W[) (linia
ciggla) w nastepstwie zmiany wartosci wspotczynnika A, z 0,5 (linia kropkowana) na 0,25
(linia przerywana).

Omawiany przyklad pokazuje, jak skokowa zmiana wspoétczynnika dosto-
sowania powoduje ewolucje rozkladu opdznienia, ale réwniez wartosci $redniej
kolejnych rozktadéw opdznienia, rys. 1.8. Nietrudno zauwazy¢, ze proces dosto-
sowania jest nieskonczony, jednak juz w okresie =14 praktycznie pokrywa si¢ z
wartoscig graniczng rowna 3.

Na pytanie o czas trwania przedstawionego w tym przykladzie procesu do-
stosowania mozna odpowiedzie¢ podajac dwie wielkoSci: wartos¢ srednig trwania
procesu oraz mediang. Drugg z omawianych wartosci tatwo odczytaé z wykresu:
jest ona wigksza od 2 i mniejsza od 3.

Sredni czas M trwania procesu mozna oszacowaé wazac wzglednymi odchy-
leniami od warto$ci granicznej czas trwania odchylenia:
M)~

=00 t

M_

5 =3,69.
=0 ;[M(Wt:m)— M(W, )]
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Podsumowanie Czesci I

W Czesci I wprowadzone zostaly podstawowe pojgcia opisujace modele
opOznienia roztozonego: zmienne niezalezna i zalezna, struktura opoznienia,
sktadnik losowy, model skonczony i nieskonczony. Zdefiniowany zostat rozktad
opOznienia oraz okreslono warunki jego istnienia, a ponadto wyprowadzono poje-
cia: mnoznik dlugookresowy i podstawowe parametry tego rozktadu opoznienia:
wartos$¢ $rednig, wariancje i mediang rozkladu opdznienia. W dalszej czesci zapro-
ponowane zostato pojecie wynikowego rozkladu opdznienia oraz jego parametry:
wartos$¢ srednia, wariancja i mediana.

Przedstawione zostaly podstawowe sposoby analizy dynamiki zwigzane ze
zmiang warto$ci zmiennej niezaleznej: impulsowa, skokowa, a nastepnie z wply-
wem okresowych wahan zmiennej niezaleznej na zmienng zalezng. Przedstawiono
problemy wiazace si¢ z niejednoznacznoscig pojecia opoznienia. Ukazana zostata
réznica miedzy wlasnosciami mechanizmu opo6znienia a opdznieniem, na ktore
wplyw wywieraja, poza samym mechanizmem opoOznienia, roOwniez wartosci
zmiennej niezaleznej. Pojgcia te znajduja zastosowanie w ocenie opdznienia i w
wyborze odpowiedniej jego miary.

W kolejnych rozdziatach tej czgsci przedstawiono najczesciej spotykane
skonczone i1 nieskonczone modele opoznienia roztozonego oraz odpowiadajace im
rozktady opo6znienia. Oméwiono podstawowe zrodta zmienno$ci struktur opdznie-
nia. Rozwazania te sg zilustrowane przyktadem modelu dostosowania czeSciowego
ze zmiennym wspotczynnikiem dostosowania. Dla modelu tego zostaty podane
warunki, dla ktéorych mnoznik dtugookresowy ma warto$¢ jeden, a ponadto wy-
prowadzone zostaty wzory pozwalajace na obliczanie w kolejnym okresie wartosci
mnoznika dlugoterminowego i warto$ci $redniej rozktadu opodznienia na podstawie
biezacej wartosci wspolczynnika dostosowania oraz wartosci tych wielkosci z po-
przedniego okresu.








