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Badania operacyjne i systemowe: Srodowisko naturalne, przestrzen, optymalizacja
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studzinski

OSZACOWANIE BLEDU W OBLICZENIACH Z ROZMYTYMI DANYMI

Marian Chudy
Wojskowa Akademia Techniczna, Wydziat Cybernetyki,
00-908 Warszawa, ul. Kaliskiego 2

W pracy rozpatrzono model obliczen, w ktorym na wejscie uktadu obli-
czajacego podawane sa dane majace charakter danych rozmytych. Uktad obli-
czajacy nie zawiera regut rozmytych. Istota problemu jest oszacowanie wielko-
$ci bledu jaki powstaje na wyjsciu uktadu obliczajacego, przetwarzajacego da-
ne wejsciowe o takim charakterze.

1. Wprowadzenie

W literaturze spotykamy wiele rozwazan dotyczacych dzialania uktadow ste-
rowania zawierajagcych formuty rozmyte, na ktérych wejscie podawane sg dane roz-
myte. Bogaty, teoretyczny opis tych zagadnien znajdujemy np. w pracach: Kacprzyk
(2001), Piegut (1999). Inzynierskie podejscie do problemu zawiera praca Szymczaka
i Kwiatkowskiego (1997).

Z praktycznego punktu widzenia wydaje interesujgce postawie nast¢pujacego
pytania: jak oszacowac blad na wyjsciu uktadu nie zawierajacego formut rozmytych.
gdy na wejscie tego uktadu podawane sa dane rozmyte. Dla udzielenia odpowiedzi
na to pytanie musimy wprowadzi¢ pewne poj¢cia pomocnicze.

Dany jest zbidér D zawarty w pewnej przestrzeni X, zwany zbiorem danych
zadania. Niech Y bedzie przestrzenia metryczng z metryka p. Przestrzen Y zawiera
elementy, ktore nazwiemy wynikami i ktore otrzymujemy podajac dane wejsciowe
pewnemu uktadowi obliczajagcemu (algorytmowi).

Uktad obliczajacy (algorytm, zadanie) S mozna zatem zdefiniowa¢ nastepuja-

co:
S:D —>Y (1.1)
Wprowadzimy nastepujacy operator:
I.D—>Z (1.2)

gdzie Z - zadana przestrzen.

Operator / nazywa¢ bedziemy operatorem informacji, natomiast jego warto§¢
1(x) nazwiemy informacja o danej x.

Dla potrzeb dalszych rozwazan wprowadzimy jeszcze dwa okreslenia.

Okresleniel.1. Srednicq zbioru ACY nazywamy wielkos¢

d(A)= sup p(r,y2) (1.3)
yl ’yZ EA
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W przypadku gdy metryka p zadana jest przez norm¢ otrzymamy

- 1.4
d(A)=sup |y -2 (14

yl’yZEA

Okreslenie 1.2. Promieniem zbioru ACY nazywamy wielko$¢

F(A)=inf sup p(y.y)° (1.5)

yeY y €d
W przypadku gdy metryka p zadana jest przez norm¢ otrzymamy

. . 1.6

r(A)=inf sup |y- | (1.6)
yeY y €4

Zachodzi zalezno$¢

r(A) < d(4)<2r(A). (1.7)

Powyzsze obiekty w wersji ograniczonej do przestrzeni unormowanej sg opi-
sane w pracy Chudy (2006).

2. Model danych i model obliczen

Przyjmiemy, ze dane, ktorymi dysponujemy sa nieprecyzyjne, a mozliwym do
zaakceptowania ich modelem sg zbiory rozmyte. Nawigzujagc do wprowadzonych
poje¢ zauwazmy, ze funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego moze by¢ dobrym
przyktadem operatora informac;ji 1.

Oznaczmy przez F(D) rodzing zbioré6w rozmytych okre§lonych na zbiorze
DcX. Przyjmiemy, ze dane rozmyte beda mialy posta¢ zbioréw rozmytych A € F(D)
o funkcjach przynaleznosci

1g(x)20 dlaxeD oraz puy(x)=0 dlaxeD. (2.1)

Warto$§¢ funkceji I4(x) = wu(x) jest informacja o danej x w kontekscie naszej
nieprecyzyjnej wiedzy o danej wymaganej do obliczen przedstawionej w postaci
zbioru rozmytego 4. Na przyktad: jesli nasza mozliwo$¢ oszacowania wielko$ci
danej do obliczen ogranicza si¢ do podania liczby rozmytej 4 = ,, okoto 3”, to war-
tos¢ funkcji g(x) oznacza stopien speinienia przez liczbe nierozmytg x wiasnosci
bycia wlasciwa dana do obliczen, ktora to dana jest pewnym elementem zbioru D i
nalezy do dziedziny funkcji p(x). Zauwazmy, ze dla wielu postaci funkcji g(x)
informacja o wielu elementach zbioru D jest taka sama i tatwo potrafimy wyznaczy¢
zbiory tych elementow x’eD, o ktdrych informacja jest taka sama jak o elemencie
xeD. Powstaje wazne pytanie: jak nalezy rozumie¢ i realizowaé podanie na wejscie
uktadu obliczajacego danej w postaci rozmytego zbioru 4 ?

Zatozymy, ze uktad obliczajacy dziata w oparciu o formule (1.1) i dziedzing

odwzorowania S jest zbior nierozmyty D, co oznacza, ze dla danych xeD uktad
wyznacza wartosci S(x)eY.
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Jesli uzytkownik dysponuje dang, ktéra ma posta¢ zbioru rozmytego A4 o
funkcji przynaleznosci z4(x), to istnieje potrzeba zastosowania pewnej operacji defu-
zyfikacji tej danej. Przyjmiemy w naszych rozwazaniach, ze nie znajac dokladnej
danej xeD, ale posiadajac dang rozmyta A, podamy na wejscie uktadu obliczaja-
cego S pewien element x’eD taki, ze p(x")>0. Otrzymamy w ten sposob wielkos¢
S(x’), by¢ moze rézna od wlasciwej wielkosci S(}). Ta réznica bedzie zalezata
przede wszystkim od postaci funkcji z44(x).

3. Oszacowanie bledu

Przyjmujac taka posta¢ defuzyfikacji danych powinnismy rozwazy¢ kwestig
wielko$ci btedu jaki popetniamy stosujac ten model obliczen.

Niech dana rozmyta 4 ma funkcj¢ przynaleznosci p,(x) = I,(x). Wprowadzi-
my dwie pomocnicze wielkosci:

Va0 = e X 1,()=14(0) =y (x)f dlax €D 3.1

czyli zbidr tych elementéw zbioru D, o ktérych informacja jest taka sama jak o ele-
mencie x € D; zbior V,(x) nie jest zbiorem pustym, gdyz zawiera element x,
oraz

UA(x)={S(x')eY:x'eVA(x)} dlax e D (3.2)
czyli zbidér wynikow dziatania odwzorowania S dla danych nierozmytych x’eD, o
ktérych informacja jest taka sama jak o danej x.

Zastosujmy teraz dla zadanego zbioru rozmytego A4 o funkcji przynaleznosci
H4(x) oraz zadanego odwzorowania S: D—Y zasade¢ rozszerzania Zadeha. Zasada ta
jest dobrze opisana w pracach Grzegorzewskiego (2006) i Piegata (1999). Otrzyma-
my wowczas rozmyty zbior S{4}, ktérego funkcja przynaleznosci ma postac:

sup py(x) gdy STN()#0
us{a(v) = xef' =50
0 gdv S7'(»)=0

(3.3)

Jest to funkcja przynaleznos$ci, ktorej dziedzina sktada si¢ z punktow ye{y’eY:
y’=S(x), xeD}.

Zdefiniujmy teraz algorytm o
a(l 4(x)) = S(xy) dla pewnego X e Vyx) xeD (3.4)
okreslajacy wartosci odwzorowania S dla wszystkich elementéw zbioru D, po opera-
cji defuzyfikacji w wyzej opisanym sensie. Zauwazmy, ze dla wszystkich punktow

301



M. Chudy

x eV (x) warto§¢ odwzorowania jest taka sama i wynosi S(x ). Bledem algorytmu «
nazwiemy wielko$¢

e(a) = sup p(a(l 4(x)),S(x)) gdy Y to przestrzen metryczna 3.5
xeD
lub
e(a) = sup|la(l 4(x)) - S()| (3.6)
xeD

gdy metryka p jest wyznaczona przez norme.

Korzystajac z Twierdzenia 1.2, zamieszczonego w pracy Chudy (2006), moz-
na wyznaczy¢ nastgpujace oszacowanie bledu algorytmu «

e(a) > sup r(U 4(x)) (3.7)
xeD

gdzie r(U4(x)) to promien zbioru U,(x) dla zadanego zbioru rozmytego A oraz funk-
cji przynaleznosci (3.3) generowanej przez odwzorowanie S i funkcje¢ przynaleznosci

Ha(X).

Z przyjetego sposobu defuzyfikacji danych, wyrazenia (3.4) oraz Twierdzenia
1.4 z pracy Chudy (2006) wynika, ze mozna wyznaczy¢ rowniez ograniczenie gorne
btedu. Mamy zatem

sup (U 4(x)) < e(a) <2 sup r(U 4(x))- (3.8)
xeD xeD
Przykitad

Zbior danych jest przedziatem domknigtym w zbiorze liczb rzeczywistych D = [1,5]
c R. Uktad obliczajacy dziata w oparciu o formule S(x) = ax, xeR, a>0.

Dana rozmyta jest liczba rozmyta A = ”okoto 3” o trapezowej funkcji przynaleznosci
zadanej wektorem (ay,a,,a3,a4) = (1,2,4,5). Funkcja przynaleznosci (3.3) liczby roz-
mytej S{A4}, uzyskana po zastosowaniu zasady rozszerzania z wykorzystaniem od-
wzorowania S(x) = ax ma posta¢ trapezowa o parametrach (aaiaazaas,aas) =
(al,a2,a4,a5) i rownych (2,4,8,10) dla a = 2.

Zbiory U,(x) maja postaé
{ax,a(6—x)} dla xell,2]

U4 (x)=1[4,8] dla xe[2,4] (3:9)
laxd—a(x-d} dla xe [4, 5]
stad
sup (U 4(x))=4- (3.10)

xeD
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4. Wnioski

1. Opisane rozwazania potwierdzajg intuicyjne przypuszczenie, ze nieprecyzyjne
dane wprowadzone do nierozmytego uktadu obliczajacego prowadza do niepre-
cyzyjnych wynikoéw.

2. Dla przyjetego sposobu defuzyfikacji danych i przyjetego algorytmu obliczen
(3.4) mozliwe jest uzyskanie oszacowania dolnego i goérnego bledu obliczen.

3. Wielkos$¢ btedu silnie zalezy od postaci funkcji przynalezno$ci opisujacej dane
rozmyte. Ma ona wplyw na wielko$¢ promienia zbioru Uy(x).

4.Uzyskane wyniki potwierdzaja, ze dla niektorych przypadkow doktadnie zdefinio-
wanych modeli obliczen mozna uzyska¢ analityczne oszacowania wielkosci bleg-
du w sytuacji korzystania z nieprecyzyjnych danych.
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