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Badania operacyjne i systemowe: Srodowisko naturalne, przestrzen, optymalizacja
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studzinski

ZASTOSOWANIE METOD GRAFOWYCH I ALGORYTMOW
EWOLUCYJNYCH W ZADANIACH LOKALIZACYJNYCH

Barbara Mazbic-Kulma, Henryk Potrzebowski, Jarostaw Stanczak, Krzysztof Sep
kulma@jibspan.waw.pl, potrzeb@ibspan.waw.pl, stanczak@ibspan.waw.pl,
sep@ibspan.waw.pl
IBS PAN ul. Newelska 6 01-447 Warszawa

W artykule przedstawiono skuteczny sposob rozwigzania ogdlnego
zagadnienia lokalizacyjnego sformutowanego dla grafu spojnego za pomoca
algorytmu ewolucyjnego polegajacego na wyodrgbnieniu sposrod wszystkich
weztow grafu wezlow tranzytowych (tzw. piast, habow) powigzanych
nawzajem i zarazem pelniacych role lokalnych centrow logistycznych.
Zagadnienie to, typowe dla wielu probleméw lokalizacyjnych, probleméow
transportowo-logistycznych oraz probleméw wyodrebniania hierarchii dla
struktur organizacyjnych jest tez sposobem dekompozycji tych trudnych
praktycznych zagadnien.

1. Wstep

W ogdélnym rozumieniu w zadaniach lokalizacyjno-transportowych stawiane
jest nastepujace zasadnicze pytanie:

Gdzie nalegy zlokalizowac obiekty, przy zadanym zhiorze moZliwych (proponowanych) loka-
lizacji, aby zminimalizowad koszty zwiqzane zarowno z lokalizacjq jak i 7 transportem ?

Zadanie lokalizacji, zwane tez zadaniem rozmieszczenia, nalezy do klasy zadan opty-
malizacji dyskretnej. Zadania te majg wiele praktycznych zastosowan. I tak np. w Maz-
bic-Kulma 1 inni (2005) przedstawiono wiclorako$¢ takich problemdw, poczynajac od
prac tworcy tej teorii Alfreda Wezera Weber (1929) az po najbardziej skomplikowane
modele lokalizacji. Latwo mozna zauwazy¢, ze zadania lokalizacji obiektéw cechuja
znaczne rozmiary. Wynika to z faktu, iz wspolczesne systemy tego typu tworza we
wspotdziataniu znaczne liczby klientéw, producentow, srodkéw transportowych, we-
ztéw transportowych i regionéw. Analiza grafu powigzan tak wyodrebnionych weztow
umozliwia w niektorych przypadkach, optymalizacj¢ struktury organizacyjnej systemu.

W artykule rozwazane jest zagadnienie wyodrebnienia optymalnej struktury
organizacyjnej — tzn. takiego podgrafu, ktérego wezty tworzg nawzajem potaczone —
huby jako lokalne centra i potaczone z nimi tukami wezty lokalne.

Na Rys. 1 pokazano system powiazan lotniczych pomigdzy miastami przed
procesem deregulacji. Obserwujemy tu wiele potaczen typu point to point, co w
przypadku wigkszych systeméw transportowych prowadzi do zlozonych i
kosztownych problem6éw synchronizacji. Na Rys. 2 pokazano strukturg
organizacyjng typu hub-and-spoke dla struktury z Rys. 1.

Problem znalezienia w grafie struktury typu hub-and-spoke nalezy do
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trudnych problemoéw kombinatorycznych i nie jest znany algorytm o wielomianowej
ztozonosci obliczeniowej znajdujacy najlepsze rozwigzanie dlatego w niniejszej
pracy proponujemy podejscie ewolucyjne.

Rys 1. Struktura wejsciowa Rys 2. Odpowiadajacastruktura
Mazbic-Kulma i Sep (2005) hub-and-spoke
Mazbic-Kulma i S¢p (2005)

2. Pojecia podstawowe

Graf jest para G = (V, E), gdzie V jest a niepustym zbiorem wierzchotkow, a
E jest zbiorem krawedzi. Kazda krawedz jest parg wierzchotkdow (v;, v,) takich, ze
vi# v, Dwa wierzchotki grafu G=(V, E) sa incydentne jezeli v;,v,eV to {v;,v, } €E.
Podgraf gratu G = (V, E) jest grafem G' = (V' E"), gdzie V'V 1 E'CFE takim, ze dla
kazdego ecE i e={v,,v,} jezeli v;,v; €V’ to ecE’. Drogq (Sciezkq) w grafic G=(V,
E) z wierzchotka s do wierzchotka ¢ nazywamy ciag wierzchotkow{v,, ... ,v,}taki,
ze:{s,v;}eE, {v, vir;teE dlan=1, 2, ..., n-1, {v,, t}€E. Graf G=(V, E) jest grafem
spojnym, jezeli dla kazdych dwoch réznych wierzchotkéw istnieje droga taczaca te
wierzcholki. Stopniem wierzchotka v deg(v) nazywamy liczbe réwna liczbie
krawedzi do ktérych wierzchotek ten nalezy. Graf G(V, E) nazywamy spdjnym
jezeli dla kazdej pary wierzcholkow v;,v;e V oraz i# j istnieje w grafie G droga {v;,
., v;}. Graf G(V, E) nazywamy pelnym jezeli kazde dwa wierzchotki v;,v;e V oraz i#
J sa ze sobg incydentne.

Klikg (podgrafem petnym) Q=(V,, E,) w grafie G=(V, E) jest graf taki, ze
V,cVi E,cE oraz kazda para wierzcholkow v,, v, V, spelnia warunek {v;, v,} €E,.
Maksymalng klikg nazywamy klike Oy=(V,, E,) w grafie G=(V, E) taka, ze nie
istnieje wierzchotek veV i ve/V, taki, ze Q'=(V", E') jest klika, gdzie V=V U{v} i
E'cE gdzie kazda para v;,, v,el" wierzcholkéw spelnia warunek {v;, v,}€E’
Potrzebowski i inni (2006, 2007), Wilson (1996).

Niech A=(V’, E’) bedzie podgrafem grafu G = (V, E), V'cV, E'CE,
k=Card(V"), k; jest liczbg wierzchotkow v;e V" takich, ze {v;, v;} €E
1. Dla k=1 podgraf A4 grafu G jest o~klikg.
2. Dla k>1 podgraf 4 grafu G jest a-klikg jezeli dla wszystkich wierzchotkow
v;€ V"’ spetniony jest warunek:

»

<L gdzie ae(0, 1].

k
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6 6

Rys 3. Przyktadowy graf Rys 4. Maksymalna klika
w grafie z Rys 3

4 4

9 9

Rys. 5. Przyktad o-kliki dla «=0,8 Rys 6. Podgraf grafu z Rys. 5
ktory nie jest a-klikq dla «=0,8

Na przykladzie z Rys. 5 i 6 widaé, ze nie kazdy podgraf a-kliki musi by¢ o~
klikg. Wezmy dowolny wierzchotek v;, nalezacy do a-kliki A=(V,, E,) o-kliki
A=(V’, E’). Niech k=Card(V, ), k; jest liczbg wierzchotkéow v;eV, takich, ze

1 k. Ji kg 1
{vpov}eE, Dlaa> o>ltmamy !>, czyli 57, zatem k> £,
' 2 k 2 ko2 i 2

Z rachunku zbioréw wynika, ze dla kazdych dwoch wierzchotkow zbiory
wierzchotkdéw z nimi incydentnych maja czgs¢ wspdlna, zatem graf jest spojny. Dla
a=0,5 graf nie musi spetnia¢ warunku spdjnosci, np. graf z Rys. 7 nie jest spojny.

Struktura hub-and-spoke to graf H=(V, v V,,E) w ktoérym niepusty podzbior
V, wraz z odpowiednimi krawedziami wyznacza graf pelny. Kazdy wierzchotek z
podzbioru Vs ma stopien 1 i jest polaczony z dokladnie jednym wierzchotkiem ze
zbioru V;,, Mazbic-Kulma i inni (2008).
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5 1 4 8 7

Rys. 7. Przyktad niespdjnego grafu dla a=0,5

Rys. 8. Przyktad struktury typu hub-and-spoke, Mazbic-Kulma i inni (2008)

Tak zdefiniowana struktura hub-and-spoke (HS) moze by¢ zastosowana w wielu
dziedzinach. Uzywajac tej struktury w systemach transportowych Ambroziak (2000),
Jacyna (2001), O’Kelly (1987), Piasecki (1973), uzyskujemy duza koncentracje ruchu
pomigdzy weztami oraz synchronizacje potaczen, zatem zwigkszamy jako$¢ ushug.
Powoduje to rowniez obnizenie kosztow przewozu pasazeréw. Struktura hub-and-spoke
zostata wykorzystana w transporcie miejskim w Frankfurcie nad Odra, gdzie wydzielono
cztery wezly przesiadkowe (huby) (http://zielonagora.blogspot.com). Wprowadzenie hub-
and-spoke spowodowalo znaczne zwigkszenie czgstotliwosci ruchu. Funkcjonalnos¢ tego
systemu jest szczegdlnie widoczna w godzinach pozaszczytowych, gdy oferta przewozowa
jest juz z powodow ekonomicznych ograniczona.

W celu uzyskania struktury typu hub-and-spoke proponujemy nastepujace podejscie:
(Algorytm 1): Niech G(V, E) bedzie rozwazanym grafem.

1. Znajdujemy pokrycie niezaleznymi, rtownomiernymi o-klikami A;(V;, E)), ..., AV En)
spetniajacymi warunki: V; ... oV, =V i V;n... NV, = &, gdzie m jest liczba a-cliques

2. W kazdej a-klice A; wybieramy doktadnie jeden wierzchotek y; o najwyzszym stopniu w
grafie G'( \Vi v {y,},E\E; ) — kazdy wierzchotek y; jest nowym hubem

3. Laczymy kazdy hub ze wszystkimi wierzchotkami z a-kliki do ktorej ten hub nalezy.

4. Laczymy huby kazdy z kazdym.

Algorytm 1. Metoda uzyskania struktury hub-and-spoke
242
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Lebuser Vorstadt

&

Europa-Universitat
Messegeldnde

Rys. 9. Struktura komunikacji miejskiej typu hub-and-spoke we Frankfurcie nad Odrg
(http://zielonagora.blogspot.com)

W niniejszej pracy opisujemy algorytm ewolucyjny ktoéry poprzez
wygenerowanie pokrycia grafu roztacznymi o-klikami generuje struktur¢ hub-and-
spoke. Strukture typu hub-and-spoke uzyskujemy poprzez wybranie z kazdej o-kliki
wezta o najwyzszym stopniu w danej o-klice, a jednoczesnie jak najsilniej
potaczonego z innymi hubami.

3. Ewolucyjna metoda poszukiwania struktury hub-and-spoke

Standardowy algorytm ewolucyjny dziata zgodnie z Algorytmem 2. Jednakze
ta ogdlna metoda wymaga wielu modyfikacji, dopasowujacych do specyfiki
rozwigzywanego problemu, aby metoda dziatata szybko i efektywnie. Modyfikacje
polegaja glownie na przyjeciu odpowiedniej metody kodowania rozwigzan,
zastosowaniu odpowiednio przystosowanych operatorow genetycznych oraz
zastosowaniu funkcji dopasowania wtasciwej dla rozwigzywanego problemu.

1. Losowa inicjalizacja populacji rozwigzan.

2. Reprodukcja i modyfikacja rozwigzan przy uzyciu operatoréw genetycznych.
3. Ocena uzyskanych rozwiazan.

4. Selekcja osobnikow do nastepnego pokolenia.

5. Jesli nie speliony warunek stopu, powr6t do punktu 2.

Algorytm. 2. Standardowy algorytm ewolucyjny.
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3.1. Reprezentacja rozwigzania

Informacja o rozwigzywanym problemie zostala zapisana w postaci macierzy
powiazan danych. Macierz ta moze by¢ binarna i wtedy staje si¢ macierza incydencji w
grafie niekierowanym (0 — brak polgczenia, 1— polgczenie) lub macierza rzeczywistych
wartosci nieujemnych (graf nieskierowany) opisujacych site potaczenia (wielkosé
transferow towarow, danych, pasazerdw itp.).

Rys. 10. Zakodowanie rozwigzania.

Osobnik populacji rozwigzan (Rys. 10) zawiera rozwigzanie problemu w
postaci dynamicznych tabel a-klik (ich liczba jak i liczba wybranych weztow do o-
kliki jest zmienna w trakcie obliczen). Kazdy element wektora weztdw (a-kliki)
posiada takze element wybrany jako hub reprezentujacy t¢ o-klike. Kazdy wezet grafu
moze wystapi¢ tylko w jednej o-klice, wobec czego o-kliki sa rozlaczne. Poza tym
rozwigzanie zawiera jeszcze dodatkowe dane: wektor liczb rzeczywistych, ktory
opisuje wiedze rozwigzania o jakosci dziatania operatorow genetycznych oraz numer
operatora wybranego do modyfikacji rozwigzania w biezacej iteracji.

3.2. Funkcja dopasowania

Funkcja dopasowania stosowana w algorytmie ewolucyjnym jest S$cisle
powiazana z funkcja celu rozwigzywanego zadania. W przypadku rozwigzywanego
problemu nie ma jednej konkretnej funkcji celu wyptywajacej z rozwigzywanego
zadania. Funkcja celu jest tworem nieco sztucznym, ktory ma ukierunkowac sposob
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dobierania weztow do a-kliki w sposdb najkorzystniejszy dla rozwigzywanego
problemu (np. o réwnych rozmiarach, maksymalnych rozmiarach itp.). Funkcja
dopasowania nie posiada zadnego elementu funkcji kary za przekroczenie
ograniczenia na warto$¢ @ w a-klice, gdyz algorytm operuje tylko na rozwigzaniach
dopuszczalnych, poniewaz operatory genetyczne i funkcje inicjalizujace populacje
sa tak skonstruowane, aby nie dopusci¢ do wystapienia rozwigzan nie tworzacych
odpowiednich a-klik.

W symulacjach komputerowych uzyto funkcji dopasowania o postaci:
I k I h,
=3 |k - R e A | 1
max Q - ,Z:[ S X " ] ( )

n i
gdzie: n — biezaca liczba a-klik w rozwiazaniu, k; — liczba weztow w i-tej a-klice, k
— liczba we¢ztow catego rozpatrywanego grafu, /; — liczba polaczen pomigdzy hubem
i-tej a-kliki a pozostatymi weztami tej a-kliki, h; — liczba potaczen pomiedzy hubem
i a pozostatymi hubami.

k,

Wybrany wariant funkcji dopasowania (1) promuje a-kliki o w przyblizeniu
réownych rozmiarach, minimalizujac liczbe o-klik oraz maksymalizujac liczbe
potaczen pomigdzy hubem a weztami jego a-kliki oraz polaczen pomigdzy hubami.

3.3. Specjalizowane operatory genetyczne

Opisywana struktura danych wymaga specjalnie zaprojektowanych
operatorow genetycznych do modyfikacji rozwigzan, tak aby zachowywaty
narzucone ograniczenia na . Jesli zmodyfikowane przez operator rozwigzanie nie
spelnia warunku a-kliki, podejmowana jest proba naprawy rozwigzania, a jesli to nie
przyniesie efektu, to operacja jest anulowana i modyfikacje sa cofane. Taka metoda
poszukiwania rozwigzan jest nieco trudniejsza dla algorytmu ewolucyjnego w
zwigzku z wigkszymi problemami, jakie stanowig ekstrema lokalne i nieciagta
dziedzina poszukiwan, ale zaletg tego podejscia jest posiadanie zawsze waznego
zestawu rozwigzan, ktorego nie trzeba juz w zaden sposob naprawiac, aby otrzymac
rozwigzania dopuszczalne. Do rozwigzania problemu zaprojektowano nastgpujacy
zestaw operatorow genetycznych:

1. mutacja — wymiana losowo wybranych weztdw w réznych a-klikach;
2. przeniesienie wezta pomiedzy wylosowanymi a-klikami;

3. "inteligentne" przeniesienie — operacja podobna do poprzedniej, lecz
wykonywana tylko w przypadku poprawy funkcji dopasowania;

4. konkatenacja — faczenie (gtdéwnie matych) a-klik;

5. zastosowano rowniez wersje operatorow wykonywane wielokrotnie.

3.4. Algorytm ewolucyjny uzyty do rozwigzania problemu

Uzycie specjalizowanych operatorow genetycznych wymaga zastosowania jakiej$
metody wyboru wykonywanych operatoréw, gdyz typowe podejscie, w ktorym z matym
prawdopodobienstwem wykonuje si¢ mutacje, a z duzym krzyzowanie nie ma tu sensu.
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Jest bowiem trudno jednoznacznie sprecyzowac, ktory operator jest zblizony do mutacji, a
ktory do krzyzowania, nie mdéwiac o tym, ze operatorow jest znacznie wigcej niz typowe
dwa. W proponowanym podejsciu, Stanczak (2003), zaktada sie, ze operator, ktory czesto
generuje pozytywne modyfikacje rozwigzan, powinien mie¢ wicksze prawdopodobienstwo
wykonania i cz¢éciej oddziatywac na populacje. Jednakze jest bardzo prawdopodobne, ze
operator dobry dla jednego osobnika, nie bgdzie dawat dobrych efektow w przypadku
innego, np. z powodu jego polozenia w przestrzeni rozwigzan. Dlatego tez kazdy osobnik
powinien posiada¢ wiasny ranking operatorow. Stad, kazdemu osobnikowi odpowiada
ranking operatorow w postaci wektora liczb rzeczywistych, ktorego wartosci sa miarami
jakosci odpowiadajacych im operatorow. Im wyzsza wartos$¢ zarejestrowana w rankingu,
tym wigksze bedzie prawdopodobienstwo wykonania operatora. Prawdopodobienstwo to
jest uzyskiwane przez prosta normalizacje zarejestrowanych warto$ci. W zwigzku z tym
kazdy osobnik w kazdej iteracji algorytmu wybiera wedlug prywatnego rankingu operator,
ktory go modyfikuje, starajac si¢ uzyska¢ jak najlepszy wynik, maksymalizujac swoje
szanse przezycia. Jest to wobec tego typowy mechanizm stosowany przez organizmy
zywe, starajace si¢ zapewni¢ swojemu potomstwu jak najlepsze warunki rozwoju.

Metoda obliczania wartosci wspotczynnikow jakosci operatorow oparta jest
na metodzie znanej pod nazwa uczenia ze wzmocnieniem (ang. reinforcement
learning), Cichosz (2000) (jednego z algorytmdéw uczenia maszynowego). Osobnik
populacji rozwigzan traktowany jest tu jako pewien agent, ktorego rola jest wybranie
i wykonanie jednego z operatoré6w genetycznych. Wybor i-tego operatora z puli
wszystkich mozliwych, traktowany jest jako wykonanie akcji a;, dzigki ktorej
osobnik jest modyfikowany i przechodzi do nowego stanu (rozwigzania) s;. Agent
uzyskuje nagrode lub kare w zalezno$ci od jakosci nowego stanu (rozwigzania).
Celem dziatania agenta jest uzyskanie dzigki swoim akcjom mozliwie najwigkszego
dtugoterminowego zdyskontowanego i skumulowanego zysku V'

Vn = szk’/}+k+1 (2)
k=0

V= m}gx(V") 3)

Nastgpujacy wzor otrzymuje si¢ po przeksztatceniu (2) i (3), jest on uzywany do
praktycznych obliczen:

V(s,)=V (5, )+ @l + 77 (5,.0)- V() @)
gdzie:
IT — strategia agenta
V' — zdyskontowany skumulowany zysk otrzymany przy uzyciu strategii /7
FE — warto$¢ oczekiwana
k — kolejne iteracje
t — chwila biezaca
V(s,) — wspotczynnik jakosci operatora (lub zdyskontowany skumulowany zysk)
V*(sH ])— estymowana warto$¢ najlepszej wartosci skumulowanego zysku

(w naszych obliczeniach brana jest warto$¢ osiagnieta przez najlepszy operator)
o — wspotczynnik uczenia
v — wspotczynnik dyskonta
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r.+; — nagroda za akcj¢ (réwna poprawie rozwigzania).

W przeprowadzonych symulacjach komputerowych wartosci « i y zostaty
dobrane eksperymentalnie i ustawione odpowiednie na 0,1 10,2.

4. Uzyskane wyniki

Jako danych testowych uzyli$my przyktadu znanego benchmarku BHOSLIB:
Benchmarks with Hidden Optimum Solutions for Graph Problems (Maximum
Clique, Maximum Independent Set, Minimum Vertex Cover and Vertex Coloring) —
Hiding Exact Solutions in Random Graphs [15]. Wybrane zadanie jest grafem o 450
wierzchotkach i 83 198 krawedziach oraz maksymalnej klice zawierajacej 30
wierzchotkéw (frb30-15-clq.tar.gz). Rozmiar problemu jest wzglednie duzy i
zblizony ztozonoscig do probleméw pojawiajacych si¢ przy planowaniu potaczen
pomigdzy duzymi europejskimi miastami.

Pierwszym krok do uzyskania struktury hub-and-spoke zalezy od wyboru
wartosci parametru «. Stosujac algorytm ewolucyjny, dla roéznych wartosci

parametru « uzyskaliSmy nastepujace wyniki:

Tabela 1. Poréwnanie uzyskanych wynikow

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
3150 138 139 2
0.75
num 3 2 1 3
9 50 41 42 43 44 45 46 47 8
80 num 9 1 1 1 1 2 2 1 9
15 24 29 30 34 22 25 26 27 28 31 32 13 14
8 num 1 2 10 2 1 2 2 7 1 1 1 8 7
0.90 21 21 22 19 20 21 17 18 19 20
7 num 12 9 11 8 2 2 5 9 4
0.9 29 14 15 15 14 23 24 25 26 27
93 num 15 16 15 14 3 4 4 11 7
0.99 29 14 15 15 14 22 23 24 25 26 27 28
7 num 15 16 15 14 1 1 5 4 10
29 14 15 15 14 24 25 26 27 28
1.00 num 15 16 15 14 5 12 4 6 2
gdzie:

kolumna 1 liczba o-klik

kolumny 2-5 moc poszczegdlnych a-klik i liczba (num) o~klik o takiej mocy

kolumny 6-12 stopnie hubow w ich a~klikachs i liczba (num) hubéw o takim stopniu

kolumny 13-19 liczba hubéw potaczonych z poszczegdlnym hubem oraz liczba
(num) takich hubow.

5. Whnioski

W przedstawionym przyktadzie uzyskalismy zmniejszenie liczby potaczen. 1
tak np. dla @=0.80 liczba potaczen zostata zredukowana z 83 198 do 486, $wiadczy
to iz przedstawiona metoda moze by¢ zastosowana w zadaniach lokalizacyjnych,
ktorych strukture organizacyjng mozna przedstawi¢ w postaci grafu potaczen.
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Rozmiar zadan rozwigzywanych pokazang wyzej metoda jest ograniczony
mozliwo$ciami sprzetu komputerowego. Nie bez znaczenia jest tez struktura
potaczen w grafie. Czas obliczen wykonywanych na komputerach klasy PENTIUM
1 GHz wynosit kilkanascie godzin.

Warto na koniec pokresli¢, iz przedstawiona w pracy metoda moze mieé
zastosowanie jako narzgdzie wspomagajace podejmowanie decyz;ji.
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