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Badania operacyjne i systemowe: Srodowisko naturalne, przestrzen, optymalizacja
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studzinski

ZASTOSOWANIE PABAMETROW ROZMYTYCH W WYCENIE
INSTRUMENTOW POCHODNYCH ZWIAZANYCH
Z PROTOKOLEM Z KIOTO

Piotr Nowak*, Maciej Romaniuk***
* Instytut Badan Systemowych PAN, ul. Newelska 6, 01 — 447 Warszawa,
e-mail: pnowak@ibspan.waw.pl
** Katolicki Uniwersytet Lubelski, ul. Konstantynéw 1 H, 20 — 708, Lublin,
e-mail: mroman@ibspan.waw.pl

Jednym z zamierzen protokotu z Kioto jest redukcja ilosci emitowa-
nych szkodliwych gazoéw cieplarnianych. W tym celu protokot przewiduje
mozliwos¢ handlu specjalnymi pozwoleniami na emisje okreslonych ilosci
gazdw, wyrazonych w tonach CO,. Pozwolenia takie mozemy traktowac jako
rynek pewnego pierwotnego instrumentu finansowego. W celu usprawnienia
dziatania rynku pierwotnego rozwing¢ si¢ moze rynek wtérny, obejmujacy
handel dedykowanymi instrumentami pochodnymi (opcjami, kontraktami fu-
tures, kontraktami forward). Opis takiego rynku, ze wzgledu na specyfike in-
strumentu podstawowego, wymaga stworzenia odpowiednich modeli matema-
tycznych. W modelach tych nalezy wzia¢ pod uwage rowniez niepewnos¢ i
nieprecyzyjnos¢, ktore charakteryzuja rynek handlu pozwoleniami na emisje.
W niniejszym artykule prezentujemy model stochastyczny dla opisu trajektorii
ceny instrumentu podstawowego, ktdrego parametry sg liczbami rozmytymi.
Protokoét z Kioto jest inspiracja dla omawianego modelu. Skupimy si¢ przede
wszystkim na kwestii wyceny instrumentu pochodnego, a nie zagadnieniu
modelowania rynku. W zwiazku z tym prezentujemy klasyczny przypadek —
wycenge europejskiej opcji call dla rozwazanego modelu zachowania si¢ rynku
pozwolen na emisj¢. Przedstawiamy réwniez podej$cie symulacyjne, bazujace
na metodzie Monte Carlo.

1. Wprowadzenie

Wraz z wprowadzeniem w zycie Protokolu z Kioto (por. Protokot z Kioto,
1997), handel pozwoleniami na emisj¢ szkodliwych gazow cieplarnianych jest
uznawany za jedno z narzedzi majacych na celu redukcj¢ ich emisji. Wspomniane
pozwolenia na emisje, jako $cisle rynkowe instrumenty, stang si¢ waznym mechani-
zmem sprzyjajacym ochronie srodowiska (por. 4 guide to Emissions Trading, 2002),
International Emission Trading. From Concept to Reality, 2001). Instrumenty po-
dobnego typu byly wykorzystywane juz wezesniej (por. A guide to Emissions Tra-
ding, 2002), ale dopiero teraz s3 wprowadzane na szerszg skale.

Wprowadzenie w zycie Protokotu z Kioto spowoduje prawdopodobnie han-
del emisjami na rynkach o dwoch odmiennych skalach. Rynek o skali $wiatowej
obejmowa¢ bedzie handel pomigdzy poszczegdlnymi krajami, a nawet catymi ich
stowarzyszeniami (jak Unia Europejska) traktowanymi jako odrebne byty. Rynek o
skali krajowej obejmowac bedzie raczej przedsigbiorstwa i instytucje na poziomie
kazdego kraju. Oba te rodzaje rynkdéw potrzebowaé beda nowych mechanizméw
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finansowych zmniejszajacych ryzyko zaangazowanych w handel inwestorow,
zwigkszajacych ptynno$¢ oraz tempo obrotu pozwoleniami na emisj¢. Takimi in-
strumentami finansowymi sg powszechnie znane na klasycznych rynkach finanso-
wych instrumenty pochodne (derywatywy), czyli np. opcje, kontrakty futures i for-
ward. Niezbedne jest zaproponowanie odpowiedniej metodologii wyceny tego typu
instrumentéw dostosowanych jednak $cisle do rynku handlu pozwoleniami na emi-

sj¢.

W niniejszej pracy proponujemy pewien model trajektorii ceny instrumentu
podstawowego dla rynku finansowego oraz przedstawimy metod¢ wyceny instru-
ment6w pochodnych zwigzanych z tym instrumentem podstawowym na przyktadzie
europejskiej opcji call. Skupimy si¢ przy tym na zagadnieniu wyceny, bez rozpatry-
wania szczegolow dziatania rynku pozwolen. Zaproponowany przez nas model
konstruowany jest w oparciu o analogie do innych tego typu rynkéw oraz ogdlng
wiedze ekonomiczng. Podobnego typu modele byly konstruowane w celu opisania
rynku pozwolen na emisje SO, w USA. Modele te byly zwigzane z klasycznym
podejsciem Blacka-Scholesa. Jednoczes$nie ze wzglgdu na majace nastgpowac kon-
trole limitdéw, w naszym modelu pojawiajg si¢ losowe skoki w regularnych odste-
pach czasowych. W celu ufatwienia analizy nie bierzemy pod uwage niektorych
innych uwarunkowan zwigzanych z protokotem z Kioto. Ze wzgledu na duzy sto-
pien nieprecyzyjnosci zwigzany z rynkiem pozwolen na emisje, do opisu parame-
trow modelu zostaty wykorzystane liczby rozmyte. Zastosowanie liczb rozmytych
umozliwia opis oparty na wiedzy eksperckiej, do czego w peli nie wystarczy samo
podejscie stochastyczne, wymagajace danych historycznych lub zatozen probabili-
stycznych. Ponadto podej$cie rozmyte umozliwia modelowanie niepewnosci i nie-
precyzyjnosci na innym poziomie niz modelowanie stochastyczne.

W czesci 2 pracy omawiamy ogdlne reguly dotyczace rynku handlu pozwo-
leniami na emisj¢. Czg$¢ 3 zawiera przedstawienie podstawowych oznaczen, wyko-
rzystywanych faktow i twierdzeh matematycznych, a takze prezentacje modelu
stochastycznego wraz z dyskusja zastosowania metod numerycznych. Wyprowa-
dzono wzor na ceng dla klasycznego przyktadu instrumentu pochodnego — europej-
skiej opcji call i przedyskutowano problematyke wyceny bardziej skomplikowanych
instrumentow pochodnych. W czgsci 4 skupiono si¢ na prezentacji wnioskow oraz
przysztych mozliwych kierunkéw badawczych.

Zagadnienia zwigzane z tematyka protokotu z Kyoto oraz handlem pozwole-
niami na emisj¢ znalez¢ mozna np. w Cason i Gangadharan (1998), Devlin i Grafion
(1994), EPPA 1 in. (2000), Hagem i Westkog (1998), International... (2004), Lem-
ing (2003), Montero (1998), Nahorski i in. (2004), Nowak i Romaniuk (2007), Sta-
vins (1995), Westkog (1996).

2. Rynek handlu pozwoleniami na emisje

Zasady handlu pozwoleniami na emisj¢ zostaty ustalone w 1997 roku w Pro-
tokole z Kioto (por. np. International..., 2001). Celem tego traktatu jest redukcja
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emisji gazé6w cieplarnianych ponizej pewnego ustalonego poziomu w poréwnaniu z
rokiem 1990. Redukcje maja mie¢ miejsce w latach 2008 — 2012. Ze wzgledu na
kosztownos¢ procesow, takich jak zmiana profilu produkcji wielu galezi przemystu,
wprowadzania nowych, bardziej ekologicznych rozwigzan technicznych, czy prze-
obrazenia gospodarek catych krajow, w protokole zaproponowano odpowiednie
»mechanizmy rynkowe”, w tym rowniez handel pozwoleniami na emisjg.

Handel pozwoleniami na emisj¢ opierac si¢ bedzie na tych samych ogélnych
zasadach, co inne, bardziej ,,klasyczne” rynki (por. np. International Emission Tra-
ding. From Concept to Reality, 2001). Najwazniejszg roznicg begdzie rodzaj ,,towa-
ru”, ktérym begda pozwolenia na emisj¢ wyrazone w tonach CO,. Kupcami takich
pozwolen beda przedsigbiorstwa (lub kraje w skali rynku mi¢dzynarodowego), dla
ktorych koszt odpowiednich redukcji emisji gazéw bedzie zbyt wysoki. Z kolei
sprzedawcami beda jednostki, dla ktdrych koszt ten bedzie nizszy niz cena pozwole-
nia lub ogoélna liczba przyznanych pozwolen begdzie wigksza niz niezbgdna dla da-
nego przedsigbiorstwa. W ten sposob realnie dziatajacy rynek ustali cene rynkowg
dla pozwolen na emisje¢ przy pewnych standardowych zatozeniach, jak np. duza
liczba podmiotéw zaangazowanych w handel.

Opisane powyzej pozwolenia moga by¢ traktowane jako podstawowy in-
strument finansowy. Odpowiednie instrumenty pochodne beda uzyteczne dla polep-
szenia plynnosci i zwigkszenia stopnia zabezpieczenia przeciwko ryzyku, np. zlej
oceny mozliwego stopnia redukcji emisji. Niezbgdne jest wykorzystanie odpowied-
nich narzedzi matematyki finansowej w celu rozwiazania wielu probleméw zwigza-
nych z wycena lub sprzedaza tego typu instrumentow. Wiele podobnych probleméw
zostato juz rozwigzanych w zakresie bardziej ,,klasycznych” rynkow.

W przypadku handlu pozwoleniami na emisj¢, musimy jednak wzigé pod
uwage pewne szczegdlne wlasnosci rynku tego typu, jak np. coroczne raporty doty-
czace spelnienia wymogow redukcji emisji. W zwigzku z tym, przed wykorzysta-
niem wspomnianych narzedzi matematyki finansowej, musimy zaproponowaé¢ od-
powiedni model dla trajektorii instrumentu podstawowego, ktory przedstawimy w
rozdziale 3.3. Model ten powinien by¢ dopasowany do wlasciwosci rozpatrywanego
rynku i w wystarczajacym stopniu pozwala¢ na przewidywanie finansowych skut-
kow decyzji w przysztosci. Dlatego tez proponujemy uogolnienie szeroko znanego
klasycznego modelu Blacka — Scholesa z dodatkowymi skokami losowymi w usta-
lonych chwilach roku. Skoki te odzwierciedlaja mozliwos$¢ naglej zmiany trajektorii
ceny pozwolenia na emisj¢ w momencie, gdy odpowiednia agenda ogtosi raport
dotyczacy stopnia wypelnienia warunkéw protokotu z Kioto dla poszczegdlnych
krajow.

Rozwazany model musi bra¢ pod uwagg rowniez inne aspekty specyfiki ryn-
ku handlu pozwoleniami na emisj¢. Szczegolnie dotyczy to wysokiego stopnia nie-
pewnosci 1 nieprecyzyjnosci, ktory wydaje si¢ charakteryzowaé ten rynek (Bartosz-
czuk 1 Horabik, 2007; Nahorski i Horabik, 2005). W zwiazku z tym odpowiedni
model stochastyczny zdecydowalis$my si¢ opisa¢ poprzez parametry bedace liczbami

57



P. Nowak, M. Romaniuk

rozmytymi. Podej$cie takie umozliwia odzwierciedlenie w prosty sposob subiek-
tywnych ocen uczestnikéw rynku, np. bazujacych na opiniach ekspertow.

3. Podstawowe definicje i fakty matematyczne

3.1 Semimartyngaty, rownowazna zmiana miary

Niech (Q,F,,P) bedzie przestrzenig probabilistyczng z filtracjg. Niech

T <o . Proces stochastyczny H :(Ht) nazywamy procesem cadlag, jezeli

1€[0,T]
jego trajektorie sg prawostronnie ciggle i majg lewostronne granice. Proces stocha-
styczny cadlag H nazywamy semimartyngatem, jezeli H,=4,+M,, t<[0,T],
gdzie A= (A, )te[O,T] jest F,-adaptowanym procesem stochastycznym cadlag o

ograniczonej wariacji i M =(M p )te[O 7] jest martyngalem lokalnym, tzn. istnieje

ciag F, -momentow stopu {rn }:O_l takich, Ze zastopowane procesy M =M
- t

IAT,

t €[0,7] sa martyngalami. Symbolem [t] bedziemy oznacza¢ catkowitg czg$¢ t.

Obecnie przedstawimy wybrane definicje i podstawowe fakty z pracy Shiry-
aev, Kruzhilin (1999). Niech (p(x): xI o<1} bedzie funkcja obcinajaca. Dla procesu

x|§1

stochastycznego H (go)t = Z[AH —o(AH, )] , H (q))t =H,-H ((0); jest semimartyn-
s<t

galem specjalnym z kanonicznym rozktadem
H(p)= X, +M(0)+Bp),

gdzie M (go) jest martyngatem lokalnym a B(g)) jest lokalnie catkowalnym, progno-
zowalnym procesem o ograniczonej wariacji.

Def. 1 Charakterystykami H nazywamy trojke T = (B,C ,v) sktadajgcq si¢ z
i prognozowalnego procesu B = B(q)) 0 ograniczonej wariacji;
ii. nieujemnego, cigglego procesu C =< H® >, gdzie H°jest cigglg czescig
martyngatowg H a < H® > jest jego nawiasem trdjkgtnym;
iii. prognozowalnej miary losowej v na B(T ><R) bedgcej kompensatorem

miary zwigzanej ze skokami H , tzn.

u(dtdx) =Y Iy Lopeldt,dx).

Def. 2 Miara probabilistyczna P na (Q,F ) Jjest lokalnie bezwzglednie cig-

 loc
gla wzgledem miary P, tzn. P<<P, jezeli dla kazdego t e [O,T]miara probabili-

58



Parametry rozmyte w wycenie instrumentow zwigzanych z protokotem z Kioto

~ ~ . loc
styczha P, = P | F, jest bezwzglednie cigglta wzgledem P, =P|F,. Jezeli P<<Pi

loc loc

P<<P, to miary sq rownowazne (}3 ~P).

~loc
Niech P ~ P. Definiujemy proces stochastyczny Z = (Z,)te[0 r)Za pomocy

formuty

Z,==L. (1)

Definiujemy takze proces M = (M ; )te[O 7] jak nastepuje:

“dZ
M, =[—=. @)
OZ

S—

Niech

4z 1z >0)
ﬂ_d<HC,HC>' z ©)

VA ~ . . . . .
X=E /’j H (Z—l (Z_ > O)| P} gdzie E 5 n jest wartoscig oczekiwang wzgledem mia-

ry M;H na F®B(T)®B(R) zdefiniowanej rownoscia W*MﬁH = E(W*,uH) dla
wszystkich nieujemnych mierzalnych funkcji W = W(a),t,x), a <.,.> jest nawiasem

trojkatnym.

Nastgpujace twierdzenie (por. Jacod, Shiryaev, 1987) nazywane jest twier-
dzeniem Girsanova dla semimartyngalow:

 loc
Tw. 3 Zalézmy, ze P<«< P .Niech Z,[ 1 X beda zdefiniowane jak wyzej.
Wtedy B, C i v, zdefiniowane réwno$ciami
B=B+pC+p(x\X-1)*v,C=Civ=Xv
tworza trojke charakterystyk H ze wzglgdu na P.

3.2 Liczby rozmyte

Niech X bedzie zbiorem, a A bedzie rozmytym zbiorem w X . Przez u;
oznacza¢ bedziemy funkcj¢ przynaleznosci zbioru rozmytego, a przez
Za = {x t (x)z a} oznacza¢ bedziemy a-ciecie dla A. W artykule zaktada¢ be-

dziemy, ze X jest zbiorem liczb rzeczywistych.
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Niech @ bedzie liczbg rozmyta, tzn. zbiorem rozmytym w X spelniajagcym
warunki, t.z. sup,.y ,ua(x): 1, kazde o-cigcie a, dla ae (O,l] jest domknigtym

przedziatem, ktéry mozemy oznaczy¢ przez d, = [55,55 J (por. Zadeh, 1965) i

nosnik a jest ograniczony.

Wprowadzimy teraz arytmetyke liczb rozmytych. Niech © bedzie binarnym
operatorem pomiedzy dwiema liczbami rozmytymi @ i b, przy czym przez +

bedziemy oznacza¢ odpowiednik operatora dodawania, przez 7 odpowiednik dzie-
lenia, itd., zgodnie z zasada rozszerzania (por. Zadeh, 1965). W ten sposéb funkcja

przynalezno$ci a ® b dana jest wzorem
Hyep = SUD(x y)rey=z min{:uﬁ (x)’ Hy (x)} >
a a-cigcia dane sg przez
@35), =[ar +b2.a0 +bY| a=b), =[a- -BY.a¥ -bt],

~%7) |l LT ~LTU ~UTL NUNU} {NLNL ~LTU ~UTL ~U~U}J
(a b)a —lmm{aaba ,a,b, ,a, b, ,a,b, (, maxy,b, ,a,b, ,a, b, ,a, b,

oraz, jesli zero nie nalezy do no$nika b, to
@75), = |minfat 152 ,ak 167G 16kl 16Y |
max{al /5Lt 16l al 1bEal bl ||
W dalszych rozwazaniach stosowaé bedziemy zasade rozszerzenia dla liczb

rozmytych, ale dla celow obliczeniowych i interpretacyjnych niezbedne okaze si¢
wykorzystanie rownowaznego podejscia poprzez o-cigcia.

Tw. 4 Niech f:R— R bedzie funkcja, F(R) bedzie rodzing wszystkich
rozmytych podzbioréw dla R i AeF (R) Zat6zmy, ze funkcja przynalezno$ci pi;
bedzie potciagla z gory i dla wszystkich y zbior {x o f (x): y} jest zwarty. Funkcja
f (x) indukuje funkcje f:F (R)—> F (R) zgodnie z zasadg rozszerzania. Wtedy
]7(7\)“ = {f(x):xej\a}.

Dowdd powyzszego twierdzenia znalezé mozna w Wu (2004). Twierdzenie
to zastosujemy w 3.5 do wyceny opcji dla modelu z rozmytymi parametrami.

Trojkatna liczbg rozmyta @ definiujemy poprzez jej funkcje przynalezno$ci
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xX—a
L dlaa <x<a,
a — @
xX—a
,ua(x): 3 dla a, < x<a,
a, —a
0 wp.p.

gdzie [al,a3] jest przedziatem, a funkcja przynalezno$ci ma swoje maksimum w

punkcie a, .

Rozmyte liczby L-R sg uogélnieniem trojkatnych liczb rozmytych (Bardossy
i Duckstein, 1995; Dubois i Prade, 1980), w ktorych liniowe funkcje wykorzystane
w definicji liczb trojkatnych zostaly zastgpione funkcjami monotonicznymi, tzn.

L(al_xJ dla ay <x<a,

a) —a
5(x)= R( x—a3J dla ay <x<ay >
) —a
0 w p.p.

gdzie L i R sa ciaglymi, $cisle malejacymi funkcjami okreslonymi na przedziale
[0;1], o wartosciach w przedziale [0;1]. Liczbe L-R mozna zapisa¢ w postaci

(al,az,a3 )LR .

Omowimy teraz estymacj¢ liczb rozmytych wykorzystujaca podejscie staty-
styczne (por. Buckley, 2004). Przypusémy, ze X jest zmienng losowg o rozkltadzie
zadanym gestoscia fj () Zalézmy, ze parametr @ jest nieznany i ma by¢ estymowa-
ny na podstawie probki X,,X,,...,X, poprzez uzycie statystyki 0. Wtedy, dla
ustalonego poziomu ufnosci f mozemy skonstruowaé przedziat ufnosci
[0, ()6, (,B)] Jesli zalozymy, ze [HL (0),6, (0)]= [é, é], to mozemy skonstruowac
liczbe rozmyta 0 bazujac na przedziatach ufnosci. W tym celu ,,ustawiamy” na

sobie kolejne przedziaty ufnoéci, ktore tworzg rozmytg liczbe L-R. Poszczegdlne a-
cigcia odpowiadajg przedzialom ufnosci na poziomie ufnosci f=1-a . W ten spo-

sob otrzymujemy §a = [HL (l —a),0, (l—a)] np. dla 0,01<a <1. W celu dokoncze-
nia konstrukcji liczby rozmytej mozemy np. przedtuzy¢ a-cigcia dla o =0,01 li-
niami prostymi do & =0.

3.3 Model instrumentu pierwotnego

Niech (Q,F,,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng z filtracjg. Niech

T < oo . Cena instrumentu podstawowego jest procesem S = (St )te[O T danym wzo-
rem S, =S, exp(Yt), gdzie
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[1]
Y=ol + 26 )
i=0
W, jest ruchem Browna, o >0, ueR i { [}Zl jest ciagiem niezaleznych zmien-

nych losowych o tym samym rozktadzie

%eiﬂﬂx dla x>0
p(dx)= ) g
72(2/12” dla x<0

A, A4, > 0. Zaktadamy, ze Y, jest F, - adaptowany.

3.4 Martyngalowa metoda wyceny opcji

Niech r bedzie stata, wolna od ryzyka stopa procentowa i niech
Z, =S, (%)
bedzie zdyskontowanym procesem ceny podstawowego instrumentu . Naszym ce-
lem jest znalezienie miary P, lokalnie roéwnowaznej P, dla ktorej Z, jest martyn-

gatem. Kolejnym krokiem jest znalezienie postaci procesu S, wzgledem nowej

miary P . Cena instrumentu pochodnego z funkcja wyptaty f dana jest wzorem:

C, =exp(-r(T-0)ET(f(S)| F,), 1efo.T] (©)

Zastosujemy nastepujacy rezultat (por. Shiryaev i Kruzhilin, 1999, s. 21). Za-
chowamy przy tym notacj¢ z podrozdziatu 3.1.

Tw. 5 Zatozmy, ze Z, jest dodatnim martyngalem, bgdacym rozwigzaniem
réwnania stochastycznego dZ, = Z,_dM, , gdzie proces M jest dany wzorem:

M, = My + | BdHE + [ [ (s xp(u—v). @
0 OR

p 1 W spetniaja odpowiednie warunki calkowalnosci (por. Jacod i Shiryaev, 1987)

a Ila<1), gdzie

—-a
a=a, (a)) = v(w, {t}x R), )A(t = IX(w,s,x)v(w, {t}x dx). Zatézmy ponadto, zZe
R

oraz W jest procesem danym wzorem W =X-1+

E|Z, |=1. Wowczas w przypadku, gdy v(a), {t}x R) € {0,1}, warunek

K,+jﬂsd(HC> +“(X—1 ¢ 1)y =0, 1<T, (8)
0 ¥ OR
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. Lo\ i T TP
gdzie K, :B,+E<H > +” e —1—(p(x) v, implikuje istnienie miary P, skon-
t
OR

struowanej jak wyzej, rownowaznej mierze P, dla ktorej proces Z jest martynga-

fem lokalnym.

1
Niech y >— 1
4 2

y+t—- - 3 x
2 e (7+2) dla x>0
p(dx): 2 1
1
-1 (2
e dla x<0
2

Tw. 6 Dla europejskiej opcji kupna z funkcja wyplaty f (x)z(x—K)+,
K >0 mamy

0

C,= exp(— rT) _[ Soe(rT]TH -K G[T](x)

2
In K{»J’_]r
2

[T]
] F—— . . o .
dla GY)(x)=G*F*..*F(x), gdzie G i F sa odpowiednio, dystrybuantami roz-
ktadu normalnego N (O, oT ) ip. Gl ma gestosé g[T] i powyzsza formuta moze
by¢ zapisana w nastgpujacy sposob:

L5 © 2
Cyp=e ? ! Iexg[T](x)dx - e”TK{l - G[T{lns£ - (r - %JTD

0

Dowod. Charakterystyki B 1 C procesu H, =Y, - maja postaé
B = t+ ]Iw dx 1C o’t . Poniewaz H jest procesem o przyrostach

niezaleznych, wzor (7) przedstawia dekompozycje M . Wszystkie zatozenia Tw. 5

sa spelnione. Poniewaz

K, = (u=rh+ [ pl)plas)s o+ [ e -1- plo))ola)

réwnanie (8) jest rownowazne

( u—r %02} + azj B.ds + [t{ | X(a),l,x)(ex - l)p(dx)] =0, t<T. (9)
0 R
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1 t
Poniewaz suma [, = [,u -r +302jt + o-z'fﬂsds jest ciagla jako funkcja ¢ i
0

I, = [t]j)((a),l,x)(e)C —1)p(dx): 0 ma skoki dla ¢ =1,2,..., réwnanie (9) jest réwno-
R

wazne
L(t)=0, ¢<T
L()=0 .
. . . (,u—r) 1.
Uktad rownan jest spetniony dla f§ = ——— 5 i
o
(—%—wil]x
e .
—— dla teN i x20
R,
(—%+y+ﬁ.2jx
X(a),t,x)z eR— dla teN i x<0
2
1 dla t¢N i xeR

1 (—%—7*'/11)51

da R, :EEe [—l2+7+12j§1

. 1 ,
Ligs01 1 Ry :EEe Iz <o) - Korzystajac z Tw. 3

dla charakterystyk procesu H wzgledem ﬁT, otrzymujemy charakterystyki Y
~ o~ 1 ~
wzgledem P, o postaci B :(r—gazjt+[t]jq)(x)X(m,l,x)p(dx), c! =,
R

1% Y(a),(O,t]xdx):[t]X (w,l,x)p(d ) Wynika stad, ze proces ¥ wzgledem ﬁT opi-
suje formuta:

- U

Y, :(r—%azjt+o—Wt +Y &, ©)

i=0

gdzie VI7, jest ruchem Browna, {5, }Iil sa niezaleznymi zmienymi losowymi o jedna-

kowym rozktadzie p(dx)= X (w1, x)p(dx). Jezeli F(x)= p((—o0,x]) jest dystrybu-
7] [T]

antg & i F"(x)=F*.*F(x) to G[T](x): G#Fx*.*F(x) jest dystrybuanta

. . . 1 1
zmiennej losowej YT—(r—Eaij. Stad YT—(r—EO'ZJT ma gestosé

g[T]()’) = Tg(y - x)dF[T](x). Zgodnie z (6)
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Co = exp(— ”T)Ei)f(ST):
ﬁ ~
exp(— rT)[E Spls .x —KP(S; > K)|= (10)

1 © 2
i T r— e Trl 1= m K|,
e fe g (x)dx—e K[l G (ln s, (r 5 JTD

K

2
™
0 2

In—
S

3.5. Podejscie rozmyte

Zalézmy, ze parametry r',o',A, ,A, sa rozmytymi wersjami parametrow
opisujacych proces (4). Przyjmijmy, ze liczby te sg liczbami L-R, ktore zostaly
podane przez eksperta lub wyestymowane dzigki wykorzystaniu podejscia staty-
stycznego (patrz 3.2). Wtedy proces stochastyczny po zmianie miary (9) przyjmuje
odpowiednig postac¢ rozmytg

v =~ o .~ ~ U~
Yt:[r'zg*o-’*a’j*ﬁa'*Wt+§§i, (11)
i=0
ktéry zastosowac mozna do obliczen metodami symulacyjnymi (patrz 3.6).

Wspomniana metoda ma zastosowanie zwlaszcza w sytuacjach, gdy nie jest
mozliwe przedstawienie krotkiego i zwartego wzoru opisujgcego cen¢ pochodnego
instrumentu finansowego. Formuta wyceny europejskiej opcji kupna z Tw. 6 zapisa-
na jest w zamknigtej postaci analitycznej. Mozna zatem przedstawi¢ ja w wersji
rozmytej, zastepujac parametry liczbowe ich odpowiednikami rozmytymi a opera-

cje arytmetyczne operacjami +, =, * i /. Dla catki I Ie" [T] x)dx oraz

dystrybuanty Gl stosujemy Tw. 4, z uwagi na fakt, iz calki te mozemy przedsta-
wi¢ jako funkcje pierwotne o wartosciach liczbowych i bezposrednio zastosowaé
zasad¢ rozszerzenia. Obliczenia mozna wykonywa¢ z zastosowaniem a-cigé. W
procesie obliczen, z uwagi na skomplikowang posta¢ formuty wyceny, potrzebne
jest rowniez zastosowanie metod numerycznych.

Podejscie rozmyte z zastosowaniem a-cig¢ (dla wartosci « bliskich 1) do
wyceny instrumentdw pochodnych pozwala uzyskiwac przedziaty cenowe, do kto-
rych mozna mie¢ wysoki stopien zaufania.

3.6. Zastosowanie metod symulacyjnych

Ze wzgledu na skomplikowanie postaci wzoru (10), jego bezposrednie obli-
czenie bez zastosowania procedur numerycznych wydaje si¢ niemozliwe. Nalezy
podkresli¢, ze tak ztozony wzoér otrzymujemy juz dla ceny jednego z najprostszych i
najbardziej klasycznych instrumentow pochodnych. Zarazem, zastosowanie rozmy-
tych liczb dla opisu procesu stochastycznego dodatkowo poglebia ten problem.
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Dla bardziej skomplikowanych instrumentéw pochodnych wzér na cen¢ mo-
ze nie zosta¢ otrzymany w zamknigtej, analitycznej formie. Dlatego niezbedne jest
zastosowanie podejScia numerycznego lub symulacyjnego. Odpowiednia metoda
moze by¢ wykorzystanie symulacji Monte Carlo, ktorych zaletami sg elastycznosc¢ i
skutecznos$¢ zwlaszcza w przypadku duzych portfeli instrumentéw finansowych.
Dodatkowo symulacje moga by¢ uzyteczne w przypadku instytucji, ktore rozwazajg
roézne pakiety strategii majgcych na celu redukcje¢ emisji, z zastosowaniem odmien-
nych rodzajéw instrumentow, tzn. nie tylko finansowych, ale takze np. ewentual-
nych zmian profilu produkcji, zastosowania nowych technik redukcji emisji, itd. W
takim przypadku symulowanie mozliwych przysztych scenariuszy zdarzen jest natu-
ralnym sposobem faczenia roznych strategii finansowo — inzynieryjnych.

W przypadku symulacji Monte Carlo znajdujemy cen¢ instrumentu pochod-

nego wykorzystujac formute
Co =exp(=rT)E(FV(£(S,) - (12)
co odpowiada zdyskontowanej wartosci przysztego strumienia ptatnosci dla funkcji
wyplaty f(.) derywatywy bazujacej na pewnym instrumencie podstawowym. Trajek-
toria cen wspomnianego instrumentu podstawowego opisana jest za pomocg przyje-
tego przez nas procesu stochastycznego. Aby obliczy¢ (12), musimy wygenerowac n

trajektorii St(l), S,(2),...,St(") , gdzie n jest nazywane liczbq trajektorii.

Przy zalozeniu odpowiedniego poziomu ¢, znajdujemy a-cigcia dla parame-
trow r',a’,ﬁl,,ﬁ; charakteryzujacych nasz model. W zastosowanym podejéciu
symulacyjnym odpowiednie a-ciecia traktujemy jako przedziaty, z ktérych dla kaz-
dej trajektorii S,(j ) losujemy niezaleznie wartos$ci parametrow wykorzystujac roz-

ktad jednostajny na kazdym z przedziatow. Otrzymane wartosci parametrow pod-
stawiamy do iteracyjnej wersji rownania (9) o postaci
i i 1 5
St(jzl :St(j)exp((r—ga jAtj+0'Ni’jAtj+[Atj]f},jJ , (13)
gdzie przedziat czasowy [0,7] zostal podzielony na m réwnych krokoéw
ty=0,t,....t,, =T, At; =t;,,—1t;, za§ N, ; sa zmiennymi iid z N(0;1), a B ; —
zmiennymi iid o rozktadzie p(dx)= X(w,1,x)p(dx) [At jJ jest liczbg skokow w

przedziale Az, okreslonym przez proces stochastyczny, tzn. [At jJ:: [t][A, -
J

Roéwnanie (13) jest uogolnieniem schematu Eulera, ktore pozwala na wyge-
nerowanie odpowiednich krokéw St(j),Sl(li),...,St(i) dla dowolnej trajektorii St(i).

Otrzymane wartoSci podstawiamy do klasycznego estymatora (12), np. dla ceny
C . . . A 1 & (o
europejskiej opcji call begdzie mial on postac C, =exp(— rT )—Z( ;’)—K ) . W
n

"
i=l1

podobny sposdb mozemy otrzymac estymatory dla innych typéw derywatyw.
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Otrzymany wynik jest przyblizeniem rozmytej ceny dla rozwazanego instru-
mentu pochodnego przy ustalonym poziomie «. Nalezy podkresli¢, Zze z praktyczne-
go punktu widzenia, cena taka moze by¢ traktowana jako przedzial o ustalonym
poziomie zaufania ¢, wyznaczonym wczesniej przez analityka finansowego (np.
a=095.

4. Podsumowanie

W artykule omowiliSmy kwestie wynikajace z wprowadzenia handlu pozwo-
leniami na emisj¢, zaproponowanego w Protokole z Kioto. Rozwoj pochodnych
instrumentéw finansowych, takich jak opcje, kontrakty futures i forward, moze
zmniejszy¢ ryzyko finansowe i zwigkszy¢ ptynnosé rynku handlu pozwoleniami na
emisje. Efekty takie znane sg dla klasycznych rynkow finansowych (por. np. Hull,
1997).

Wspomniane pochodne instrumenty finansowe dla handlu pozwoleniami na
emisje s3 uogodlnieniem analogicznych derywatyw znanych z klasycznych rynkow
finansowych. Jak mozna jednak zauwazyé, istnieja pewne roznice, wynikajace
przede wszystkim ze sposobu modelowania trajektorii ceny dla instrumentu podsta-
wowego. W artykule zaproponowali§my model bedacy uogdlnieniem klasycznego
modelu Blacka—Scholesa. Model ten zostat wzbogacony poprzez podejscie rozmyte.

Przyszle kierunki badan obejmuja m.in. pordwnanie wynikow otrzymanych
dla przedstawionego w pracy modelu z rynkami realnymi.
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