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PODEJMOWANIE DECYZJI A MODELE UZYTECZNOSCI

programowania kwadratowego) lecz réwniez na tym, Ze wymiarowos¢
n tych probleméw (tzn. liczba akcji wystgpujaca na rynku) jest dosy¢
duza.

Istnieje w zwigzku z tym zapotrzebowanie na proste techniki
optymalizacyjne, umozliwiajace inwestorowi gieldowemu na szybka
konstrukcje lub rekonstrukcjg portfela, a takze - ciagle zarzadzanie
walorami, jakie wystgpuja w jego portfelu.

4.1. Portfel z akcjami o stalej korelacji

Zalézmy, ze inwestor chce maksymalizowa¢ wskaznik (2) dla
swego portfela. Gotow jest on tez na krotka sprzedaz wobec czego na
razie nie bedziemy uwzgledniaé ograniczen (3).

Warunki konieczne na optimum mozna zapisa¢ (zgodnie z (11)
z§3.1,przy czym Z, = xA):

Y Zo,=R -R., k=L...n (4)
i=1

Przyjmiemy obecnie, jako zatozenie upraszczajace, ze korelacje
wszystkich akcji z rynkiem, np. indeksem gieldowym, sg state i rowne
p . Zatozenie to na wielu rynkach jest uzasadnione, za§ wartosci p
zawieraja si¢ w granicach 0,4+0,6 (por. np. Elton 1 Gruber (1995)).

Opierajac si¢ na wspomnianej pracy, Elton i Gruber (1995),
rébwnania (4) zapisujemy

Zo:+)» Zpo,o,=R-R., i=l...n.

j=1
j#i

Dodajac i odejmujac w powyzszym réwnaniu czton Z,00° ma-
my:
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Tabela 4. [lustracja przyktadu liczbowego

R |o | B2 L__ | g R o

i l ’ 0, l-ptip | 7 o, l

11297 3 8,0 0,500 8 4

2 (19| 2 7,0 0,333 15 5
31291 4 6,0 0,250 21 5,25
4 35 6 5,0 0,20 26 5,20
511471 2 4,5 0,167 30,5 5,08
6 |21 | 4 4,0 0,143 34,5 4,93

Wida¢ tu, ze jedynie akcje z numerami 1, 2, 3 posiadajg warto-
sci (R, —R.):0, >C, 1tylko one gwarantujg Z >0. Wartosci te obli-
czone ze wzoru (5) wyniosa:

1
Z, =—[8-525]1=1833
1,5
1
zZ,= 5[7 -525]1=1,75
1
Z,= -2-[6—5,25] =0,375
: s . Z;
Mozemy teraz wyznaczy¢ udziaty optymalne x; = Z—Z—
x, =0463, x,=0442, x,=0,095.
Rozpatrzony przykiad wskazuje na fakt, iz tylko niektore akcje,

o dostatecznie duzych wartosciach (R, —R.):0,, wchodza do opty-
malizowanego portfela.
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W zwiazku z powyzszymi uwagami sformulujemy ponizej dwie
ogolne zasady, ktore dotycza akceptacji - w etapie pierwszym, oraz -
w etapie drugim - alokacji zasobow inwestora.

4.2.1. Akceptacja waloréw z ryzykiem

Przystepujac do sformutowania zasady akceptacji zatozymy, iz
znane sa parametry R, 0, poszczegdlnych waloréw, zwrot na walo-
rze bez ryzyka R, , a takze - iz inwestor posiada funkcj¢ uzytecznosci
PR A F(x,/ A, , ktora charakteryzuja wspolczynniki pewnosci

A =1-x,0,/R, zdanymi K.
Ze wzoru (5) z § 2.5 wynika, iz akceptacja waloru n -tego na-
stepuje gdy
R 2R0(K,,A),

gdzie

F(1)

(P(Kf’A.-)-‘-m-

Zasada Akceptacji
Walor scharakteryzowany przez {R,, A;} winien by¢ akceptowa-
ny przez inwestora gdy

R 2R, p(k,,A) (7)

oraz odrzucany przy zmianie znaku nierownosci w (7) na przeciwny.

Poniewaz jawna posta¢ funkcji ¢ we wzorze (7) nie jest znana,
mozliwe jest zastosowanie aproksymacji ¢ przez funkcjg potggowa,
zgodnie z (6) z § 2.5, tj.

R =R AP, (8)
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ktora jest styczng do granicy efektywnej w punkcie M. Punkt M
wyznacza taka kompozycje akcji, ktéra odpowiada efektywnemu

. . R, —R , .
portfelowi rynkowemu w sensie max ——=L . Aby utworzy¢ taki
X O-M

portfel inwestor musiatby naby¢ wszystkie akcje znajdujace si¢ na
rynku w proporcjach réwnych proporcjom rynkowym. Jednakze, ba-
dania statystyczne wykazuja, iz portfel przecigtnego inwestora zawie-
ra tylko kilka akcji (por. Levy i Sarnat (1994)). Fakt ten tlumaczy sig

nie tylko chegcig uniknigcia duzych optat transakcyjnych przez inwe-
stora. Przy [3>0 istnieje bowiem linia rozdzielajaca R.bc, przecho-

dzaca ponizej prostej R.MN oraz obszar (zakreskowany) bMcb w

ktorym znajduje sie skonczona liczba waloréw akceptowanych przez

inwestora.

| R

linia rozdzielajaca
>0

f

Rys. 12. Ilustracja zasady akceptacji
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lub

Jesli zwigkszymy R, to spowoduje to, ze Z, >0, czyli akcja b
wejdzie do portfela oraz konsekwentnie:

Rb_RF > Ra'RF 0
o, o

a

Wprowadzajac oznaczenie K,=(R,—R.).0, oraz
K,=(R, - R.):0, widzimy, iz akceptacja waloru b do portfela a
nastgpuje gdy

K
—b'ZKa
p

za$ jego odrzucenie z portfela gdy

K
_b_<Ka
o)

Podobnie odrzucenie a z portfela a +b nastgpuje gdy

K :
t<k, czyli K,<pkK,.

Wida¢ stad, iz aby walor b mogt uczestniczy¢ we wspdlnym
portfelu z a musi zachodzié

prSKaSK—. (12)

Zatézmy dla przykladu, ze portfel inwestora charakteryzuje si¢
parametrem k, =1, za§ dwa walory b,b" parametrami
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Rozwaza on wiaczenie do swego portfela waloru b, ktory cha-
rakteryzuje si¢ parametrami:

R, =014,0,=03, k, =03,

oraz korelacja z @ wyrazong przez p = 0,2. Poniewaz x, >k, , walor
b jest akceptowalny 1 jego udziat we wspolnym portfelu (a+5) wy-
raza si¢

. o, K, —pK, 0,15 03-02 "
=1+t =|1+———"—"| =0,949
¥a [ o, Ka—pr:l [ 0,3 1—0,06] ’

Mamy rowniez x, = 1—-0,949 = 0,051.
Mozemy teraz obliczy¢ o ,, oraz R ,,
V=023 +o6i8] +2% %,06,0,0=0,15"-0,949% +0,3* - 0,051
+2-0,949-0,051-0,15-0,3-0,2 =
=0,0214,0,,, =V =0,146,

R,, =R3% +R3% =0,197.

Widzimy iz parametr K
y _ 0,147
ath O 146

Rozwazania powyzsze wskazuja na konieczno§é uwzgledniania,

dla portfela a+b wynosi

at+b

=1,007.

przy konstrukcji portfela w sposéb sekwencyjny, nie tylko parame-
trow {R.0,} oddzielnych akcji lecz rowniez - korelacji tych akcji z
istniejacym portfelem. Czym korelacja ta bgdzie mniejsza, a nawet
ujemna, tym walor staje si¢ cenniejszy dla inwestora. Inaczej mowiac

inwestor dazy (przez ciagla rekonstrukcj¢ 1 wymiang akcji) do uzy-

skania portfela o maksymalnym wspétczynniku K, = , ktory

O,
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R, -R
R =R, +-4""Fg, (14)
O-M

Porownujac (13) z (14) widzimy, ze cenie ryzyka w CAPM

(RM——&J odpowiada cena k , w modelu (13), ktéry mozna nazwac
GM

IAPM (individual asset pricing model). Nazwa ta podkre$la fakt, iz
wycena ryzyka w IAPM ma charakter indywidualny, natomiast w
przypadku CAPM jest to usredniona wycena zbiorowa wszystkich
inwestorow dziatajacych na rynku.

Indywidualny inwestor moze, rzecz jasna, zaakceptowaé wyce-
ng walorow przez CAPM przyjmujac k , =(R, —R;):0,,. Moze on

tez uwazac, iz posiada wlasne uzasadnione argumenty lub informacje

(niedostepne dla innych inwestoréw), ktére powinien wykorzystaé dla
. . : R, —
optymalizacji swojego portfela. Wtedy, rzecz jasna, k , # Ry ZRy :
O-M

4.2.2. Zasada alokacji zasobéw

W wyniku stosowania zasady akceptacji inwestor okre$la pewna
liczbg¢ (n) waloréw o danych parametrach (R,,0,}, ktoére winny
wejs¢ do portfela inwestycyjnego. Kazdy z tych waloréw charaktery-
zuje si¢ tez cena P, i=1,...,n, na rynku inwestycyjnym. Problem,
ktory stoi przed inwestorem polega na okresleniu optymalnej liczby
x; =X;, i=1,...,n, walorow, ktore nalezZy naby¢ na gieldzie tak, by
uzyskaé oczekiwany zwrot monetarny z portfela Z , a takze - by osia-
gna¢ maksymalna uzyteczno$¢ z posiadanego portfela.

Zalozmy, ze wypadkowa uzyteczno$¢ jest suma uzyteczno$ci
odnoszacych sig do poszczegblnych waloréw, ktore okresla wzor (2) z
§ 2.5, . ‘
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4

Qz{xi

Istnieje zatem jednoznaczna strategia: x = x € Q , taka ze

d(x)= max D(x). 3)

z PRx,=Z, x,20, PR >0, i=1,...,n}.
i=1

Aby wyznaczy¢ t¢ strategi¢ rozwazmy najpierw przypadek, w
ktérym ignoruje si¢ warunki x; 20, Vi. Jest to typowy problem na

n
maksimum warunkowe z ograniczeniem Z PR.x,=Z, oraz lagran-
i=1

zianem:

Y(x,A)=0(x)+ /I(Z -3 P,.R.x.)

i
i=1

Warunki konieczne optymalnosci wymagaja by:

¥ =£F'[ﬁJ—API.Ri = RR{F'(ﬁj—A}=O 4
a4 A

¥, =Z-Y PRZ =0 (5)
Mozna zauwazy¢ iz strategia
A Z S .
% =43, Y=3 RRA, Vi (6)
i=1

spetnia warunki (4) (5). Rzeczywiscie, gdy dobierzemy A tak by

=
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Jak wida¢, uzyteczno$¢ ta wyrazona jest przez iloczyn oczeki-

. . X
wanego zwrotu najgorszego przypadku Y oraz liczbg F (—Ej, cha-

rakterystyczna dla indywidualnego inwestora. Funkcja ®(x) przyj-

muje wartos$ci w jednostkach monetarnych.

Wprowadzajac oznaczenie A=Y/Z (gdzie A mozna traktowac
jako wyraz zaufania (pewnosci) do portfela optymalnego) mozna wy-
razi¢ (8) w postaci rownowaznej

=

n

1
P4. (9

1 1
OR)=ZAF —|, A== PRA =—
) (Aj 2 XS

Z- i

Uwzgledniajac typowa posta¢ funkcji (p(A)=AF(—jI) (np.

@(A)=const A", 0<B<1) wida¢, ze ®(A) jest funkcja Scisle
wklesta zaufania (A), ktéora osiaga maksimum dla A=1, t.
Y PRA=Z.

A zatem, uzyteczno$¢ optymalnego portfela jest proporcjonalna
do iloczynu oczekiwanego zwrotu (Z) przez $cisle wklgsta funkcje
¢(A) zaufania do tego portfela (A). Taka interpretacja uzytecznosci
pozwala (naszym zdaniem) lepiej zrozumie¢ dazenie inwestora do
posiadania portfela, ktéry charakteryzuje sie nie tylko duzym oczeki-
wanym zwrotem (Z), lecz réwniez - jego dazenie do posiadania ta-
kiego portfela, ktory moze by¢ darzony duzym zaufaniem, zblizonym
do A=1.

Warto tez zauwazy¢, iz wyznaczone strategie (6) (7) nie zaleza
od analitycznej postaci funkcji F inwestora. Cechy indywidualne
tego inwestora przejawiaja sig tu wytacznie przez A;(K ).

Mozemy takze sformutowac uzyskany rezultat (7) w postaci na-
stgpujacej zasady alokacyjne;.
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u = hid, = : = 0,482
' PA+PBA,+PA, 1+13+052+08-05
0,676
U, = m =0,325,
u, =0,193.

Optymalne liczby walorow, ktore nalezy zakupi¢ wynosza

czyli
. 0482 ~ 0325 . 0,193X
=—"7"2X, = , X3 = .
'R R R

Mozna zauwazy¢, ze przy duzych nakltadach X w stosunku do
ceny walorow P, odchylenie liczby rzeczywiscie zakupionych walo-
row od %; (wynikajace z niepodzielnosci tych waloréw) jest stosun-
kowo niewielkie. W przypadku przeciwnym, tj. gdy inwestor dyspo-
nuje niewielkim kapitatem X lub sprzedaz odbywa si¢ w duzych jed-
nostkach (np. pakietach akcji lub obligacji) problem optymalizacji
ciaglej zamienia si¢ w bardziej zlozony problem optymalizacji dys-
kretnej, o ktorej bedzie mowa w czesci 1 niniejszej pracy.

Dla efektywnego stosowania obu zasad (w przypadku optymali-
zacji ciaglej) Konieczna jest umiejetnos¢ obliczania parametrow
{R,0,, A} dlaréznego typu walorow. Dokladniej omoéwimy tg pro-
blematyke w dalszych punktach niniejszej czgsci pracy.

Wypada réwniez zauwazy¢, iz w rozwazanym powyzej, prostym
modelu alokacji naktadow inwestycyjnych, przyjeto, ze inwestor in-
westuje dany kapital X jednocze$nie we wszystkie n walory igno-
rujac korelacje, jakie moga wystgpowac pomiedzy poszczegdlnymi
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A =1--L, (10)

A=l i =1 11
i K. pia l=1..,n, ( )

1

gdzie X, jest to (por. § 2.4) indywidualna cena ryzyka inwestora. W
wyrazeniach (10), (11) zakladamy, ze k, 2k, (gdy K,=k, to
A; = 0). Inny wariant modelu otrzymamy przyjmujac

4 =1-% (K, ~pK,) "

Latwo zauwazy¢, ze warto$é wspotczynnika 4, jest tym wicksza
im wigkszy jest parametr K, dla i-tego waloru oraz im mniejszy jest
wspotczynnik korelacji tego waloru (p,) z portfelem podstawowym.

Porownujac wspotczynnik (11) ze stosowanym wspolczynni-

o, . .

kiem 4, =1-K,—" mozna zauwazy¢ iz 4, otrzymujemy z 4, przez
zastapienie wartosci R, przez R, — R, oraz o, przez 0,0, V,. Wynika
stad mozliwo$¢ przeniesienia podstawowych wzordw, wyprowadzo-
nych dla modelu inwestycji jednoczesnych, na model sekwencyjny. I
tak ze wzoru (6), obowiazujacego dla modelu inwestycji jednocze-
snych, otrzymujemy optymalne strategie %;,V,, dla modelu sekwen-
cyjnego:

L] * Z
=4 i=12,.n, (12)

1

gdzie Y =Y P(R—-R,)4,
i=1

Z" - dana nadwyzka inwestowanego kapitatu (ponad warto$é
bez ryzyka) tj.
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acji takiej mozna jednak skorzysta¢ ze znanego sposobu dekompozy-
cji (zalecanego np. przez Levy’ego i Sarnata (1994)), gdzie

O, =0, +ﬁkO-M'

Przy takiej dekompozycji o, maleje przy ujemnych korela-
cjach, za$ wspotczynnik 4, odpowiednio ro$nie.

Wypada takze zauwazy¢, iz wysuwanym nieraz argumentem
przeciwko dwuczynnikowej funkcji uzytecznosci (1) jest fakt, ze po-
réwnujemy tu wartosci Zx, z ¥, = 4 Z.; Vi; zamiast bardziej natural-
nego porownywania Zx; z Yx,; Vi.

Konsekwentnie nalezaloby wtedy przyjac

< 1
® = xYF [—j : (14)
i=] Ai

co wydaje sig atrakcyjne, jako ze sprowadza problem optymalizacyjny
do programowania liniowego. Rzeczywiscie, przy aproksymacji

1 _ L
YF (Z—j = cA"?, problem wyznaczenia strategii x=1 , takiej ze

1

max B(x) = B(2), (15)

Q={x,. 1Y% <1, x, 20, ‘v’i}
i=1

jest typowym problemem programowania liniowego.
Jednakze w modelu liniowym (14) (15) zatracona jest podsta-

wowa zaleta dwuczynnikowe] uzytecznosci, jaka jest nieliniowos¢
(Scista wklestos¢) P(x) ze wzglgdu na wzrost dochodu inwestora

(x). W modelu tym musimy ponadto okresli¢ parametry subiektywne
(x,B) funkcji uzyteczno$ci inwestora.
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