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W. SIERPINSKI-

. : L . . A2 £ (X . L
O zwigzku miedzy istnieniem granicy lim lﬂ ) a ciggtoscia
Ag=0 Ar
funkcyi f (aa).
: . o AZE(x) - :
Sur la relation entre I’existence de la limite AI\IZrEO .. et la continuité de la fonction f(x).

1 Celem niniejszej pracy jest blizsze zbadanie zwigzku, jaki zachodzi
miedzy istnieniem dla danej funkcyi (zmiennej rzeczywistej) f(x) i danej

‘- . . 2 . .
warto$ci X0 granic lim GA"AL czyli granic
R L R S S

t o+ — 2f (xO\-h) -f- f (x0)
Z h' ’ (1j

a ciggtoscia funkcyi f(x) dla warto$ci x = xO0.

Pewne ciekawe twierdzenia, dotyczace granicy (1), podat A. Harnack o.
Zawdzieczamy mu np. twierdzenie, ze jezeli istnieje pochodna f"(x0), to ist-
nieje tez granica (1) ijest rowna f"(x0 2. Twierdzenie to, jak zauwazyt
Harnack, nie daje sie odwrdci¢. Np. dla funkcyi f(x), okreslonej przez
warunki:

f (x) = X3sin , dla x =%=0; f(0)= O,

") Die allgemeine Sétze ber den Zusammenhang der Funktionen einer reellen Va-
riabelen mit ihren Ableitungen. Math. Arifldlen 23 (1884), p. 224—284, oraz: Elemente der
Diff. und Int. Rechn. Lipsk 1884.

2 Math. Annalen 23, p. 260, albo: E. Pascal: Eserzicii critici di calcolo diff. e int.
Milano 1909, p. 124 lub w przektadzie polskim, Warszawa 1909, p. 100.

Prace mat.-fiz.,, t. XXVI. 14
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122 W. Sierpifski. (V]

istnieje dla xa= O granica (1) i jest réwna zeru, natomiast f" (0) nie istnie-
je; istnieje jednak pierwsza pochodna f' (0). Dla funkcyi za$ f (x) = |x\,
jak tatwo widzie¢, dla xo= 0 granica (1) jest zerem, natomiast nie istnieje
juz nawet f'{0).

W obu wspomnianych przyktadach funkcya f(x) jest ciggta.

2. Podamy obecnie przyktad funkcyi f{x), nieciggtej dla wartosci xO,
dla ktorej istnieje granica (1). Okre$limy w tym celu funkcye f(x) w naste-
pujacy sposob:

Jezeli X jest liczbg formy

i 2
+3k> gdzie ,_, , )
to
f(x)= 3»x,
dla wszystkich za$ innych rzeczywistych X:
f(x) = 0.

(Jasnem jest, ze warto$¢ funkcyi f(X) bedzie przez powyzsze warun-
ki wyznaczona jednoznacznie przy wszelkiem rzeczywistem X, gdyz kazda
liczba rzeczywista daje sie conajwyzej w jeden tylko sposdb przedstawié

w postaci (2)).
Powiadam, ze okreslona w powyzszy sposob funkcya f(x) bedzie przy
wszelkiem rzeczywistem X speiniata rownanie funkcyjne:

f(2x) = 2f(x). 3)

W samej rzeczy, jezeli liczba rzeczywista X nie jest formy (2), to liczba
2X réwniez nie moze by¢ formy (2) i, wobec definicyi naszej funkcyi, mamy
wtedy: f(x) = 0, f(2x) = 0; réwnanie (3) jest zatem wtedy spetnione.

Jezeli za$
X==x , (ft catkowite, n naturalne)

to 2x = x-fy~, gdzie wyktadnik /c-j-1 znowu jest catkowity; w mysl de-
finicyi naszej funkcyi bedzie wiec:

f(x) = 3nx, f(2x) = 3".2x,

skad znowu wynika wzor (3).
Funkcya f(x) spetnia wiec rownanie (3). Okazemy teraz, ze dla x0= 0
jest ona nieciggta. W samej rzeczy, potdzmy

rcin.org.pl



3) O zwiazku miedzy istnieniem granicy i t, d. 123

bedzie, w mys$l definicyi naszej funkcyi:
f(xn= 3", = 1,
zatem
lim x,,— O, lim f (xn= 1,

n= 00 «= 00

natomiast stale /*y,) = 0. Funkcya f(x) posiada wiec dla x = 0 niecia-

gtos¢ 2-go rodzaju.
Wobec wzoru (3), mamy przy wszelkiem rzeczywistem h:

f(2h)-2f(h) = 0,
a poniewaz /"(0) = 0, wiec mamy dla x0= 0 przy wszelkiem h:
f(xo+ 2h) — 2f(xo+ h) + f(x0 = 0,

skad wynika, ze granica (1) istnieje i jest rowna zeru.

Istnienie granicy (1) nie pocigga wiec za sobg ciggtosci
funkcyi f (x). dla x = x0.

Badana przez nas funkcya nie jest nawet ograniczona, gdyz np.

o(tn-*.

przy wszelkiem naturalnem n.
3. Zauwazymy, ze moznaby nawet zbudowaé funkcye f (x), dla ktorej
istnieje kazda z granic
£ (& ), .: (r-i **mmmm)
pomimo ze sama funkcya nie jest ciggta dla X = x0. W samej rzeczy, okre-
$limy funkcye f(x) jak nastepuje:
W
Jezeli x jest liczbg formy — , gdzie w jest liczbg wymierng =£0, n —
liczbg naturalng, to
f (x) — enx,

w przeciwnym za$ razie
f(x) = 0.

(Jasnem jest, wobec przestepnosci liczby e, ze zadna liczba rzeczywista rézna

. L . . . . Low )
od zera nie daje sie dwoma r6znemi sposobami przedstawi¢ w postaci -] .

rcin.org.pl



124 W. Sierpinski. (@)

Powiadam, ze bedzie przy wszelkiem naturalnem p> 1:
(ArH ,=0= 0, (5)

t. zn. przy wszelkiem rzeczywistem h i naturalnem p > 1:
f{pK)-[\1f({p-\)h)+ ...+ (- Dr-1~f_1/'(A)4-(-)r/'(0)=0, (6)

gdzie oznacza spétczynnik Newtonowski:

pPVop(p—=1)...(p —*-f1)
\kf 1.2....A

W samej rzeczy, jezeli h nie jest formy ¥M (w wymierne =£0, n —

naturalne), to nie jest tez tej formy zadna catkowita wielokrotno$é liczby h
i wowczas, w myS$l definicyi naszej funkcyi, kazdy ze sktadnikéw lewej strony
wzoru (6) jest zerem.

Zatézmy teraz, ze h — , gdzie to jest wymierne 4=0, n — natural-

3
ne. Bedzie wiec przy wszelkiem naturalnem k, kh= , gdzie wk

jest znowu liczbg wymierng 4=0, zatem, w mys$l definicyi naszej funkcyi:
f (itk) = enkh, a ze oczywiscie f(0) = 0, wiec lewa strona wzoru (6) przyj-
muje teraz postaé:

eth p-[\) (P-1)+ (1)(P~2) - mmem (—DF1(pP:) ©)

Powiadam, ze szereg, wypisany w nawiasie, jest zerem dla p> 1. W sa-
mej rzeczy, mamy przy wszelkiem rzeczywistem X i naturalnem p:

(x-ly = W - (%) + (F)N-2- eee+ (-i)™M1[/_]1 x+ (-1,
skad, biorgc pochodne wzgledem X po obu stronach:

P@E—1y-1=pxv-" —|?J (p- 1) ...Pr(—n7-1 :
zatem, ktadac & = 1, otrzymujemy dla p> 1:

O=p_(r)(p -+ ...+ (- D™ ()Hf_1),
c. b d o
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(5) O zwigzku miedzy istnieniem granicy i t. d. 125

Wyrazenie (7) jest wiec zerem i wzoér (6) znowu zachodzi. Udowodni-
lismy wiec wzér (5), skad wynika, ze dla Xx0= 0 istnieje kazda z granic (4)
i jest rowna zeru. Funkcya nasza jest atoli dla x = 0 nieciggta, a nawet
w otoczeniu zera nie jest ograniczona, gdyz np.

TV 4 (4
i"i(ti=0' & f((1)}. .

4. Podane w poprzednich artykutach przyktady iunkcyj nieciggtych,
dla ktérych istnieje granica (1), byty zarazem funkcyami, ktére nie sg ograni-
czone w otoczeniu punktu Xa. Zachodzi wobec tego pytanie, czy mozna zbu-
dowaé funkcye ograniczong, nieciggtg dla danej wartoéci x = x0, dla ktérej
istnieje granica (1)?

OdpowiedZ na to pytanie daje nastepujace twierdzenie:

Jezeli dla danej funkcyi f(X), ograniczonej w otoczeniu punktu ac
istnieje granica (1), to iunkcya ta jest dla warto$ci x0 ciggta. Twierdzenie to
jest natychmiastowym wnioskiem z nastepujgcego twierdzenia:

Jezeli funkcya f(x) jest ograniczona w otoczeniu punktu
X0ijezeli

lim (f(x + 2h) -2f(x + h)+ f(x)) = 0, (8)

ii= 0

to funkcya f (x) jest ciggta dla x = xO.

Dowod. Potézmy
f(x0-\-h) — f(x0Q = <p(a); 9)
bedzie wiec

f(x0+ 2h) — 2f(x0+ h)-\-f(xa= 9l) 29k

i warunek (8) daje:

lim (@ (2h) —21p(h) = 0, (10)

zatem tez:
(11)
Mnozac drugie z réownan (11) przez 2, trzecie przez 22 ..., ostatnie

przez 21 i dodajgc stronami, otrzymujemy przy wszelkiem naturalnem n:
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126 W. Sierpinski. (6)
lim = 0,
(=0

zatem, dla t < 8,, gdzie 8, oznacza liczbe dodatnig zalezng jedynie od. n:

f)- 2"9(r) i< 1e (12)
Z zatozenia, ze funkcya /’(«) jest ograniczona w otoczeniu punktu x0,
wynika, ze istnieje takie So> 0 oraz takie M, iz dla jt\< S0:
If (x0-ft)i< M,
zatem, w mysl (9):

I | <2 iii.

Bedzie wiec, wobec (12), przy wszelkiem t, mniejszem bezwzglednie od
kazdej z liczb S, i SO:

XI) 2Ir ‘e c)

Niech teraz s oznacza dowolng dang liczbe dodatnig. Obierzmy n tak
wielkie, izby byto

i oznaczmy przez o niewiekszg z liczb i
Dla
lhil< 8 (15)
bedzie jednoczes$nie
Ihic< oraz |1t < £ ;
ktadac
t= 2"h, (16)

bedziemy wiec mieli dla t nieréwnosci
It < 8, oraz It 1< 80,
ktére pociagaja za sobg nieréwnosé (13), czyli, wobec (16) i (14), nieréwnos¢:
I PW | < s- 17)

Dowiedlismy wiec, ze do kazdego dodatniego e mozna dobra¢ takie do-
datnie 8, izby nieréwno$¢ (15) pociagata za sobg nierownos$¢ (17), czyli, wo-

bec (9), nierownos¢
i f{xo+ h) —f(xo0 I < s.
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(@) O zwiazku miedzy istnieniem granicy i t. d. 127

Dowodzi to, ze funkcya f (X) jest ciagta dla x = x0, c. b. d. o.
Ciekawem bytoby wiedzie¢, czy dla funkcyi f(x), ograniczonej w oto-
czeniu punktu x0, warunek
lim (A3f (x))x—8= 0,
A*= 0
czyli warunek
lim [/*(tfo+ 3/0-3f(& o+ 270+ 3f (x0+ 70- f (scO] = O
rowniez pocigga za sobg ciggto$¢ funkcyi dla X = X*. Zagadnienie to uwa-
zam za bardzo trudne.
5. Wobec dowiedzionego w poprzednim artykule twierdzenia, ze
nienie granicy (1) pocigga za sobg dla funkcyi ograniczonej jej ciagtosé
w punkcie x0, godnem uwagi jest, ze istnienie granicy

lim /' (zo+ 70- 2f(x0+ fOoo— I (18)
*=0 7t2

nie pociaga za sobg, nawet dla funkcyi ograniczonej, jej ciagtosci w punkcie
x0. Np. dla funkcyi, okre$lonej przez warunki:

f(x) = 1, dla X >0,
f(x) = —1 dla X < 0,e
f(0) = 0,

dla xo— 0 granica (18), jak tatwo widzie¢, istnieje ijest zerem, za$ sama
funkcya jest nieciggta dla x = 0, ale ograniczona dla wszystkich wartosci
rzeczywistych X.

Istnienie granicy (18) nie pocigga wiec za sobg istnienia granicy (1); ale
i naodwrot, gdyz np. dla funkcyi f(x) = \x istnieje granica (1) dla x0= 0,
ale nie istnieje granica (18). Zachodzi jednak

Twierdzenie. Jezeli dla danej funkcyi f(x) i danej warto-
§ci x = x0 istniejg obie granice (1) i (18), to sg one sobie
rowne.

Dowéd. Zatézmy, ze dla danej funkcyi f(x) i danej wartosci x0 ist-
niejg obie granice (1) i (18) i potézmy:

imr j~ 2»-if& ,+ h)+ nzj=At (19)
h=0 n

% Jest to tak zwana uogoélniona druga pochodna (Schwarza).
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128 W. Sierpinski. (8)
lim f(ic ' h) 2 + - =, {20)

Wobec (19) mozemy tez napisac:

lim f (x°" " NMNo(xo~ <~f (»0)_ a
h—0 h2 : (21)
za$, wobec (20):

i T80 w2 RO . 2p)
Wobec (22) i (20) mamy:

it [i(»0+ 2A) — 2f(x0)JIr f(x0— 2h)
*=0 | /12

2 I'(*o+ A —2/(=,)+ f (20— A -
A2 eI
co mozemy tez napisa¢ w postaci:

lim 1—x°+ 2/4j- 2/ (»0+ A)-j-/ (0
li=o L 73

JAGo—2/) 2f(x0 h)-[-f(x) 2B

co, wobec (19) i (21) daje:
2A — 2B,
skad A — B, c. b. d. o

6. Opierajagc sie na znanym pewniku Zermelol, dowiédt G. Ha-
mel2, ze istniejg funkcye, nieciagte dla kazdej wartosci zmiennej, spetniaja-
ce rownanie funkcyjne

f{x+y) = f(p) + f(y).

Dla kazdej takiej funkcyi bedzie przy wszelkiem X i wszelkiem h, jak
tatwo widzie¢:
f(x+ 2h) - 2f (jr-fA)+ f(®)= 0,
jako tez:
f{x4-A —2Ff X + I"(Xx— h) =»0,

zatem granice (1) i (18) istniejg przy wszelkiem X i sg zerem.
) Pewnik ten brzmi: ,Dla kazdej mnogosci zbiorébw Z, nie posiadajagcych elemen-
tow wspdlnych, istnieje mnogo$¢ M, zawierajaca po jednym i tylko jednym elemencie

z kazdego ze zbioréw Z* (Zob. Math. Ann. 59, p. 517 oraz 65, p. 266).
a Math. Ann. 60, p. 459—462.
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9) O zwigzku miedzy istnieniem granicy. 129

Istniejg wiec funkcye wszedzie nieciggte, dla ktérych granice (1) i (18)
sg zerem przy wszelkiem X.

Dla funkcyj Hamela bedzietez przy wszelkiem X, h,k:

fe+ fra~fry —F (x + fry —f (x k) f(x) = O,
zatem

lim lim f(xJrk+ h)—f(x + k) —f(x+ ) + f (9 _0
£t=0 h=0 frfr

przy wszelkiem rzeczywistem X, pomimo ze pochodna f" (&) nie istnieje dla
zadnej wartosci X.

Lwoéw, w listopadzie 1913 r.

Prace mat.-fiz., t XXVI.
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