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W. SIERPIŃSKI-

A 2 f  (X)O zw iązk u  m ięd zy  is tn ien iem  g ran icy  l i m  ■ •7 ;  ! a c ią g ło śc ią
A æ = 0  A r

funkcyi f  (aa).

A2 f ( x )
Sur la relation entre l’ existence de la limite lim . .. et la continuité de la fonction f(x).

Az=o

1. Celem  niniejszej p racy  jes t  bliższe z b ad an ie  związku, jak i zachodzi 
m iędzy is tn ien iem  dla  danej funkcyi (zmiennej rzeczywistej) f ( x )  i danej

/A2 Aw artości x 0 g ran icy  lim 0 - ^ 1  czyli g ran icy
Am=0 IX=:X'

t  +  — 2 f  (x0-\-h) -f- f  (x0)
Z  h'  ’ ( l j

a c iąg łośc ią  funkcyi f ( x )  dla wartości x  =  x 0.
P ew ne  c iekaw e tw ierdzenia , do tyczące  gran icy  (1), poda ł  A. H a r n a c k  o. 

Zawdzięczam y m u np. twierdzenie , że jeżeli istnieje po ch o d n a  f " ( x 0) ,  to  is t­
n ieje też  g ran ica  (1) i je s t  rów na  f " ( x 0) 2>. Twierdzenie  to, jak  zauważył 
H a r n a c k ,  nie daje  się odwrócić. Np. d la  funkcyi f ( x ) ,  określonej przez 
warunki:

f  (x) =  X3 sin , dla x  =4= O ; f  (0) =  O,

*
') Die allgemeine Sätze über den Zusammenhang der Funktionen einer reellen Va- 

riabelen mit ihren Ableitungen. Math. Ariflälen 23 (1884), p. 224—284, oraz: Elemente der 
Diff. und Int. Rechn. Lipsk 1884.

2) Math. Annalen 23, p. 260, albo: E. P a s c a l :  Eserzicii critici di calcolo diff. e int. 
Milano 1909, p. 124 lub w przekładzie polskim, Warszawa 1909, p. 100.

Prace mat.-fiz., t. XXVI. 14
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122 W. Sierpiński. (2)

istnieje dla x a =  O g ran ica  (1) i jes t  rów na zeru, na tom ias t  f "  (0) nie is tn ie ­
je; is tnieje jednak  pierwsza pochodna  f '  (0). Dla funkcyi zaś f  (x) =  | x  \ , 
jak  łatwo widzieć, dla x o =  0 gran ica  (1) jest  zerem, na tom ias t  nie istnieje 
już nawet f ' { 0).

W  obu w spom nianych  przykładach funkcya f ( x )  je s t  ciągła.

2. P odam y  obecnie  przykład funkcyi f { x ) ,  nieciągłej dla wartości x 0, 
dla której is tnieje granica (1). O kreś lim y  w tym  celu funkcyę f ( x )  w nas tę ­
pu jący  sposób:

Jeżeli x  je s t  liczbą formy

f  (x) =  3» x , 

dla wszystkich zaś innych rzeczywistych x:

f ( x )  =  0 .

(Jasnem  jest, że wartość funkcyi f ( x )  będzie przez powyższe w a ru n ­
ki w yznaczona jednoznaczn ie  przy wszelkiem rzeczywistem x ,  gdyż każda 
liczba rzeczywista daje się conajwyżej w jeden  ty lko sposób  przedstawić 
w postaci (2)).

Pow iadam , że ok reś lona  w pow yższy sposób  funkcya f ( x )  będzie przy 
wszelkiem rzeczywistem x  spełniała  rów nan ie  funkcyjne:

W samej rzeczy, jeżeli liczba rzeczywista x  nie jest  formy (2), to liczba 
2 x  również nie może być formy (2) i, w obec definicyi naszej funkcyi, m am y 
wtedy: f ( x )  =  0 ,  f ( 2 x )  =  0; równanie  (3) jest zatem w tedy  spełnione.

skąd  znowu w ynika wzór (3).
F u n k cy a  f ( x )  spełnia  więc rów nanie  (3). O każem y teraz, że dla x 0 =  0 

jest ona nieciągła. W  samej rzeczy, połóżm y

± 3 k >  gdzie
ft =  0,  ± 1 , +  2 ,....

(2)
n  —  1, 2 ,  3 , . . . . ,

to

f ( 2 x )  =  2 f ( x ) . (3)

Jeżeli zaś
2kx  =  ±  „ , (ft całkowite, n  na tu ra lne)
O

to 2 x  =  ± - f y ~ ,  gdzie w ykładnik  /c-j-1 znowu jest całkowity; w myśl d e ­

finicyi naszej funkcyi będzie więc:

f ( x )  =  3nx ,  f (  2x )  =  3 " . 2 x ,
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X” = ^ ’

będzie, w myśl definicyi naszej funkcyi:

f ( x n) =  3"æ„ =  1,
zatem

lim x„ —  O, lim f  (x n) =  1,
n =  oo « =  oo

natom ias t stale  / ^ y „ )  =  0. F u n k cy a  f ( x )  posiada więc dla x  =  0 n iec ią­

głość 2-go rodzaju.
W obec wzoru (3), m am y przy wszelkiem rzeczywistem h :

f ( 2 h ) - 2 f ( h )  =  0,

a poniew aż /" (0) =  0 ,  więc m am y  dla x 0 =  0 przy wszelkiem h :

f ( x o +  2h)  —  2 f ( x o +  h) +  f ( x o) =  0,

skąd wynika, że g ran ica  (1) istnieje i jest  rów na zeru.
I s t n i e n i e  g r a n i c y  (1) n i e  p o c i ą g a  w i ę c  z a  s o b ą  c i ą g ł o ś c i  

f u n k c y i  f  (x ). d l a  x  =  x 0.
B adana przez nas  funkcya nie jes t  naw et o g r a n i c z o n a ,  gdyż np.

(3) O zw iązku m iędzy istnieniem  granicy  i t, d.  123

d ( ł n - * .f

przy wszelkiem na tu ra lnem  n.
3. Zauważym y, że m ożnaby  naw et zbudow ać funkcyę f  ( x ) , dla której 

istnieje każda z granic

£ . ( & ) „ . :  ( r - i  *.*■■■■)

pom im o że sam a funkcya nie jest  ciągła dla x  =  x 0. W samej rzeczy, okre­
ślimy funkcyę f ( x )  jak  następuje:

W
Jeżeli x  jest  liczbą formy — , gdzie w  jest  liczbą wym ierną =£0, n  — 

liczbą natura lną , to
f  (x) — enx ,

w przeciwnym zaś razie
f (  x)  =  0.

(Jasnem  jest, wobec przestępności liczby e , że żadna liczba rzeczywista różna
• w  \od zera nie daje się dw om a różnem i sposobam i przedstawić w postaci - j .
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124 W. Sierpiński. (4)

Pow iadam , że będzie przy wszelkiem na tu ra lnem  p >  1 :

(Ar H , =o =  0 ,  (5)

t. zn. przy wszelkiem rzeczywistem h i na tu ra lnem  p  >  1 :

f { p K ) - [ \ ] f ( { p - \ ) h ) +  . . . + ( -  l ) r -1^ f _ 1) / '(Ä )4 - ( - l ) r / ' ( 0 )= 0 ,  (6)

gdzie oznacza spółczynnik  N e w to n o w s k i :

. p\  p ( p  — l ) . . . ( p  —  * - f l )
\ k f  1 . 2 . . . . Ä

W  samej rzeczy, jeżeli h nie jes t  formy Wn ( w  wymierne =£0,  n  —s
naturalne), to nie jes t  też tej formy żadna  całkowita wielokrotność liczby h 
i wówczas, w myśl definicyi naszej funkcyi, każdy ze sk ładników  lewej s trony 
wzoru (6) jest zerem.

W
Załóżmy teraz, że h —  — , gdzie to je s t  w ym ierne 4 = 0 ,  n  —  natura l-

(s

ne. Będzie więc przy wszelkiem na tu ra lnem  k,  k h =  , gdzie wk

jest  znowu liczbą w ym ierną  4=0 ,  zatem, w myśl definicyi naszej funkcyi: 
f  (itk) =  enk h , a  że oczywiście f (0)  =  0 ,  więc lewa s trona wzoru (6) p rzy j­
m uje teraz postać:

eH h p - [ \ )  ( P - 1) +  ( l ) ( P ~ 2) -  ■ ■ • ■ +  ( — l ) 1*“ 1 (p P_ :) (7)

Powiadam , że szereg, w ypisany  w nawiasie, jest zerem dla  p >  1. W  sa ­
mej rzeczy, m am y przy wszelkiem rzeczywistem x  i na tu ra lnem  p:

( x - l y  =  W  -  ( * )  +  ( f  ) ^ - 2 -  • • • +  ( - i ) ' " 1 [ / _ ]  x  +  ( - 1  y ,

skąd, biorąc pochodne względem x  po obu  stronach:

P (æ — 1 y - 1 = p x v - '  — | ^ J  ( p -  1) . . . P r  (—  l ) ? - 1 ;

zatem, kładąc æ =  1, o trzym ujem y dla p >  1 :

ö = p _ ( r ) ( p - 1) +  . . . .  +  ( - 1)^ ( j ) f _ 1) ,

c. b. d. o.
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(5) O zw iązku m iędzy istnieniem  granicy  i t. d. 125

W yrażenie  (7) jest więc zerem i wzór (6) znow u zachodzi. U dow odni­
liśmy więc wzór (5), skąd wynika, że dla x 0 =  0 istnieje każda z granic (4) 
i jest  równa zeru. F u n k cy a  nasza  jest  atoli dla x  =  0 nieciągła, a nawet 
w otoczeniu  zera nie jest ograniczona, gdyż np.

i"i(îï=o' zaś f ((!)“)= 2 " -

4 . P o d an e  w poprzednich  artykułach przykłady iunkcyj nieciągłych, 
dla k tórych istnieje gran ica  (1), były zarazem  funkcyami, które  nie są  ogran i­
czone w otoczeniu p u n k tu  x a. Zachodzi wobec tego pytanie , czy można zbu ­
dować funkcyę ograniczoną, nieciągłą  dla danej wartości x  =  x 0, dla której 
is tn ieje  g ran ica  (1)?

O dpow iedź na to  pytan ie  daje następu jące  twierdzenie:
Jeżeli dla danej funkcyi f ( x ) ,  ograniczonej w otoczeniu p u nk tu  æc 

istn ieje  gran ica  (1), to iunkcya ta  jest  dla wartości x 0 ciągła. Twierdzenie to 
jes t  na tychm ias tow ym  w nioskiem  z nas tępu jącego  twierdzenia:

J e ż e l i  f u n k c y a  f ( x )  j e s t  o g r a n i c z o n a  w o t o c z e n i u  p u n k t u  
x 0 i j e ż e l i

l im ( f ( x  +  2h)  - 2 f ( x  +  h) +  f ( x ) )  =  0,  (8)
ii =  0

t o  f u n k c y a  f  (x) j e s t  c i ą g ł a  d l a  x  =  x 0.
Dowód. Połóżm y

f ( x 0-\ -h)  —  f ( x 0) =  <p(ä);
będzie więc

f ( x 0 +  2h) —  2 f ( x 0 +  h) - \ - f ( x a) =  <p (2 li) 2  <p (Ä )

(9)

i w arunek  (8) daje:

zatem też:
l im  (<p (2 h )  — 2 tp ( h ) )  =  0 , (10)

( 11)

M nożąc drugie  z równań (11) przez 2, trzecie przez 22, . . . ,  ostatnie 
przez 2n~~1 i dodając stronami, o trzym ujem y przy wszelkiem na tu ra lnem  n:
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126 W. Sierpiński. (6)

lim
( = 0

=  0 ,

zatem, dla t <  8„, gdzie 8„ oznacza liczbę doda tn ią  zależną jedynie  od. n:

f  (t) -  2" <P ( ^ )  : <  1 • ( 12)

Z założenia, że funkcya / ’(«) jest  ogran iczona w otoczeniu p u n k tu  x 0, 
wynika, że istnieje takie So > 0  oraz takie M,  iż dla j t \ <  S0 :

I f  (x0 - f  t) i <  M,
zatem, w myśl (9):

I <p ( t )  I < 2  i i i .

Będzie więc, wobec (12), przy wszelkiem t , m niejszem  bezwzględnie od 
każdej z liczb S„ i S0 :

XI) 2 Ir ‘ • <13)
Niech teraz s oznacza dow olną d aną  liczbę dodatnią . O bierzm y n  tak  

wielkie, iżby było

i oznaczmy przez o niewiększą z liczb i ^ .

Dla
I h I <  8 (15)

będzie jednocześnie

I h I <  oraz | /t | <  £  ;

kładąc
t =  2"h,  (16)

będziem y więc mieli dla t nierówności

I t <  8„ oraz I t I <  80 , 

które  poc iąga ją  za so b ą  nierówność (13), czyli, wobec (16) i (14), nierówność:

I <P W  I <  s - ( I7 )

Dowiedliśmy więc, że do każdego dodatn iego  e m ożna dobrać  takie  d o ­
datn ie  8, iżby n ierówność (15) pociągała  za so b ą  nierów ność  (17), czyli, w o ­
bec (9), n ierówność

i f {xo +  h) — f ( x o) I <  s.
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Dowodzi to, że funkcya f  (x) je s t  ciągła dla x  =  x 0, c. b. d. o. 
Ciekawem byłoby  wiedzieć, czy dla funkcyi f (x) ,  ograniczonej w o to ­

czeniu p u nk tu  x 0 , w arunek

lim (A3 f  (x))x—Xa =  0 ,
A* =  0

czyli w arunek

lim [/'(tfo +  3 / 0 - 3 f ( æ o +  270 +  3 f  (x0 +  70 - f  (sc0)] =  0
Ä =  o

również poc iąga  za sobą ciągłość funkcyi dla x  =  x^.  Z agadnien ie  to uw a­
żam za bardzo trudne.

5. W obec dow iedzionego w poprzednim  artykule twierdzenia, że ist­
nienie  gran icy  (1) pociąga za sobą  dla funkcyi ograniczonej jej ciągłość 
w punkcie  x 0, godnem  uwagi jest, że istnienie granicy

lim /' (æo +  70 -  2 f  (x o) +  f  0*o — l} ( 18)
* = o 7t2

nie pociąga  za sobą, nawet dla funkcyi ograniczonej, jej ciągłości w punkcie  
x 0. Np. dla funkcyi, określonej przez warunki:

f ( x )  =  1, dla x  >  0 ,

f ( x )  =  — 1 dla x  <  0 , •

f (0)  =  0,

dla x o — 0 gran ica  (18), jak  łatwo widzieć, istnieje i jest zerem, zaś sam a 
funkcya jest  nieciągła dla x  =  0,  ale ogran iczona  dla  wszystkich wartości 
rzeczywistych x .

Istnienie g ran icy  (18) nie pociąga  więc za so b ą  is tn ienia  granicy  (1); ale 
i naodw rót, gdyż  np. dla funkcyi f ( x )  =  \ x  istnieje gran ica  (1) dla x 0 =  0, 
ale nie istnieje gran ica  (18). Zachodzi jednak

Twierdzenie. J e ż e l i  d l a  d a n e j  f u n k c y i  f ( x )  i d a n e j  w a r t o ­
ś c i  x  =  x 0 i s t n i e j ą  o b i e  g r a n i c e  (1) i (18), t o  s ą  o n e  s o b i e  
r ó w n e .

Dowód. Załóżmy, że dla danej funkcyi f ( x )  i danej wartości x 0 is t­
n ieją  obie gran ice  (1) i (18) i połóżmy:

ljm r j ^ 2 » - i f & , + h ) + n z j = Á t  (19)
h=o n

(7) O związku m iędzy istnieniem  granicy i t. d. 127

*) Jest to tak zwana u o g ó l n i o n a  d r u g a  p o c h o d n a  ( S c h w a r z a ) .
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128_____________  W. Sierpiński. (8)

lim f  (,i;° ' h) 2 +  —  =  ,, {20)

W obec  (19) m ożem y też napisać:

lim f  (x ° " ^ ^  f  (x o ~  ~i~ f  (»o) _  a
h —0 h 2 ’

zaś, w obec  (20):
f  (» 0 + 2  K) 2 f  (x) -j- f  (x0— 2 li)

(21)

lim ' v 0 ' '  ■ ' K ) T  UZ9—-±ï! ) ==4 b  (22)h=o h 2 ■ \ J

W obec (22) i (20) mamy: 

i :  | / ( » o  +  2 Ä )  —  2 f ( x 0) Jr f ( x 0 — 2h)
*=o I /t2

2 /' (*o +  A) — 2 / ( æ „ )  +  f  (æ0 —  A)
: 2 jB.A2

co m ożem y też n ap isać  w postaci:

lim I — (x ° +  2 /¿j -  2 /  (» 0 +  A) -j- /  (æ0)
/i=o L 7t3

_j_ A (»o— 2 /¿) 2 f  (x 0 h) -[- f  (x0)  2  ß

co, wobec (19) i (21) daje:
2 A —  2 B ,

skąd  A  — B ,  c. b. d. o.

6. O p ie ra jąc  się na znanym  pew niku  Z e r m e l o 1), dow iódł G. H a ­
m e l 2), że is tn ie ją  funkcye, nieciągłe  dla każdej wartości zm iennej, sp e łn ia ją ­
ce rów nan ie  funkcy jne

f { x + y )  =  f ( p )  +  f ( y ) .

Dla każdej takiej funkcyi będzie przy w szelkiem  x  i w szelkiem  h,  jak  
ła tw o widzieć:

f  (x  +  2 h) -  2 f  ( ¡r .-f  A) +  f  (œ) =  0 ,
jako  też:

f { x  4 -  A) —  2 f  (x) +  /'  (x —  h) =» 0 ,  

zatem  gran ice  (1) i (18) is tn ie ją  przy w szelkiem x  i są  zerem.

') Pewnik ten brzmi: „Dla każdej mnogości zbiorów Z ,  nie posiadających elemen­
tów wspólnych, istnieje mnogość M ,  zawierająca pó jednym  i tylko jednym  elemencie 
z każdego ze zbiorów Z “ (Zob. Math. Ann. 59 ,  p. 517 oraz 65 ,  p. 266). 

a) Math. Ann. 60,  p. 459—462.
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Istnieją więc funkcye wszędzie nieciągłe , d la  k tó rych  g ran ice  (1) i (18) 
są  zerem  przy w szelkiem  x.

Dla funkcyj H a m e l a  będzie też przy wszelkiem x ,  h ,  k:

f  (æ +  fr 4~ fr) — f  (x  +  fr) — f  (x  k) f  (x) =  O,
zatem

lim lim f ( x J r k +  h ) —  f ( x  +  k) — f ( x  +  fr) +  f  (%) _ 0
fc =  O h = O frfr

przy wszelkiem rzeczywistem x ,  pom im o że poch o d n a  f "  (a.) nie is tn ie je  dla 
żadnej wartości x .

Lwów, w listopadzie 1913 r.

(9) O  zw iązku m iędzy istn ien iem  granicy . 129

Prace  mat.-fiz.,  t  XXVI.
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