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La dualite des theoremes Iimites pour one structure en materiau 
rigide-plastique standard 

D. RADENKOVIC, Q. S. NGUYEN (PARIS) 

We consider structures submitted to external forces which depend on p independent parameters 
Qi, so that the external work is: W = Qi qi with qi as dual cinematical variables; <1 is the distri­
bution of generalized internal forces and v that of corresponding velocities. It is shown that 
the study of limit equilibrium is related to an eigenvalue problem. For standard materials the 
approximate values of vectors Q, if not these of the corresponding fields <J-v, can be 
found considering a dual min-max problem for a functional I [Q, q, <1, v] of four independent 
arguments. From there all known variational and limit theorems for rigid plastic media can 
be deduced. 

Rozpatrujemy konstrukcje poddane dzialaniu sil zewnl(trznych zaleinych od p niezaleinych 
parametr6w Qi w ten spos6b, i:e praca sil zewne(ttznych wynosi W = Qi qi; qi S<l dualnymi zmien­
nymi kinematycznymi. Przez <1 oznaczamy rozklad uog6lnionych sil wewne(trznych, a przez 
v - rozklad odpowiednich pre(dkosci. Wykazano, i:e zagadnienie r6wnowagi granicznej zwi<l­
zane jest z pewnym problemem wartosci wlasnych. Przyblii:one wartosci wektor6w Q dla ma­
terial6w standardowych wyznaczyc moina drog<l rozwai:enia dualnego problemu minimum­
maksimum dla funkcjonalu I [Q, q, <1, v] czterech niezaleinych argument6w. St<ld wyprowadzic 
moi:na wszelkie znane twierdzenia wariacyjne i graniczne dla osrodk6w sztywno-plastycznych. 

PaccMaTpHBaeM KOHCTpYKUHH no~eprHYTbie ~eiiCTBmo BHeiiiHHX CHJl 3aBHCHI.l.UlX OT P He-
38BB;CHMbiX napaMeTpOB Qi Ta.KHM o6pa30M, 'tiTO pa6oTa BHeiiiHHX CWI paBHHeTCH W = Qi qi; qi 
- ~aJILHbie KHHeMaTH'tlecKne nepeMeHHbie. 't!epe3 a o6o3Ha'tlaeM pacnpe~eneHB;e o6o61.1.\eH­
HbiX BHyTpemmx ciDI, a t~epe3 v- pacnpe~eneHB;e cooTBeTCTByrol.l.UlX cKopocreii. IloKa-
3aHo, 'tiTo npo6neMa npe~e.m.Horo paBHoBeCB;H cxo~Ha c ~at~eii Ha co6CTBeHHbie 3Ha­
'tleHilH. IlpH6J'IIl}KeHHbie 3Ha'tleHB;H BeKTOpOB Q ~ CT~apTHbiX MaTepB;aJIOB MO>KHO onpe­
~eJIB;Tb nyTeM paCCMOTpeHHH ~aJILHOH npo6JieMbi Ha MllHHMYM-MaKCHMYM ~ ti>YHKIUtOHaJia 
I[Q, q, a, v] 'tleTbipex He3aBHCHMhiX apryMeHTOB. OTTY~a MO>KHO BhmeCTH Bee H3BecTHble 
BapHarpiOHHbie H npe~em.Hbie TeopeMhi ~ >KeCTKo-rmaCTINecKHX cpe~. 

1. Notations. Rappels 

1.1. Champs des efforts et des vitesses 

NOTONS par a la matrice-colonne, de rang B, des efforts au point x de la structure; a(x), 
ou simplement a designera le champ des efforts dans le domaine (ouvert) Q de la structure. 

La structure est soumise aux forces exterieures F, T; l'equilibre entre a et F, Test defini 
par: 

(1.1) 

(1.2) 

F = -La 

T= Na 

dans le domaine Q et 

sur la frontiere .E; 

L et N sont des operateurs lineaires, matrices de rang B x A; L differentiel (au sens des 
distributions) et N algebrique; la forme des operateurs depend de la structure envisagee: 
milieu continu (simple ou oriente), coque, plaque, poutre. 
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992 D. RADENKOVIC and Q. S. NGUYEN 

Soit v la matrice-colonne, de rang A, des vitesses (de deplacement) au point x de Q; 
v(x), ou bien v, sera le champ correspondant. 

Designons par V les vitesses sur 1:; la compatibilite des champs v et V requiert: 

(1.3) V= Ev sur 1:; 

E etant 1' operateur identite. 

Le champ des vitesses des deformations rest defini au moyen d'un operateur i, matrice 
de rang A x B, par: 

(1.4) T = iv. 

Les operateurs L et L sont ad joints au sens que pour tout a et v on a: 

(1.5) j (aiv+vLa)dQ = j EvNadl:. 

Au cas oil le champ des efforts est en equilibre avec les forces exterieures (1.1) (1.2), et 
oil les vitesses sont compatibles (1.3) (1.4), !'equation (1.5) exprime le principe des travaux 
virtuels: 

(1.6) j ardQ = j Fvdf2+ j TVdl:. 

1.2. Comportement rigide-plastique standard 

En tout point a verifie l'inegalite 

(1.7) f(a) ~ 0, 

f(a) etant une fonction convexe de ses arguments, bornee (sauf eventuellement dans une 
direction) qui est nommee critere d' ecou/ement. 

Tout a appartenant au convexe H de R8
: 

(1.8) H = {alf(a) ~ 0} 

est dit plastiquement admissible. Nous ecrirons aP =a EH. 
Pour un materiau standard on a, introduisant la matrice of= { offoap} 

(1.9) {
A. = 0 si f < 0, 

-r = A. of A. ~ 0 si f = 0 . 

On suppose que le temps n'intervient pas d'une maniere explicite dans (1.9); autrement 
dit -r n'est defini qu'a une homothetie positive pres. 

L'ensemble des -r plastiquement admissibles appartient au cone: 

(1.10) K = { -rJ-r = A.of(a), A ~ O,f(a) = 0}. 

Soit -r+ = -rE K et a+ une matrice des efforts correspondante par la relation (1.9). On 
sait que: 

(1.11) n(-r+) = a+ -r+ = supa-r+, 
aP 

n(-r+) est nommee puissance dissipee pour un element. 
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2. Parametres de charge 

2.1. Conditions aux limites, forces donnees 

Certaines composantes pd sont donm!es dans tout le domaine Q ou dans une partie 
Qcxd de la structure; en particulier elles peuvent etre nulles. 

Dans les parties Qai la distribution de pa n'est determinee qu'a m parametres scalaires 
Q<i> pres, soit: 

(2.I) 

les parentheses indiquant qu'il n'y a pas de sommation sur i. 
Evidemment Qcx.d u Qai = Q pour I ~ IX~ A. 
D'une maniere semblable, certaines composantes Tad sont donnees sur la partie ITa.4 

de la frontiere; on peut a voir en particulier rr.d = 0. 
Sur les parties ITai la distribution Ta n'est determinee qu'aux parametres Q<i> pres, 

soit: 

(2.2) ('> m -::::: z-::::: • Ta/~ -- Q . Ta(i) + I _.., . _.., p 
ETai ' 

Enfin certaines composantes V« sont nulles sur la partie Ivcx.d de la frontiere, alors 
que sur la partie Ivai la vitesse est une fonction lineaire de x, soit: 

A-1 

Vcxi
1
E . = qi+ ,.2; qi+ 1s1 , i = p+ I, p+A, ... , t-A+ I, 

ya, ;o=l 
(2.3) 

Sy = X1 - r y, Sy etant la COOrdonnee du point X par rapport a un point de reference r 
donne; qi sont des parametres de valeur arbitraire. 

On sait que ITa u Iva =I et IT<X n Iva = 0 pour I ~ IX~ A. 
R e m a r q u e: on pourrait, en principe, envisager Vcxd non nulles ainsi que V <Xi de 

distribution non-lineaire; no us laissons de cote ce type de donnees qui presentent peu 
d'interet pour notre probleme. On ne tiendra pas compte non plus d'un mouvement d'en­
semble de la structure. 

2.2. Travail des forces exterieures. Parametres de charge 

Soit: 

(2.4) w = JFvdQ+ jTvdi 

le travail des forces exterieures en vitesses de deplacement. Avec les donnees precedentes 
on peut poser, en allegeant l'ecriture: 

(2.5) W = fP'vdQ+ jTdVdl:+Q;j FivdQ+Q1j TiVdl:+q'f TV1d.E 

la convention de sommation sur l'indice muet etant admise. 
Remarquons que les forces exterieures, y compris les reactions d'appuis (sur Evcx.d), 

doivent etre en equilibre; il est parfois necessaire d'en tenir compte dans le choix des 
donnees. 
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Introduisant les parametres conjugues 

(2.6) q<i> = f F(i)vdQ, ov bien q<i> = f TU> V d.E 

et 

Q<J> = J Tv(J)d.E 

et designant par Wd le travail des forces donnees on a en rearrangeant les sommes: 

(2.7) 

La difference entre les parametres "imposes" Qi, q1 et les moyennes "ponderees" Q<1> 

et q(i) joue un role important dans le choix des champs admissibles (donnees a la frontiere 
a satisfaire), mais dans les deux cas les variables conjuguees apparaissent au meme titre 
dans le probleme variationnel; on peut done, comme il est usuel, ne pas les distinguer dans 
l'ecriture. 

D'autre part, il est toujours possible, pour certaines considerations, il est meme utile, 
de laisser toutes les composantes non nulles des forces exterieures indeterminees au para­
metre respectif pres. 

Avec ces remarques on peut poser: 

(2.8) 

Les composantes Q<i> du vecteur Qi, ou simplement Q, sont nommees les parametres 
de charge. 

3. Champs admissibles. Espace des parametres de charge 

3.1. Champs admissibles 

L'~nsemble des repartitions de (J (fonction-matrice de rang B) dans Q appartient a un 
espace ft que l'on peut definir convenablement selon le probleme a traiter; ici nous n'avons 
pas besoin de precision a ce sujet. 

Une repartition de (J qui verifie (1.1) et (1.2) avec pl et Td (eventuellement nulles) et 
avec pi et Ti (a un multiplicateur pres) est dite statiquement admissible. 

Notations 

(3.1) (f' = (J Efts, fts = { (JIL(J+F = 0 dans Q, N(J- T = 0 sur .E}. 

Une repartition de (J qui satisfait au critere (1. 7) dans Q est plastiquement admissible. 
Notations 

(3.2) (JP = (J E JfP, JfP = { (Jla EH dans Q}. 

On appelle statiquement et plastiquement admissible: 

(3.3) (J* =: (J Eft*; ft* = ftS 0 ftP. 

On peut montrer que Jfs et ftP, et done aussi ft*, sont des convexes. 
L'ensemble des repartitions de vitesses v (fonction matrice de rang A) dans Q appartient 

a un espace %, defini convenablement. 
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Une repartition de v qui satisfait a (1.3) avec V soit nul, soit donne par (2.3) est cine­
matiquement admissible: 

(3.4) vc = v e.Yec, .7ec = {vlv = V sur L'}. 
Une repartition de V telle qu'en tout point X 't' = Lvlx peut etre associee a aP par (1.9) 

est plastiquement admissible: 

(3.5) vP = v e:f(P, fP = {vlfvlx = 't' E K dans .Q}. 

On appelle cinematiquement et plastiquement admissible: 

(3.6) v+ := V E :1(+, .7(+ = :/(P n :/("c. 

On peut montrer que (vu !'absence de Va4 non nulles) :/Cc est un espace vectoriel et 
que :I(P est un cone convexe; :/(+ est done un cone convexe. 

3.2. Espace des parametres de charge 

L'ensemble des vecteurs Qi forme un espace Rt que nous nommerons G. Le dual de G, 
note par C est forme par I' ensemble des vecteurs qi. 

En admettant Q(i) = Q(i)(a*) pour les indices correspondants, le convexe .1!'* engendre 
dans G le convexe: 

(3.7) G* = {QIQ = Q(a*)}. 

Notation Q* = Q e G*. 
Avec /(a) = 0 borne (sauf peut-etre dans une direction), G* aura la meme propriete. 

Done tout point Q* possible se trouve a l'interieur d'une surface dans G; choisissant les 
signes pour que l'origine se trouve a l'interieur, on peut poser F 1 (Q*) ~ 0. L'interpretation 
precise de cette inegalite ne peut etre donnee qu'a partir des theoremes variationnels (p. 5). 

Designons par c+ le cone dans C correspondant a f+, en considerant q(i) = q<i>(v+) 
pour (i) correspondant. 

Notation 

(3.8) q+ = q e c+, c+ = {qlq = q(v+)}. 

Introduisons, enfin, a+ associe a .7(+ tel que: 

(3.9) a+ = {QIQiqi(v+) ~ f n(v+)d.QVv+}. 

Tout point Q+ = Q Ea+ se trouve a l'exterieur de l'enveloppe F2(Q+) = 0 des plans 
Qiqi(v+) = J n(v+)d.Q; remarquons en passant, que l'on peut avoir q(vt) = q(vi) alors 
que le membre droit est different dans les deux cas (plans paralleles). La relation entre 
Ies surfaces F 1 (Q*) = 0 et F2 (Q+) = 0 peut etre interpretee, elle aussi, seulement a partir 
des theoremes variationnels (§ 5). 

4. Le probleme de l'equilibre limite (materiau standard) 

En utilisant les definitions qui precedent, on peut formuler: 
I e p r o b I e me de l'e q u i I i b re I i m i t e (A) 
Etant donne P, pi dans Q; T 4, Ti, Vi et V4 = 0 sur L', de sorte que (2.7): 

(AI) W = W 4 +Qiqi+Q1q1 

22 Ard1. Mech. Stos. nr 5-6/72 
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996 D. RADENKOVIC and Q. S. NGUYEN 

trouver !'ensemble des a* (3.3) et v+ (3.6) associes, c. a d. tels que (1.11): 

(A2) 

et que (3. 7) et (3.8): 

(A3) 

11 fa ut noter que (A) n' est pas un probleme aux limites. En fait, la solution en a et v 
depend de la valeur des parametres Q(i) qui n'est pas donnee d'avance. En ce sens on peut 
plutot assimiler le probleme pose a un probleme des valeurs propres: ce n'est que pour 
des valeurs de Q bien precises (valeurs propres) que des solutions en a et v (solutions pro­
pres) peuvent exister; il est d'ailleurs bien connu, que pour un tel Q elles ne sont pas uniques. 

Or, dans les problemes de ce type, il est rare que l'interet porte sur les solutions propres 
elles-memes; ce sont les valeurs propres que l'on cherche a connaitre (valeur de la charge 
limite ou frontiere d'ecoulement, dans notre cas). 

Done, le probleme qui se pose reellement est legerement different de (A). En supposant, 
pour simplifier, Wd = 0 on peut l'enoncer comme: 

1 e pro b I em e de I a frontier e d'e c o u 1 em en t de 1 a s t r u c tu re (B) 
Etant don ne pd = 0 et pi dans Q; Td = 0, Ti, Vi et Vd = 0 sur 1:, de sorte que (2.8): 

(Bl) 

trouver !'ensemble S des Q tels que pour chaque Q E S existe au moins un couple a* 
et v+ associes par (1.11): 

(B2) o* -r+ = n(-r+) Vx 

de sorte que (3.7) (3.8) : 

(B3) 

Les conditions de !'existence et de l'unicite de la solution du probleme (B) ne sont pas 
encore claires (meme dans le cas du materiau standard envisage ici). 

Dans ce qui suit no us supposons que Jes conditions aux limites sont telles que le probleme 
(B) a une solution; c.a d. qu'il existe un ensembleS unique, non vide et borne (sauf peut­
etre dans une direction). 

Dans ce cas, les theoremes variationnels qui suivent permettront de montrer que S est 
represente par une surface F(Q) = 0 dans G qui est a la fois la frontiere F 1 (Q*) = 0 de 
G* et la frontiere F2 (Q+) = 0 de G+. 

Pour les solutions propres on retrouve alors une variante de /'alternative connue: so it 
Q quelconque donne; ou bien il n'existe que la solution triviale [F(Q) < O:a* non unique, 
v+ = 0], ou bien il existe des solutions non triviales [F(Q) = O:Q*q+ > 0] ou bien il 
n'existe aucune solution [F(Q) > 0]. 

Re marque: ;K+ etant un cone, si (a*, v+) est une solution propre, pour tout 
scalaire x > 0; (a*, xv+) est aussi une solution. Ceci correspond bien a la notion intuitive 
de la "ruine" de structure rigide-plastique comme formation d'un mecanisme libre. 

En general, si les forces exterieures croissent independamment, plusieurs modes de 
ruine sont possibles: a chaque mode q E C donne peut correspondre une ou plusieurs 
solutions (a*, v+) c. a d. plusieurs mecanismes. Cette liberte de choix de q sera utilisee 
dans la formulation du probleme variationnel. 
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5. Formulation variationnelle du probleme (B) 

Considerons maintenant la fonctionnelle: 

(5.1) 

qui depend de quatre arguments in dependants: 

Q E G, q E c, (] EYfP = aP, V E.Yrc = vc. 

Utilisant (2.8), (2.4) et ensuite (1.5) on peut presenter I sous formes equivalentes: 

(5.2) I 1 = Qiqi+ J aivdfJ-Qiqi(v) = Qiqi+ J aivdQ-J FvdQ- J TEvdE 

= I2 = Qiqi-J (La+F)vdQ+ f (Na- T)EvdE. 

Recherchons: 

(5.3) I+ = infsupi et I- = sup inf I 

pour tout mode de ruine q donne. 
Si nous supposons, comme on le fait habituellement dans la discussion des theoremes 

Iimites, qu'une solution du probleme (B) existe, nous n'aurons pour un mecanisme (a*, v+) 
quelconque qui correspond au mode q 

(5.4) 

Borne I+ (theoreme cinematique). 
Nous avons d'abord: 

supi1 = supQi[qi-qi(v)]+sup J aivdQ 
aP,Q Q uP 

done 

!~~I, = IJ n(:+~ 
ou (1.11) a ete utilise. 

SI 

si 

q1(v) =1= qi ou v =1= vP, 

q1(v) = qi et v = vP 

Compte-tenu que v = vc, par l'hypothese, no us avons alors: 

(5.5) I+ = inf J n(v+)dQ pour tout q(v+) donne. 
v+ 

En se referant a (5.4) on peut deduire, si la solution de (B) existe, la relation connue: 

(5.6) 

22* 

Borne I- (theoreme statique). 
Nous avons ici de maniere evidente: 

ou Q =I= Q*' 

et Q = Q*, 
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etant donne que par l'hypothese (J = (JP, 

Done: 

(5.7) 

D. R.ADENKOVIC and Q. S. NoUYEN 

En supposant qu'une solution du probleme existe, on en deduit 

(5.8) (Q? -Q1)q& ~ 0. 

Pour Je probleme de l'equilibre limite des structures en materiau rigide-plastique stan­
dard, la formulation presente contient, comme cas particuliers, toutes les formulations 
variationnelles connues. 

Note 

Ce travail fait partie d'un ensemble de recherches menees par M. SALENc;oN et les deux auteuri du pre­
sent article. Voir aussi: J. SALENc;ON, Ecoulement plastique libre et analyse limite pour les mattfriaux ~tandards 
et non-standards, Annates de l'ITBTP, juin 1972. 
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