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Wolno drukowac, z warunkiem zlozenia w Komitecie Cenzu-
ry, po wydrukowaniu, prawem przepisanej liczby egzemplarzy.
W Warszawie, dnia 19 Wrzesnia (1 Pazdziernika) 1849.
" Starszy Cenzor,

L. T. Tripplin.
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PRZEDMO WA.

Dwa poczqthkowe rozdzialy dziela P.Lefebure deFour-
¢y pod tytulem ,Jlecons de Géometrie amalytique®, obej-
mujq skricony i jasny wyklad trygonometryi. Wyklad
ten jest dostateczny do nauczenia si¢ zasad trygonome-
tryi plaskiéj i kulistéj, i do poznania sposobow stoso-
wania jéj do rozwigzywania latwiejszych zagadnien
z miernictwa, geodezyi, geografii matematycznéj i t.p.

Niniejsze tlumaczenie Trygonometryi P. Lefebure
de Fourey jest doslowne: przydalem tylko wighszq liczbg
przykladow i@ kilka zagadnien praktycznych, dla poka-
zania, jak si¢ rozwiqzujq trojkaty plaskie i kuliste we
wszysthich wazniejszych przypadkach , @ jak wielki jest
uzytek rachunku trygonometrycznego. Nader dogodne
wzory, zwane wzorami Delambra [lub Gaussa, ktore
w pewnych przypadkach stuzq do zreczniejszego roz-
wigzania trojkgtow kulistych, anizeli uzywajqe wzorow

http://rcin.org.pl



przez Autora podanych, znajdzie ezytelnik w dodathu:
&gdzie i wywod tych wzorow zamiescilem , i uzycie ich
na przykladzie pokazalem.

Ostrzedz mi wypada, ze przystepujgey do uczenia
si¢, z léj ksiqiki, trygonometryi kulistéj, powinien
Juz zkqdingd znaé wlasnosci trojkatow kulistych: n. p.
2 ksiegi VII Geometryi Legendra.

Trumacz.

Warszawa, dnia 1 Stycznia
1850 r.
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ROZDZIAL PIERWSZY.

TEORYA LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH.

PRZEDMIOT TRYGONOMETRYL SPOSOB WYRAZENIA DLUGOSCI
I KATOW PRZEZ LICZBY.

L. Kaidy tréjkat prostokreslny albo kulisty sktada sie z sze-
sciu czesci: z trzech bokéw i z trzech katow. Aby wszystkie te
czesci wyznaczyé, dosyé jest w ogélnosci mieé trzy z nich wia-
dome; ale procz tego potrzeba, jeieli tréjkat bedzie prosto-
katny, izby miedzy trzema danemi czesciami znajdowat sie pray-
najmniéj bok jeden. I wistocie wiadomo, ie z trzech katow
danych nieskonczenie wiele tréjkatéw prostokreslnych zloiye
moina, ktére nie sa réwne miedzy soba, ale tylko podobne do
siebie. Rozumie si¢, ze tu summa trzech katow danych ro-
wna byé musi dwom katom prostym.

Geometrya podaje bardzo atwe sposoby wyznaczenia troj-
kata w kazdym przypadku, gdy go wykreslié moina z niekto-
rych jego czesci; lecz wszystkie podobne sposoby rysunkowe te
przedstawiaja niedogodno$é, ie przyblizone tylko daja wy-
padki i czesto niedostateczne z powodu niedokladnosci narze-
dzi do kreslenia uzywanych. Ztad starano si¢ wykreslania za-
stapi¢ rachunkiem liczebnym, ktory zawsze doprowadza do
wypadku tak $cistego, jak potrzeba. Trygonometrya obejmuje
wyklad sposobow wyrachowania wszysthick czesci trojkata,
gdy dostateczna liczhu tych czg$ci jest dana. Wynajdywanie
rachunkiem czesci niewiadomych trojkata z wiadomych nazwa-
no jego rozwigzaniem.

1
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2. Aby wyrazi¢ dtugos¢ w liczbach, poréwnaé jg naleiy z in-
na dlugoscia przyjeta za jednosé¢, np. zsainiem, pretem, me-
trem i t. p.; ztad kazdy bok tréjkata rawny bedzie pewnéj licz-
bie sazni, pretow, metrow i t. p.

3. Katy wyrazaja sie przez tuki, zawarte miedzy ich ramiona-
mi, i nakreslone dowolnym promieniem z ich wierzchotkéw, ja-
ko srodkow. Abyite wielkosci wyrazi¢ w liczbach, podzielono
okrag kota, bez wazgledu na promien jego, na pewna liczbe
czesci rownych, zwanych stopniami; wtad kaidy kat lub tuk, be-
dacy miarg tego kata, wyraia si¢ przez pewna liczbe stopni.

Dawniejsi Geometrowie dzielili okrag kota na 360 stopni,
stopieri ma 60 minut, minute na 60 sekund it. d. Tym sposo-
bem czwarta czesé okregu kota czyli éwiartka jego, bedaca
miara kata prostego, zamyka 90 stopni. Dla uniknienia liczb
wielorakich, podciagnieto w nowszych czasach i miary katow
pod podziat dziesietny, dzielac éwiartke kota na 100 stopni,
stopienn na 100 minut, minute na 100 sekund i t. d.

Stopnie, minuty i sekundy oznaczaja sie znakami °, ’, ". Tak,
np. 14 stopni, 9 minut, 37 sekund wyraia sie przez 14°9'37";
za$ podtug nowego podziatu tenie sam tuk porownany z éwiart-
ka kola wzieta za jednos¢, wyraza sie przez ulamek dziesietny
0,140937: bo w tym podziale stopnie sa setnemi, minuty dzie-
sieciotysiacznemi, a sekundy millionowemi czesciami céwiart-
ki kota.

Podzial dawny, cho¢ mniéj dogodny niz nowy, dotychczas
czescié) jednak bywa uiywany: i dlatego w niniejszém dziele da-
wny podzial bedzie zachowany. Na oznaczenie p6tokregu kota
czyli 180° we wzorach czesto uiyje sie gloski H.

S

OPISANIA LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH. UZYCIE ZNAKOW + I —
NA WSKAZANIE PRZECIWNYCH SOBIE POLOZEN.

4, Geometréw dlugo zatrzymywala trudnosé ustanowienia
zwiazkéw, zachodzacych miedzy katami a bokami tréjkatow. Bez
watpienia najpiérwéj cheiano wyrazié katy przez luki, bedace
ich miarami : ale, gdy tuki wprowadzone do rachunku zamiast
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katéw, rachunku weale nie utatwialy; widoczna okazata si¢ po-
trzeba zastapienia znowu tukéw liniami prostemi, od nich zawi-
stemi, i to w taki spos6b, izby tei linie byly znane, gdy odpo-
wiadajace im tuki lub katy sa dane, i odwrotnie. Proste te,
ktorych uzytecznosé dzis rozciaga sie do wszystkich nauk mate-
matycznych, nazywaja si¢ w ogélnosci liniami trygonometry-
cznemi. Opisania tych linij sa nastepujace:

Fig. 1. Wstawa duku AM (fig. 1) jest pro-
stopadla MP, spuszczona z jednego
korica lukw na S$rednice, przecho-
dzqceq przezdrugi koniec tego? tuku.

Styczna luku AM jest diugosc AT,
brana na stycznéj, przechodzgcé)
przez jeden koniec luku i zawarta
migdzy lymie koncem a przedluio-
nym promieniem OM, przeprowadzo-
nym przez drugi koniec tegoz luku.

Simczna jest czesciq OT przedluionego promienia, zawartego
migdzy srodkiem i styczng.

Oznaczywszy tuk AM przéz z; wstawa, styezna i sieczna jego
sposobem skréconym tak sie pisza:

MP —=wst ¢, AT = sty.e, OT =sie

Przedtuiywszy MP ai do spotkania sie z okregiem kota
w punkcie N, bedzie cieciwa MN dwa razy wieksza od prosté]
MP, i tuk MAN takie dwa razy wiekszy od tuku AM; wiec
wstawa pewnego duku jest polowa cigciwy duku dwa razy wig-
kszego.

Wyraziwszy promien kola przez », bedzie bok kwadratu
wpisanego w kolo r'éwn.v 7)/2: a ie bok ten jest cigciwa tu-
ku 90°; wiec wst45°=%7'l/§. Tak samo, poniewaz bok sze-
sciokata foremnego w kolo wpisanego r6wna sie promieniowi,
a promien jest cieciwa tuku 60°; przeto wst 30°=%7.

5. Dopelnienie tuku lub kata nazywa sie tuk lub kat, ktéry,
dodany do tamtego, znim razem czyni 90°. Gdy tuk wiekszy
jest od 90°, dopelnienie jego lub odpowiadajacego mu kata jest
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odjemne: np. dopelnienie 127° réwna sie—37°. Dwa katy
ostre w trojkacie prostokatnym wzajemnie sa dopelnieniami je-
den drugiego.

Dostawa, porvezya i posiEczNae pewnego tuku jestto wsta-
wa, styczna i sieczna jego dopelnienia; linie te pisza sie przez
skrocenie tak: dost., doty., dosie.. Te samego opisania tych
linij wypada, ie

dost z=wst(90°—z), doty 2=sty(90°—x), dosie z=sie(90°—r).
T

Poprowadziwszy promien OB pro-
stopadle do OA, tudziez MQ i BS
prostopadle do OB, bedzie MQ wsta-
wa tuku BM, BS jego styezng, a OS
jego sieczna: ale tuk BM jest wido-
cznie dopetnieniem luku AM; wiec,
wyraziwszy tuk AM przez z, bedzie

MQ=dost z, BS=doty x,
OS=dosie z.

Trzeba tu pamietaé¢, ze MQ=OP : tojest, e dostawa 7ro-
wna sig czesci promienia, :(110(1/'2({}' miedzy srodkiem i spod-
kiem wstawy.

6. Odleglos¢ PA, zawarta miedzy poczatkiem tuku i spod-
kiem wstawy, zwano wstawg odwroing; odlegtosé znowu BQ
dostawq odwrotng. Obie te linie rzadko uzywaja sie.

1. Przeniostszy punkt M kolejno na wszystkie inne punkta
okregu, pokaze sie, ie linie trygonometryczne przybiéra¢ mo-
ga potozenia zupelnie przeciwne tym, jakie zajmuja, kiedy tuk
AM mniejszy jest od 90°. 1 tak np. luk AM’, ktérego dopelnie-
nie jest odjemne i rowne tukowi BM’, ma za dostawe linia
QM czyli OP' leiaca z lewéj strony punktu O: a wprzéd do-
stawa z prawé) Jego strony przypadata. Podobna zmiana w po-
tozeniu linij trygonometrycznych spowoduje trudnosci przy ra-
chunku, ktére nastepujace, choé bardzo proste, zagadnienie
wyjasni.

Niech ABX (fig. 2) bedzie linia jakakolwiek, na ktéréj) dwa
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punkta A i B sa dane, odlegle od sic-
| bie o dlugos¢ AB=q. Niech nadto
wiadoma bedzie odlegltosé » jakie-
gobadz punkta M téfie linii ABX od
punktu B; znalezé trzeba odlegltosé
punktu A od tegoz punktu M. Wyra-
ziwszy te nieznang odleglo$é przez z, oczywiscie bedzie

2=q+2, albo z=a—2

podtug tego, czy punkt M lezy od strony BX, cayli téz od stro-
ny BA: dla wyrazenia zatém téj odleglosci w dwéch odmien-
nych potoieniach punktu M, dwa roine wzory sa konieezne.
Lecz, poloiywszy znaki réine przed odleglosciami, majacemi
przeciwne polozenie wzgledem punktu B, niedogodnosé wspo-
mniona zreeznie si¢ uchyla, 1 jednego tylko wzoru uzy¢ potrze-
ba. I wistocie, przyjawszy w piérwszym wzorze zga+2 Ko-
lejno 2=+BM i #=— BM, wypadnie naprzéd z=a+BM,
a potém z=a— BM : jak to byé powinno. Tym sposobem wzér
piérwszy stosuje si¢ do wszystkich polozen punktu M, a wzdér
drugi jest niepotrzebny. Mozna takie przyjaé 2 za odlegtosé do-
datna od strony BX: wtedy wzér drugi zamiast piérwszego
wzig¢ naleiy. Nie trudno byloby przytoczyé wiecéj podobnych
przyktadéw; lecz co si¢ dotad powiedziato jui przekonywa do-
statecznie o wainosci nastepujacego prawidla Dekartd:

Jeieli na linii jakiéjkolwiek, prostéj lub krzywéj, roine wy-
mierzona odleglosci poczqwszy od pewnego spolnego poczqthu,
za staly na téjie linii przyjetego; natenczas odleglosci te
wprowadzic nalezy do rachunku z przeciwnemi znakami, stdso-
wnie do odmiennego ich poloienia wegledem poczathu, kladqc
przed jednemi znak+-, przed drugiemi zas znak —.

Strona wreszcie odlegtosci dodatnich jest zupetnie dowolna;
ale gdy raz bedzie przyjeta, odleglosci odjemne brac sie zawsze
powinny od strony tamtéj przeciwnéj. Linie trygonometryczne
uwazaja sie za dodatne w poloieniach, jakie maja dla tukéw
mniejszych od 90°.
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POSTEP KOLEJNY LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH; SPROWADZENIE
* ICH DO PIERWSZEJ CWIARTKI KOLA.

8. Gdy promien OM (fig. 1) zchodzi si¢ zpromieniem OA, tuk

Fig. 1. AMwidocznierowny jest 0, wstawa
jego jest 0, styczna takie jest 0; sie-
czna zas i dostawa sq rowne promie-
niowi OA. Wspolczesnie dotyczna
1 dosieczna sa nieskonczenie wielkie:
bo ocaywista jest, ze w miare jak pro-
mien OMzblizasie do promienia OA,
linie BS i OS coraz bardziéj rosnaé
beda, i tak wielkie sta¢ sie moga, jak
sie tylko podoba. Oznaczywszy wiec

promien przez 7, bedzie
wst 0=0, sty 0=0, sie 0=7r,
o dost 0=7, doty 0=co, dosie0=cv.

Gdy promien OM wznosi si¢ ku potozeniu OB, wstawa, sty-
czna i sieczna powiekszaja sie; za$ dostawa, dotyczna i dosie-
cznazmniejszaja sie.

Gdy punkt M dojdzie do $rodka tuku AB, tuk AM rowny
bedzie 45°: woweczas trojkat OPM jest rownoramienny, to-
jest: wstawa réwna jest dostawie. Lecz z trojkata tego wypada:
OMP2 =72, zkad MP=17]/2; a zatém

wst 45°= dost 45°=171/2.

Tréjkaty OAT, OBS podobnieiz s3 réwnoramienne i rowne;

przeto styczna i dotyczna roéwne sa promieniowi ; *wiec
~ sty 45°1= doty 45°=7r-. 5

Nakoniec sieczna i dosieczna takie .sq sobie rowne: a ie
w tréjkacie OAT jest OT?*=272%; przeto OT=r}/2, a tém
samém

sie 45°= dosie 45°=7r}/2.

Gdy punkt M przypada na punkt B, wstawa réwna jest BO,
styczna i sieczna sa nieskonczenie wielkie, dostawa MQ i doty-
czna BS sa réwne zeru, a dosieczna OS staje si¢ rowna OB.
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Jest wiec
wsty 900 =7, : : sty 90°=a0, sie 90° =00,
dost 90°=0, doty 90°=0,  dosie 90°=7.

Wartosci te wypadaja takie wprost z wartosci linij trygono-
metryeznych znalezionych dla tuku réwnego zeru: bo tuki 0°
i 90° dopetnieniami sa jeden drugiego; powinno wiec byé
wst 92 = dost 0, sty 90°= doty 0, sie 90°= dosie 0, i na
odwrot.

9. Gdy promienn OM, daléj obrécony, zajmie poloienie OM’,
bedzie AM' odpowiednim tukiem, a M'P’ jego wstawa. Po-
prowadziwszy M'M réwnoodlegle od A’A i nakresliwszy wszyst-
kie linie trygonometryczne tuku AM', figura pokaze :

Naprzod, ie wstawy MP i M'P’ sa sobie rowne; wiec
wst AM'= wst AM.

Powtore, ie cheac nakreslic styczna, przedtuiyé trzeba pro-
mienn OM’ pod srednicg AA". Zkad wypada, ze styczna ta, réwna
linit AT/, ma teraz poloienie przeciwne wzgledem poloienia,
jakie wprzod zajmowata, czyli ie jest odjemna. A ie tréj-
katy OAT, OAT’ s sobie rowne; wiec AT’=AT: a tém samém
sty AM'=— sty AM.

Potrzecie, ie linia OT’, ktéra podlug opisania (4) jest sie-
czna tuku AM’, juz nie idzie w kierunku promienia OM' w te
sama strone wzgledem srodka, z ktérej lezy punkt opisujacy M';
ale w strone przeciwna. Dla téj przyezyny sieczna tu jest odjem-
na: aieprocz tego OT'=0T; wiec sie AM'=— sie AM.

Nakoniec, ze toz samo stosuje si¢ do dostawy, dotycznéj i do-
siecznéj. Luk AM’ jest wiekszy od 90°; dopelnienie wiec jego
jest odjemne. A ponle¥a_3i gostawa QM’ czyli OP' lezy z lewé]
strony punktu O; wie¢/fust by¢ odjemna. Dotyczna BS' w t)m
samym znajduje sie przypadku. Co do dosiecznéj OS', téj nie
nalezy bra¢ ze znakiem — : bo ona leiy na promieniu OM' z té]
samé] strony, z ktoréj znajduje sie punkt opisujacy, jak to miej-
sce mialo w piérwszéj ¢wiartce kota. Z powodu réwnosci
tréjkatéw OBS i OBS' jest QM'=QM, BS'=BS, 0§'=
wiec dost AM' = — dost AM, doty AM' = — doty AM,
dosie AM'= dosie AM.
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Spelnieniem tuku lub kata zowie sie tuk lub kat, ktéry doda-
ny do tamtego, z nim razem czyni 180°; wiec tuk A’M’ albo mu
réwny AM jest spetnieniem tuku AM'. Ztad wyzé] podane wla-
snosei tak wystowi¢ moina: dwa luki bedgcee spelnieniami je-
den drugiego, majg rowne linie trygonometryczne, ale ze zna-
kami przeciwnemi, wyjowszy wstawa i dosieczna, ktore znaku
nie-zmieniajq.

Cheac wlasnosci te wyrazié przez réwnania, dosyé jest ozna-
czyé AM' przez x: bedzie zatém AM=A'M'=180°—z, a tém
samém napisa¢ moina:

sty x=— sty (180°—za), doty z=— doty (180°—=z),

wstz= wst (180°--z), dost z=— dost (1S0°—ux),
1]
%sie r=— sie (180°—z), {dosie r= dosie (180°—x).

Oczywista takie, iz od 90° do 180° wstawa, styczna i sieczna
zmniejszaja sie; a przeciwnie dostawa, dotyczna i dosieczna po -
wiekszaja sie. Gdy promien OM przvstanie do promienia OA’,
wtedy punkt M opisze tuk rowny 180°, i bgdue

wst 180°=0, sty 180°=0, sie 180°——7,
dost 1S0°=—7, doty 1S0°=-—0c0, dosie 180°=

Te wszystkie wartosci otrzymaé takie moina z rownan [1],
uczyniwszy w nich #=180°. I tak np. réwnanie dost z=
—dost (180°—z) daje w tym razie dost 180°=—dost 0: a Ze
dost 0=7; wigc dost 180°=—7, jak to byé powinno.

10. Stésujac Algebre do Geometryi, czesto trafiaja sie tuki wy-
noszace po kilka polokregow kota. Wypada zatém 1 na takie
tuki podaé wzory i wskazaé sposéb “zamienienia ich na tuki za-
warte w piérwszéj cwiartce kola. Aby rzecz te skrécié, dosyé
bedzie roztrzasnaé szczegélowo wartosci wstawy 1 dostawy,
jako linij trygonometrycznych najuiywanszych. A poniewai
kaidy tuk wiekszy od potokregu sklada sie z tuku mniejszego
od 180° i ztuku jednego lub wiecéj o 180°; przeto naprzod
trzeba poznaé, jaka bedzie wartodé wstawy i dostawy tuku
180° +z, przyjmujac ie 2<<180°.
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Oznaczywszy tuk AM, zawarty gdziekolwick pomiedzy 0°

Fig. 1. i 180° przez 2, i dodawszy do tuku
Bl AM potokrag MA'N', bedzie nowy
tuk AMA'N’ ré6wny 1S0°+2. Oba te
tuki niaja rowne wstawy MP 1 N'P’,
rowne lintom OQi10Q'. A poniewaz
linie te leza przeciwnie wzgledem sie-
bie ; przeto, zgodnie z powyisza umo-
wa (), pisaé sie powinny ze znakami
przeciwnemi. Dostawy tychze tukow
sa takze sobie réwne, i takie przeci-
wnemi znakami odrézniac sie powinny; wiee

2] wst (180°+x)=— wst &, dost (180°x)=— dost .

Powtore, dodawszy 360° do tuku AM, punkt M widocznie
wréci na poczatkowe swoje miejsee, a tém samém i wszystkie
linte trygonometryczne zachowaja dawne wartosci. A tak bedzie
3] wst (360°4z)= wst #, dost (360°--a)=dost .

W ogolnosci, dodawszy do tuku i, jakakolwick wielko$é ma-
jacego, stopni 180 lub nieparzysta liczhe potokregow, koniec te-
go tuku przeniesie si¢ zawsze z jednego na drugi wierzcholek
srednicy kota: a ztad oczywista jest, ic wstawy i dostawy, co
do wielkosci, tez same zostanay i tylko znakami miedzy soba ré-
anié sie beda. Lecz, dodawszy do tuku & stopni 360, albo parzy-
sta liczbe pétokregdw, zadna z linij trygonometryeznych zmie-
nia¢ sie nie moze: bo koniec tuku znowu na tenie sam punkt
przypada.

1. Wypada teraz méwic o tukach odjemnych, tojest o opi-
sanych przez promien OA, gdy ten obraca¢ sie bedzie w strone
AB'A’ przeciwna té), po ktorej wprzdéd postepowat.

Niech beda AM i AN dwa tuki réwne, przeciwnie lezace
i oznaczone przez # i —x. Wstawy MP i NP tych tukéw wi-
docznie sq sobie rowne i z poloienia przeciwne. Aby mieé do-
stawy tychze tukow, dosy¢ jest uwaiaé, ie dopelnienia ich
90°—z 1 90° - rowne sa tukom BM i BMN, iie wstawy MQ

9
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i NQ' tych ostatnich tukow sa réwne sobie tak z wielkosei, jak
z polozenia; wiec bedzie

(4] wst (—)=— wstx, dost(—z)= dosz.

Chociaz na figurze, luki AM i AN sa mniéjsze od 90°; te
Fig. 1. wzory jednak i w ogélnosci spra-
wdzaja sie. 1 w rzeczy samej, gdy
oba wspomnione tuki dowolnie ro-
sng i przytém rowne zostajg, wstawy
ich MP i NP ciagle téz bedq sobie ro-
wne iz potoienia przeciwne; bedzie
wiec zawsze wst (—z)=— wst .
Gdy znowu w drugim z powyiszych
wzoréw zatoiymy, ie tuki dane
wieksze sa od 90°, jakiemi np. sa
fuki ABM' i AB'N/, iic z=ABM’, a —z=—AB'N': natenczas
dopelnienie 90°— & piérwszego z nich hedzie odjemne i na figu-
rze rowne tukowi BM’, leiacemu z lewéj strony punktu B;
dopelnienie zas 90° 42 drugiego luku, ktére réwne jest tuko-
wi BAN', leiéé bedzie ciggle z prawéj strony punktu B. A ie
wstawy M'Q i N'Q’ tych tukéw dopetnienia sq sobie rowne i je-
dnakowo sa potoione wzgledem srednicy BB'; wiec byé powin-
na dost (—z)=dost z. 'Wzory wigc te [4] w ogdlnosci sa pra-
wdziwe.
Dobrze jest pamietaé, ie dostawa jakiegobadi tuku, doda-
tnego lub odjemnego, z wielkosci i z poloienia réwna jest za-
wsze odleglosci srodka kota od spodka wstawy.

12. Zanim daléj postapimy, dobrze takie jest pamietac, ie
wzory [1], [2], [3] i [4], podane wyiéj, odnoszy si¢ zar6wno
do wszystkich lukow tak dodatnich, jak odjemnych. Dla krot-
kosci roztrzasniemy tu fylko wstawe i dostawe.

16d. Wzigwszy na uwage powyisze dwa wzory (9) wst 2=
wst (180°—z), dost & =— dost (180°—z), dowiedzione li dla
tukow zawartych migdzy 0° i 180° i potoiywszy w nich 150° +&
za &, bedzie

wst (180°+2)= wst (—a), dost (1S0° +x)=— dost (—z):
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co téi oczywiscie wypada z réwnan [2] i [4]. Widoczna jest, ie
tuk dany jeszcze o 180° powiekszy¢é moina, i tak dalé) az do
nieskonczonosci. Poloiywszy potém —z za z, wniesiemy tak
samo, ie dwa uwaiane wzory réwniez s prawdziwe: a wiec je
do wszystkich mozliwych tukéw przystosowaé mozna.

2re. Wzory [2], dowiedzione dla wszystkich tukéw doda-
tnich, $ciagaja sie i do tukéw odjemnych. Jakoz zamieniwszy
w nich # na —z, bedzie

wst (180°—z) =— wst (—iz)=wst z,
dost (180°—z)=— dost (—x)=—dostz:

co sie zgadza ze wzorami [1].

3cie. Poniewai tuki +z i —z powiekszone o 180° majy
wstawy i dostawy rowne, ale co do znaku przeciwne ; wypada
zatém, ie, po dodaniu 360° do tych tukéw wstawy i dostawy
ich w niczém zmienic¢ si¢ nic moga: a wiec wzory te [3] stosu-
ja sie takie do tukow odjemnych.

4te. Co sie tyezy wzoréw [4], zadnego tu dowodzenia nie po-
trzeba: bo w nich oczywiscie potozy¢ moina — z za .

13. To poznawszy, nic tatwiejszego jak wyrazié wartosci linij
trygonometrycznych jakichkolwiek tukéw za pomoca wartosci
tych samych linij, lecz odnoszacych sie do piérwszéj éwiartki ko-
fa. I tak, niech np. bedzie tuk z=1029°, ktérego wstawe zna-
leié trzeba. Odjawszy od tuku tego tyle razy 360° ile moina,
pozostanie na reszte 309°; wiec podtug wzoréw [3] bedzie
wst 2= wst 309°. Odjawszy jeszcze 180° od 309°, na mocy

wzorow [2], takie bedzie wst z = — wst 129°. Nakoniec,
wzigwszy spelnienie 129°, ktére roéwne jest 51°, wypadnie
wst 2=—wst51° (9). Uproszczenie takowe jeszeze daléj rozeia-

gna¢ mozna: albowiem wst51°=dost (90°—51°)= dost 39°;
wiec wst z=— dost 39°.

Gdyby dany byl tuk z=—1029°, wstawa jego mialaby znak
przeciwny (ll) temu, jaki miata wstawa w przykladzie poprze-
dzajacym, tojest bytaby wst z= dost 39°.
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LUKI ODPOWIADAJACE DANEJ WSTAWIE, DOSTAWIE,
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14. Powyisze roztrzgsnienie dowodzi, Ze nicograniczona lics-
ba tukow byé moie, ktorych linie trygonometryczne sa sobie ré-
wne. Teraz prayjmuje si¢ odwrotnie, ze ktérakolwiek z tych
linij jest dana, i ze znaleié trzeba réine odpowiadajace jéj tuki.

Fig. 1. Niech dana bedzie wst z=a. Gdy
' na promieniu OB (lig. 1) prostopa-
dtym do OA, odetniemy OQ=¢ i
przez punkt Q poprowadzimy MM’
rownoodlegta od OA; widoczna

jest, ze kazdy tuk, majacy swaj po-
czatek w A i konezacy sie w punk-
cie M, albo M, wziaé nalezy za war-
tos¢ nieznanego tuku 7. Oznacay-
wszy wiee tuk AM przez ¢, za$ tuk
0 180° przez H, bedzie AM'=H-—e«; a zatém wszystkie tuki
dodatne konczace si¢ na punkcie M, albo M’, miesci¢ si¢ beda
w dwéch nastepujgeych szeregach:

as 2H+a, 4H-+4-a, 6H+4«, i t. d.
H—a, 3H—c«, 53H—a, TH—e¢, i t. d.

Liuk AB'A'M=2H—«a, tuk ABA’'M'=H+«. Dodawszy do
tych tukow jakakolwiek liczbe okregow, a potém wziawszy wy-
padki ze znakiem odjemnym, wypadna wszystkie luki odjemne
odpowiadajace wstawie danéj, tojest:

—2H+a, —4H -+, —6H-4-a, i t. d.
—H—a, —3H—q¢, —5H—a, it. d.

Liuki tych catérech szeregow przez dwa dosyé proste wzory
wyrazi¢ moina. Widoczna jest, ie w dwoch znich tuk « do-
dany jest do wszystkich parzystych wielokrotnych z H tak do-
datnich, jak odjemnych; ie w dwdch pozostalych szeregach
tenie tuk @ odjety jest od wszystkich nieparzystych wielokro-
tnych z H. Gdy wiec K znaczy wszelka liczbe catkowita do-
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datng lub odjemna, ktora nawet sta¢ sig moie réwna zeru:
natenczas wszystkic tuki szukane zawarte beda we wzorach

] z=2H+e, x=Q2k+1)H—a.

Dotad « uwaiano za ilos¢ dodatng: gdy si¢ prayjmie
wst z=—a, wypadnie edcia¢ dtugesé¢ OQ’ rewny a ed stre-
ny OB’. Wtedy wartosciami dla & beda tuki, konezace sie na
punkcie N, albo N'.  Uczyniwszy ABN'=a, bedzie widocznie
ABN=3H—ca, AB'N=—2H+¢ i AN==H—a. Azatém wszyst-
kie wartosci na z badZ dodatne, bydz odjemne, odpowiadajyce
wstawie OQ’, zawarte sa w szeregach

¢, 2H+c, 4H+-e,it.d, JH—e, 5H—a, TH—e,it.d.
—2H+a ,—4H+a,—6H—a,it.d. H—c¢,—H—a,—5H—a,it.d.
i oczywista jest, ze one podohniez przez wzory [1] sq wyrazone.
Gdy linia ¢ wieksza jest od promienia kota 7, tuk 7 zawsze

bedzieurojony: gdyi najwieksza dodatna wstawa rowna jest +7,
a najwieksza odjemna —7.

15. Niech dana bedzie dost z=a. Gdy a jest linia dodatna,
odcina sig OP=¢ od strony OA, z punktu P wyprowadza si¢
prostopadta MN; a wartosciami na = beda wszystkie tuki doda-
tne i odjemne, kornczace sie w punkcie M, albo N. Uczyniwszy
AM=¢, latwo poznaé, e pomienione uki miesci¢ sie beda
w cztérech nastepujacych szeregach:

a, 2H+a, 4H+a,it.d. 2H—ea, 4H—a, 6H—e,it.d.
—a,—2H—a,—4H—aq,it.d.~-2H+a,—4H +a,—6H+ ¢, it. d.

a przyjawszy, e & znaczy jakabadz liczbe calkowita dodatna albo
odjemna, wyrazi¢ moina te wszystkie tuki przez dwa wzory

(S 7 r=2kH+a, z=2kH—a,

Gdy dost z=—a, odciaé trzeba @ od strony OA’. Oznaczy-
wszy wtedy tuk AMM’ przez ¢, wypadna na « wartosci takie
same, jak wyzéj. Gdy a=r, tuk  jest urojony.

16. Niech jeszeze bedzie sty #=a. Gdy « jest dodatna, odeiaé
nalezy AT=a nad linia OA i poprowadzi¢ prosta TMN' przez
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srodek O, przecinajgcy okrag kolaw M i N'. Wartosci za « sa
tu fukami dodatnemi i odjemnemi, ktorych korice przypadaja na
punktM, alboN". Uczyniwszy tuk AM=e, bedzie AMN'=H+-«,
ANM=—2H+a, AN=—H+a; luki szukane sa zatém wyra-
zami szeregow

¢, 2H+e«, 4H+a,it.d. H+e, 3H4-a, HSH4«, it d
—‘.’H+a,—4H+a,—6l{+a,it.d.—H+a,—3H+a,—5H+a,it.d.

W tych catérech szeregach tuk @ dodany jest do wszystkich
wielokrotnych z H tak dodatnych, jak odjemnych; wige ogél-
ném wyrazeniem dla tukéw szukanych jest

r=IH+a.

Gdy styczna dana « jest odjemna, odcigé nalezy AT’ pod linig
OA: wtedy e znaczy tuk zawarty miedzy 90° i 180°, np. tuk
ABM'. Zreszty oczywista jest, ie styczna moie byé jakakolwiek
wielkoscia.

17. Opuszczajq sie tu przypadki, gdy tuk dany jest przez inng
jaka linia trygonometryczng. Rzecz tatwa przewidzieé, e tuki
majjce rowne wstawy, albo rowne dostawy, albo rowne sty-
czne, powinny téz mie¢ rowne dosieczne, albo rowne sieczne,
albo réwne dotyczne: co mizéj (20) bedzie wyjasnioném, po-
znawszy wprzod zwiazki zachodzace miedzy liniami trygonome-
trycznemi. Ztad wiec wypada, ie wzory [1], [2] i [3] sa i
wtenczas prawdziwe, gdy dane sa dosie z, sie z i sty z.

Przepomnieé nie naleiy: ie & we wzorach powyiszych zawsze
oznacza tuk najmniejszy zawarty miedzy 0° i 360°, ktory danéj
linii odpowiada; Ze H znacsy w tychie wzorach potokrag kota;
i nakoniee, ze / bierze sie za wszelka liczbe catkowita dodatna,
albo odjemna, ktéra i r6wna zeru byé moze.

PRZYWIEDZENIE WSTAW, DOSTAW, i t. d. DO PROSTYCH
STOSUNKOW.

18. Poniewaz tuk w Trygonometryi bierze sie tylko za miarg
kata; przeto niema potrzeby zwaiaé na jego wielkos¢ bezwzgle-
dng, ale tylko na stosunek jego dtugosci do ekregu kola, do
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ktorego naleiy. Stosunek ‘ten wyraza si¢ wlasnie przez liczbe
stopni w tuku zawartych; ztad, aby wyznaczyé kat, dosyé jest
mieé¢ dana te liczbe: gdyz wszystkie tuki, zawarte miedzy ra-
mionami jakiegokolwiek kata i nakreslone dowolnym promie-
niem z jego wierzchotka, jako ze srodka, zawsze jednakowa
liczbe stopni zamykaja.

Stosunki zachodzace miedzy liniami trygonometrycznemi tu-
kow a promieniem kot, do ktorych tez tuki nalezg, podobniez
zawisly tylko od liczby ich stopni. Tak np. fig. 3 pokazuje, e
linie MP, M'P', M"P",... sa wstawami fukow podobnych, iie

Fig. 2. Mp M’ M"P"
oM™ oM~ OM"
sunki sa wiadome, anie wstawy, gdy
kat jaki jest dany. Toz samo powie-
dzie¢ moina o dostawach, stycz-
nveh it. d. Ztad wypada, ze nie dlu-
gosci bezwzgledne linij trygonome-
trycznych, ale raczéj ich stosunki do
promienia wprowadzaé si¢ powinny
do rachunku; i z téj téi przyczyny stosowném byloby postepo-
waniem, rachowa¢ tylko temi stosunkami. Sposob na to jest
bardzo prosty: dosyé bowiem przyja¢ za jednosé¢ promien
kota, do ktorego linie trygonometryczne si¢ odnoszg, gdyz
wtenczas wartosci liczebne tych linij wlasnie owémi beda sto-
sunkami. Stosunki te znane sa takie pod nazwiskami wstawy
naturalnéj, dostawy naturalnéj, i t. d.

Byloby wiee rzecza najwlasciwsza uwaizaé linie trygonome-
tryczne za proste stosunki i wprowadza¢ je z poczathku zaraz
w tym tylko zrozumieniu do Trygonometryi. Lecz, aby nie od-
stepowaé od zwykle przyjetego wyktadu téj nauki, wywodzac
wzory zasadnicze w niniéjszém dziele, przyjmiemy zawsze ie
promien 7 jest nieoznaczony.

.3 te wiec sto-

19. Zreszty, jeieli rachunek jaki wykonany zostal, przypuszeza-
jac promien réwny jednosci,” wypadki tatwo zamieni¢ moina
na takie, ktéreby sie stosowaly do jakiegobadz innego przyjete-
go promienia. Jakoz z powyiszego jasno pokazuje sie, ie sto-
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sunki linij trygonometrycznych do promienia w piérwszém pray-
puszezeniu réwne sa liniom trygonometrycznym w  drugiém
przypuszezeniu, tojest, ie wielkosci wyraione przez wst «,
sty b i t.d. zamienié tylko nalezy na rowne im wyraienia
\_vs;._a’ s—ti-—, i t. d. Gdy np. z rachunku wypada, iz miedzy tu-

Y LR 1—dost « y
kami @ i b zachodzi zwiazek sty h)=————: natenczas, zamic-
! 1+wst «a

nmiwszy w tym wzorze linie trygonometryczne odnoszace sie do
promienia kota rownego jednosci, na takie, ktére sie stosuja do
promienia 7, bedzie

dost «
sty b pONTe
e wst @’

a po skréceniu tego wzoru, nie robige Zadnego praypuszezenin
co do wielkosci promienia 7, wypadnie
r (r—dost «)
1 B om i
<4 wsta

Ostrzedz tu wypada, e nie ma weale takiéj dtugosci bez-
wzgledné), ktoraby réwna byla promieniowi wzietemu za je-
dnosé, ani takiéj, ktéraby za réwna promieniowi 7 przyjac mo-
ina, a to w takiém znaczeniu, w jakiém np. bierze si¢ dtugosc
rowna I metrowi, 2 metromt. p.: przeciwnie promien w tym
razie rzeczywiscie jest niewyznaczony. Kaida linia trygonome-
tryczna, odpowiadajyca danemu kytowi, wyraia sie wprawdzie
przez odmienna liczbe podlug wielkosci przyjetego promienia;
~ ale liczhy te sg zawsze w tymie samym stosunku do liczhy ozna-
czajacé] dlugosé promienia. iztad téz owe stosunki tylko wcho-
dza do rachunku.

ZWIAZKI MIEDZY LINIAMI TRYGONOMETRYCZNEMI.

20. Zwigzki miedzy szesciorakiemi liniami trygonomeltryczne-
mi, wyprowadzimy z trojkatow wykreslonych na fig. 1.
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Naprzéd, z trojkata prostokatne-
go OMP jest

MP” +0P =0M;

powtore, trojkaty podobne OMP,
OTA daja
AT :MP=0A: 0P,
OT:OM=0A:OP;

potrzecie, z trojkatow podobnych

OMQ, OSB wypada
BS:MQ=0B:0Q, 0OS§:0M=0B:0Q.

Uczyniwszy luk AM=¢, promien OM=7, i wziqwszy za lnie
ich wyraienia trygonometryczne, tojest: wst « za MP, dost « za
oP, it. d., z pieciu dopiéro przytoczonych zwinzkow wypadna
nastepujace rownania:

(1] wst?a + dost?a=r,
g 2 )
7 wst a ; 7
] sty a= — (3] sie 4= )
Y dost « B dost a
2
4 7 dost « d : T
(4] doty 4 =——+—> [5] dosie a= .
i ks wst ¢ 2 wst a

Roéwnanie (1] stuzy do znalezienia wstawy zapomoca dostawy;
iodwrotnie. Gdydanajest wste, bedzie dosta=+]/r*—wst? a-
Tu dlatego otrzymuja sie dwie réwne sobie warto$ei i znakami
przeciwne, e jedné] wstawie, np. OQ, odpowiadaja dwie
dostawy OP i OP’ r6wne sobie, lecz przeciwnie potozone.

Wzory [2], [3], [4], [H] daja wartosci na styczna, siecz-
na, i t. d., gdy wiadome beda wielkosci wstawy i dostawy.

21. Dla pokazania uiycia tych wzoréw, niech bedzié dana war-
tos¢ wst 30°=%r, ktora wyiéj (4) otrzymano. Za pomoca té]
wartosci naprzéd latwo wyrachowaé dostawe 30°, potém sty-
czna 30°, sieczng 30° i t. d. A pamietajac, ie dopelnienie 30°
Jest tuk o 60°, nastepujace otrzymamy wypadki :
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wst 30°= dost 60°=§ dost 30°= wst 60”=.7'—12-/§,
/3 ¢ B
sty 30°= doty 60°=’lg ’ doty 30°= sty 60°=7]/3,

D

sie 30°= dosie 60°=2" ‘;3- . dosie30°= sie 60°=27.

22. Lubo wzory powyisze (20) wyprowadzono z figury, na
ktoréj tuk «<<90°, one jednakie i w ogéle sy prawdziwe. Gdy-
by tylko szto o bezwagledna wielkos¢ linij trygonometrycznych,
to bytoby rzeczq oczywista: bolinie te dla jakiegokolwiek tuku @
tworza zawsze trojkaty prostokatne i podobne, dajace tei same
wypadki, jakie pod n. 20 otrzymano. Ale linie trygonometry-
czne moga sie jeszcze réznic¢ znakami; wypada wiec okazaé, ie
pomienione wzory i pod tym wagledem sa rzetelne. A naprzéd
widoczna jest, ie wzor [1] co do znaku w kaidym razie sie
sprawdza: gdyi same tylko kwadraty zamyka. Pozostaje wigc
tylko przekonaé sie, czy, na mocy cztérech pozostalych wzoréw,
styczna, sieezna i t. d. przybiéraja znaki zgodne z ich potozeniami.

W piérwszéj éwiartce kota, czyli od 0° do 90°, wstawa i do-
stawa sa dodatne, azatém wartosci wypadajace ze wzorow na
inne linie trygonometryczne takie sy dodatne, jakto byé powin-
no. W drugiéj éwiartce wstawa jest dodatna, dostawa zas od-
jemna; a ztad wartosci na styczna, sieczng i dotyczng wypadaja
odjemne; ale wartos¢ na dosieczng pozostaje dodatny: figura
pokazuje, ie w istocie linie te, stosownie do swego poloienia,
takie znaki mie¢ powinny. W trzeciéj éwiartce wstawa i dosta-
wa sa odjemne; wartosci wiec [2] i [4] sa dodatne, za$ warto-
sci [3]1[5] odjemne: to téz byé powinno wedlug polozen, ja-
kie wtedy cztéry rzeczone linie przybiérajy. W czwartéj nako-
niec ¢wiartce wstawa jest odjemna, dostawa zas dodatna; prze-
to wartosci [2], [4], [5] wypadaja odjemne, wartosé zas [3]
jest dodatna: co podobniez zgadza si¢ z figurg.

Gdy tuk jest wiekszy od 360°, np. rowny 360°+a, wstawa
i dostawa jego maja wartosci i znaki takie, jakie maja wstawa i
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dostawa tuku @; przeto z cztérech powyiszych wzorow takiei
same wartosci dla innych linij wypadaé beda. T w rzeczy saméj,
‘styczna, sieczna i t. d. tuka 360°+« i tuku ¢ podlug figury sa
sobie rowne z wielkosci i z polozenia.

Wypada jeszcze zastanowic sie nad fukami odjemnemi. Ponie-
waz wst(—a)=—wsta, 1 dost(—a)=dosta (1l), zatém zmie-
niwszy znak dla tuku, wartosci wypadajace ze wzoréw na sty-
czng, dotyezny i dosieczna podobniez znaki swe zmienia, ale co
do wielkosci réwne zostany; za$ wartos¢ siecznéj tuku odjemne-
go taz sama bedzie, co tuku dodatnego: wypadki te takie zgadza-
ja sie z wykresleniem.

Nareszcie, Scisle biorac rzeczy, moinaby jeszeze watpi¢ o
prawdziwosci wzorow powyiszych w przypadkach, gdy luki ré-
wne sa 0°, 90°, 180°, i t. d., bo wtedy trojkaty nikna; lecz fa-
two przekona¢ sie, e wzory i dla takich tukow daja wartosci
prawdziwe. Naprzyktad, uczyniwszy «=90°, bedzie wst 90° =7,
dost 90°=0; a zatém sty 90°=c0, sie 90°=c0, doty 90°=0,
dosie 90°=r. Wartosci te w istocie sy takic, jakie hyé powin-
ny. Wartos¢ sty 90° =o0 braé nalezy ze znakiem podwdjnym 4 :
bo ona razem jest granica styeznych dodatnich, gdy tuk rosnie
od 0° do 90°, i granica stycznych odjemnych, gdy tuk sie
zmniejsza od 180° do 90°. Taz sama uwaga stosuje si¢ i do in-
nych linij trygonometrycznych, ktére nieskonczenie wielkiemi
sta¢ sie moga.

7 tego wszystkiego okazuje sie, Ze powyisze pie¢ Wzoréow sa
ogdlne i zadnemu ograniczeniu nie podlegaja.

23. Moina ograniczy¢ si¢ na dowodzeniu, ie wzory [2] i [3]
sa ogolne, a ztad wywies¢ potém prawdziwos¢ wzorow [4]
i [5]: bo te drugie wzory wypadaja z piérwszych, ktadac w nich
90°—a za a. W ogélnosci, ile razy zwiazek jaki miedzy linia-
mi trygonometrycznemi dowiedziony zostal dla wszystkich mo-
zliwych wartosci jakichkolwiek tukow, zawsze wolno bedaie,
we wzorze wyrazajacym ten zwiazek, zamiast tukéow danych
wzig¢ ich dopelnienia, tojest, zamieni¢ w nim wstawe , styczna
i sieczng na dostawe, dotyezna i dosieczna; i odwrotnie.
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24. Z pieciu powyiszych rownan [1]... [5] wyprowadzi¢
moina wiele innych zwigzkow; z tych wainiejsze sy:

10d. Z rozmnozenia przez siebie rownan [2]i[4] wypada
(6] sty a X doty a=r?,
tojest, ie promien jest srednio-jeometrycznie proporcyonal-
ny miedzy styczna i dotyezna: co takie wyprowadzi¢ mozna bez-
posrednio z trojkatow podobnych OTA, OSB (fig. 1).

2re 7 wzoru [2] otrzymuje sie

riwst®a  7*(wst?a--dost®a)

1Sty a=r*+

dost?2a dost2«

4
A ie wst?a+4dost?a=1r%, sie*a=———. wiec
& 2 dost>ge |1HoF

(7] r%+4sty?a= sie*a:

wzor ten wyprowadza si¢ takie z tréjkata prostokatnego OTA.
Podobnymie sposobem otrzymuje si¢ rownanie

(8] 72+ doty?a=dosie?a,

ktére bezposrednio téz z réwnania [7] wypada, polozywszy

w niém 90°—a za a.

3eie Wzory [3]1 [5] daja

1 dost « 1 wst a

siea 72’ dosiea 7®
a zatém dodawszy kwadraty tych rownosci do siebie i poloiy-
wszy potém 7% zamiast dost?a+wst?a, bedzie
1 1 1
sie?a ' dosie*a 7
25. W ogolnosci majac dang ktorakolwiek z szesciu linij try-
gonometrycznych, wynalei¢ moina pie¢ innych za pomoca ré-
wnan {1]...[5], ktére w tym celu tylko rozwiazac potrzeba.
I tak np., gdy znalez¢ cheemy wstawe i dostawe za pomoca
stycznéj, dosy¢ jestz rownan [1] i [2], tojest z tych.
. rwsta

b 2 a2 S 3 P
wst?a+dost®a=r%, stya= dost «’
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wzig¢ wartoset na wst ¢ i dost ¢. Jakoz z drugiego rownania

A2 2
10C 2 42 oy L,z d t‘& pors "t" tz —Qt\ 2 (|OSL ”.
jest r*wst*a=sty®a dost®a: a zatem wst*a¢=—7——

7.2
dos*« :l—z—sxtl;i—t(;’—[ Wartosci te na wst?a i dos*a wstawiwszy
w rownanie i)iérwszc , bedzie
(10] wsta= j:“# dost = ——:—i__l:—::
p V1% fsty2a’ )/ r®+sty*u

Znak podwojny + dowodzi, ze dwie by¢ moga wstawy i do-
stawy rowne sobie i z potozenia przeciwne, ktore jednéj i téj sa-
méj styczné) odpowiadaja: co téi figura pokazuje. l’a%\it;taé na-
leiy, ze znaki gorne razem i dolne razem braé sie powinmy: bo
w przeciwnym przypadku z réwnania [10] nie wypadtoby znowu

rwsta

na powr6t rbwnanie ———- = sty «.
P dost « y

WZORY NA WSTAWY I DOSTAWY LUKOW «+0 1 a—b.

26. Znajac wstawe i dostawe dwoch lukow a ib, znaleié
wstawe @ dostawg ich summy a+b ¢ réinicy a—b.
Fig. 4

Niech (fig. 4) dane beda tuki AB=«
i BC=BD=1,: poprowadziwszy cieciwe
CD, oraz promien OB do niéj prostopa-
dly i przecinajacy ja w punkcie Q na dwie
rowne czesci; potém nakresliwszy promient
OAilinie BP, CR, DS, prostopadie do tegoz
promienia, bedzie

0 R EP ‘SA

BP=wst'a, OP= dosta, CQ=wst s, OQ=dost/,
AC=a+b, CR= wst(a+b), OR= dost (¢+1),
AD=a—bh, DS= wst(a—h), OS= dost (a—D).

Spusciwszy jeszcze prostopadta QE do OA i poprowadziwszy
rownoodlegte QF i DG od OA, utworza si¢ tréjkaty CQF i
QDG. Trojkaty te sa sobie réwne: bo réwne maja katy i bok QC
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piLrwszcno trojkata rowny jest bokowi QD drugiego; wiec
=QF i GQ=CF. Z tego widocznie wypada, ie

Fig. 4.

wst (a+b0)=CR =FR+CF =QE+CF,
dost(¢+/)=0R=0E—ER =0E—QF,
wst (a—b)=DS=QE—QG=QE--CF,

dost(a—1/)=OS=OE+DG:OE—{-QF.

Trojkaty OBP, OQE sa podobne z powo-
du rownoodlegtych BP, QE; tr()jkqt\ OBP,
CQF takze sa podobne, jako majace boki od-

powiedne roctupadle do siebie. A zatém bedzie
%BP——-OQ:OB czyli QE:wst a=dost):r,
OE:OP=0Q:0B czyli OE:dosta=dost):7,
CF:0P=CQ:0B czyli CF:dosta=wst b:7,

QF:BP=CQ:0B czyli QF:wst a=wst ):7.

Z tych proporcyi wypada

wst @ dost ) dost @ dost b
QE:——T—O—’ I

dost @ wst b _ wst @ wst )
CF=——7'———, QF = - :

a po wstawieniua znowu tych wartosci we wyrazeniach na
wst (a+b), dost (a+D), it.d., bedzie

] wst @ dost h+4dost @ wst b
1] el add) b :f ;
b dost « dost b—wst @ wst )
(2] dost (a+h)= p 3
g wst @ dost h—dost @ wst )
[3] wsl (a—b)= ‘s )
dost « dost b +wst @ wst b

7

4] dost (a—b)=

21. Ldaje sig, ze wzory [1], [2], [3] i [4] zaleiq od figury 4,
uzytéj do ich wyprowadzenia: gdyi kreslac ja, przyjelismy ze
fukieih sa dodatne, ze summa a-5 jest <<90°, inadto ie @ wie-
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ksze jest od b we wzorach tyczacych sie tuku a—/5. Wrykresle-
nie figury wprawdzie tatwo zmieni¢ mozna na inne przypadki;
lecz przypadkéw tych bardzo jest wiele, a ztad nie wygodnie
jest okazaé tq droga, Ze wzory powyisze sa ogélne. Zrecznid)
dowodzi sie to sposobem nastepujacym. !
10d. Wzory [3] i [4] niezaleza od warunku, ie «=5: co tak
sie dowodzi. Przyjawszy, ie « jest mniejsze od b, bedzie z po-
wyiszego (11).
wst (¢—b)=— wst (b—a) i dost (e—b)= dost (b—a).

Lecz; jeieli /) wigksze jest od @; otrzyma¢ moina wartosci na
wst (b—a) i dost (b—a) ze wzoréw [3]i[4], zamieniajac w nich
anabibnaa: aiewtedy piérwsza tylko z tych wartosci znak
swoj zmienia, druga zas go zachowuje; wiec i wyraZenia na
wst (e—»b) 1 dost («~—»>) takie same pozosta¢ muszy, czy sie
przypuszeza a=>b cayli téi a<<b. ZLtad wypada, ie cztéry powyi-
sze wzory prawdziwe sa na wszystkie przypadki, w ktorych tuki
aib sa dodatne i razem czyniag summe a+5<<90° a tém sa-
mém kaidy z tych tukow przybiéra¢ moie wszelkie wartosci za-
warte miedzy 0° 145°.

ore. Poniewaz wzory tyczace si¢ réinicy a—»b wywiesé sie
daja z wzoréw na wst (¢+5) i dost (¢+5), zamieniajac w nich
b na —b; prieto oczywista jest, ie wzory [1] i [2] sa pra-
wdziwe dla wszystkich wartosci na @ zawartych miedzy 0° i45°,
i dla wszystkich wartosci na / zawartych miedzy —45° i +45°.

Te wzory [1] i [2] takie sq prawdziwe dla wartosci odjem-
nych na ¢, zawartych miedzy 0° i —45°. Jakoi, przyjawszy e «
jest <<45°, i ie a=—e, bedzie

wst (a+b)= wst (—a+b)=—wst (e—1),
dost (¢ +b)=dost (—e+b)= dost («—1D).

f.uki @ 1 —bh mieszcza sie w granicach, wewnatrz ktorych
wzory [1] i [2] podtug dowodzenia sy prawdziwe ; wiec
—wst e dost b-4-dost &« wst b
wst (a+b)=—wst (e—b)= 7'+ s
dost e dost b+ wst e wst b
g ;

dost (¢+b)= dost (e—b)=
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A poniewai a=—a, przeto (1) wst e=— wst «, dost ¢~ dost u:
a tém samém wzory dopiéro otrzymane przechodza na wzory
(@1 [2]

3eie. Pozostaje jeszeze dowiesé, ze we wzorach [1] i [2]
podtug upodobania oddala¢ moina granice dodatne i odjemne
tukow @ i b. Uczyniwszy a=90° + ¢, gdzie « jest tukiem jakim-
kolwiek zawartym miedzy —45° i +45°, bedzie po wzigciu do-
petnien
wst (¢+0b) = wst (90° +e+b)=dost (—ae—Db)=dost («+h)

__dost @ dost h— wst « wst /)
; 7

dost (a+5) =dost (90° +a+b)= wst (—a—h)=—wst (¢ 1)

— wst e dosth — dost @ wst b

2

Py
Lecz na mocy znanych uprostszczen, jest

wst a= wst (90°+4-a)=dost (—a)=dost a,
dost a=dost (90°+a)= wst (—a)=—wst a;

wice potoiyé moina wst « zamiast dost @ i dost @ za wst ¢ : co
zrobiwszy, znowu wypadng wzory [1] 1 [2]. A Ze przyjelismy, ii
wartosci na @ sa zawarte miedzy —45° i 445°; zatém tuk 90° + ¢«
czyli tuk ¢ przybiéra¢ moie wszelkie wartosei poczawszy od 45°
az do 135°: tym wiec sposobem granica dodatna wartosci na «
posuniety zostala az do 135°. Powtorzywszy toz samo rozumo-
wanie, widoczna jest, ie te granice jeszcze 090° pomknaé mo-
ina; i tak daléj az do nieskonczonosci.

Dowodzenie powyisze (2re) na okazanie, ze gdy wzory [1]
i [2] sa prawdziwe dla wartosci dodatnych na ¢ mniejszych
0d 45°, prawdziwemi by¢ musza takie dla takichze samyc¢h war-
tosci odjemnych, stosuje sie téz widocznie do przypadku, w kto-
rym granica dodatna na « inna bedzie, a nie 45°. Okazawszy
wiec, e wzory [1]i[2] sa prawdziwe dla wszystkich wartosci
dodatnych na @, tém samém si¢ dowiodlo, ie i prawdziwemi
sq dla wszystkich wartosci odjemnych.

Takie samo rozumowanie stosuje si¢ i do fuku/: azatém
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ebie granice tego tuku podobnie oddala¢ moina ai do nie-
skoriczonosei ; wiec nakoniec dowiedlismy, ie wzory [1]i[2],
a tém samém ‘i wzory [3] i [4] prawdziwe sa dla lukéw a i 4
majacych jakiekolwiek wartosci.

WZORY NA MNOZENIE I DZIELENIE LUKOW.

28. Odtad zawsze przyjmiemy promien 7=1: a zatém wsta-
wy, dostawy i t. d. uwazac bedziemy za proste tylko stosunki,
jak to pod n. 18 wyjasniono. Na moey tego przypuszczenia
wzory n. 20126 przechodza w nastepujaee:

wst?a--dost?a=1;

wst a dosta
stya= A dotva= 3
dost a ta
. 1 ; 1
sie ¢ =- , dosiea=——:
dost « wst «

wst(a+b)=wst « dost b+ dost « wsth,
dost(a+h)=dosta dost b wst a wst b.

29. Uczyniwszy w powyiszvch wzorach na wst (a4 1)
i dost (a+0) tuk b=a, wypadnie
1] wst 20=2 wst « dost a,
(2] dost 2u=dost?*u—wst*a.

Wzory te stuza do wyrachowania wstawy i dostawy tuku dwa

razy wiekszego od tuku danego, ktorego wstawa i dostawa sa
wiadome.

30. Uczyniwszy w tych samyc‘!wzorackb:Qa, otrzymamy
'y ]
wst3u= wsta dost 2z +dost « wst2a,
dost3a=dost @ dost 2« — wst @ wst2a;
a wstawiwszy tu wartosci za wst 27 i dost 2a, i skrociwszy po-
tém wypadek za pomoca wzoru wst*a--dos*a=1. bedzie

(3] wst 3a=3 wsta—4 wsta,
[4] dost 3a=4 dost®*a—3 dost «.
Tak daléj postepujac, otrzymaé moina wzory na wstawy

4
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i dostawy tukow cztéry, pieé, i t. d. razy wiekszych od uku da-

nego. Wzofy tezowia sie wzorami do mnozenia tukow.

)

31. Przechodzac teraz do wywodu wzoréow na dzielenie lu-
kow, wypada naprz6d znalei¢ wstawe i dostawe polowy tuku
danego. Poloiywszy we wzorach [1]i[2] § « za ¢, wypadnie
[5] 2 wst £ @ dost £ a=wst a,

6] dost* £ a—wst? La=dost a;

i procz tego jeszcze mamy
1 dost* L a4-wst? L a=1.

Chcac znalezé wartosci na wstfa i dostfa, majac dang
dost «, dosyé jest rozwiazaé réwnania [6]1 [7]. Otéz, odjgwszy .
naprzdd piérwsze z tych réwnan od drugiego, a potém dodawszy
obadwa réwnania do siebie, tatwo otrzymuje sie

8] “'St%"‘—‘l/l—d?;ta. dost 5 a= H—dosta'
! 3 | g

Te wzory wiee stuzgq do wyrachowania wst 7 @ i dost 3 a, gdy
wiadoma jest dost «: uiywajyc ich, wszakie pamieta¢ trzeba, ze
ilosé piérwiastkowa wzigé sie powinna ze znakiem +.

Nie trudno wyrozumowac, dlaczego wartosci na niewiadomy
wstfa i dosta sy podwojne, wprawdzie rowne sobie, lecz
znakami przeciwne. Z uwagi bowiem, ie nie sam tuk @ weho-
dzi do powyiszych wzorow, ale tylko dostawa jego, wypada,
iz wzory te wyraiaja wspolezegnie wstawy i dostawy polowy
kazdego z tukow, rowi dosta%majqcych. Podtug n. 15 wzo-
rem na takie taki jest

rz=2kH+«a,
gdzie ¢ wyraza tuk najmniejszy dodatny, odpowiadajacy danéj
dostawie, gdzie H rowna si¢ potowie okregu, a & znaczy wszel-
ka liczhe catkowita. Wiec wszystkie wartosci nawst a i dostga
zawarte beda w wyrazeniach

wst (FH + §e) i dost (FH 43 a).
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Gdy / jest liczba parzysta, kH bedzie wielokrotna wagledem
360°; wtedy wi¢c opusci¢ moina 4 H, nie zmieniajac przez to ani
wstawy, ani dostawy (10) : a zatém bedzie

wst(+ L) =4+ wstfe 1 dost (4 za)=dosta.

Gdy F jest liczbg niepatrzysta, podobnie opusci¢ moina A H; ale
znak dla’ wstawy i dostawy przemienié potrzeba (10) : zkad zno-
wu bedzie

—wst(+Za)=F wstfa i —dost(+ fe)=—dost;e.

Rzecz wiec widoczna, ie tak dla wst§ a, jak dla dost a, istniec
musza dwie wartosci rowne i znakami sobie przeciwne.

32. Gdy dana bedzie wstawa, dosyé jest poloiyé we wzorach
[8] wartosé na dost 2 czyli |/1—wst* @. A poniewai nowy ten
piérwiastek takie braé sie powinien ze znakiem podwéjnym +;
przeto czworakie mieé moina wartosei tak na wst f e, jak na
dost L .

Ale wartosci te otrzymaé jeszeze mozna pod inng postacia,
wyciggajac je z réwnan [5]i [7], tojest z tych:

2wstfa dostza=wsta,
dost*La+wst> Za=1.

Dodawszy naprzéd réwnanie piérwsze do drugiego, potém od-
jawszy drugie od piérwszego, i nakoniec wyciagnawszy z wy-
padkéw piérwiastki kwadratowe, wypadnie

dostla - wstia= ) 1+wsta,

dostfa— wstla=]/1—wsta:

a z tych rownan tatwo otrzymuja sie wartosci szukane

9] wstla=1)/1+wsta—%)/ 1—wsta,
(10] dostla=L1)/14wsta +1)/ 1—wsta.

Z powodu dwoch znakéw piérwiastkowych, kaide 2 wyraien
poprzedzajacych ma cztéry wartosci. Aby dowiesé & priori, ie
tak byé powinno, trzeba sobie przypomnieé, ie wzory te daja
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wartosci na wstawy i dostawy polowy kaidego z tukéw réwne
wstawy majacych: aie luki takowe (14) zawarte sa we wzorach

z=2kH+e¢, z= (2k+1)H—ec;

wiee wartosci na wstf a i dost 2 powinny da¢ wstawy i dosta-
wy tukéw, wyraionych przez wzory

IH+%e i (K +3)H—%e.
Lecz #H w tych wzorach opusci¢ moina, jeieli tylko znaki
wstawy i dostawy jui to zatrzymamy, jui téizmienimy, podiug
tego czy I bedzie liczby parzysta, lub nieparzysta. Tak wiec na
wstz a i na dostga po catéry wartosci wypadaja, tojest :

wstza=+ wstfae i wstfa=+4 wst(H—Za);
dostfa=+dostfe i dostfa=+dost(iH—%e).

I widoczna jest, ie te wartosci, brane po dwie, sa rowne
sobie i znakami przeciwne. Jeieli « =90°, bedzie o = 45°,
zH—7 a=45°; a catéry powyisze wartosci przywodza si¢ do
dwoch.

Tu inna jeszcze nastrecza sie uwaga. Poniewai H znaczy 180°;
przeto lukif e i H—% e wzajemnie si¢ dopelniajag. Wiec wy-
raienia poprzedzajace i tak napisaé sie moga:

wstfa=+4 wstfa, wstia=-+dostia;
dostfa=+4dostf ¢, dostia=+4 wstie,

tojest, ie wartosci na wstZ« réwne sa wartosciom na dost § a:
wzory [9] i [10] takie to samo pokazuja.

Teraz potrzeba te trudnosé¢ wyjasni¢: znajac tuk a i jego
wstawe, jak przekonac sie , ktore z cztérech powyiszych wyra-
zen bedzie wartosciag na wst e i na dostfa? gdyi oczywista
jest, ie jedna tylko istotna wartosé byé moze. Dla krétkosci do-
sy¢ bedzie wziaé na uwage wst £ «. Biorac ilosci piérwiastkowe
z roznemi znakami, témi cztérema wartosciami na wst  @sa:

wstia= 4+ L()/1+wsta—}/ 1—wsta),
wsta=+%()/1+wsta+])/1—wsta).

Rzecz jasna naprzod, ie dwie piérwsze z tych wartosci sg so-
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bie rowne i znakami przeciwne; to samo i o dwéch pozostatych
powiedzieé¢ moina. Powtore, podniostszy dwie piérwsze war-
tosci do kwadratu, wypadnie ten kwadrat <<%; podniéstszy
za$ dwie drugie wartosci do kwadratu, bedzie przeciwnie wypa-
dek >I. Aiewiadomo (8), ie wst® 45°=dost* 45°=1; wiec,
nie dajac baczenia na znaki, dwie piérwsze wartosci na wst a
mniejszebyé musza od wst45°, adwie drugie wieksze od wst 45°.

Lecz z drugiéj strony, majac dany tuk, tatwo sie zawsze prze-
kona¢ & priori, czy wstawa jego polowy jest dodatna lub od-
jemna, iczy bedzie mniejsza lub wigksza od wst 45°. Wszelka
wiec watpliwosé tu ustaje. Rozumowanie takie samo stosuje
sie i do dostawy.

Na prayktad, niech «<<90°; wtedy wst%« powinna byé do-
datna i mniejsza od wst45°; zas dostZ « takie dodatna, ale wie-
ksza od dost45: wiec znaki z jakiemi braé¢ sie powinny warto-
sci [9] 1 [10] oczywiscie sa wiadome.

Wizory powyisze sciagaja sie widoeznie do tukow mniejszych
0od 90°. Toz samo rozumie si¢ o wszystkich innych wzorach try-
gonometrycznych bo uiywajge ich najezesciéj potrzeba, aby one
odpowiadaly tukom mniejszym od 90°.

33. Wzory do dzielenia tuku danego na trzy réwne czesci
otrzymuja sie z rownan [3]i[4] n.30, kladac w nich ¢ za a.
Wzorami temi s :

wst e=3 wst§ a — 4 wst®* % a,
dost a=4 dost® £ a — 3 dost X «.

Niech np. dana bedzie dost «, aby znalezé dost}a trzeba za-
toiyé a=bh, dostia=z; wtedy z drugiego z powyiszych wzo-
réw wypada
[11] z23—352—% h=0.

Cheac otrzymaé wartosé na dost £ @, dosyé jest réwnanie [11]
rozwigza¢. Nie uiywajac wiadomosci z Algebry, wprost okazaé

moina, ie roOwnanie to ma trzy piérwiastki rzeczywiste.
Tu dana jest dostawa: a tuki odpowiadajace téj dostawie za-
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warte sa w wyrazeniu 24 H+ e (15); wszystkie wiec piérwiastki
réwnania (1) musza byé zawarte w wyraieniu

)
z=dost ‘“12.

Liczba calkowita & moie tylko mieé¢ jedne ztrzech postaci 3»,
3n41, 3n—1 (gdzie n takie bierze sie za liczbe catkowita):
uczyniwszy wiec kolejno k=3n, k=3r+1, k=3n—1, i opu-
sciwszy obwody niepotrzebne, bedzie

2+
o= t—————-—— 2 = —
do 3 dost{ InH+— } dost{ 3} dostJ

(m—{-l) 2H+ e 2H Figd
z—-dost————g————_do t{?nH—{-— 3} do st{ 3}

(3n—1).2H+c 2H « 2’
z=dost ——————=dost{ —— ~}= d t{— —}-
3 {3ty = dot| T
Dwie ostatnie wartoéci sq tez same, co dwie przedostatnie; a za-
tém trzy tylko roine zachodzg wartosci, tojest :
@ 20 g ‘ 2H «
z=dost z=dost{—— —} z=dost{—————}.
3’ gt 3 3
Zdarzaé si¢ jednak moie, ie dwie z tych wartosci sa réwne so-
bie: to np. ma miejsce co do piérwszéj i trzeciéj wartosci,
gdy e=H.
Nie ma potrzeby wiecéj rozwodzié¢ sie nad dz:elemem tuk6w:
to, co dotad sie powiedzialo, daje dostatecznie poznaé, jak so-
bie postapi¢ trzeba w tego rodzaju zadaniach.

WZORY ODNOSZACE SIE DO STYCZNYCH.

34. Naprzod wypada: znaleié styczng swmmy albo roinicy
dwdch lukow, majge wiadomq styczng kaidego z tych lukdw.
Podtug zwiazku zachodzacego miedzy wstawa, dostawa i sty-
czna (28), jest
wst (a+D)

Mied= dost (a+1)’
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ezyli, wstawiajac wartosci na wst (a+5) i dost (a+5) (28).

wst @ dost h-dost @ wst b
sty (a+b)~dost a dost b— wst @ wst b’

Aby wsuystkie wyrazy tego réwnania byly stycznemi, dosyé
jest podzieli¢ licznik i mianownik drugiéj jego strony przez
dast « dost b: co zrobiwszy, bedzie

wst 2 wst b
dost a + dost b

sl wst @ wst b’
“dost « dost b
A wst a " . WStb—tb- 5
A ie (—lm_sy a i Jostp =Sty 05 wiee
[1] sty (a+by=oL 2T i

1—sty sty b’

“Tym samym sposobem otrzymuje sie wartos¢ na styczna ro-
inicy dwoch tukow:
sty a — sty b

(2] {00 smiler—2,
v d g 1 +styastyb

35. Zatoiywszy b=a w réwnania [1], otrzymamy na styczna
tuku dwa razy wigkszego:

2 sty a
r3 ty ‘2 =--' -,
] o 1—sty*a

A przyjawszy potém h=2a, wypadnie sty 3a; i tak daléj.
36. Chcac znalezé¢ wartosé na sty a, wyraiong przez sty a,
potrzeba w réwnaniu [3] poloiyé a za a, i bedzie
2sty 2 a
sty i RS,
. 1—sty? ;a

Wyraienie to daje nastepujace rownanie drugiego stopnia:

] ol g
(4] ) sty? £a+s—t—ﬁ35ty 3 a—1=0;
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a 2z tego znowu wypada

sty $om—t(—1 4+ /T Foix%a).
z sty a

Poniewai ostatni wyraz rGwnania [4] jest — 1; przeto i bey
jego rozwigzania wnies¢ moina, ie iloczyn zobudwdch wartosci
na sty za rowny byé musi— 1. Jeieli zatém AT i AT’ (fig. 5) sy

Fig. 5. temi wartosciami w polozeniu, ktore od-

w podobnych przypadkach wyiéj sie powiedziato.

37. Dosy¢ cuesto przytrafiaja sie wzory nastepujace:

[5_] sty L a= l;d_o_s_t_g’
> 1-4dost «

f’6] Sty 7} ([:Ltu'

St 14-dost a

¥ —dost a

7] sty 3 (1=-l—_(

s g wst a

'Te wzory wywodza si¢ tatwo z wzoréw juz znanych.

widoczna jest, ie

e wst £« 1—dost 3
SlVs d= ———— et ek itaii s .
ol dost % « 1+dosta (31
wst 2 a dost L « wst a
st, X _=— L————v ~»Ai— _=— "
1% dost* L a 1-+dost a (29, 31)
wst? L 1—dost @
sty 3 = = (29, 31).

ad==
wst 7 @ dost % a wst a

powiada ich znakom; natenczas by¢ po-
winno ATXAT =0A": wiec kat TOT’
jest prosty, czyli, co jedno znaczy, tuk
MM’ rowny jest 90°. Zreszta nie trudno
okazac¢, dla czego sty 3 @« dwie ma warto-
sci, 1 dwie tylko wartosci mie¢ moie:
czytelnik sam to z tatwoscia dowiedzie,
zastanowiwszy si¢ nad pytaniem tu za-
chodzacem, i przypomniawszy sobie, co

Jakoz
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NIEKTORE INNE WZORY CZESTSZEGO UZYWANIA.

38. Ze wzoréw n. 28, dajacych wartosci na wstawe i dosta-
we summy a5 i roinicy a—b, wyciggnaé moina bardzo wiele
réwnai, ktére przez astronoméw prawie ustawicznie sa uy-
wane. Tu wymienimy tylko najwainiejsze z tych rownai.

Wzigwszy summy lub roznice tamtych wartosci, wypadnie

2 wst adost b= wst (a+b)+ wst (¢e—b),
2dosta wst h= wst (a+b)— wst (a—b),
2dosta dosth= dost (¢«—b)+ dost (a+1),
2 wst @ wst )= dost (a—bh)— dost (¢« +1).

Wzory te stuiyé moga do zamiany iloczynu ze wstawy i do-
stawy, albo z dwéch wstaw, albo iz dwéch dostaw, na summe,
albo réinicg dwach linij trygonometrycznych.

39. Niech p i ¢ znacza dwa jakiekolwiek tuki: uczyniwszy
at+b=p, a—b=q, bedzie a=§(p+q), b =z(p—q). Polo-
iywszy te wartosci za @ i b w réwnania poprzedzajace, i prze-
mieniwszy strony tychie rownan, wypadnie:

wstp+ wstg=2 wst  (p+q) dost ; (p—q),
wstp— wstg=2dost § (p+q) wst  (p—q),
dostp-+dost g=2dost § (p+¢) dost X (p—q),
dost g—dostp=2 wst £ (p-+q) wst §(p—1q).
Te wzory znowu czestego sa uiywania, zwlaszcza rachujace

za pomocy logarytméw, kiedy summe lub roznice tukow zamie-
ni¢ wypada na iloczyn tychie samych tukow.

40. Nakoniec, podzieliwsay dopiéro otrzymane wzory, jeden
rzez drugi, i pamietajac i 5Inosei WStA——s A=
I gi, i pamietajac te W ogblnosei——r—r =sty for T
otrzymamy jeszcze nastepujace nader uiyteczne réwnania:
wstp+ wstg  wstg(p+q)dost 3(p—q) styi(p+q)
wstp— wstq  dost(p+q) wst §(p—q) styi(p—a)’
wstp+ wstg  wst3 (p+9q) <
dostp 4 dostq_dosl;-;—(p-{-q)—"sth (P+4),
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wstp+ wstq dost} (p—q)
dostg—dostp  wsti(p—q)
wstp—wstqg  wst(p—q)
dostp+dostg dostL(p—q) styz (P—1),
wstp— wstq  dost(p+q) 1
dost g—dostp wst{-(p+q)—d0ty2(p+ﬂ’

dostp+dostg dost (p+q)dost}(p—q) dotyz(p+q)
dostg—dostp  wst (p-+q) wsti(p—q) sty Z(p—q)

Z pomiedzy tych wzoréw, piérwszy szezegolnie zastuguje na
uwage, ktory w ten sposéb wystowié sie moie: summa wstaw
dwoch lukow tak si¢ ma do ick rainicy, jak styczna polowy
summy tychie tukow do styeznéj polowy ich rainicy.

dOtY% (p_(]):

4l. Cuzytajac dziela matematyczne, natrafiamy niekiedy na wy-
raienia, ktorych poczatku nie tatwo zgadnaé. W takim pray-
padku najlepiéj sprawdzié tei wyraienia, w czém nie ma ia-
dnéj trudnosei.

Naprzyktad, aby dojsé zkad powstato rownanie

wst (a+b) wst (a—b) = wst?a — wst?),
dosy¢ jest w niém poloiyé wartosei za wst (a+5) i wst (a-—b)
(28), a wypadnie
wst (a-+0) wst (e—b) = wst?a dos?) — dost*a wst?);
~ nastepnie wstawiwszy znowu za dost?« i dost?), ich wartosci
1—wst?a i 1—wst?b; i wykonawszy redukeye, otrzymamy ré-
whnanie dane
Podobniez, majac sprawdzi¢ réwnanie

—sty? 3
dosta:l—i—‘—(£

: ., wstia £ 1
trzeba w nie wstawi¢ ———— za sty a, a druga strona réwna-
La

dostja
nia danego zamieni si¢ na

dost? Za— wst* L a
dost*2a + wst*La’
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lecz podlug powyiszego (20 i 29) dost* e+ wst*Za=1 i
dost* Ja—wst? Ja=dost ¢; a zatém tai druga strona réwna jest
dost @: co byto do okazania.

Tym samym sposobem postepujac, przekonaé si¢ moina dla
wprawy o rzetelnosci nastepujacych jeszeze wzorow :

dost (¢-+b) dost (¢a—b)=dost*a—wst*5,

l+sty a
t 2 =
sty (50° +-a) = sty gl
1
dost a0=——-———,
1 sty a sty Za
sty @ +-sty h= g latl)

dost a dost 4’
sty a +sty h-sty c=sty a sty b sty c.

Ostatnie z tych rownan uczy: Ze dobiérac moina w nieskon-
czenie roinym sposobie trzy takie ilosci, ktorych summa ro-
wna bedzie ich iloczynowd; ale pamietaé zarazem trzeba, ie to
rownanie wtenczas tylko jest prawdziwe, kiedy a-b+¢c=180°.

DOWODZENIA GEOMETRYCZNE WZOROW WYZEJ
WYPROWADZONYCH.

42, Czytelnik niewatpliwie uwaiat, ie, w powyiszym wykla-
dzie, wzory na wstawe i dostawe tukéw a+b i a—b wyprowa-
dzono za pomoca geometryi; inne za$ wzory otrzymano przez
rachunek algebraiczny. Ztad wypada, ie jeieli prawdziwosé
piérwszych wzoréw byla okazana dla wszelkich mozliwych tu-
kow; i drugie uwazaé si¢ powinny w tymie stopniu za ogolnie
pewne: bo to wlasnie jest istotném znamieniem sposobu anali-
tyeznego. Przeciwnie zas, uiywajac wykreslen geometryeznych,
zawsze obawiac sie potrzeba, czy prawdy wywiedzione nie sto-
suja sie do tych tylko przypadkow, ktore figury wyobraiaja:
ztémwszystkiém, poniewai prawdy matematyczne przez wy-
kreslenia stajq si¢ oczywistszemi; dobrze przeto bedzie dowiesé
jeszcze sposobem geometrycznym glowniejsze wzory, ktéresmy
wyié] otrzymali drogy algebraiczng.
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43. Majge dang wstawe i dostawe pewnego luku, znaleié
wstawe i dostawe luku dwa razy wickszego.
Fig. 6.

Niech bedzie (fig. 6) luk AB=BC=a.
Lrobiwszy wykreslenie takie, jakie figu-
ra pokazuje , bedzie

wst a=AP, dosta=0P,
wst2a=CQ=2PH
dost2e=0Q=0H—QH=0H-— AH.

Tréjkat prostokatny OPA daje

g — g
APXOP or’ AP
PH=———, OH=—-, AH="—1-;
0A 0A”’ 0A’
wstawiwszy wiec za te linie wartosei ich trygonometryczne,
i prayjawszy promien OA=1, bedzie
wst 20=2PH=2 wst ¢ dosta,
dost 2¢e=0H—AH=dost*a —wst*a.
To sa wzory [1]i[2] n. 28,
44. Majge dang dost a, znaleié wst za ¢ dost Sa.
Fig. 1. Niech bedzie (fig. 7): tuk AC=u;
CP prostopadta do srednicy AB; OD i
OE. promienie prostopadie do cieciw
ACiBC, i przez ich srodki przecho-
dzace. Prayjawszy, jak wyiéj, OA=1,
hedzie OP = dost @, AP=1—dost «,
BP =1 + dosta, AC =2 wst La,
BC=2 dost 3 «. Lecz kaida z tych cieciw jest srednio-geome-
trycznie proporcyonalng do srednicy i odcinka jéj przyleglego;
wiec

AC =ABXAP czyli 4 wst? fa=2(1—dost a),
BC*=ABXBP czyli 4 dost® Ju=2 (1+dost ).
A ztad wypadaja wzory znane (31)

1—dost « 1+dosta
wstv",a:l/— _)_' ; dostﬁrz:l/-—i—_)——.




45. Majge dang wstawe i dostawe luku, znalezé wstawe i
dostawe luku trzy razy wiekszego.
Niech bedzie (fig.8) OB=1 i tuk AB=BC=CD=a. Tréjkat
rownoramienny BOD podobny jest do tréjkata BDF : gdyi kqt
Fig. 8. OBD jest spolny tym obudwom tréjkatom,
i kat BDE, majacy za miare £ BE ezyli BD,
rowny jest katowi BOD. Wiec jest

BF:BD=BD :BO zkad BF =4 wst?a.

Poprowadziwszy rownoodlegta PG od BF,
bedzie PG=BF =4 wst*a, a tréjkaty podo-
bne QGP, OBP daja

QG:BP=PG:0OB zkad QG=4 wst3q;
I PQ:OP=PG:0B zkad PQ =4 wst?a dosta.

1e za$

wst 3u=DQ=DF +FG—-QG
= BD +BP—QG=3 wst « —QG,
dost 3a=0Q =0P—PQ=dost «—PQ ;
wiec, wstawiwszy w te wyraienia wartosci wyiéj znalezione na
QG i PQ, bedzie
wst 3a=3 wst a—4 wst3a,
dost 3u=dost «—4 wst?a dost a.

Piérwsze z tych rownan jestto wzor [3] n. 30; z drugiego zas,
po wstawieniu w niém 1—dost?a za wst?e, wypadnie wzor [4].
46. Majge dane styczne dwochk tukow, znaleié styczng ich
swmmy ¢ ich roinicy.
Fig. 9.

Niech bedzie (fig. 9) OA=1, AB=g¢,
BC=/4: z koic6w promieni OA i OB, niech
beda wyprowadzone styczne AT i BS ai do
przeciecia sie z przedtuzonemi promieniami
OC i OA w punktach T, S i R; a z punktu
S, niech bedzie spuszczona prostopadia SH
na OA. Podtug wystowicenia tego zagadnie-

|
|




nia dane sy BR = sty ¢, BS=sty /; a zna-
lei¢ trzeba AT=sty (a+b).
Tréjkaty podobne OAT i OHS daja
AT'“SH SH
OA—OH zkad sty (a-{—[)),—_-aﬁ.
Wartos¢ na SH otrzymuje si¢ z trojkatow
podobnych SHR i OBR: gdyz z nich wypada

SH CB_ sty a+sty b
—S—‘l{——O—I{, qud SH—_‘OR .

Wartos¢ na OH wynajdziemy nastepujacym sposobem. Wiado-
mo z Geometryi elementarnéj, ie
SR*=0R" 08 —20R x OH.
Lecz
SR =(BR+BS)"=BR +BS +2BRXBS;

wiec

BR“++BS”+2BRXBS=0R"+0S —20R X OH.
Ztad wypada

20R X OH=0R“—BR"+0S“—BS“—2BR X BS

=20B°—2BR X BS=2—2 sty a sty b;

a zalém
1—sty @ sty

O

Wstawiwszy w rownanie sty (a-{—b):%‘&wartosci 1aSHiOH,

wypadnie wzor znany (34)
sty a+sty b

gl (a+b)=l—-—sty astyh

Réwnie tatwo znaleié¢ moina warto$é nasty (a—5). Witymra-
zie dosy¢ jest uwaiac fig. 10, gdzie AC=a—>, abynatyzhmiast
przekonac sie, iz tu taki sam zachodzi¢ bedzie rachundk, jaki



Feg. 10. wyizéj mial miejsce dla sty (¢-+0), z ta
tylko roinica, ie drugie wyrazy wli-
cznikach wartosci na SHi OH zmienia
znaki na przeciwne : gdyz w tym przy-
padku RS=sty a—sty b; bedzie wiec

sty a—sty b

sy (o~ )= e

47. Dowiesc geometrycznie wzory:

wst p+wst (=2 wst % (p+¢) dost  (p—q),
wst p—wst g=2 dost % (p+¢q) wst % (p—q).

Fig. 11.

Niech bedzie (fig. 11) AB=piAC=y.
l’oprowadz:wszv cieciwe BC, oraz pro-
mien OD, prostopadh do téj cieciwy, i
przechodzacy przez jéj srodek Ej spu-
sciwszy prostopadte BP, CQ, DR, EF
na OA; i nakresliwszy réwnoodlegly
EG od OA, bedzie podiug figury

BP=wstp, CQ=wstgq, EF—_—m:iLS“/, B(‘,:mg

5) ’
AD=3 (p+¢), DR=wst ] (p—{-(;), OR=dost £ (p+q-),
=3 (p—q), BE=wst  (p—q), OE=dost } (p—¢).
Lecz trojkaty podobne OEF, ODR daja
EF : DR=OE: 0D i BG:OR=BE: 0D,
__DRXOE . ORXBE

BG=

zkad i Saflats! b
oD oD

Whoiywszy w te ostatnie wyraienia za wszystkie linie warto-
sei ich trygonometryczne; podwoiwszy tei wyrazenia, i uczy-
niwszy w nich promien OD=1, wypadna wzory dane.

Z tych samych tréjkatow otrzymaé moina wainosci na
dost p+dost g i dost g—dost p.
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48. Dowiesc geometrycznie, ie summa wstaw dwock tukdw
tak sig ma do ich roinicy, jak styczna polowy summy tychic
lukow do styeznéj polowy ich roinicy.

Fig. 12. ZLrobiwszy takie samo wykreslenie, jak
pod n. poprzedzajacym ; a nadto popro-
wadziwszy przez punkt D (fig. 12) styezna
ST, i przedtuiywszy ja ai do przeciecia
sie 2z przedluionemi promieniami OA
i OB w punktach SiT; i nareszcie prze-
ciggnawszy cieciwe BC ai do punktu H,

R OA B S i .
Ealbuidiey na mocy linij rownoodleglych, bedzie
EF_EH DS
BG ™ EB— DT
Lecz 2EF =wst p-+wst g, 2BG=wst p—wst ¢,

DS =sty AD=sty ; (p-+q), DT=sty DB=sty % (p—q);
a zatém

wst p+wst ¢ sty g (p+q)
wst p—wst g styZ (p—gq)’

co hyto do okazania.



ROZDZIAL DRUGL

TABLICE TRYGONOMETRYCZNE 1 ROZWIAZYWANIE
TROJKATOW PROSTOKRESLNYCH.

WYRACHOWANIE TABLIC TRYGONOMETRYCZNYCH.

49. Zamiana katoéw i tukéw na wstawy, dostawy, it.d., wten-
czas dopiéro istotna korzysé przynosi, kiedy wiadome sa war-
tosci liczebne tych stosunkow dla jakiegokolwiek tuku danego;
i odwrotnie. Potrzebie téj najdogodniéj zaradzaja tablice,
w ktérych liczby, wyraiajace dtugosci linij trygononometry-
cznych, poloione sy obok odpowiadajacych im tukow. Przede-
wszystkiém wiec poznaé trzeba, jak sie obliczaja wartosci na
wstawy, dostawy, i t. d. wszystkich tukéw, oznaczonych w cze-
sciach podziatu okregu kota na 360° i rosnacych ciagle o 107,
tojest, nastepujacych posobie tak, jak w tablicach Calleta. Spo-
sob dochodzenia wartosci liczebnych linij trygonometrycznych,
ktory tu bedzie podany, uiyty byé moze i do tukéw danych
w czesciach nowego podziatu kola na 400°.

Obliczmy naprzéd wstawe tuku 10”. Wiadomo, ie stosunek
okregu kota do jego srednicy jest

n=3,14159 26535 89795...

Jeieli zatém promien kota przyjmiemy rowny jednosci, tedy
dlugosé potowy obwodu kota bedzie 7. A poniewai 180° czy-
nia 648000 sekund; przeto w czesciach tego promienia

[ P
[1] Fuk 10/"=z25=0,00004 84813 68110

6
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Lccz l‘uk bardzo muh‘ pra\\i(, r()wn\' jcst swojéj \\'utuwic, i

----------

dzo prl\bluo.nq dia wstawy lO” Wmoscl\ tcn jednak nale/w
jeszeze blizé] roztrzasnaé 1 usprawiedliwic.

giie

50. W tym cclu okaimy naprz6d: Ze w pierwszéj cwiartce ko-
la luk wiekszy jest od swojéj wstawy, a mniejszy od swojéj
stycznéj.

Iig. 13.

Niech AP (fig. 13) bedzie wstawy tuku
AB, a AT jego styczng. Obrociwszy te figu-
re na okolo prostéj OT i zlozywszy ja we
dwoje, niechaj punkt A przypadnie na punkt
C. Bedzie tu tuk AC=od cieciwy AC; a
tém samém tuk AB > AP: wigc luk wig-
AR kszy jest od swojéj wstawy. Podobnie tuk
AL<A1—{-LI, a zatém AB<AT: wiec tuk mniéjszy jest od
swojéj styeznéj.

) W akisiy i@ o :
Ztad wypada: ze, jeieli ——— bardzo malo réini sie od jedno-
adiidih '] wst 2

S Abs a o . i et i :
sci, stosunek et mnié] jeszcze od jednosci roinié sie bedzie.
wsta

51. Powtére naleiy dowiesé: Ze, jezeli luk pewien zmniejsza
sig az do zera; stosunek tego tukw do jego wstwwy przybliiac
sig moze do jednosci, tojest, ie granica lego stosunku jest
jednosc,

Wzor sty ({_,_v e (28) j t)l:—l-. A ie w miare

®Wwsta dostu ¢
zmniéjszania sie luku a (ktory przyjmuje sie << 90°), dostawa
jego powieksza sie i coraz bardziéj do jednosd si¢ przybliza;

r

. . st Ackge
, czyli mu rowny ! , z0iniéjsza Sig 1 ma
* wsta

wiec 1 stosunek

1
dost a
za granice jednosc.

Lecz luk wiekszy jest od wstawy a mniéjszy ol stycznéj; prze-

a
to stosunek
wst @

nigdy nie moie sie¢ sta¢ <<od 1, ani téi > od
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sty a
wsta’

A poniewai ten ostatni stosunek dowolnie przyblizony

byé moie do jednosci; zatém to samo i o stosunku

wst a
twierdzié moina: co bylo do okazania; i dla téj przyczyny wol-
no wziaé wartos¢ tuku 10” za wstawe 10".

52. Wypada teraz ocenié¢ blad, jaki sie popelnia, biorac tuk za
wstawe tego tuku: bo znalazlszy ten blad, tém samém wiedzieé
bedziemy, ile cyfer dziesietnych opusci¢ moina w liczebnéj war-
tosci na wstawe, Wiadomo, ze wst a=2 wst « dost La. Précz

wst ©

B ol
> X a wypada
dostza” ~ P

tego z nieréwnosci styza>ja cuyli
2wstLa>>a dostfa; wiec bedzie

wsta > adost? } a.
Lecz dost*fa=1—wst*La, a zatém bedzie takie dost*La
wieksza od 1 — (£ a)?; wiec

wsta>a 4
( — .
4

Otoi, stosujac ten wypadek do tuku 10”, niechaj wartosc [1]
w Héj eyfrze dziesietné] powickszona zostaje o jednosé, bedzie
tuk 10”<<0,00005; wige 3 (tuk 10”)*<<0,00000 00000 00032;
a tém samém wypadnie

b o] 10,,>{ 0,00004 84813 68110...
—0,00000 00000 00032
wiec wst 10"= 0,00001 84813 680178...

Z ttego pokazuje si¢, ie wstawa ta zaczyna si¢ roinié od lu-
ku 100” dopiéro w 13¢ cyfrze dziesietnéj, iie ten tuk wigkszym
jest © jednosé téjie 13¢j cyfry dziesietnéj. Uczyniwszy wiec

wst 10”7=0,00004 84813 681,
pewmym byé moina, ic btad mniéjszym bedzie od jednosci po-
rigdlku 13g0. Jakoi widoczna jest, ie wartosé powyisza wypa-
dtabyy za Mata, gdyby od ostatniéj jéj cyfry jednos¢ odjetos; a
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przeciwnie za wielka, gdyby do téjie ostatniéj cyfry jednosé do-
dano: bo przez to wstawa stalaby sie wieksza od luku.
Wstawiwszy wartosé znaleziona na wst 10” w wyraieniu
1/ 1—wst® 107, wypadnie warto$é na dost 10”, tojest:
dost 10”7=0,99999 99988 248.
Nastepnie, za pomoca wzoréw znanych

wst (a+b)= wst a dost h+dost a wst b,
dost (a+5b)= dost @ dost b— wst a wst b,

wyrachowaé mozna kolejno wstawy i dostawy tukéw 207, 30",
40”,... ai do 45°.

53. Wyrachowania te daleko predzéj dokonywaja sie sposo-
bem nastepujacym, podanym przez Tomasza Simpson, geometry
angielskiego.

‘Wzory n. 38 daja

wst (a-+0)=2 dost b wst a— wst (a—5),
dost (a+0b)=2 dost b dost a—dost (a—Db).

Tu tuki «—b, ai a+b uwaia¢ moina za trzy po sobie idace
wiyrazy postepu arytmetycznego, ktorego roinica jest b: na-
zwawszy trzy te wyrazy przezt, , 1", bedzie

wst "=2 dost b wst I'—wst ¢,

dost "=2 dost b dost #—dost .

Piérwszy z tych wzoréw pokazuje: e, gdy dwie po sobie
idgce wstawy juz sg obliczone, wstawa nastepna otrzymuje sieg
mnozac druga wiadoma wstawe przez 2 dost b, piérwszy zas
przez —1, i dodajac potém te dwa iloczyny do siebie. Takie sa-
mo prawidto stuzy do wyrachowania dostaw.

Chcac wiec znaleié¢ wartosci liczebne na wstawy i dostawy od
10 do 10 sekund, dosyé jest uczynié¢ h=10", i nazwac wartosci
znane na wst 10” i dost 10” przez ¢ i 8, a bedzie

wst 0 =0, dost 0 =1,
. wst10"=a, dost 10"=8,
wst 207=28 wst 10" dost 20"=28 dost 10"--1,
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wst 30"=2 8 wst 20"—wst 10", ||dost 30"=2 8 dost 20"—dost 10",
wst 40" =28 wst 30"—wst 20", (ldost 30"=2 8 dost 29""—dost 10",

iot, ids it od
Poniewaz 28 bez mata réwna sie 2 jednosciom ; przeto rachu-
nek jeszcze uproszei¢ moina. Niech / znaczy réinice 2—23,

bedzie % =0,00000 00023 504, i 2=2—Fk. A tém samém
wypada

wst ""=2 wst {'—k wst ' —wst ¢,
zkad wst {"—wst = (wst I'—wst {)—/F wst t'.

Jeieli réinica wst "—wst ¢ bedzie wyrachowana, dosy¢ jest
dodac¢ ja do wst #/, aby otrzymaé warto$é na wst¢’. A ie, po-
dlug dopiéro otrzymanego réwnania, tai réinica roOwna jest
wprz6d obliczonéj réinicy wst ¢ — wst ¢ mniéj iloczynem
kwst '; zatém jedyném mozolném dzialaniem, ktére sie przy
wyrachowaniu kaidéj z kolei wstawy powtérzy, bedzie mno-
zenie wartosci wstawy ja poprzedzajacéj przez liczbe stala
k=0,00000 00023 504. Ale i to dzialanie moina sobie uta-
twié, obliczajac wprz6d iloczyny liczby 23504 przez liczby po-
rzadkowe 1, 2, 3,... ai do9: tym sposobem czastkowe ilo-
czyny, z ktérych sie sktadaja wyraienia takie, jakim jest iloczyn
kwst, juz beda wiadome; i pozostanie tylko te iloczyny do-
doda¢ do siebie. Tym samym prawie sposobem dochodza sie
takie wartosci na dostawy.

W ciagu tak rozwleklych wyrachowan, btedy znacznie mnoiyé
sigmoga; itatwo przewidzieé, ii ustrzeienie sie ich w trzyna-
stu cyfrach dziesietnych ai do korca roboty prawie jest niepodo-
bna. Aby wiec sprawdzi¢ wypadki, i przekonaé si¢ o stopniu
ich doktadnosci; obliczymy inna jeszcze droga, tu poniiéj (56)
wskazana , przyblizone i razem niemylne wartosci pewnéj licz-
by wstaw i dostaw. Porownawszy nastepnie cyfry dziesigtne
tych niemylnych wypadkéw z cyframi dziesietnemi wartosci przy-
blizonych , dochodzonych sposobem powyiszym, z liczby cyfer
jednakowych w obudwéch wypadkach dosyé pewno whniesiemy,
ktére cyfry dziesietne uwazaé bhedzie moina za $ciste w wypad-
kach posrednich.
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Jeieli sie pokaie, ze te wypadki nie dosy¢ sq przyblizone; aby
dojsé do doktadniejszych, rozpoczaé potrzeba rachunek od tu-
ku mniejszego nii 10”, n.p. od tuku 1”, i daléj sobie postapié,
jak sie wyiéj powiedziato.

54. Stosujac linie trygonometryczne do rozwigzywania zaga-
dnien, liczby wyraiajace te linie, nie tyle sa uzyteczne, ile ich lo-
garytmy: dla téj przyczyny logarytmy te poloione sa w tablicach
obok tukow. Lecz gdyby tu promien pozostal rowny jednosci:
natenczas wstawy i dostawy bylyby utamkami, a zatém loga-
rytmy ich ilosciami odjemnemi. Aby zamieni¢ logarytmy od-
jemne na dodatne , przyjmuje sie 7=10"°, co znaczy, ie pro-
mien podzielony zostat na 10 milionow réwnych czesci; ztad
logarytm jakiejbadi wstawy albo dostawy nie wypadnie jui
odjemny, chyba dla tuku tak mato réiniacego si¢ od 0, albo od
90°, 1z roznica ta calkowicie moze by¢ pominieta.

Zreszta, wypadki z piérwszego przypuszezenia fatwo zamienic
na takie, ktore drugiemu przypuszczeniu odpowiadaja, mnozac
tamte przez 10*°, albo dodajac 10 do ich logarytméw. Jakoz,
znajac stosunki wstaw i dostaw w przypuszczeniu piérwszém,
kiedy =1, oczywista jest: ie, jeieli promien podzielony bedzie
na m réwnych czesci; wszystkie pomienione stosunki rozmnoiyé
trzeba przez m, aby otrzymaé liczby wyrazajace ile takowych
czesci zawiéraja w sobie wstawa i dostawa.

55. Logarytmy stycznych wynajduja si¢ za pomoca wzoru

7 wsl

a "
sty (k- gniaay ktory daje

log. sty =log. wst a+4-(10—log. dost @):

t. J. ze logarytm stycznéj réwny jest logarytmowi wstawy wiecé]
dopetnieniem arytmetyczném logarytmu dostawy.

Logarytmy znowu dotycznych otrzymuja sie z réwnania
sty @ doty «=r2, z ktérego wypada

log. doty a=10-+(10—log.sty a).

W niektorych tablicach dotyczne nie sa zamieszezone; ale je
tatwo znaleié¢ moina: bo dosyé jest dodac 10 do dopelnicnia
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arytmetycznego logarytmu stycznéj, aby mie¢ logarytm doty-
cznéj.

Sieczne i dosieczne wecale nie znajduja sie wtablicach: gdyz
logarytmy ich tatwo si¢ otrzymujg za pomoca logarytméw wstaw
i dostaw. Te dwie linie zreszta bardzo rzadiko sa uiywane.

Tablice trygonometryczne zawsze rozciagaja sie tylko do 45°.
Wstawy i dostawy tukow wigkszych od 45° otrzymuja sie
2 dostaw i dotyeznych; i odwrotnie: n.p. gdy a=45°, bedzie
wst=a dost (90°—a). Tablice trygonometryczne tak sa uloio-
ne, ie nie ma potrzeby wcale rachowania tego dopelnienia.

RACHUNEK WSTAW 1 DOSTAW OD 9° DO 9°, SLUZACYCH
DO SPRAWDZENIA TABLIC.

56. Abyzrobiésprawdzenie, o ktorém wyiéj przy koncu n. 53
wspomnielismy, potrzeba wyrachowaé wstawy i dostawy tu-
kéw od 9° do 9°.

Niech bedzie wst 18°=a; tedy 22 bedzie cieciwa tuku 36°
czyli bokiem dziesieciokata foremnego, w kolo wpisanego.
Otoi, hok tenréwny jest wiekszemu odcinkowi promienia, po-
dzielonego w stosunku srednim i skrajnym; prayjawszy wiec
promien =1, bedzie 1:2z=2z:1—22. Ztad wypada

T +at=5%;
potém, rozwiazujgc to réwnanie i opuszczajac wartos¢ odjem-
na na &, ktéra tu jest niepotrzebna, bedzie
e=wst 18°=dost 12°=1 (—1+}/5).

Za pomocy té) wartosci tatwo znajdziemy

V1= =dost 18° =wst 12°=% 1/ 10+2)/5.

Te wartosci wst 18° i dost18° wstawiwszy za wst @ i dosta
we wzory na wst 2« i dost 2¢ (29) , wypadnie

wst 36° =dost 54° =11/ 10—2)/5,
dost 36°= wst54°=% (1+]/5).

2 -
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Te sama warlos¢ wst 18° poloiywszy znowu we wzory na
wst £a i dost Za, wyraione przez wst.a (32), bedzie

wst9°=dost 81°=3V 3 +)/5—1V 55,
dost 9°= wst 81°=3V 3+1/5+2V 51/5.
Nakoniec, wloiywszy w tei same wzory za wst @ wartosé
wst 54°=% (14+)/5), wypadnie

wst 27°=dost 63°=§‘ 5+]/3——;‘;V3— V5,
dost 27°= wst 63° =3V 5+1/5+1V 315,

Z drugiéj strony, wiedzac ze (8) wst 45° =dost 45° =% /2, la-
two ulozymy nastepujaca tablice:

wst 0° =dost 90° =0,

wst9° =dost 81°=2V 34151V 5173,
wst 18°=dost 72°=% (—1+)/5),

wst 27°=dost 63°=;‘¢V5+l/5—% V'3—-l/5—,
wst 36°=dost 54° =1 10—2)/5,

wst 45°=dost 45°=%1/2,

wst 54° =dost 36° =% (14+]/5),

wst 63°=dost 21°=1V 5+ 1/5+2V 315,
wst 72° =dost 18°=%V10+2V5,

wst 81°=dost 9°=3V'3+1/5+1V 515
wst 90°=dost 0°=1.

Poniewai wszystkie wyraienia téj tablicy bardzo sa proste
i zawieraja tylko piérwiastki kwadratowe; przeto nietrudno be-
dzie otrzymaé ich wartosci sciste w tylu cyfrach dziesietnych,
ile si¢ podoba. Teto wartosci stuiyé wlasnie powinny do spraw-
dzenia rachunku, opisanego pod n. §3. Przez dalsze dzielenie tu-
kow nadwie rowne czesci, moznanawet dojsé do4°30' i 2°15/,
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a potém, biorac kolejno wielokrotne z 2°1%/, nowu przyjsé¢ do
tukéw coraz wiekszych: co do nowych uiycby sie dato spraw-
dzen. Takowych sprawdzen wiele innych jeszcze hvé moie; ale
szezegOty podobne tu nie s3 na swojém miejscu.

UKELAD I UZYCIE TABLIC CALLETA.

57. Tablice Calleta sy najlepsze dla dawnego podziatu kota;
tablice zas Bordy dla nowego. Piérwsze zawiéraja tray réine
rodzaje tablic, tojest: naprzod logarytmy liczb az do 108000,
ktorych uktad.tuzycie zkadinad powinno byé wiadome ; powté-
re, logarytmy wstaw, stycznych i dostaw dla wszystkich fukéw
kolejno rosnacych o jedne minute nowego podziatu okregu ko-
Ya; nareszcie, logarytmy wstaw, dostaw, stycznych i dotycznych
od 10” do 10" podlug dawnego podziatu. W tém miejscu mo-
wa tylko bedzie o ostatnich tablicach: bo narzedzia do mierze-
nia katéw stuzace zwykle opatrzone sa podziatem na 360°, a
1tqd i wszystkie wyrachowania trygonometryczne do tego po-
dziatu odnosié sie musza.

58. W ostatnim dziale tablic Calleta, naprzéd ida logarytmy
wstaw (LoG—SIN) i stycznych (Lo —TaNG) od sekundy do sekundy
az do5°, atém samém takic logarytmy dostaw i stycznych wie-
kszych od 85°. Z té] czesci dzialu tego braé naleiy logarytmy,
gdy tuki dane zawarte sa miedzy wspomnionemi granicami.
Potém nastepuja logarytmy wstaw, dostaw, stycznych i doty-
cznych od 10" do 10", ktore zamieszczone sa w kolumnach pod
napisami SINUS, COSIN., i t. d. Styczne albo dotyczne wieksze od
promienia, maja za logarytmy liczby wieksze od 10: te dzie-
siatki w tablicach opuszczono; ale one zawsze dodaé sie powin-
ny do logarytméw wypisanych z tablic.

Lwracajac jedynie uwage na stopnie potoione u gory kaidéj
stronnicy, mniemacby moina, ie tablice te rozciagaja sie tylko
do 45°; lecz spostrzeglszy ie kolumny, oznaczone u gory wy-
razami: wstawa (siNvs), dostawa (osINGS ),... maja u dotu

napisy: dostawa, wstawa,... nie trudno pojaé, iz po odezy-
taniu dolnego napisa stronnicy i stopni tam potozonych, tudziez
i
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minut i sekund, umieszezonych w kolumnie wstepujacéj po pra-
wéj stronie tablicy, znalezé sie takie powinny logarytmy wstaw,
dostaw, it. d. lukéw od 45° do 90°.

Tak wiec odrazu znajdziemy, ie

L. wst 6° 32/ 30"=9,0566218,
L. doty 81°46'20"=9,1601596.

59. Gdy kat dany zawiéra sekundy i utamki sekund; wtedy
uiywaja sie roinice, stosujac je tym samym sposobem, jak to
przy rachunku za pomoca logarytmow liczb ma miejsce. To po-
stepowanie zasadza sie na tém, ieroinice |o§£ méw wstaw,
dostaw i t. d. uwazaja sie za proporcyonalne do réznic odpowia-
dajacych im tukom: i chociai ta proporcya nie jest scista, ona
jednak daje logarytmy dostatecznie przyblizone. Zreszty pamie-
taé trzeba, ie logarytmy stycznych i dotycznych maja spé6lne ro-
inice. Nastepujace przyktady blizéj pokazuja sposob racho-
wania.

10d- Znaleic L. wst 6° 32’ 377, 8.

L. wst 6°32 30" roinica jest 1836). . . . . . . 9,0566218
daalioid Bl Lite & v no Yo nsyele i, 1285 2
R B W N R e 146 88

L. wst 6°32 377, 8 9,0567650

2re. Znalezé L. dost 83° 21" 227, 2.

L. dost 83° 27’ 30" (réz.j. 1836). . . .. . ... 9,0566218
Blas PR i R S 1285 2
| )R R e g 146 88
L. dost 83°27' 22",2 9,0567650

3cie. Znaleié L. sty 8° 13' 52", 76.

L. sty 8°13' 507 (ro.j. 1486) . . ........ 9,1603083
o e e 297 2
Gl TR X (PP O e T 104 02
dhat. .. . e ) S s LR 8 916 -
L. sty 8°15 52", 76 9,1603493
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4te. Znalezic L. doty 81° 46/ 1", 24.

L. doty 81° 46’ 10” (réznica jest 1486). . . . . 9,1603083
disa Syl . O L e BT, ko) BORER 297 2
RO | N GRS IR e CROPNCRI 104 02
U 0,00 . s e e 38 916
L. doty 81° 46”7, 24 9.1603493

60. Trzeba takie umie¢ na odwrot znaleié kat, kiedy dany
jest logarytm jego wstawy, dostawy it. d. Naprzyktad, niech
bedzie dany L. wst 2=9,0567650. W tablicach, pomiedzy lo-
garytmami wstaw mniejszych od danego, znajdujemy: ie naj-
wiecéj do niego przyblizony jest 9,0566218, i ie logarytm ten
odpowiada 6°32' 30”. Roinica tego logarytmu i danego wynosi
1432; réinica za$ tablicowa, odpowiadajaca 10", jest 1836. Po-
dzieliwszy 1432 przez 3836, tedy czesci dziesietne wypadlego
ilorazu beda sekundami. Tym sposobem otrzymuje sie 77,8. L.u-
kiem wiec szukanym jest #=6°32'37",8. Rachunek tego przy-
ktadu, iinnych podohnych, tu nastepuje:

16d. Znaleic kqt, ktorego L. wst =9,0567650 ?
L. wst 2=9,0567650
dla 9,0566218 (roz. j. 1836). . .. . . .. 6° 32" 30"
3-a'vebzta V148201, 1. 00N AEEER DL i
2-a restta 24680 11 el o aRIIAT 0,8

=60 32’ 31,8

ove. Znaleié kqt, ktorego L. dost=9,0567650?
L. dost 2=9,0567650

dla 9,0568054 (roz.j 1836). . . . . . D27 2!
1-areszta 7T N I A i -3y
2-a reszta O8O, . ' nidiared« <A aelh 0,2

*=83"27' 22,2

3cie. Znaleic kqt, ktorego L. sty=9,1603493?
L. sty 2=9,1603493

dla  9,1603083 (roz. j. 1486) . . . . . ... 8° 13 50”
1-aesnt & TRROD L0, AU DA IR P
B-0ireimial EHIBBO0. ¢ .5 nisn don] oin B, O, T
Qe nEBRE CCORTRE o B A 0, 06

=80 13' 52,76
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qte Znaleié kqgt, ktorego L. doty=9,1603493?
L. doty #=9,1603493

dla 9.1604569 (roz. j. 1486) . ... ... 81°467 (”
Biivenita 0380 . Bl L 4 fod
2-a reszta 34 ) G ARSI 1 | A 0 2
3-a reszta OUB0 . Rl Y e 0,04

7=81° 46 77,24

61. Wzory zawiérajace wstawy, dostawy, i t. p. prawie za-
wsze odnoszy sie do promienia réwnego jednosci. Aby przysto-
sowac tablice do tych wzoréw, dwa roine na to sa sposoby.

Sposéb piérwszy polega na przywréceniu promienia 7 we
wizorach, jak si¢ to wyiéj pod n. 19 pokazato, a potém na uiy-
ciu logarytmow lablicowych bez Zadnéj zmiany, pamietajac pray-
tém, ie L. »=10.

Postepujac podlug drugiego sposobu, wzoru weale sie nie
zmienia, tojest zachowuje sie w nim 7=1; lecz natomiast od
kaidego logarytmu wzietego z tablic trygonometrycznyeh odej-
muje sie 10. Dobrze jest zrobié to potracenie tylko na cesze: ie
jednak tai cecha w wielu razach moie wypasé odjemna; lepiéj
bedzie uiywaé logarytmow tak, jak je w tablicach znajduje-
my, a przynaleine potracenie wspomnionych dziesigtek zrobié
razem na otrzymanym wypadku. Poprawka ta zadnéj trudnosci
przedstawia¢ nie moie: bo w ciggu rachunku logarytmy tylko
sie dodaja, albo odejmuja; 1 widoczna jest, ie kaidy logarytm
dodatny, waziety z tablic, bedzie o 10 za wielki, a kaidy loga-
rytm odjemny o 10 za maly.

Aby skrocié rachunek, trzeba zawsze odejmowanie logaryt-
mu, zamienié¢ na dodawanie jego dopelnienia arytmetycznego.
W tym razie nie potrzeba odja¢ 10 od logarytmu dla przywie-
dzenia go do promienia 7=1, bo dziesiatek ten znosi sie ra-
zem z drugim dziesigtkiem, dodanym do tegoz logarytmu z po-
wodu wzigtego dopetnienia. Zreszta, pomylka o jeden dziesigtek
na cesze w logarytmie tak jest znaczna, ii natychmiast dostrze-
zona by¢ moze. Dlalepszego wyjasnienia tego, dolaczaja sig je-
szcze dwa nastepujace prayklady.
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Przyktad 1. Niech bedzie @ =419 X wst* 40°; a zatém
L.z=L.419 +2L.wst40°. Wziawszy L. wst 40 z tablic, be-
dzie L. # o dwa razy 10 za wielki: co od wypadku odjac po-
trzeba

T T R PNk 9,6222140
B st diAnien g B it o 19,6161350
i 2,2383490

Aby otrzymaé wartosé na z dokladnie ai do 3%3, trzeba tylko do-
da¢ 2 do cechy; a wypadnie z=173,12.

314X wst 30°
411X dost® 15°

L.wstz=L.314—L. 411 4 L. wst30°—2 L. dost 14°.

Dziatajac za pomoca dopelnieri, widoczna jest, ze 2 duzie-
sigtki, majace sie odjaé od 2 L. dost 15°, zastapione sa przez
2 dziesiatki, pochodzace z dopelnienia tegoi logarytmu; ie
L. wst30° i dopelnienie L. 411 znowu wprowadzaja do rachun-
ku 2 dziesiatki za nadto. Lecz poniewai tuk z znaleié si¢ ma za
pomoca tablic; przeto od wypadku jeden tylko dziesiatek odjaé
potrzeba: jakto wzér rachunku niiéj pokazuje. Dopelnienie
arytmetyczne wyraza¢ bedziemy przez L.

Przyktad 2. Niech bedzie z= , azatém

Bl i R R e . . . 2,4969296 5

T 5 s OGN BRI WG el 0 YL 38019818
DU e R TC  IR Ss i & ) 9,6989700
SULAaREI0% 83 0T o G o et A 0,0301124
L wstz 9,6121702

Na logarytmie tym poprawka jui jest zrobiona; a zatém poszu-
kawszy go w tablicach, znajdziemy z=24° 10" 7".

ZWIAZKI MIEDZY BOKAMI I KATAM1 TROJKATA
PROSTOKRESLNEGO.

62. Dla skrécenia katy tréjkatow oznaczymy odtad przez glo-
skiA, B, C, polozone u ich wierzecholkow; a boki im przeciwne,
wzigte odpowiednio, przez gloski g, b, c. Oraz, jeieli tréjkatjest
prostokatny, A bedzie katem prostym, zas @ przeciwprostokatna.
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..... 63. TwiernzeNik 1.. W irgjhqcie. prosiokglvym., kaidy z ha-.
kow przyleglyck katowi prostemu jest rowny przeciwprosto-
kainéj, pomnoionéj przez wstawe kgta temui bokowi przeciwle-
glego.

Niech bedzie ABC (fig. 14) trojkat prostokatny przy A : z punk-
tu B, jako srodka, pomieniem jakimkolwiek nakreslmy tuk DE
Fig. 14. ispusémy prostopadta EF na AB. Wsta-
wa kata B jest stosunkiem prostéj EF do
promienia BE’ (18): a ie trojkaty podo-
bne BCA, BEF dajs %%=BI£EF‘: wiec
-b-=wstB , czyli
a

bh=a wst B.

Kat B jest dopetnieniem kata C; wiec wst B = dost C. Mo-
ina zatém powiedzieé: e kaidy z bokow przyleglych kqlowi
prostemu jest rowny przeciwprostokqinéj, pomnoionéj przey
dostawe kqta temui bokowi przyleglego.

64. Twiernzenie 1. W trajkacie prostokginym, kaidy u bho-
kow przyleglych kgtowi prostemu jest rowny drugiemu bokow:
przyleglemu, pomnoionemu przez stycing kqla piérwszemu
bokow: przyleglego.

Niech tym tréjkatem bedzie ABC (fig. 14): nakreslmy tuk
DE i wyprowadimy prostopadlq DG do AB. Stosunck DG

AC D N
do BD jest styczna kata B (18): : Ve T i sty B,
czyli
[2] b=c sty B.

W)padek ten moina takie wyprowadzi¢ z Twierdzenia I:
stosujac je bowiem do obudwéch bokéw b i c, i pamigta-
jac ie wst C =dost B, bedzie b= a wstB, ¢ = a dost B;

b wstB

wigeRis T L= :
¢ Y sty B, czyli b cpstyB
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65. Twierozenie M0, W kaidym trojkqcie prostokresinym,
wstawy kgtow majg sie do siebie, jak boki im przeciwne.

Fig. 15. Niech A i B bedg dwa jakickolwiek katy
trojkata ABC (fig. 15): z punktu C spusc-
my prostopadty CD na bok AB. Gdy pro-
stopadta ta pada wewnatrz trojkata ABC,
dwa trojkaty prostokatne ACD, BCD, da-
ja CD=b/wst A i CD=a wst B; wiec
b wst A=a wst B, czyli

wst A: wst B=«:b.

Gdy zas spodek prostopadté) CD (fig. 16) pada na przedluie-

Fig. 16. niu boku BA zewnatrz tréjkata ABC, te-
dy tréjkat ACD daje CD =5 wst CAD.
Lecz kat CAD Jest spetnieniem kata CAB,
zatém bedzie (9) wst CAD=wst CAB=
wst A: a tém samém bedzie takie

(3] wst A:wst B=a:h.

66. TwiernzeNiE IV. W kaidym trojkgcie prostokresinym,
kwadrat z jednego boku jest rowny summie kwadratow zdwack
innych bokow , mniéj podwijnym iloczynem z tychie bokow
przez dostawe kgta miedzy niemi zawartego , tojest
(4] a®=h* +02—210/c dost A.

i
AN
® Nicch bedzie trojkat prestekatmy’ ABC (fig. 15): z wierz-
chotka jego C spusémy prostopadta CD na AB. Gdy kat A jest
ostry, na mocy znanego twierdzenia, hedzie

CB*=AC"+AB —2ABXAD, cnyli
a?=h%X c*—2cXAD.

A ie tréjkat prostokatny ACD daje AD =5 dos A (63); wiec
wziawszy te wartos¢ za AD, wypadnie réwnanie [4].
Gdy kat A jest roztwarty (fig. 16), bedzie

a?=0p%4c*4+2¢XxXAD.

rg.pl
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Lecz kat CAD jest spetnieniem kata CAB
czyli A ; zatém dost CAD=—dost A (9):
wigc AD=—5) dostA; a tém samém
wstawiwszy te wartosé za AD w rowna-
nie poprzedzajace, wypadnie znowu 16-
wnanie [4].

67. Wsuystkie sposoby rozwiazywania trojkgtow prostokresl-
nych wywies¢ mozna z Twierdzenia IV. Widoczna jest, Ze za-
stosowawszy je kolejno do kaidego z bokéw trojkata, wypadna
trzy nastepujace rownania:

a®*=h*+4c¢*—2hc dost A,
b*=a*+4c*—2ac dost B,
¢*=a*+b*—2ab dost C,

ktore stuzy¢ moga do wyznaczenia trzech jakichkolwiek z szesciu
czesci trojkata, kiedy trzy inne sa znane (wyjawszy przypadek,
gdy trojkat jest niepodobny do wykreslenia, albo gdy dane sy
tylko trzy katy).

68. Twierdzenie III, jako wyraiajace zwigzek miedzy dwo-
ma bokami i dwoma katami im przeciwnemi, musi by¢ wypad-
kiem z tych r6wnan. Wywad jego jest nastepujacy :

/ PR b*+4c*—a* - .
Piérwsze réwnanie daje dostA:—_—-f-;)bcha; wiec
1 ".é"z’_bz g .23
wst? A=1—dost? 'A'£4b o Lk ,a)A
4b*c*
2a%h% 4-2a%c%+2b*c2—at— hi—e*
TEESR e ‘—"77'"4[)2(.'27'"V"MWM' i

a tém samém

wst A J/2a%b%+2a%c? +2b%c2—a*—bh*—c?
TR 2abe »
Z dwéch innych réwnan tak samo wyprowadzaja sie wartosci

wstB . wstC T <r
stosunkéw L . Lecz daleko tatwiéj otrzymuja sie
2 )
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te wartosel, zamieniajac w drugiéj stronie poprzedzajacego ro-
whnania: naprzod @ na b i b na a, potémanacicnaa. Aie
taz driga strona jest funkcya symmetryezng ze zglosek @, b, ¢,
ktora przez jakabadZ zamiane tych glosek sama zmieniaé sie nie
moie; wiec, zgodnie z Twierdzeniem III, bedzie

wst A wst B _wst C

a b ¢

ROZWIAZANIE TBO'JKATOW l’ROSTOKBEéLNO-PROSTOKATNYCH.

69. Praypadek pierwszy. Majgc dung przeciwprostokqing a i je-
den kat ostry B, znalezc drugi kqt ostry C i boki b i e.

Naprz6d mamy C=90°—B. Potém wyznacza sie b i ¢ za po-
moca Twierdzeni/a'l, ktore daje

b=awstB, ¢=adostB.
Samo zsiebie rozumie si¢, ie do rachunku uiyé potrzeba loga-
rytméw.
70. Przypadek drugi. Majgc dany bok b przylegly katowi pro-
stemu ¢ kgt osty B, znalezé C, ai c.
I tu jest C=90°—B. Podlug Twierdzenia Iego mamy

b=a wst B; zkad a=

wst B

a na moey Twierdzenia II znajdziemy ¢ z réwnania
c=bsty C, albo ¢=) doty B.

1. Praypadek trzeci. Majgc dang przeciwprostokging a i bokb,
znaleic bok ¢ ¢ kgiy B i C.
Podlug wlasnosci tréjkata prostokatnego jest c*=a*—)%,

atad ¢=)/(a+b)(¢—b): to wyraienie tatwo oblicza si¢ za po-
mocy logarytmow.

8
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Kat B wynajduje sie wprost ze zwigzku h=a wst B (63), zkad
wst B=g (*); i nareszcie C=90°—B.

Jezeli rachunek rozpocznie sie od znalezienia katow, moina
takie wyznaczyé posrednio bok ¢ z rownania c=a wst C.

72. Praypadek aawarty, Majgc dane dwa bokib i ¢ przylegle kq-
lowi prostemu, znalezc przeciwprostokglng a i katy B 7 C.

Kat B dochodzi sie z réwnania h=c sty B (Twierd. IT). Kat
C=90°—B. Przeciwprostokatna « wynajduje sie z rownania
b=a wst B (Twierd. I).

Moina takie otrzymaé a bezposrednio ze wzoru a=]/h*4c*.
Lecz w tym razie logarytmow uiyé nie moina, bo h*--¢? nie
daje sie roztoiyé na czynniki; lepiéj wiec jest naprzéd wyracho-
wacé kat B, a potém dopiéro znalezé posrednio wartos¢ na .

ROZWIAZANIE TROJKATOW PROSTOKRESLNYCH JAKICHKOLWIEK.

73. Przypadek piérwszy. Majqc dany bok a ¢ dwa kqty trdjkqta.
znaleic inne jego czesci.

Odejmujac summe dwéch katow danych od 180° wypada kat
trzeci. Potém, stosujac Twierd. I1I, obliczaja sie dwa boki i ¢
Z proporcyj

wst A:wst B=a:h, wstA:wstC=a:c.

(*) Gdy » malo sie rozni od z; kqt B nie dosy¢ scisle wypada, rachujqc

podlug wzoru wst B:l—,. W takim razie, chege dokladniejszg mieé wartosé
@

a—b
na kat B, potrzeba obliczy¢ kat C z rownania wst4 C= l/~0(7, albo
z rownania sty {‘B:: d;z. Te wartosci na wst3 C i sty 4B latwo
a+

1—dosta
otrzymujq si¢ ze wzoréw: wstie= l/__;—— n. 31 [8]; sty ¥a=

1—doste A ___b_ dost
I/I—Tostu n.37 [5], kladac w nich dost C= wstB-—a za dost a,

wstC zawstd« i sty:C za styta. (Prayp. Tlum.)
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74. Praypadek drugi. Majge dane dwa boki a ib, i kgt A przeci-
wny jednemu z nich, znaleic bok trzeci ¢ i dwa inne kgty B i C.
Najprosciéj jest naprzod znaleié¢ kat B, przeciwny bokowi b
Z proporeyi
a:bh=wst A:wstB.

A znajac A 1 B, bedzie C=180°—(A+B). Nakoniec ¢ oblicza
si¢ z proporeyi
wst A': wstC=a :'c.

75. Rozwiazanie to wymaga objasnienia, co do wyrachowa-
néj wartosci jednego z katéw niewiadomych. Z piérwszéj pro-
porcyi naprzéd wyznacza sie B, tojest:

b wst A

?

wst B=
a

a nastepnie bierze sie z tablic kat ostry za wartosé¢ kata B. Lecz
tai sama wstawa odpowiada i katowi, bedacemu spetnieniem
kata ostrego' B, a ktory jest katem roztwartym; wiec, nazwa-
wszy kat waiety z tablic M, bedziemy mieli dwie wartosci na kat
szukany, tojest: B=M i B=180°—M: zkad zdawaé sie moze,
ie dwa sa trojkaty. Nastepujacy rozbiér to blizéj wyjasni:

Fig. 11.

16d. Gdy kat dany A jest roztwarty, albo
prosty (fig. 17), dwa inne katy musza by¢ ostre;
azatém w tym razie wzia¢ tylko wypadaB=M.
Ale procz tego powinno byéa=b, i to téz
wystarcza, izby trojkat mogt by¢ nakreslony.

ore. Gdy kat A jest ostry i a>b (fig. 18),
bedzie téz A=B: i wtedy takie wartos¢
B=180°—M braé sie nie powinna.
W tym przypadku trojkat zawsze moie
by¢ wykreslony.




dcie. Lecz, gdy kat A jest ostry i
a < b, zarbwno wziaé trzeba B=M
i B=180°—M. W rzeczy saméj, niech be-
dzie (fig.19) kat ostry BAC=A i AC=):
natenczas kolo, nakreslone promieniem «
ze srodka C, w pewnych przypadkach prze-
tnie prosta AB w dwéch punktach B i B';
a zatém z czesci danych dwa takie trojka-
» ty ACB i ACB’ narysowaé moina, w ktérych katy ABC i AB'C
wzajemnie bedg swemi spelnieniami. Warunkiem otrzymania
dwéch rozwigzan jest to: ie bok a, przyjety <<b, wiekszy by¢
powinien od prostopadtéj CD, spuszczonéj z wierzcholka C na
bok AB. Gdy bok a rowny jest prostopadtéj CD; koto, wyié)
wspomnione, bedzie styczne do AB; a dwa powyisze rozwiaza-
nia przywodza sie do jednego tréjkata prostokatnego ACD. Na-
koniec, gdy bok @ mniejszy jest od CD; Zadnego jui rozwiaza-
nia nie bedzie: to niepodobienstwo, jak zaraz okaiemy, poka-
zuje téz sama warto$¢ na wst B.
Tréjkat ACD daje CD=/ wst A. Ale podiug zaloienia «
mniejsze jest od CD; wiec bedzie

b wst A
a

a<<bwst A; zkad >1.

Wiec wartos¢ na wst B jest wieksza od jednosci: a ie nie ma
wstawy, ktoraby mogta byé wieksza od jednosci; praeto i takie-
go nie ma tréjkata, ktéryby temu warunkowi zadosyé czynit.

76. Wyiéj wyprowadzilismy wartosé na hok ¢ przechodzac
przez kat B. Ale warto$é na ¢ takie otrzymaé moina bezposre-
dnio z danych @, b, A. Na mocy Twierd. IV jest

a*=Db*+¢*--2bc dost A, czyli
c*—2b dost A. ¢c=a?*—b>.

Rozwiazujac to rownanie drugiego stopnia, wypada

c=Db dost A+ )/ a*—b*+h* dost® A
=b dost A+)/a*—h* wst? A.
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Poniewaz bok trojkata zawsze musi byé iloscia rzeczywista
i dodatng; przeto wypadatoby roztrzasnaé, jakie wartosci «, b
i A mie¢ powinny, iiby jedna lub dwie takie wartosci na ¢ byé
mogly : lecz ten nader prosty rozbiér tu pominiemy.

Warto$é poprzedzajaca na ¢ do rachunku logarytmami jest
niedogodna,’i dlatego téi w trygonometryi sie nie uiywa. Ztém-
wszystkiém, poniewai) wyraienia podobne czesto sie trafiajg;
przeto pokaiemy jeszcze sposéb, uiywany przez astronomow,
przerobienia ich na dogodniejsze do rachunku.

Naprz6d nada¢ trzeba wartosci na ¢ te postac :

R
c=bdostA+a l/]—li—‘z—it—é.

A poniewai przypuszezono, Ze ta wartosé jest rzeczywistas prze-

wibade 2300

mniejsza byé musi od 1, i uwazaé ja mozna za

wyraienie wstawy pewnego kata ¢. ktory sie wyznacza, kladac

bwstA =
WSt g=- ‘
3 1 awst g b* wst? A
Na as bedzie b e
owez edzie b= =7 o dost@, atém
samém
o 8 (wst g dost A+wst A dost ¢) @ wst (p+A)
wstA R i i

Wyraienia te fatwo obliczaja sie za pomoca logarytméw.
Rozwiazanie to zgadza sie zresata zupetnie z wyiéj podaném,
bo katpositkowy ¢ jestto wlasnie kat B.

71. Przypadek trseci. Majge w trojhqeie dane dwa boki a, b
i kgt C migdzy niemi zawarty, znalezé bok ¢ ¢ kaly A, B.
Podiug Twierdzenia III mamy proporcya
a:h=wstA:wstB,

w ktoréj A i B sa nieznane. Lecz z niéj wypada

a=b: a—bh=wst A4wst B : wst A—wst B.
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Z drugiéj strony wiadomo (40), ie

wst A+-wst B: wst A—wst B=sty 7 (A+B):sty 7 (A—B):
wiec bedzie
1] a+b:a—b=sty £ (A+B):sty  (A—C).
A ie 3 (A+B)=%(180°—C)=90°—%C; zatém trzy piérwsze
wyrazy té] proporeyi sa znane: z niéj wigc otrzymaé mozna war-
tosé na § (A—B), Znajac potowe summy i potowe réinicy ka-
tow A 1B, kaidy z tych katéw wiadomy bedzie: gdyi
_A+B A—B _A+B A—B

i B=

Asrgrig 2 5

Wyrachowawszy katy A i B, tatwo potém wyznaczyé wartosé
na bok ¢ z proporeyi

(2] wst A:wst C=a:e.

78. Proporcya ta wymaga szukania trzech nowych logarytmow
z tablic, tojest: log. @, log. wst A i log. wst C. W nastepuja-
cym sposobie szuka si%eden logarytm mniéj.

Poniewai jest wst A : wst B :wst C=a: b : ¢; zatém téi bedzie

(a+b) wst C

wst A+wst B: wst C=a+5: ¢, ztad 6=wstA+wstB'

Podtug wyiéj (39 i 29) podanych wzorow mamy
wst A 4 wstB =2wstZ (A + B) dost £ (A—B), wst C=
2 wst £ C dost £ C; i z drugiéj strony wst 3 (A+B) =
wst (90°—% C)=dost 3 C. Wartosci te wstawiwszy w wyraie-
nie na ¢, i skrociwszy wypadek, bedzie

_(a+b) wst 3C
[3] ¢=dost L (A—B)

Logarytm ilosci a+5, wehodzacéj w wyraienie na ¢, jui jest
znany: wiec, rachujac podtug wzoru [3], o jeden logarytm
mniéj szukaé trzeba, nii przy uiyciu proporeyi [2].

79. Bok ¢ wyznaczono wyiéj dopiéro po oblicaeniu katow
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A i B. Chcae otrzymaé wartosé na ¢ bezposrednio, wypada
uiyé Twierdzenia IV, ktore daje

¢ =)/ a*+h*—2ab dost C,

Lecz, ie do tego wyrazenia logarytméw przystosowaé nie mo-
ina; przeto uzyé nadto potrzeba kata positkowego. Z réinych
wzorow na jakie to wyrazenie moze byé przerobione, wypro-
wadzimy zaraz ten tylko, ktéry najwiecé] na uwage zastuguje.

Wiadomo, ie dost?* JC+wst* L C=11 dost>? L C—wst? L C=
dost C (31); a zatém

=)/ (a*+b*) (dost* £ C+wst? L C)—2ab (dost? LC— wst2 1()

=)/ (a+b)* wst*} C+(a——b)‘ dost* 5 C

)*doty* 3G
=(a+b)wst; Cl/l-{- (@EDs T

Styezna wyraia¢ moie - wszelkiego rodzaju wielkosci; wolno
wiec bedzie poloiyé

a—»b) doty £ C
Sty ¢=%~_{—_b—yr—.

Natenczas ilosé piérwiastkowa w ostatniém z powyiszych ro-
wnan wyrazimy pod postacia

wst?g 1
¥ 1t ¢—I/1 t dost‘q; “dost g’
a tém samém mie¢ bedziemy
(a+b) wst L C
=—dﬁ¢—.

Tak wiec, za pomocq dwéch tych wyraien na sty ¢ i ¢, fatwo
obliczyé logarytmami naprz6d kat positkowy ¢, a potém bok c.

Rozwigzanie to na pozér tylko inném jest od rozwigzania po-
przedzajacego: gdyi, poniewai sty L (A+B) jestréwna doty § C,
i sty g musi byé réwna sty 7 (A—B), wyprowadzonéj zpropor-
cyi [1]; a ztad ostatnia takie wartosé na ¢ zgota taka sama jest,
jaka wzér [3] daje.
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80. W przystosowaniach czesto wydarza sie, Ze boki dane
sa przez ich logarytmy. I tak, niech dane beda logarytmy bo-
kéw a i b, oraz niech wiadomy bedzie kat C; i dajmy Ze po-
trzeba tylko wyrachowaé katy A iB. Natenczas, aby obliczyé
% (A—B) z proporeyi [1], wprzo6d wyrachowaé¢ wypada ¢ i b za
pomocy tablic; lecz mozna unikna¢ tego rachunku przez wpro-
wadzenie kata positkowego, Jakoi, prayjawszy ze v znaczy kat,

i b
otrzymany z roOwnania sty zp:;t : tedy, namocy wzoru [2] n. 34,

bedzie
sty 45°—sty o 1—sty ¢
L +sty 45° sty 1-sty’

sty (45°—) =

: b G
a tém samém wstawiwszy s sty ¢, wypadnie

IO o
sty (45 w)—a—l-b'
Z drugiéj strony, proporcya [1], jui przytoczona, daje

a—

wige sty & (A—B)=sty (45°—) sty & (A++B):

sty 7 (A—B)

a poniewaz kat ¢ jest wiadomy; i §(A—B) latwo si¢ wynaj-
dzie. Tak postepujac, potrzeba bedzie rachowaé dwa logaryt-
my mniéj, jak obliczajac wprzéd boki i b.

81. Praypadek czwarty. Majgc dane trzy boki a, b, ¢, znaleié
katy A, B, C..

Na zasadzie Twierdzenia IV jest a?=5h%+c*—2bc dost A;
h?+c*—a*

2 be

Podobnym sposobem wyznaczaja sie katy B i C. Lecz tuzno-

wu zachodzi potrzeba uiycia wzoru wygodniejszego do rachunku.
Z powyiszego (31) wiadomo, ie

wiec dost A=

2 wst? £ A=1—dost A :
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wstawiwszy w to wyraienie wartosé za dost A, bedzie

: hZ%-Lo% g%, ah=hE —cz+2bc
DwstZ I A= B,
2wst?2 L A=1 e e
—(b—c¢)* (a+b—e) (a—b+c) ;
g . 2bo !
: a+b—c) (a—b-+c
wiec wst—L—A:l/( o 4)b(c 2 )

Aby wzor ten krocéj wyrazié, niech bedzie obwéd a+b+4-c
tréjkata réwny 2s; a zatém a¢+h—c=2s—2¢=2(s—c), tu-
dziei a—bh+c=2s—2h=2(s—b): wiec

(s—b) (s—c)

wstZ A= =

Ztad wypada nastepujace prawidto: 0d polowy obwodu tréjkgta,
odejmuj kolejno kaidy z dwoch jego bokdw zawiérajgeych kat
szukany, podziel potém iloczyn z tych dwaoch réinic przez ilo-
czyn z tamtych bokow, i naveszcie wyciqg piérwiastek kwadra-

towy z ilorazu wypadlego; a otrzymasz warto$é na wstawe
polowy kqta szukanego.

Chociai kat § A wyznacza sie tu przez swoja wstawe; ztad
jednak iadnéj dwuznacznosci nie bedzie: bo A jest jednym z ka-
tow trojkata; zatém A<<180°, a tém samém £ A <<90°.

82. Z rowna tatwoscia wyprowadzaja si¢ wzory na dost%A
i styzA. Przypominajac sobie, ie (31) 2dost? L A= l+dostA
i wykonywajac podobne przerobienie, jak wyiéj, wypada

dOSt; .A—l/s (s—a).

Nakoniec, podzieliwszy wst £ A przez dost £ A, bedzie

(s—2) (s—¢)

styz A=
i §s (s—a)
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Gdy jeden tylko kat tréjkata trzeba wyrachowaé; ktérybgdi
- 2 trzech powyiszych wzoréw stuiyé moie zaréwno: bo kaidy
z nich wymaga szukania cztérech logarytméw z tablic. Lecz, gdy
dwa katy maja sie wynalezé, wzér trzeci jest najdogodniejszy
do rachunku: gdyi, uiywajgc go, nalezy wyszukaé logarytméw
cztérech ilosci s, s—a, s—b, s—c; rachujac zas podlug dwéch
piérwszych wzoréw, szes¢ logarytméw wzigé koniecznie po-
trzeba z tablic.

83. Wiadomo, ie z trzech bok6éw dowolnie wzietych, nieza-
wsze tr6jkat daje sie wykreslié. O niepodobienstwie tém i ra-
chunkiem przekonaé sie moizna. 1 tak, obrawszy n. p. wzér

wst 3 A= l/(s—b) (s—c)

widoczna jest, ie gdy trojkat bedzie moiliwy; wst 3 A powinna
mieé warto$é rzeczywista mniejsza od jednosci: a znowu, gdy
tréjkata nie bedzie moina wykreslié ; warto$¢ na wst £ A wy-
pasé powinna albo urojona, albo wigksza od 1. Aby tréjkata
nie bylo, potrzeba, iiby jeden z bokéw jego byt wigkszy od sum-
my dwoch innych: pozostaje wiec roztrzasngé, co wtenczas
z powyiszego wzoru wypada.

16d. Niech b>a-+c: bedzie 20>a-+b-+c, a zatém 25>2s;
wieec s—b<<0. Lecz, ie w tym razie a+b>c; wiec a+b+c>2c
czyli 2s>2¢, a tém samém s—c>0; wartos¢ wiec na wst 3
jest urojona.

re. Niech c>a+b: bedzie s—c<<0 i s—b=>0, tojest, ie
wst £ A podobniez wypada urojona.

3cie. Niech a>>b-+c: bedzie a+b+c czyli 2s=>2b+2¢; wige
8>b+c; azatém s—b>c, s—c=>b i(s—b) (s—c)=>b¢; a 2tgd
warto$é na wst 2 A bedzie wigksza od 1, co dla iadnego kata
nie moie mie¢ miejsca.
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PRZYSTOSOWANIA DO PRZYKLADOW.

84. Uskutecznienie wielkich pomiaréw trygonometrycznych
wymaga uiycia téinego rodzaju narzedzi mierniczych, kté-
rych siczegotowy opis nie moie byé przedmiotem téj ksiaiki.
Wzmianka niniejsza o tych narzedziach bedzie dostateczna do
zrozumienia przykladow, jakie tu podane zostana.

Do wytkniecia linii prostéj na ziemi, uiywaja sie tyczki alho
kotki, whijajac je w ziemie w pewnych od siebie odlegltosciach,
tak, aly za przyloieniem oka po nad piérwsza tyczka, wszystkie
nastepae przez nig byly zakryte.

Kat na papiérze nakresla sie za pomoca przenosnika, tojest
pélkola podzielonego nastopnie.

Narugdzi stuzacych do mierzenia katéw badi na ziemi, badsz
téz w przestrzeni, bardzo jest wiele, jakoto: grafometr, bus-
sola, kolo powtarzajgcee i t. p. Wszystkie te narzedzia sktadaja
si¢ W 0golnosci: naprzod, z kota lub wycinka kota, na ktérym
oznaczone jest poloienie jednego statego promienia, bedacego
poczatkiem podziatki; powtore, z drugiego promienia ruchome-
go, obracajacego sie okoto srodka wspomnionego kota, i ktore-
mu dowolne potoienie moie by¢ nadawane. Plaszczyzna rze-
czonego kola sama jeszcze obraca si¢ okolo wlasnego swego
srodka. Chcac ktorymbadz z tych narzedzi zmierzyé kat, za-
warty miedzy dwoma liniami prostemi, wychodzacemi z jedne-
go punktu i idgcemi do dwéch innych punktéw, dosyé jest,
ustawié je srodkiem swoim na piérwszym z tych punktéow i wy-
kierowa¢ promienie wspomnione ku dwom pozostalym punk-
tom; odczytawszy potém na podzialce kotowéj liczbe stopni,
zawartych miedzy temii promieniami, dowiedzie¢ si¢ mozna,
jaka jest wielkosé kaqta uwazanego.

Ostrzega sie czytelnika, iz wszystkie wyrachowania, zachodza-
ce przy rozwigzaniu niniejszych przyktadéw. uskuteczniono po-
dtug postepowania opisanego pod n. 6.
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PRZYKLADY ROZWIAZANIA TROJKATOW PROSTOKATNYCH.

Przypadek 1.

85. Przyktad 1. W trdjkgcie ABC (fig. 20) prostokgtnym
Fig. 20. przy A wiadome sq: bok a=1785™,395, kqt
B=59°37"42"; znalezc trzeba C, b i c (69).

Odjawszy kat B od 90°, wypadnie kat
C=90°—59"37"42"=30°22"18". Pozostaje
jeszeze wyrachowaé boki b i e.

Rachunek na ‘bok b Rachunek na bok ¢
podlug wzoru: b=a wst B. podlug wzoru: c=a dost B.
Li wst 50°37'42" . . . . . . 9,9358019|(L. dost 59°3742". . . . . . 9.7038132
L:1785,:395 ... ... . - 3,2517343||L.1785,395 . .. ... .. 3,2517343
R A ARG LAY o ] ot i i R S 1. % it
LoDy 8 . . .=3,1876262 TR _.,955b47b

b=1540m 374 . . ¢=002m 708 . .

Wartosci znalezione na b i ¢ sa dokladne do dwoch wihacznie
cylr dziesietnych: te obadwa wypadki sprawdzié moina albo
razem za pomoca wzoru a=)/b%-¢2, nie uzywajaclogarytméw,
albo kaidy wypadek z osobna, rachujac, jak wyiéj, podiug
wzorow b=a dost C, ¢=a wst C.

Przypadek 1L

86. Przyktad 2. Niech bedzie (fig. 21) b =215M048.
Fig. 21. B = 34° 55’ 12"; znaleic trzeba C, a i c.
Kat C=90°--34°55'12"=55°4'48". Prze-
ciwprostokata « i bok ¢ wyrachujemy z ré-

b
il wnan: ¢=—-—, c=b doty B (70)

wstB
Rachunek na bok a Rachunek na bok e
LART5W,048: 263 i 6 2,4394083| L. 275™,048 . . . ... . 2,439408(?
L. wst 34955127, . .. . 0,2422760| L. doty 34°55'12” . . . . 10,1560645
B R R =2,6816843 L, 60 o v TR 2,5954728
a==480™,480 . . c=393m,978 . .
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Blad, zachodzacy w tym wypadku, co do dtugosci przeciwpro-
stokatnéj a, mniejszy jest od $55; zas co do boku ¢, mniejszy 0 + 55
metra. Boki @ i ¢ wyrachowaé takie moina podtug wzoréw:

b
a=———, c=h sty C.
dost C’ 3

87. Prayktad 3. Znaleic wysokosé AB (fig. 22) budowli,
atbo innego przedmiotu, ktorego spodek jest przystepny-

Fig. 22. Na gruncie peziomym wy-
mierzasie podstawa BC, poczy-
najac od spodka budowli. Aby
unikngé katéw bardzo ma-
tych, wzia¢ trzeba za te podsta-
we linia ani zbyt krotka, ani za
dluga w pordéwnaniu z wyso-
koscia AB. Potém ustawia sie
katomiar na punkt C i wymie-

= rzasi¢ kat EDA, zawarty mie-
dzy prostg DA i pozioma DE, réwnoodlegla od CB. W tréjka-
cie AED, znajac tedy bok DE i kat D, wyrachowaé mozna bok
AE (70). Dodawszy nakoniec CD do AE, wypadnie iadana wy-
sokosé AB.
Niech bedzie CD=1™10; DE=61™,28; D=41°31'25"; a za-
tém AE=61,28X sty 41°31'25"

L.sty41°31'25. . . . . ... 9,9471690
L ORON o0 - UL 1,7873188
I DR T —1,7344878

AE=54"261; a wiec AB=55",361.

Przypadek 1II.
88. Przyktad 4. Niech bedzie (fig. 23) a=508",137
Fig. 23. ¢ = 483™,081; znalezé trzeba b, B i C ().

Summa bokow @+-¢=991™,218, ich réinica
a—c=25",056.




Rachunek na bok b Rachunek na kgt C
podlug wroru: b=V{a+c)(a—c) podlug wroru: wst C=2
) Paht ) U N G T M 2,9961692/|L. 483,081. ..... ... 26840200
G L RN i 6 1,30801 1T SO8ABT oot e o & 7,2940192
L.(a+¢c)(a—c) . . . .. == SODUBO0H " L. wst C . . - .50 L =9,9780392
| I RE Y OR =2,1975404| - C=T1556".18 . .
h=15Tm 504 .\ . B=90°—71%5 56",18—=18°4' 3" 82 . .

Ten wypadek na bok b jest scisty nawet do trzeciéj wlacznie cy-
fry dziesietnéj, zas na kat C ai do sekund catych. Wypadek po-
wyiszy sprawdzi¢ mozna rachujac i bok b, i kat C, nie uiywajac
logarytméw podtug tychie samyech wzorow: bh=]/a*—¢?,
wstC-—_{—(;; ale wtedy dla znalezienia kata C, naleiy mieé pod re-
ka tablice dtugosci naturalnych linij trygonometrycznych.

89. Przykitad 5. Gdy w tréjkacie prostokatnym, miedzy
przeciwprostokatng a jedném ramieniem kata prostego, mala
zachodzi réinica; wzoru na kat C uiytego w przykladzie 4,
stosowa¢ nie moina: bo rachujac podtug niego, otrzymuje sie
wypadek mniéj doktadny. W takim razie, majac n. p. rozwiazac

Fig. 23. tréjkat ABC (fig. 23), w ktérym a=8571™,31,
¢=8571m,23, trzeba wyrachowac kat B podtug

a—c
wzoru wst 3 le/—gt—l- , albo kat C podiug

wzoru sty % C =I/Z;'z (n. T1. Przypisek). W tym przykladzie

wige jest a—e=0,08, a+c=17142,54 i '2a=l'1l4‘2,62. D!a
poréwnania wypadkow z soba, zamieszczamy fu rozwigzanie
tréjkata danego jednym i drugim sposobem.

Rachunek na kqt C Rachunek na ok b w obu razach
\LOPU: s odlug wzoru: b=wst V(@+Db) (a—bh)
3l L Taa5e, . .- 42340752
R g T B . . 3,9330431 U008, . . I 0,9030900—2
L. 8mar. ... 8,0660528 o (a—c). . . . =3,1371652
Lo WWRE R 0 S =9,9999959 S AR =1,5685826
Ca=89°45'. ! B=-3M. 70124 . .
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Rachunek na kqt C podlug wzoru: wst{B= ”_;'Ef
B 0 BN L 0,9030900—2
L. KHA26R, . . . .4 SESnEtis, 5,7659228

T b 11
L. 1714262 +* * "« -+~ - =0,6690128—6
b I/L"“__ X » i
o T S R 0.3345064—3
ph T ORI | SO =17,3345064
§B=0°7'25",58 . .
B=14°51",16.

a zatém C=90°—14’51",16.
=80%45'8",84 . .

Miedzy wartosciami na kat C, otrzymanemi temi dwoma sposo-
bami, zachodzi réinica bez mata rowna 9”: co ztad pochodzi,
ie rachujae podtug wzoru wst C=(—j, na logarytm wstC wypada
liczba,; réinigca si¢ jednoscig tylko w ostatniéj cyfrze dziesie-
tnéj od logarytméw wstaw katéw tak wiekszych, jak mniej-
szych, o 10" od kata C: a zatém, ie blad w tuku, wzietego z ta-
blic i odpowiadajacego logarytmowi wypadtemu z rachunku,
mniejszy bedzie od 10”. Przeciwnie za$, rachujac podtug wzo-

ru wst £ B=l/a2——a_c, bad co do wielkosci kata B, dla podo-
bnéj przyczyny, mniejszy jest od tuku 1”; i takiz sam blad za-

chodzi¢ tylko moie w wypadku na kgt C=90°—B.

Przypadek IV.

90. Prazyktad 6. Niech bedzie (fig. 21) b=1149",
Fig. 21. ¢ =2005™,7; wyrachowac trzeba kgty C, B
i przeciwprostokging a (72).

C+B=90°; wiec 3 (C+B)=45°.
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Rachunek na kqt C Rachunek na bok a
dlug wxoru: sty C=- e T
podlug wzoru: sty C=+ podlug wroru: a=—

L. 2006m7 . 5. Ledl §15e8,4032D0801, 6. . o0 . SOV 4. 3,4632508
LAY S e G.O8N0B00H L WetGi. o an s, 0,0315474
L. UV O =10,4029308 L.a ..... ¢ v - =3,4947082

C=08°25/28",87° . . a=3124",62 . .
B=90°—C=21°34'31",13. Ta wartos¢ na @ we wszystkich swo-
ich cyfrach jest scislg; a wartosé na

kat C az do sekund calych.

Aby sprawdzié wypadek powyiszy na przeciwprostokatng «,

naleiy rachowaé, nie uiywajac logarytméw, podiug wzoru

a=)/b*-+c*; co do kata zas C, ten wynajduje sie takie ze wzo-
L ctD

ru sty £ (C—B)= Zj_-b , zkad wypada § (C—B)=23°24’28",88.

A ie X (C+B)=45°; wiec C=68°25'28",88.

PRZYKELADY ROZWIAZANIA TROJKATOW PROSTOKRESLNYCH

JAKICHKOL WIEK.

Przypadek L

9. Przyktad 7. W trdjkgeie ABC (fig. 24) dane sq:
Fig. 24. a=1758m,043, B=35°41"3", C=121°8'2)"
znalezé trzeba A, b < ¢ (13).

Kat A=180°—(B+C)=23"10' 32"

Rachunek na bok ¢ Rachunek na ok b

a wst(C awstB

podlug wzory: c= s podlug wzoru: b= e
Tl Th8I048: it iak 3.2450205](L.. 1758,043 . . . 1. ... 3,2450205
L. wst 58°51'35". . . . . . 9,0324249(IL.. wst 35°41'3” . . . .. . 9,7659045
L. wst23°10%82" . . . ... 0,4050004{[L". wst 23°10'32” . . . ... . 0,4050004
L.c ... .=35824548) L.» ... =3.4150344

c=38231,44. : b=2605,6.
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Wrypadki te na boki ¢ i b sa doktadne az do dwdéch whgeznie eyfr
dziesietnych. Cheace rachunek powyiszy sprawdzi¢, moina obli-

, L ) b wst A e wst A
czy¢ bok a podiug jednego ze wzorow: ey 3, g ey

92. Prayklad 8. Znaleic odleglosé punkiu A (fig: 25),

Fig. 25. obranego za stanowisko, od inne-
g 5o punktu P nieprzystepnego, ale
widzialnego.

Naprz6d wymierza sie podstawa
AB dowolnie wytknieta,” oraz kyty
PABiPBA, pray téj podstawie le-
zace; -a potém w trojkycie APB
wyrachowaé trzeba (73) bok AP.

Niech hedzie AB=247M,49, A=62°41", B=59°42"; a zatém
kgt P=357°37"

Raclhunek na bok AP podlug wzoru: AP:M
wst P
R I O Jhs . 2,3935577
E.. WOLOMBARE, o pp o bhe BUR g 9,9362098
AR TT s L A A 0,0734087
L R L o e AT e LT =2,4031762

Odlegtos¢ szukana AP=253m,032

93. Prayktad 9. Znaleid wysokosé przedmiotu, ktorego
spodek jest nieprzystepny.
Takie zadanie ma miejsce, gdy n. p. znalezé chcemy wysokosé
Fig. 26. AB gory (fig. 26) wzgledem
poziomu przechodzacego przez
punkt dany C, lezacy w dolinie:
bo wtenczas spodek B pionu
AB, spuszczonego z wierzchot-
ka té) gory, nie jest praystepny,

1 odleglosci tegoi spodka od
stanowiska C wprost wymie-
rzy¢ nie podobna. Lecziw tym
| razie, nadawszy plaszczyznie
10




UL e

katomiaru poloienie pionowe, zmierzy¢ moina kat ADE. Gdyby
zatém w trojkacie prostokatnym ADE znana jeszcze byla prze-
ciwprostokatna DA, wysokosé AE wyrachowacby sie dala, jak
w przykladzie 1. Oto6i, odleglosé punktu widzialnego A od sta-
nowiska D, daje sie¢ wyznaczyé, jak to w przykladzie 8 dopiéro
sie pokazato; a wiec i wysokos¢ AE wyrachowana byé moze,
do ktoréj przydawszy EB=DC, tojest wysokos¢ srodka narze-
dzia nad stanowiskiem C, wypadnie szukana wysokosé gory.

Niech bedzie kat ADE=60°49"; dowolnie obrana podstawa
CF=DG; tudziez niech katy ADG i AGD takie majq wartosci,
jakie mialy w przykladzie 8 (fig. 25) podstawa AB i katy A i B:
natenczas odleglosé AD (fig. 26) bedzie réwna 253™,032. Roz-
wiazujac potém trojkat prostokatny ADE, w ktorym wiadomy
jest bok AD i kat ADE, wypadnie wgsokosc AE=220m013; a
przydawszy do AE jeszcze 1™,3 na wysokos¢ srodka katomiaru
nad poziom stanowiska C, wysokos¢ AB géry bedzie réwna
222m,213.

Przypadek 11

94. Przyktad 10. W trdjkgeic ABC (fig. 19) dane sg:
Fig. 19. a= 2597™,845, b'='3084™,327, A=
56°42'47"; znaleié¢ trzeba B, C i ¢ (74).

Tu dwa sg rozwigzania: bo kat A jest
ostry i a<<b (19, 3cie.)

Rachunek na kqt B Rachunek na kgt B pokazuje, Ze
bwstA |wstB<1; awigcB ma dwie wartosci,
, ||tojest:
L. 3084,327 S ViR DY 3,489]604 dla l'gO ruzwiqzania B=80039’43”,
Lowst 801477, ;s 9,9196592 dla 2_50 B=99°2(/17".
LTROMIBAD L e 6,5853868| ., . g .
B S T4 S |[Piérwszemu rozwigzaniu odpowiada
Lowa B & =9,9942064||trojkat AB’C, drugiemn trojkat ABC.

podlug wzoru: wst B=

”
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Rozwiazanie piérwsze: B=80"39'43".

Rachunek kqta C: C=180"—A—B
130°
A=56°12' 47"
B=80°39'43"
C=143° 1'30"
Rachunek na bok c

79

Rozwigzanie drngie: B=99°20'17".

Rachunek kqta C: C=180"—A—B
180°
A=56°12'47"
B=99°20"17"
C=24°206' 66"

Rachunek na bok ¢

awstC @ wst C

podlug wzoru: c= oy G podlug wzoru: e= v
Ly a0R R840 Whiseis 4. (s 3.4146132|L.. 2597.845. . . . .. . .. 3.4146132
Lowst 4081580050 .. . .. 9,8347972(|L.. wst 24°26'56”. . . . . . 9,6163759
L'iwst 560121477, . . . . % 0,0803408|[L". wst 56°12'47". . . . - . 0,0803408
R i SO 4N =3,3297512 ST LSRR e T =3,1118299

c=2136™,737 .

c=1203™ 689 . .

Te obie wartosci na ¢ sg dokladne ai do swych czesci setnych
wlacznie. Rachunek powyiszy sprawdzié moina za pomoca ro-
wst B

wst G
wartosci liczebne wypadte z dwoch powyiszych rozwigzan, tei

wnaniab_

. Poloiywszy koleja w to rownanie za ¢, BiC

sama zawsze wartosé na /) otrzymamy, tojest 3084"‘,327.

95. Przyktad 11.
Fig. 21.

B, € ic

Rachunek na kqt B

W trijkgcie ABC (
a=06723", b=4370™, A=41° ll'; nalesé

dane sq:

ﬁ”‘

Ten przyklad ma jedno tylko rozwiazanie:
gdyz kat A w nim jest ostry i bok «=1.

Rachunek na bok ¢

bwstA t €

podlug wzoru: wst B=%. podlug wzoru: c-_—d“:v:t ;—‘-
L. 4370 8 e el 2ot e 0404814011, 6733 .. o0 L 3,8275631
L st 410N B s e s 9,8185364|L. wst 66°31'287,97. . . . 9.9624310
BRI, Rl 6,1724369|L’, wst 41°11” .. . ... . . 0,1814636
Eowat B . TR0 0L =9,6314547 BEBS . o s e RAPIOBTL

B=25°20/28",97 . .
2tad A+B=66°31'28",07 . .

c=9304".,99 . .

wige C=180"—A—B=113"28'31",03.

GABINET MATEMATY ) oy
hﬂ}?’m&h hﬂ@»ﬁ&c Warszawsk)

="
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Przypadek 111

96. Przyktad 12. Wirdjkgceie ABC (fig 28) wiadome sg

Fig. 28,

boks.a=215M,

h=259", : kel (=064° 36'10";

znaleid (rzeba A, B i c.

Przyktad ten rozwiazany tu jest dwojakim
sposobem : w piérwszym sposobie naprzod wy-
rachowane zostaly katy A i B, a potém bok ¢;

w drugim, nie przechodzac przez katy, obli-
czono bok ¢ za pomocy kata positkowego, a przez to razem

i katy A i B.

14

W tym przykladzie a--h=474™, b—a=44", 7 (A+B)=
90°—3C=90°—32° 18'5"=5T° 41’ 55".

Sposob plérwszy (77). 2

Rachunek na kqty A i'B Rachunek na bok c
b—a bwstC
P- w2.: sty %(A—B)=a+bsty%(A+B) podlug wzoru: e= pon
I b s oy et e b 5, Lo i ) et A A i 2,4132908
L. sty 57°41’55” . . . . 10,1991402||L. wst 64°36"10” . . . . . 9,9558589
P | VG e 7,3242217|L". wst 66° 3’ 57,98 . . . 0,0390957
L. sty 4 (B—A). . =9,1668146 0 o RO ST, =2.4082544

4 (B—A)= 8°21'10",98 . .
Ade % (B+A)=51°41'55";
wige A=49°20/44702 . .

B=66° 3" 5,08 . .

¢=256™,008.

Sposob drugl (79).

Rachunek na bok ¢ za pomocq wzordw:

b—a (a+Db) wst 3C
e SRl e et ey
i b a+b it B dost o
Obliczenie kqta posilkowego . Obliczenie hoku c.

! ndl ok N3 Uy LOaSROR IR, EEE S LRt s Sl 3,6757783
L@y o2t 48" 9 e 10,1991402(|L.. wst, 32°18'5"” . . . . . . 9,7278443
Bob | O 7,3242217|(L". dost 8°21'107,98 . . . . 0.0046317

L./sfy®or. . L0 e s A =3,4082543

0=8021' 107,98 . .

i =9,1668146“

¢=256™,008 . .

http://rcin.org.pl



Obliczenie kqtow A i B.
Poniewaz doly 4 C=sty % (B+4A); a
zatém sty o =sty § (B — A), tojest
4(B—A)=0=8"21"10"98.. Ztad ta-
kiez same wypadajq wartosci na katy
AiB, jak z piérwszego rozwigzania.

sty (45°—p) sty 5 (A+B) (80).
Rachunek na kqt posilkowy o.

11

Sprawdzenie trzech kqlow
w trajkqcie.
A=19°20’44",02
B=66° 3’ 5,98

C=04"36" 10"

A+B+C=180°.

97. Przyktad 13. W trdjkqcie ABC (fig. 29) wiadome sq:
Fig. 29.

log. a=5.3467021, log. b=4,T89216T ¢ kqt
C=51°16'; znaleid trzeba kqty A i B.
W tym razie najkrocéj hedzie rachowaé katy

AiB podlug wzoréw: stym:é, sty (A—B)=

Rachunek na sty % (A—B).
L. sty 29°30/577,91 . . . . 9,7520264
L. sty 64°22 10,3189079

Lab s afih oot ssioteis 4,7892167
Ll ey st btay 2 , - 4,6532979
Listyubl: s aisodboiaon =9,4425146

$=15°20'2".09 . .

a zhlém 45°=0=29°30'57",91 . .

A e A+B=180°—C=180"—51° 16’
=—128°,44 ;

wigc 4 (A+B)=064°22".

' 3
98. P rzyk\l\d/ 14.
Fig. 30.

Rachunek na kgt A
pod.wz.: wst%A:l/N-:M.

L.sty4(A—B) . . . . =10,0718343
3 (A—B)= 49°4%" 1”31 .;
wiec A= 5 128 .,
B= 14°38'58",60 . .

Przypadek IV,
W trajkgeie ABC (fig. 30) dane sq:
a=9459m 31, b=8032™M,29, ¢=8242",58; znaleic
wypada katy A, B i C (81).

Tu jest: 2s=25734,18; s=12867,00; s—a=

Rachunek na kqt B
pod. wz.: wst %B—_-—l/(_'\w-

be
L. (s—=0) o 5. et 3,6843785,
Lo (3-20) & G vk dntE iy 3,6650657
| IS 0 B Rk R 6,0951606
B irl ety 6,0839368
2L/ Wet&A | YY) « . 19,0285416
Lowshbihs: . <iipa ¢ - 9,7642708

1A=35°31'47"37,
A=T1° 334”74,

ac
D (Esdy o e dn il 3,5324716
Fislsed) (B DA 5 3,6650657
W RS S o 6,0241405
ol paERI b SERE T i 6,0839368
BL.wstAB' . ... ...719,3056146
1o wstd Bl & gl 9,6528073

4B=2("43' 0",36,

B—53026/ 0,72
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Rachunek na kqt C
(S‘—ll)(s—h)
pod. wz.: “Stkc——l/ b Sprawd:zenie.
(s-gy . R % 96 Kaggnrg el
L ey, .. 0 PR 3,6843785 ORI WA L
TR SRR P 6,0241405 b <6 ke
VA R 6,0031606{| A+ B + C—130".
AL WERG oo s 193361512
Lowst3. .. L e 0080700
10=21045'12",21,
=550 30/24",54.

99. Przyktad 15. Wyznaczyc na gruncie punkt C ( fig. 31),
Fig. 31. ktorego odleglosei ai b od dwdch in-

nych punktow A i B, na tymie gruncie

leigeych, wymierzone zostaly.

Gdy trojkat ABC jest maty, punkt C
bedzie wsp6lném przecigciem sie dwdch
tukow, zakreslonych z punktéw A iB,
jako srodkéw, promieniami réwnémi
dwom odlegtosciom wiadomym. Lecz
jeieli te odleglosci sa wielkie, tak postapi¢ sobie nie moina.
W tym przypadku potrzeba naprzéd wymierzyé odleglosé AB;
potém dochodzi sie rachunkiem kat A z trzech wiadomych bo-
kéw trojkata ABC, jak to w przykladzie poprzedzajacym sie
pokazato ; i nareszcie, wytknawszy na gruncie kierunek boku
AC, odcina si¢ na tymie boku odlegtosé AC=1, a koniec je-
go G bedzie punktem szukanym.

ROZWIAZANIE NIEKTORYCH JESZCZE PRZYKLADOW
Z MIERNICTWA.

100. Przyktad 16. Znaleic odleglosé PQ (fig. 32) dwock
punktow niedostepnych, ale widzialnych.

Aby rozwigzaé to zadanie, naleiy naprzod wymierzy¢ podsta-
we AB, oraz katy BAP, BAQ, ABP, ABQ, a potém wyznaczyc
boki AP i AQ w trojkatach ABP i ABQ tak, jak w przykta-



dzie 8 (92). Kat PAQ bedzie tu
takze wiadomy; bo, jeieli cztéry
punkta A, B, P, Q najednéj leia
plaszezyznie, to byé powinno
PAQ=BAP—BAQ: a w kaidym
razie, kat ten bezposrednio wy-
mierzy¢ sie daje: W trojkacie
wiec PAQ znane sa dwa boki i
kat miedzy niemi zawarty: przeto
bok PQ latwo wyrachowa¢ moina (77).

Niech beda czesei dane: AB=345M,29, BAP=69°26',
BAQ=44°31', PAQ=25°41', ABP=48°15, ABQ=102°14".

Z tych danych wypada, ie APB=62°19, AQB=33°15; a
dalszy rachunek odbywa si¢ sposobem nastepujacym :

Rachunek na bok AP. Rachunek na kqty P ¢ Q.
wst APB: wst ABP=AB: AP. Niech bedzie AQ=p, AP=¢, APQ=P,
IA. 7.0 DOSERR O I l 2,5381840|(AQP=0Q : natenezas p-+¢=906,361,
anat ABPy vkt ladeti a 9,8721722{p—q=324,547 , ((P+Q)=T71'9'30";
| "W st APB AR (oot el 0,0527975||potém, na zasadzie proporeyi
TLIAP e e .. =2 4637535(p+ ¢: p—q=sty 4P+ Q): sty 4 P—Q),
AP=290™,907. jest:

L. 10,642142
Rachunek na bok AQ o R SRR

th 2
wst AQB: wst ABQ=AB:AQ E ((I;qu),' Lty 7’3;;3;;2
T R B S 53818401 AT i i
Lo wat ABO -.{ () U5 1k 9,9900247][L. sty £(P—Q) . .. 10,1961191
B Wt ADB o i 0.2609371 % P—Q)-—57°3l 6”; a zatém
e T e A '—2,7891958 'P=134°40'36" i Q=19"38'24".

AQ=615™,454.
Rachunek na bok PQ: wst Q:wstPAQ=¢:PQ.

R TR SO R, 2,4637535
B Wb BRAG: - R e 9,6363859
iy o PR B T 0,4735196

BRI e —2 5741500

PQ=375™,110.

101. Inne rozwigzanie. Odleglosci AP i AQ znaleziono w po-
wyiszym rachunku przechodzac przez ich logarytmy; tu wiec
uiywa¢ moina kata positkowego 1/, o ktérym mowa byta pod
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80 —

n. 80. Za jego pomoca znalaztszy log. AP i log. AQ, wryra-
chujemy katy P i Q, jak nastepuje:

Rachunek na kqt . Rachunek na kqty PiQ.
AP sty 3(P+Q)
s 4=710" sty ¥ (P—0=1 sty 45—y
TR TSR 2,4637535|(L. sty ¥ (P+Q). . . . - . 10,6421427
AT s 7,1208042([L. sty % (45°—{) . . . - . 9,5539790
LRl o s .. 9,6745577||L. sty 2(P—Q) . . . . . =10,1961217
$=25° 17" 55" $(P—Q)=57°316"
45°—¢=19°31" 9". Daléj, rachuje sig jak wyzéj.

Przyktad nastepujacy jest zadaniem odwrotném w poréwna-
niu z dopiéro rozwigzaném.

102. Przyktad 17.

Za pomocq znanéj odleglosci PQ
Fig. 33. (fig. 33) wyznaczycé podstawe AB, nie mo-

zacq byc wymierzong, ale z ktoréj koni-
cow widziane sq punkta P i Q.

Zadanie to rozwiazuje Delambre naste-
stepujacym sposobem :

Niech bedzie: QAB=«, PAQ—=8, PBA=¢/, PBQ—§
AQ=uz, BP=z', AP=y, BQ=y, PQ=z; APB=y, AQB=;/;
APQ=P, AQP—=Q, BPQ—P', BQP=()".

Trojkat APQ daje: P4+Q = 180°— 8, cayli 1(P +0)=90°—13;

isty,—g(p_Q)zsty%(1)+Q)-'j;§, w17, J[1].

r—y : 0
Lecz ﬂ»‘!—/—_—sty (45°—1f), gdziesty q;=§(80);asty%(l’+Q)=

doty£3: wiec

(1

sty 2 (P—Q)=doty £ . sty (45°—).

Podobnym postepujac sposobem, wypada z trokata BPQ
2] sty 3 (Q'—P')=doty 3 4". sty (45°—u),

) Yy
gdzie sty y';'——-'/—,.

http:/
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~AB.wst !
wst (e+3+¢)

; azatém

Ztrojkat ABP jesty = , a 1z trojkata ABQ,

_AB.wsi(¢'+3)
"= wst(a'+-5'+ )
; _y_ wst o' wst (¢! 45" +a)

(3] sty w_w_wst (a+p+d) wst (¢ +p')
AB. wst «
wst(e' 45" +a)’ I

7 tych simych trojkatow takie jest y'=
, AB.wit (e+p)
P=————3 a
wst (et +«')
Y wst ¢ wst (a+3+a')

¥ sty Y/ === ;
(4] el @' wst (¢! +5'+a) wst (e+7)

ztad

Wzory [1] i [3] stuia do wyrachowania katow P i Q; wzory
za$ [2] i [4] do wyrachowania katow P" i Q'.

Znalazls;y katy P i Q, tatwo wyrachowaé z i y ztrojkata APQ
na mocy \vZOl‘(’)\V:

’ _ z.wstP

z.wstQ
= y: s
wst o wst 3

podobnies, znalaztszy katy P'i Q', obliczyé moina wartosci na 2/
i1y u trojkata BPQ podlug wzoréw :

z.wstQ' -z wst P

bl

wst o'’ o wst o'

Nakoniec, rozwiazujac trojkat ABP, albo ABQ, wypada

\B_—_"ZXSE;/_Z wst Q. wst(a+5+¢)

= albo
wstea! wst ' wst g ¢

(5]

Y owst ' zwstPlLwst(a'4-4'+«)
wste wsl e wst 5 ;

6] .

Z powyiszego pokazuje sie, ie podstawe AB znalezé moina
dwojakim sposobem, tojest, rachujac badz podtug wzorow [1],
3], (5], badi téi podiug [2], [4], [6]

11
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Gdy z=2625, a=43°, f=
' +6'=115° o'+ +e=158°, ¢ 4+p=100°, a+3+a’'=155°.

Rachunek na kqt §

L. wst o

v WSt B R0 % 0L D 5TBIT

9.9133645

L watilcae BU L i 0,0427243
L' wst (a+53+ a’) . 0,3740517
Sy ede i N _—9 9037159

y=38°42'0",34.;

ztad 45“—\};:601’7’59”,66.
Rachunek na kqty P i Q.

-

5125 a!=b5", Al=001"5 ihedzie

Rachunek na kqit '

Eriwstins . . gV da 4 9,83}782}3'
Swhtla+B+a).%. % 1 0 9,6259483
Ll owsti(ent-0)ar o avats 5 fe . 0,0056585
L. wst(e/+8' +a) . ... . 0,4254246
1R =9,8028147

Y=380°1",12.
ad 45— y/=6°59' 58",88.

Rachunek na kqty P’ i Q'

L.sty(45°—y) . ... .. 9,0429668(1L, sty (45°—y). . . . . — 0,081243
L. dalydB. . . ik 10,2652356{ L. doty 38 . . . . . . . —10,2385606
R N —0,3082024flsty £(Q'—P"). . . . . . — 9.3276849

1 (P—Q)=11°29'35",86.;
aze %(P+Q)=61°30" 07,00.;

P="12°50/35",86.,

1(Q'—P)=12" (r20”,33.
aze %(Q'=P)=60° 0’ 07,00.;

wiee wiee e =720 O'QO" 33.,
Q=50° (24”7,14. P'=47°59'39",67.
Rachunek na AB. Rachunek na AB.

| PR A AR A S B RPHAlL Rt e 3,4191293
P B G R SR RO BRIDUOONE . Swel B . . e e o 9.8710349
L.wst(a4+f+a). ... .. 9,6259483|[L. wst (&' +B'+a) . . . . . 9,5735754
gL R SN R 1 0.0866355(|L’. wst ac. = . - oo ... . 0,1662167
DL R 0,07640868L!, wat Bl . s {6 000§ 0.0624694
L Bl Ay =3,0924183 AR DO =3,0924257

AB=123Tm,13 . .

AB=1237m16 . .

Wiec, podstawa szukana trzyma 1237™,1, gdzie czesci dziesietne
sa pewne: bo w obu wypadkach, jakie wyiéj otrzymano, zacho-
dzi roinica tylko w czesciach setnych.

Zagadnienie to mozna jeszeze rozwiazaé nastepujacym sposo-
bem. Za podstawe AB bierze si¢ dowolna odlegtos¢ i wynajdu-
je sie PQ tak, jak w przykladzie 16: niech m wyraza te obliczo-
na dtugosé. Potém utozyé trzeba nastepujaca proporcya: pod-
stawa przypuszezona, tak sie ma do podstawy szukanéj pra-
wdziwéj, jak m, do prawdziwéj dlugosci na PQ. 1L proporeys
té) widocznie wypadnie wartosé na podstawe AB.
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103. Przyktad 18. Majgc wiadome dwa odcinki AB=a,
Fig. 34. CD=c (fig. 34) linii prostéj ABCD,
oraz kqty e, 8, y pod ktoremi wszysi-
kie trzy odcinki sq widziane ze sta-
nowiska K ;5 znaleic trzeba odceinel
BC=z.
Niech 6 znaczy kat EAB, bedzie
EBC=ca+0, ECD=a+3+40, EDC=180°—(c«+3+y+0).

Dwa piérwsze trojkaty AEB, EBC dajy

t ,
BE:a wst ¢ C :=(a+.z) wst ();
wste ’ wst (e+4)
ztad
i BE_{I_WSI: (e+p5)

CE ™ (a+z) wsta

Dwa drugie trojkaty DEC, DEB daj'q podobnie

. 1 " 7 I‘
CE=¢ wst (u+ﬁ+/+0), BEz(c—{—w) wst (e+3+) +0)

wst 7 wst (3+7) !
ztad znowu :

2] BE (c+z) wsty

-

CE cwst(3+;)

Poréwnawszy réwnania [1], [2] zsobg, bedzie
awst (e+3) (c+x) wsty
(a4z) wste ¢ wst(8+y)

Sl ac. wst (a-+3) wst (8+y)

wst ¢ wst y

=(a+i) (c+x);

a tém samém

J:Z_{(zj—c'}i(z:)—c I/H‘ dae \vst(n-{-[)')wst(i;’.{.;r).

(a—c)* wst ¢ wst
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4ac  wst(et+pB)wst(B+7)

(a—c)* wst & wsty

PR L a—c..
.1-_—{ 5 }i{_z)._}sce¢.

A poniewai wartos¢ na z musi by¢ dodatna: przeto w tém
ostatniém roéwnaniu wzigé naleiy albo znak gorny, gdy a=>c¢;
albo téz znak dolny, gdy a<<c.

Niech bedzie a=1004™, ¢=T80™, . g=45°, B=52°,
7=36°; a zatém Z(a+¢)=9317, f(a—c)=157, (e—c)*=98596,
4ac=3413280, a+3=97°, g+,=88°.

Nakoniec, potozywszy sty *p=

bedzie

Rachunek na kqt o podlug wzoru: || Rachunek na wyraz %(a—c) siee.

Sy SRCH TS LR R R B . L ... 2,1958007
* (@—cp wsta. wsty I siep.......... 10,9604470

L @it TS 6,5331719 :
L.wst(a+8). ....... 9,0007500]" $16--0) sleg.. . . . . =3,1563467
L e 0.0007354]  4(@—oc) sie 5=14337.33.
Ll i iisiscki snogerift *ém, 25991+ 1430,83
LT 0.1505150 = 4967, 33.
1 TR A P 0,2307813

L.sty i oW bl =21.9170950

L. sty ©=10,0585475,
©=53"43' 18" 61.

104. Prayktad 19. Majge dane trzy stanowiska A, B, C

Fig. 35. (fig. 35) na poziomym gruncie;
znalezé punkt czwarly M na
lymie gruncie, z kigrego odle-
glosci AB i AC widziane sqpod
katami danemi.

Podlug wystéwienia tego, ka-
ty AMB i AMC sa znane. Nakre-
sliwszy zatém na prostych AB i
AC, odcinki kot, mieszczacych w sobie odpowiedne tym liniom
katy dane, tedy tuki tych odcinkow przetna sie z sobg w punk-
tach A i M; a z tych M musi by¢ punktem szukanym. To poste-




powanie nie daje sie jednak wykonaé na gruncie; przeto kat
BAM i odlegtos¢ AM wyrachowaé sig powinny. Nastepujacy
sposob rachowania, w ktérym naprzéd gvynajduja si¢ katy ABM
1 ACM, zdaje sie by¢ najkrotszym. 4

Niech bedzie AB=a, AC=5h, BAC=A, AMB=¢«¢, AMC=0;
tudziez niech « i y wyraiajy niewiadome katy ABM i ACM.

Czworobok ABMC daje

z+y=360°—(A+ec+73):

summa zatém -y bedzie znana. Trzeba jeszcze mied ich ro-
Znice.

Z trojkatow ABM i ACM wypada:
1] wsta:wstz=a:AM; wstB:wsty=h:AM.

Poréwnawszy z sobg wartosci na AM, otrzymane z tych dwoch
proporcyj, bedzie

awstz b wsty . bwste wstz
= L e -
wst « wst 3 T awst g wsty
: a wst i ; an I ,
Uczyniwszy ﬂ:a’, i wprowadziwszy ilo$é te o', ktora

WSl e
fatwo obliczyé przez logarytmy, w otrzymane dopiéro réwnanie,
wypadnie
b wst® b+da wstz+4wsty
—=—, zkgd ——= s
a wsty b—a' wstz—wsty
wiec (40)

b+d sty 3 (z+y)
b—a'" sty ;(z—y)

A poniewaz summa &y jest znana; z rownania ostatniego iro-
inicg z—y wyrachowaé mozna, a tém samém takie katy iy
z osobna. Tak wieci wiadomy bedzie kat BAM=180°— (e +),
i odlegtos¢ AM z jednéj z proporeyj [1] obliczymy.

Gdy ¢=1321™, bH=1480™, kgt A=112°, =50°12"
3=89°30', bedzie z+y=108°18" i sty § (z+y)=sty 54°9.
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Rachunek na ilosé a’=(-‘—wﬂ.
3 wsta
T BT R e R 3,1228709
L. wstB. . .... o 39999835
T 1 R oo 0,1144785
FEE feingsin i WS i =3,2373329

o=1127.16 50
azatém a'—h= 24716 . .
b+a'=2207,16 . .

Rachunek nariinice kqlow x—y

¥ ’
podlug wzoru: Z-M wHykeyy)

'—b styk(y—z)

T R 2,3929732
L sty (@+y)y -5 .o %, 10.1411320
LGhBa) ol .. .. 66561660
L.osty4(y—2z). .. ... =9,1902764

3 (y—x)= 8°48'34",67.;
Y@+y)=54" 9;
T=45"2('25",33.,
y=062057'34",67.
Wartos¢ na kqt BAM.
BAM=180"—(a+ )
=180"—95°32'2533.,
= 84°27/34",67.

a ze
wige

Rachunek na odleglosé AM
a.wste
podlug wzoru: AM= i
i o0 LR b 3,1228709
Lo Wb ... olis %000 L 9,8520497
Boavebasy e 0,1144785
RN gt e =3.0893991

AM=1228™m56.
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ROZDZIAL TRZECL

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW KULISTYCH.

ZWIAZKI MIEDZY KATAMI I BOKAMI TROJKATA KULISTEGO.

105. WzoOr zasapniczy. Czesci trojkata kulistego, wykreslone-
go na danéj kuli, sq wiadome, gdy znana jest liczba stopni, kt6-
ra kazda z nich zamyka. Rozwiazanie wiec zadan o trojkatach
kulistych zalezy od zwigzkéw, zachodzacych migdzy temi liczba-
mi stopni, czyli scislé) mowige, miedzy odpowiadajacemi im
liczbami trygonometrycznemi, wyrazajacemi wstawy, dostawy
i t.d. Dla té] przyezyny wyprowadzimy naprzod wzor na zwia-
zek, zachodzacy miedzy ktérymkolwiek katem i trzema bokami
trojkata kulistego; a potém okaiemy, jak z niego sie wywodza
rozwiazania trojkata kulistego w kaidym szczeg6lnym przypad-
ku. Katy zawsze nazwiemy A, B, C; a boki im przeciwnea, b, ¢.

Niech bedzie O (fig. 36) srodkiem kuli, na ktoréj leiy tréjkat
kulisty ABC. Poprowadziwszy promienie OA, OB, OC; nakre-

Fig. 36. sliwszy prostopadte AD i AE do AO,
piérwsza na plaszczyznie OAB, drugy na
plaszczyznie OAC; i przyjawszy, ie pro-
stopadte te spotykaja przedtuione pro-
mienie OB i OC w punktach DiE: bedzie
kat DAE réwny katowi A trojkata kuliste-
go. Zatoiywszy nadto, ie OA=1, bedzie

AD=sty ¢, OD=siec, AE=sty/,
OE=sie b.




Tréjkaty DAE i DOE daja (66)
AD"+AE°—2AD. AE. dost A=DE”,
OD”+O0E"—20D. OE. dost « =DE".
Po odjeciu piérwszego z tych rownan od drugiego, skro¢my ro-
wnanie otrzymane na mocy, e OD°—AD*=0E"— AE =1, po-
tém wstawmy w nie za linie, wyraienia ich trygonometryczne,
i podzielmy toz rownanie przez 2, a mieé¢ bedziemy:
1—sie b sie ¢ dost a--sty b sty ¢ dost A=o.
| wst b, 1 wst ¢
Leczsie b=—— , sty b=——, siec=——, sty c=——
o dosts’ *Y “Tdost b* ¥ doste’ 7 ““ldoste’
a zatém wstawiwszy te wartosci w powyiszy wypadek, otrzy-
mamy :

dost a +wstl;wstcdostA_ "
dost 4. dost e dost hdoste

a z tego rOwnania wypadnie

z
(1] dosta=dost) dostc+wst b wste dost A.
To rownanie jest wzorem zasadniczym trygonometryi kulistéj.

1066. Chociaz boki b i ¢ na figurze 36 mniejsze s od 90°; tatwo
jednak przekonacé sie, ze wzor [1] jest ogdlny. | tak, gdy jeden
Fig. 37. z tych bokow n.p. b cayli AC (fig. 37)
wigkszy jest 0d 90°; z przedtuzenia bo-
kéw CA i CB, az do przeciecia si¢ z so-
ba wpunkeie €', wypada: ze tuki CAC’
i CBC’ sa obadwa pélobwodami kot
wielkich, 1 e drugi trojkat C’AB,
utworzony przez przedtuienia dwoch
bokéw trojkata piérwszego, ma boki
a'ilf, exyli BC'i AC', r6wne spel nieniom bokéw aib, orazie
kat BAC' réwny jest spelnieniu kata A. A ie w tréjkacie C’AB
boki &/ i ¢ mniejsze sa od 90°, przeto wzor [1] do niego si¢
stosuje: wiec byé powinno

dost a'=dost /' dost ¢c-+wst b’ wste dost BAC'



—

Leez ! =180°—a, I'=180°—h, BAC'=180°—A: wstawiwszy
zatém te wartosci w to nowe rownanie, ‘i zamieniwszy w niém
wszvstkie znaki na przeciwne, wypadnie znowu wzor {175 wiec
wz6r ten stosuje sie i do przypadku, kiedy 4>90°.
Gdy w tréjkacie ABC obadwa boki & i ¢sa wigksze od 90°
(fig. 88) 3 po przedluieniu bokéw AB i AC az do spotkania sie
Fig. 33. w punkcie A’, ulworzy si¢ drugi tréj-
kat BCA’, majacy kat A’ réwny kato-
wi A, i boki i ¢/ rtéwne spetnieniom
bokéw b i¢c. A poniewai wuor [1]
daje sie przystosowaé do trojkata
BCA'; przeto i prawdziwym byé musi
dla trojkata ABC: bo, poloiywszy
w tym wzorze 180°—5 1 180°—¢ za
bi e, nic w niém niezmieniamy.

Nakoniec, powyiszy ogélny wzér sprawdzié takie moina
w przypadkach, gdy /=90° i ¢=90° badi razem, badz z osobna.
Ale to dowodzenie jest zbyteczne : bo, jeieli sie jui okazalo, ie
wz6r [1] stosuje sie do wartosci na hoki 4 i ¢ tak bliskich 90°,
jak si¢ spodoba, stosowaé si¢ téz bedzie do przypadkow, o kté-
rych teraz mowa.

107. Wzér [1] odniesé moina do kaidego = bokow trojkata:
a tak wypadaja trzy rownania, ‘stuzace do wyznaczenia trzech ja-
kichkolwiek czesci tréjkata, gdy trzy pozostate sa wiadome.
Lecz, aby to wykonaé si¢ dato, potrzeba mieé gotowe wzory
wyraiajace zwiazki miedzy eztérema ktoremikolwiek czesciami
trojkata. Takowych zwigzkéw tylko catéry réinych byé moie,
a mianowicie

108. 1¢d. Zwigzek miedzy trzema bokami i jednym kqtem.
Rownanie [1], jui wywiedzione, wyraia ten zwigzek; a prze-
mieniwszy w niém gloski jedne na drugie, trzy roine jego od-
miany wypadna, tojest:

(1] dosta=dost » dost c--wst s wst ¢ dost A,

(2] dost h=dost @ dost ¢c+wst « wst ¢ dost B,

3] dost e=dost « dost h+4wst ¢ wsth dost C.
12
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109. 2re. Zwigzek miedzy dwoma bokami, i dwoma przeciw -
leglemi im kgtami. Aby wyprowadzi¢ réwnanie wyraiajace n.p.
zwiazek miedzy a, b, A i B, naleiy rugowacé ¢ z wzoréw [1] i [2]:
co sie uskutecznia, biorac z tych rownan wartosci na wst ¢ i
dost ¢, i wstawiajac je w rOwnanie wst 2¢4-dost 2c=1. Lecz
sposob nastepujacy, podobny do uiytego wyiéj pod n. 68, niero-
whnie jest prostszy.
dost 2 —dost b dost ¢

wst b wst ¢

Rownanie [1] daje dost A=
a ztad

—_ 2
ot ® A Yot dbat AL s 8 (dost a—dost b dost ¢)

wst %h wst 2¢
(1-—dost2b) (1—dost?c)— (dost a—dostb dostc)2

wst 2h wst %¢
1—dost?a—dost?h—dost?c+4-2dost a dost b dost ¢
wst 2 wst *¢c

g

5

wiec
wstA 1—dost?a—dost?h—dost?c+2dost a dost dosto
wst a wsta wst b wst ¢

Tu niemasz zadnéj watpliwoéci co do znaku ilosci piérwiast-
kowéj: bo gdy katy i boki sa mniejsze od 180°, wstawy ich
musza by¢ dodatne.

Poniewai druga strona ostatniego rownania nie zmienia si¢,
zamieniajac Aiana Bib, i odwrotnie; albo AianaCic,
i odwrotnie; przeto wypada

wstA wstB wstC
[4] e

wsta wsth wstc
wiec , w trojkgcie kulistym, wstawy katow majg si¢ do siebie,
Jjak wstawy bokow im przeciwnych.

10. 3cie. Zwigzek miedzy dwoma bokami, kgtem niemi za-
wartym, i kgtem jednemu z nich przeciwnym. Aby znaleié ré-
wnanie na ten zwigzek , odpowiadajace polaczeniu a, b, A, C,
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trzeba naprzod rugowaé dost ¢ z réwnan [1]i [3]. Co zrobiw-
szy, bedzie
dost a=dost @ dost *h+dost b wst @ wst b dost C+wst h wst ¢ dost A.
Przeniostszy dost  dost b na piérwsza stroneg, i uwaiajac ie

dosta—dost @ dost 2h=dost @ wst h; apotém, podzieliwszy
wynikte réwnanie przez wsth wst @, bedzie

y dost @ wst b wst ¢ dost A
[l] W——dost b dost C+—V_V-ST&—.
wst ¢ wst C ;
Lecz iy b [4]; a zatém na zwiazek szukany wypa-

dnie réwnanie
doty @ wst h=dost b dost C+wst C dotyA.

Przemieniwszy w tém rownaniu gloski jedne na drugie, szesc
nastepujacych jego odmian mieé¢ bedziemy, tojest:

(5] doty « wst h=dost b dost C+wst C doty A,

(6] doty b wst u=dost a dost C-wst C doty B,
(1] doty @ wst c=dost ¢ dost B+wst B doty A,
(8] doty ¢ wst =dost @ dost B4 wst B doty C,
(9] doty b wst c=dost ¢ dost A+wst A doty B,

[10] doty ¢ wst h=dost b dost A+wst A doty C.

1. 4te- Zwigzek miedzy jednym bokiem i trzema kqtami.
Chcge wywiesé réwnanie na ten ostatni zwigzek, wypada ru-
gowaé b i ¢ zrownan [1], [2], [3]. W tym celu wstawia sie
naprzod wartos¢ na dost ¢ z rownania [3] wrownanie [1]: ztad
bedzie, jak wyiéj [i],

dost
ost @ wst B=dost b C-{-WSt ¢ dost A.

wst a wst a ;

a to rownanie, na mocy zwigzkow

wstb_wstB . owste wst(C
wsta wstA | wsta wstA'®
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zamienia si¢ na nastepujace :
[m]  dosta wst B=dost ) wst A dost C+4dost A wst C.

Wstawiajac potém wartos¢ na dost ¢ w réwnanie [2], albo
krocéj, zamieniajac w ostatniém rownaniu « i A nabiB,ied-
wrotnie, bedzie znowu

[n] dost b wst A=dost « wst B dost C4-dost B wst C.

Pozostaje wiee tylko rugowac dost b’z réwnain [m] i [n]. To
uskuteczniwszy, znajdziemy szukany zwigzek miedzy czesciami
A, B, Cia trojkata; a przystosowawszy go koleja do trzech
katow A, B, C, trzy nastepujace jego odmiany otrzymamy:
[11]  dost A=—dost B dost C4wst B wst C dost a,

[12]  dost B=—dost A dost C+wst A wst C dost b,
[13]  dost C=—dost A dost B++wst A wst B dost a.

112. Podobienstwo uderzajace tych réwnain do wzoru zasa-
dniczego [1] prowadzi do wainego wniosku. Niech bedzie tréj-
kat kulisty A’B'C’, ktérego boki a’, J', ¢/, sa spelnieniami katow
A, B, C: na zasadzie wzoru [1] jest

dost @’=dost &/ dost ¢/ -+wst b’ wst ¢’ dost A’:

a ie wst '=wstA, dost &’=—dost A, wst /=wst B, i t. d.;
wiee
—dost A=dost B dost C-+wst B wstC dost A’.

Z réwnania tego wypada na dost A’ wartosé réwna i zna-
kiem tylko przeciwna téj, ktora sie otrzymuje z réwnania [11]
na dost a; a zatém «=180°—A’'. Tak samo bedzie h)=180°—B’
i ¢=180°-C; wiec, majac dany trojkat kulisty ¢ nakresliwszy
drugi trojkqt, ktorego boki sq spelnieniami kqtow picrwsze-
go; bedg na odwrdt ¢ boki piérwszego trojkgta spelnieniami
kgtow drugiego.

Z téj przyczyny, takie dwa trojkaty zowia sie spelniajgcems
sig wzajemnie. Z Geometryi wiadomo, ie kaidy z takowych
trojkatow nakresla si¢, biorgc za bieguny jednego, trzy wierz-
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chotki drugiego trojkata: dla téj znowu wtlasnosci nazwano je
trojkatami polarnemi wigledem siebie.

113. Analogie Nepera. To nazwisko nadano pewnym pro-
porecyom, uiywanym do uprostszenia rozwiazan trojkatéw ku-
listyech w niektorych przypadkach. Proporcye te otrzymuja sie
nastepujacym sposobem :

Réwnanie [1] i [2] daja

dost a—dost b dost c=wst b wst ¢ dost A,
dost h —dost @ dost c=wst @ wst ¢ dost B.

Z podzielenia drugiego z tych rownan przez piérwsze, i z uwagi'
wst a__Wst A
wst b~ wst B’

dost h—dost a dost ¢ wstA dost B
dost a—dost @ dost ¢ wst B dost A”

wypada

Wyraziwszy to rwnanie w ksztalcie proporcyi i poréwnawszi
réinice wyrazéw kaidego stosunku ze summgq tychie samyc
wyrazé6w, po stosowném, a latwo dostrzedz si¢ dajacém
przerobieniu, wypadnie

[o] dost b—dost @ 1+4-dost ¢ wst (A—B)
dost h+dost a” 1—dost ¢~ wst (A+B)’

Lecz, na mocy znanych wzoréw (40, 37, 29) jest:
dost h—dost a 4 4
dost b+dost a=5ty ARG | Lk
1+4dost Banoing
1—doste sty 2Le’
wst (A++B)=2 wst § (A4B) dost ; (A+B),
wst (A—B)=2 wst  (A—B) dost £ (A—B);

wstawiwszy wige te wartosci w powyiszy wypadek [o], bedzie
wst§ (A—B) dost% (A—B)
wstZ (A+B)dost (A+B)

(p] styz(a+b)styE (a—b)=sty*Lc
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4 ; wsta wstA | .
Z drugiéj strony, zwiazek Ak daje

wst a-}wst I)_wst A-+wstB
wst a—wst bH wst A—wst B’

a to wyraienie znowu zamieni¢ moina na nastepujace (40, 39):

[q] styz (a+b) wst 3 (A+B)dostf(A—B)
1 styZ(a—b) dosti (A+B)wst2(A—B)"

Z pomnoienia réwnan [p]i [q], a potém z podzielenia ich
przez siebie wypadaja dwa réwnania, zamykajace tylko kwadra-
ty. Nareszcie, wyciagnawszy piérwiastki kwadratowe z obu-
dwoch stron tych rownan, i pomnac nato, e styZ(a-+b) i
dost 3 (A+B), na mocy réwnania [p], powinny mie¢ znaki je-
dnakowe, otrzymamy

dost £ (A—B)
dost 3 (A+B)’
wst 3 (A—B)
wst £ (A+B)’

Wzory te stosowa¢ si¢ takie moga do tréjkata polarnego : bo
dosy¢é jest potoiyé w nie za a, b, ¢, A, B, réwne im wartosci
180°—A, 180°—B, 180°—C, 180°—a, 180°—b; a bedzie
dost § (a—Db)
dost § (a+0)’
wst § (a—b)
wst £ (a+b)

Cztéry powyisze wzory sa wspomnionemi proporcyami czyli
analogiami, odkrytemi przez Nepera, a tu napisanemi w postaci
réwnan. Dwa piérwsze z nich stuia do rozwiazania trojkata ku-
listego, gdy dany bedzie jeden bok jego i dwa katy, przylegte te-
mui bokowi; dwa drugie za$, gdy dwa hoki tréjkata sa wiado-
me i kat miedzy niemi zawarty (*).

[14] sty 3 (a+h)=sty § ¢

[15] sty § (a—b)=sty £ ¢

[16] sty 2 (A+B)=doty £ C

(7] sty%(A—B)=doty% C

(*) Polozywszy w réwnaniach [14], [15], [16] i [17] neprzéd c'i Cza
aiA, iodwrotnie « i A za ci C; powiore ciCzabiB, iodwrotnie piB

http://rcin.org.pl



— P

114. Zwigzki miedzy czesciami trojkata kulistego prostokgt-
nego. Aby otrzymaé wzory stuzace do rozwigzania tréjkata pro-
stokatnego, dosyé jest uczynic kat A=90° we wszystkich zwigz-
kach zawiérajacych kat A, i ktéresmy wyiéj wyprowadzili. To
uskuteczniwszy, wypadnie

[a] dost «=dost) dost ¢, n. 108.
[b] wst h=wsta wst B, wst c=wsta wst C, n.]09.
[¢] sty b=sty a dostC, sty c=sty « dostB, n. II0.
[d] sty b=wst ¢ sty B, sty c¢=wsthsty C, tamie.
[e] dost B=wst C dost b, dost C=wstB dost ¢, n. III
{f] dost a=doty B doty C, tamie,

tojest razem szes¢ wzoréw, zarowno dogodnych w rachunku
z logarytmami. Piérwszy z tych wzoréw wyraia zwiazek miedzy
przeciwprostokatna i dwoma bokami przylegtemi katowi proste-
mu; drugi, miedzy przeciwprostokatna, bokiem jednym, i ka-
fem mu przeciwnym trzeci, miedzy przeciwprostokatng, bo-
kiem jednym, i katem mu przyleglym; czwarty, miedzy dwoma
bokami i katem, jednemu z nich przeciwnym ; piaty, miedzy je-
dnym bokiem i dwoma katami ukosnemi ; nakoniec szosty, mie-
dzy przeciwprostokatng i dwoma kgtami ukosnemi. A tak, ma-
jac dane dwie z pieciu czesci tréjkata kulistego prostokatnego,
znaleié moina, za pomoca jednego z tych wzoréw, czesci jego
pozostate.

II5.- Tu wypada jeszcze przytoczyé niektore waine wlasnosci
trojkata prostokatnego, a mianowicie:

16d. e dost @, jak wzér [a] pokazuje, zawsze ma znak ten
sam, co iloczyn dost b dost ¢c. A ie to miejsce bedzie miato,
gdy albo wszystkie trzy dostawy sa dodatne, albo z nich jedna
tylko; przeto w trijkqcie kulistym prostokgtnym, albo kaidy

za ¢ i C, wypadng jeszcze cztéry pary rownan podobnych do powyzszych,
zktérych jedna polowe sluiy do tegoz celu, gpsi rownania [14]i[15], a
druga do tego, co rownania [16]i[17]. Wszystkith wigc Analogiow, odpo-
wiadajgeych wszelkim, po dwie branym, polaczeniom kqtow ibokow trojka-
ta kulistego, jest 12.. Prayp, Tium.
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z irzech bokow jest mniejszy od 90° 3 albo dwa sq wighsze od
90°, a lrzeci jest mniejszy ;

2ve. ge sty b, jak uezy wzér [d], ten sam ma znak, co sty B;
a sty ¢ ten sam, co sty C. Wiec, kaidy z bokow przyleglych
katowi prostemu jest tego samego gatunku, co kgt mu przeci-
wny : to jest, Zekgti bok mu przeciwny albo razem mnicjsze
sqod 90° albo téi obadwa wighsze od 90°.

ROZWIAZANIE TROJKATOW KULISTYCH PROSTOKATNYCH.

116. Trojkat kulisty moie mie¢ dwa, a nawet trzy katy proste.
W ostatnim przypadku, trzy boki jego sa éwiartkami okregu kota.
W piérwszym przypadku, boki przeciwne obudwom kgtom pro-
stym takie sa ¢wiartkami okregukota; ale trzeci kat, jako majacy
za miare trzeci bok tréjkata, taka samg zawiéra liczlig stopni,
jaka zawiéra ten bok. Poniewai widoczna jest, ie w dwoch
wspomnionych przypadkach nie ma potrzeby rozwigzania tréj-
kata kulistego; przeto niiéj tylko mowa bedzie o tréjkycie za-
wiérajycym jeden kat prosty. Chcae taki tréjkat rozwiazaé, do-
syé jest mie¢ wiadome dwie z pigciu jego czesci: a tak szesc
roznych prrypadkéw tego rozwigzania byé moie.

H7. Pegypadek L. Majge dang przeciwpr o.stolfqtnrg a i bok b:
znaleié hok ci kaly B ¢ G:

Wzory [a], {b] i [c] daja

4 c=dost a 3 st Bzwst /] il t(,._Stv b'
dost b wst a sty «

Poniewaz tu tuki i boki nie moga by¢ wieksze od 180°, a
w té) graniey jeden tylko tuk odpowiada danéj dostawie; przeto
bok ¢ i kat C wyznaczone sa bez zadnéj watpliwosci. Co do Ka-
ta B, jako wvznaczon§dprzez wstawe , zdaje si¢, ie go badz za
ostry, badi za roztwarty uwaiaé moina; lecz, podlug uwag pod
n. I3, on tego musi byé gatunku, jakiego jest bok dany 5.
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118. Przypadek I Majgc dane dwa boki b i ¢ przylegle kqto-
wi prostemu, znaleZé przeciwprostokgtng a i kgty B i C.
Z réwnan [a] i [d] wypada
sty b sty ¢
d =dost ) dost t'B—w— T T
ost a oste, sty gt sty ey
W tym przypadku, widocznie zadna watpliwosé nie zachodzi.

119. Przypadek WM. Majge dang przeciwprostokalng a ¢ kgt B,
zaaleic hoki b, c 2 kat C.

Rownania [b], [e], [f] daja

wsth=wst « wstB, styc=styadostB, dotyC=dostastyB.

Z tych rownan wypadajace wartosci na ¢ i C nie sq watpliwe;
a bok b musi by¢ tegoz samego "alunl\u co kat B (115).

120. Praypadek 1Y, Majgc dany bok b, i kat jemu przeciwny B,
2nalezé boki a, ¢ Z kgt C.

Rownania [b], [d], [e] daja

wst b sty'b dostB
wstu:m, wstc:styB, wst Hoeu b

Tu, 2 powodu wstaw, watpliwosé zachodzi¢ moie, i nie trudno

przewidzieé, iz onarzeczywiscie w tym przypadku ma miejsce.
Fig. 39. Jakoz, jezeli przypuscimy, ie trojkat

BAC (fig. 39), prostokatny przy A, czyni
zadosy¢ warunkom zadania: natenczas,
po przedtuieniu BA i BC az do prze-
ciecia sie w punkcie D, i po odcieciu
DA’=BA i DC'=BC, trojkaty BAC,

DA'C' beda sobie rowne we wszyst-
kich swoich czesciach; azatém kat A’ musi by¢é prosty i bok C’A’
rowny bokowi CA=4. Ztad tréjkat BA'C’ jest prostokatny i
zawiéra takie dwie czesci dane B i /. Moina prieto wzigé od
upodobania @ << albo = 90°; lecz, skoro jedna z tych wartosci
sie przyjmie, gatunek boku ¢ tém samém wskazany bedzie przez
rownanie dost a=dost 5 dost ¢, i tegoi samego gatunka musi
by¢ kat C.

~




o

Gdy b=B, jedentylko trojkat o dwéch katach prostych istnieé
moie: A zadnego nie bedzie trojkata, gdy wst /) = jest od wst B.

121. Przypadek V. Majqe dany bok b, przylegly katowi proste-
mu, i kqt C przylegly temui hokowi, znaleic boki a, ¢ i kqt B.
Z rownan [c], [d], [e] wypada

sty a=- “ sty e=wst b sty C, dost B=dost /) wst C.

sty b
ost G’

Wartosci na a, ¢ i B, otrzymane z tych réwnai, iadnéj nie
ulegaja watpliwosci.

122. Przypadek YL Majgc dane dwa katy pockyle B i C, zna-
lezéa, b i c.
Z réwnan [f] i [e] mamy
dostB dost C

dost a=dotyB dotyC, dostb=am, dostc=wstB.

I te rownania daja wartosci niewatpliwe na boki szukane; a na-
wet ostrzegaja o tém, czy tréjkat moze istnieé, lub nie.

123. Uwaca. W wielu przypadkach rozwigzanie trojkata ku-
listego jakiegokolwiek, przywodzi si¢ do rozwigzania tréjkata
prostokatnego. I tak:

16d. Gdy w trojkacie kulistym miedzy trzema danemi czesciami
znajduje si¢ jeden bok rowny 90°; tedy kat, odpowiadajq ‘temu
bokowi w trojkacie polarnym, bedzie prosty. Nadto, p ewai
wiadome bedg dwie z pieciu innych czesci tréjkqta pol nego;
przeto go rozwiaza¢ moina podlug tego, co sig wyz y owie-
dzialo: a rozwigzawszy go, tém samém. rozwnqiem}/{ 6_|kqt
dany.

2re. Gdy tréjkat dany jest rownoramienny, dwa boki réwne
uwaiac sig moga za jedne czesé, i katy im przeciwne takze za
jedne czesé. W tym razie dwie czesci wystarczaja do rozwigza-
nia trojkata: luk bowiem kola wielkiego, poprowadzony przez
wierzchotek trojkata danego i przez $rodek jego podstawy, po-
dzieli go nadwa trojkaty prostokatne, rowne katyi boki majace.
A poniewai, oprécz kata prostego w kaidym z tych trojkatow,
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dwie jeszze czesci beda wiadome; przeto te obadwa tréjkaty
fatwo sig¢ ozwigig. Rozwiazanie wiec trojkata rownoramien-
nego przyvodzi si¢ do rozwigzania tréjkatéw prostokatnych.

Jeie. Gy w trojkycie kulistym ABC (fig. 40) jest «+b=180°;
tedy przeduiywszy boki « i ¢ az do spotkania si¢ w D, bedzie

“ig. 40. a+CD=180°; wiec CD=h. A ie

kazda czes¢ wiadoma tréjkata ABC
daje poznaé czesé jedne trojkata CDA
i odwrotnie; przeto rozwigzanie troj-
kata, w ktorym summa dwoch bokow
rowna jest 180°, zaleiv od rozwiaza-
nia trojkata réwnoramiennego, a ztad
téi od rozvigzania tréjkata prostokatnego.

4te. Toisamo powiedzie¢ moina o trojkacie kulistym, w kto-
rym dwa aty nawzajem sie spetniaja: bo, gdy ¢+b=180°,
musi téz by¢ A-+B=180°, i odwroinie. Jakoi, w tréjka-
cie rOwniramiennym ACD (fig. 40) kat CAD=D=B; a ie
CAD+CAB=180°; wiec, i w trojkacie ABC mie¢ bedziemy
A+B=180°.

ROZWIAZANIE TROJKATOW KULISTYCH JAKICHKOLWIEK.

124. Praypadek L. Majgc dane trzy boki a, b, ¢, znaleié kqty
AU,

Aby otriymaé A, naprzyklad, wycigga sig z réwnania [1]
n. 108 wartos¢ na
' dost a—dost ) doste¢
fippt A= wst b wst ¢ ’

lecz dogodniejszém wyraieniem do rachunku za pomocy lo-
garytmow jest wartosé¢ na wst 7 A, dost F A lub nastyf A,
jak to si¢ pokazalo przy rozwigzaniu trojkatow prostokresl-
nych. Wloiywszy zatém te wartos¢ na dost A we wzor
2 wst 2fA=1—dost A (31), bedzie
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dost ¢—dost b dost ¢ dost ) dost c+wsst b ws: c—dost u
wst ) wst e 5 wsth wst ¢
dost (h—c)—dost! @
w wst b/ wst ¢ ’

We wzorze znanym dost g—dost p=2 wst 3 (p-+q) wst (p—q)
uczyniwszy p=a i q=>b—c, bedzie dost (b——dosta
=2 wst L (a+b—c) wst 2 (a—b+c); wiee

: I/wst% (a+b-—c) wsts (a—Db+¢)
wstz A= .
wst b wste

2 wst?t A=1— .

Dla krétkosci, poloiywszy a+b+ c¢=2s, bedzie a - bh—e
=2 (s—¢), a—b+c=2 (s—b); a tém samém WzOT powyiszy
przejdzie w nastepujacy

wst (s—b) wst (s—¢)
wst b wste

wst 3 A=

Podobniez dzialajac, wypada

wst s wst (s—a)
wsth wste

L/wst (s—b) wst (s—¢)

wst s wst (s—a)

dost A=

a ztad sty £ A=

125. Przypadek W. Majqc dane dwa boki a i b, i kat A jednemu
z nich przeciwny, znaleié bok ¢ i katy B, C.
Kat B, przeciwny bokowi b, otrzymuje si¢ z proporcyi:
wst «: wst h=wst A: wst B, zkad
wst A wst J
wsta

wst B=

Nastepnie, najdogodniéj jest wyznaczyé bok ¢ i kat C za pomoca
analogiow Nepera (113), ktore daja

wst £ (A4-B)

wstL (A—B)’

wst 3 (a+b)

wst L (a—b)

sty 3 c=sty L (a—5b)

doty £ C=sty 3z (A—B)

http://rcin.org.pl
B



== - 104 =

Lubo kat B tu wypada ostry lub reztwarty, bo si¢ otrzymuje
przez wstawe; jednakowoi pewnym wartosciom na czesci dane
a,b, A, odpowiada tylko jeden tréjkat. Przypadek ten roztrzy-
$niemy niiéj (130) sposobem podobnym do jui uiytego w przy-
padku drugim tréjkatow prostokresinych (75).

Kat € znaleié takie mozna bezposrednio z rownania [5]

n. 110.
doty A wst C-+dost-h dost C=doty @ wst ).

W tym celu, naprz6d, wynajduje si¢ kat positkowy 7, zaktadajac,
ie doty A=dost b doty @, co daje

doty A

dot T bt &

e dost b’

potém, wstawisjac z tego wzoru wartosé nadoty A=dost b doty ¢
dosth dost ¢

i et 7

wypada

w rownanie doty A wst C+dost C dost /=doty « wst b,

{

dost & (wstC‘dost¢+dost C wst g)=doty « wst) wst g3

a to nakoniec rownanie daje wzér

: wst{C-{-;g)zw

sty i

z ktérego wymjduje sie C+p. A przyjawszy, ie C+4p=m,
bedzie C=m--p.

Znalaztszy lkat C, wyrachowaé moina bok ¢ z proporeyi
wst A: wsit C=wst a: wste. Lecz, cheac bezposrednio otrzy-
maé¢ warto$¢ m ¢, uiyé na to potrzeba rownania [1] n. 108

dosi b dost ¢c-+dost A wsth wst c=dost a.

Piérwsza sitrora tego rOwnania zamienia si¢ na jeden wyraz
za pomocig kaa positkowego @, zakladajac dost A wst b=
dost b dottyr g. Ztad jest

doty p=dost A sty b;
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a rownanie powyisze widoeznie przechodzi w nastepujace :
dost b (wst g dost c+dost g wstc)=dost a wst ¢, cayli

dost @ wstg
dosty °’

a zatém, obliczywszy poprzednio kat , tatwo takie znajdziemy
bok ¢.

wst (c+g)=

126. Praypadek WM. Majgc dane dwa boki a i b i kgt migdzy
niemi zawarty C, znaleic A, B i c.

Wzory [5]i [6] n. 110 daja
doty @ wst h—dost b dost C . dotyB——do'y b wst a—dost @ dost C

ty A=
ot wst C wst C

Uzywajac kata positkowego Yatwo zamienié liczniki tych réwnan
na jednomiany. Lecz krécéj bedzie rachowaé podtug analogiow
Nepera (113), tojest podtug wzoréw

dost £ (a—b)

dost £ (a-+b)’

wst 3 (a—D)

wst X (a+b)’

% ktérych otrzymuja sie wartosci na £ (A+B) i £ (A—B), a tém
samém na A i B.

sty z (A+B)=doty ; C

sty £ (A—B)=doty 3 C

Znalazlszy katy, dochodzi sie bok ¢ z proporcyi wstA: wst C
=wsta: wste. A wrazie, gdy ¢ bezposrednio wyrachowac
trzeba, na to uiyé moina wzoru (108)

dost ¢c=dost ¢ dost h-+wst @ wst b dost C,

dostb dost ¢

=dost b doty ¢.
wst @

zakladajac, ie wst ) dost C=

Ztad wzorami do rachunku, nie przedstawiajagcemi iadnéj wat-
pliwosci, beda

dost h wst (¢+p)

doty g=sty b dost C, dost c= i
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127. Praypadek IV. Majge dane dwa katy A i B, i bok ¢ miedzy
niemi leigey, znaleié a, b i C.
Boki 2 i b wyznaczy¢ moina za pomocg réwnan [7] i [9]

n. [10

doty a=d°'y A wst B+dost B dost ¢ b b=dotyB wstA+dost A dost ¢

wst ¢ wst ¢

’

albo lepiéj jeszcze za pomocy analogiéw Nepera
dost ; (A—B)
dost 3 (A+B)’
wst 3 (A—B)
wst L (A+B)’

sty z (a+D)=sty L ¢
sty 3 (a—Db)=sty i ¢

Nastepnie, dochodzi si¢ C zproporeyi wst @ : wst c=wst A: wst C.
Cheae kat C wyrachowaé wprost, trzeba wzigé rownanie (109)
dost C=wst A wst B dost c—dost A dost B, i uczyni¢ w niém
wst B dost ¢=dost B doty g. Ztad wzorami do rachunku
beda

dotyg=sty B dostc, dost C=doSt . WSt(A—¢).

wst ¢

W tym przypadku, podobnym do trzeciego, rozwigzanie nie
jest watpliwe.

128. Praypadek V. Majgc dane dwa kgty A, B ¢ bok a, przeci-
wny jednemu z nick, znalezé b, ¢ i C.

Ten przypadek, zupetnie podobny drugiemu, tymie samym
sposobem rozwigzuje si¢ i podobnai watpliwosé przedstawia.

Bok b wynajduje sie z proporeyi wst A: wst B=wsta: wst b;
ac i C obliczaja sie podtug jui przytoczonych (I25) wzoréw
wst (A-+B)
wst1(A—B)’

A wst3 (a+0b
doty £ C=sty} (A_B)W:(—a——b;'
2

sty  c=sty 7 (a—»)

Bok ¢ takie wyrachowaé moina z rownania [7] n. II0.
doty @ wst t—dostB dost c=doty A wst B,
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zakladajac ze doty a=dost B doty ¢; co daje

doty a sty B wst ¢

Nakoniec, C takie wyznaczy¢é moina z proporeyi wsta: wst ¢
=wst A:wstC; albo zrownania [11] n. IIL

dost @ wst B wst C—dostB dostC=dost A.

Piérwsza strona tego rownania zamienia si¢ na jednomian, prayj-
mujac ie dosta wst B=dost B doty ¢; a ztad wypadaja wy-
raienia

dost A wst 3

doty p=dost a sty g, wst(C—g)= TTaeRe

stuzace do wyznaczenia ¢ i C—g, a tém samém i kata C.

129. Przypadek Y1 i ostatni. Majgc dane trzy katy A, B, C, na-
legé boki a, b, c.

Przypadek ten rozwigzuje si¢ tym samym sposobem, co piérw-
szy. Itak n.p., aby wyznaczy¢ bok @, wzigé naleiy rownanie [11]
n. ll, z ktorego naprzéd jest

dost A-+dost B dost C

dost a= ;
o wst B wst C ?

nastepnie, trzymajac si¢ postepowania uiytego w dopiéro prayto-
czoném miejscu, wyprowadzaja si¢ wartosci nawst 3 «, dost £ «,
sty £ a, dogodniejsze do rachowania za pomocy logarytmow
Latoiywszy, ie A+B4-C=180°+42S, wyraieniami na te war-
tosci beda

aas wst S wst (A—S)
T wst B wst C
ik wst (B—S) wst (C—S)
Hhe wst B wstC .
wst S wst (A—)
ty'z a= )
o By wst (B=S) wst ((—S)
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Wielkie podobienstwo tych trzech wzoréw do wzoréw na
wst A, dost 7 A i sty A, wyprowadzonych wyiéj pod n. 124,
ztad pochodzi, ie jedne na drugie zamieni¢ moina za pomocy
tréjkata polarnego (1I2).

PRZYPADKI WATPLIWEGO ROZWIAZANIA TBOJKQ,TOW

KULISTYCH.

130. Drugi i piaty tylko przypadek rozwiazania tréjkatéw ku-
listych jakichkolwiek, przcdstawiaﬂ%tpliwoéé co do wartosei
swych czesci, przezrachunek otrzymanych. Trzeba wiec roztrzg-
snaé, poezém pozna¢ moina, czy dwa zachodza rozwigzania, czy
téz jedno tylko, i nareszcie kiedy catkiem tréjkata nie bedzie.
Rozbidr ten atoli poprzedzi¢ naleiy okazaniem kilku prawd, na
ktorych rozumowanie niniejsze si¢ opiera.

Niech bedzie na powierzchni kuli nakreslone potkole DCD’,
(fig. 41), prostopadte do catego obwodu kota DHD'. Odciawszy

Fig. 41. na potkolu tuk €D < 90°; poprowa-
dziwszy przez punkt C, tuki CB, CB,
CH kot wielkich do roznyeh punktéw
kota DHD'; przedtuiywszy CD tak,
aby przedtuienie DC' bylo rowne DC;
i nakoniec, polgezywszy punkt C'
z punktem B tukiem kota wielkiego :
natenczas tréjkaty CDB i C'DB micé
beda po jednym kacie prostym, zawar-
tym bokami réwnemi; wiec CB=(C'B.
A ie CDC'<<CB+BC'; przeto téi CD<CB. Wiec 10d luk CD
Jest najkrotszy, jaki z punktu C do ebwodu kola DHD' po-
prowadzié moina; a tém samém luk CD' jest najwiekszy.

Niech bedzie DB'=DB : tedy tréjkaty CDB, CDB', takie mieé
beda po jednym kycie prostym, zawartym bokami réwnemi; a
zatém CB'=CB. Wiec 2re tuki pochyle jednakowo oddalone
0d CD, czyli od CD', sqg rowne sobie.

14
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Nakoniee, niech bedzie DH>DB: nakreslmy C'H i przedluz-
my CB az do przeciecia si¢ z tukiem C'H w punkeie I. Ponie-
wai tuk CC’ jest mniejszy od potkola; przeto przediuienie tuku
CB przetnie przedtuzenic fuku CC' w punkcie, lezgeym za punk-
tem C: az tego wypada, ze punkt I leié¢ musi pomiedzy Hi C.
Bedzie wiee C'B<<C'I4+1B, a tém samém C'B-+BC<C'14IC.
Lecz IC<<IH+HC; a zatém téz C'I4+1C<C'H4-HC ; wiec tém
bardziéj C’'B+BC<C'H+HC.Ze zas C'B=BC i C’"H=HC; prze-
to bedzie BC<<HC. Wiec 3cie luki pochyle tém sq wigksze , im
bardziéj sie oddalajg od CD, czyli im wigce) sie zblizajg do CD'.

131. Teraz reztrzasnaé moina, co zachodzi, gdy tréjkat sie na-
kresla z dwoch danych bokéw « i b, i z danego kata A, przeci-
wnego hokowi a.

Uwaiaé¢ tu naprzéd wypada, Ze w niektorych przypadkach
sam rachunek pokazuje, czy trojkat moze byé¢ nakreslony, lub

Fig. 42. nie. Dla poznania tych przypad-
| kOw, niech (fig. 42 i 43) bedzie
kat CAB=A i bok AC=). Prze-
dtuzywszy AC i AB ai do prze-
ciecia sie w punkcie E, i spusciw-
| szy tuk CD, prostopadly od AE,

bedzie tuk CD tego samego ga-

tunku, co kat A (115). Jeieli wiec kat
A jest ostry, bedzie CD najkrétsza
odlegtoscia punktu C od potkola AE;
a jeieli znowu kat A jest roztwarty,
bedzie CD najwieksza odlegloscia
(129, 16d). W piérwszém z tych
przypuszczen tr6jkata wykreslic nie
bedzie moina, gdy a<<CD, czyli, co za tém idzie, gdy
wst «<wst CD; w drugiém zas niemasz tréjkata, gdy a>CD,
tojest, gdy podobniez wst a<<wst CD. A ie w trojkacie prosto-
katnym ACD, jest

1: wst h=wst A: wst CD=wst b wst A;

wiec w obudwéch przypuszezeniach mamy wst a<<wst b wst A.
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Z drugiéj strony, wynajdujac kat B z trojkata nieznanego ACB,
bedzie
wst ) wstA

wsta: wst A=wst : wst B= 3

wst a
wiec ta wartos¢ na wstawe kata B bylaby wieksza od 1, co
oczywiscie by¢ nie moze.

Gdy sie przyjmie, ie a=CD; jeden tylko trojkat ACD byé
moie: ito téi pokazuje wartosé na wst B, bo wtedy wst B=1.

132. Pominmy jui te przypadki, a zastanéwmy sie jeszcze
nad rozmaitemi zwiazkami, mogacemi zachodzi¢ miedzy cze-
sciami danemi a, b, A.

Niech bedzie A<<90° i b<<90° (fig. 42). Poniewaz i kat A i
bok b mniejszy jest od 90°; przeto AD takie musi byé <<90° (I15):
wiec AD<<DE. Jeieli oprécz tego jeszcze bedzie a<<h; tedy
widoczna jest, ie pomiedzy CA i CD bedzie moina nakresli¢
tuk CB=a, i ie, z drugiéj strony, miedzy CD i CE , narysowaé
sig.daje drugi tuk CB'=CB=a: to si¢ znaczy, 2e dwa moga byé
trojkaty ACB i ACB', ztoione z tychie samych danych 4, b, A.
Gdy a=Db; trojkat ACB ginie i zostaje tylko trojkat ACB'. Gdy
2a$ a+b=180°, albo @+5=180°; punkt B’ pada na punkt E,
albo gdzies za punktem E, i w tym razie zadnego niemasz tréjkata.

Tym samym sposobem wszystkie inne przypadki roztrzasnaé
moina. Wypadki tego rozbioru zamieszczono razem w nastepu-
jacé] tablicy: gdzie znak 3 czyta sie rowny albo wiekszy od;
a znak << rowny albo mniejszy od.

a<b. . dwarozwiazania. . " :
P y ; 4 yleby tylko nie
b<<90° a¥b. . jedno rozwiazanie, bylo
a+b>180° iadne. [ 8+D3180°.
a+b<180° dwa rozwiazania. .
a+b>180° jedno rozwiazanie, {byleby tylko nie

A<90° 3
b=>90
axb. . zadne. bylo a3b.

a<b. . dwarozwigzania.

b=90°% a3b. . zadne.
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( a+b=>180° dwa rozwiazania. :
bh<<90°!a+b<180° jedno rozwigzanie, {byl:bly tylkonie
a<h. . iadne. ylo a<cb.
a>b. . dwarozwiazania. N A
A>90°<b>900 a<<h. . jedno rozwiqzanie,{ i yy)io P
a-+b<180° zadne. - a+bh<C180°.
Uk a=>b. . dwa rozwiazania.
\b—QO % a<h. . iadne. ‘
( a=b. . jedno rozwigzanie, {byleb{;ﬂko"ie
h<<90° a<ch. . iadne. a+bh3-180°
a-+bh>>180° zadne. o
: . . (byleby tylkoe nie
A=90° a<<b. . jedno rozwu;zame,{ " bylo
bh<<90° abb. s i,adne. a+h<c180°.
a-+b<180° iadne.
bH=190° a=90° nieskonczona liczba rozwigzan.
\ a<albo=>90° zadne.

133. Na mocy wlasnosci tréjkata polarncgo wypadki te zasto«
sowaé moina do pigtego przypadku rozwigzania trojkata kuli-
stego (128), tojest, kiedy danemi czesciami sa: A, Biaj po-
trzeba tylko wszedzie zamienié ¢, b, A na A, B, a, tudziei
znak > na << i znak << na >. : v

Gdy dane czesci Sciggaja sie do jednego z przypadkow, wkto-
rym jedno tylko powinno byé rozwigzanie, a rachunek ich dwa
daje; natenczas, dla przekonania sie, ktore z tych dwéch roz-
wigzan wziac¢ nalezy, dosyé jest pamietaé, ie najwieksze katy
powinny lezéé¢ naprzeciw najwiekszym bokom, i odwrotnie.

I tak n.p. przypusémy, ie dane sa: A = 112°, a = 102°,
bh=105. W tablicy powyisz¢j miedzy przypadkami, odpowiada-
jacemi A=>90°, uwaiajy sie te, w ktorych 4=>90°; a miedzy té-
mi ostatniemi przypadkami zatrzymaé sie naleiy na tym, w kto-
rym a<<h. ZLe zas, na mocy czesei danych, jest a--5H=208% a
zatém a+-5>180°. Ztad wieec wnosimy, ie zadanie powyi-
sze jedno tylko moie mieé rozwiazanie: a oprocz tego, z po-
wodu, ie b jest > a, bedzie i kat B>A ; wiec kat B musi byé
roztwarty.
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ZASTOSOWANIA.

PRZYKLADY ROZWIAZANIA TROJKATOW KULISTYCH PROSTOKATNYCH.

Przypadek I.

134. Przyktad I
Fig. 44.

(7).

Rachunek na bok ¢

W trojkgeie ABC (fig. 44) dane sg:
przeciwprostokgina a = 107°25'5" i
b=165°4'10"; znaleic bok ¢, oraz kqty B i C

bok

Rachunek na kqt B

dost a wst b

1 wz v C==o——my u: B= >

podlug wzoru: ¢ Froe” podlug wzoru: wst B; Tl
L. d0osho ikl 7+ ~Mais v 9,4761669(|L. wstd . .. ... o oe . 9,4110270
L' dost D oBEEE o« o s 0,0149157}L". wst @ « . . « . & o o0 0,0203852
L. dostie B <., . . =0,4910326}|L. wst B L4 . 60 s i s =9,4314122

e=1129719"97.. .

Rachunek na kqt C
podlug wzoru: dost C=sty b doty a.

L. YD «.c 3k« a0dhs 0t o 9,4259424
L. QP1Y. @ o ot s-eivin oo s 9,4965521
LiidostEfite « < v o . =8,9224945

B= 50°39'57",81,. albo
=164°200 2719 &
A ze kat B tego musi by¢ gatunku, co
bok mu przeciwlegly b (113); przeto
B=164"202",19 ..

C=85"12'4",62 . .

Przypadek 1.

135. Przyktad 2. W trgjkgcie ABC (fig. 45) dane sq: bok
Fig. 45.

b=57°15',

B i C (118).

bok ¢=12°21'0",52; znaleié

przeciwprostokgtng a, ¢ dwa kqly pochyle
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Rachunek na przeciwprostokqlng a Rachunck na kqt B
podlug wzoru: dost a=dost b dost c. podlug wzoru: sty B:Sly b.
wste
L.dosth ....unenip CIOSTSC TOBINE Sty D", o ST . 10,191639%4
Litosbe =l oo B 9.9398317||L". wste. . .. .. . -+ 0,6698189
L QORT R s e =0,72300800 .ty B . . .. ... . =10,8614583
a=58°5'55",17 . . B=82°10".
Rachunek na kqt C podlug wzoru: sty C=Sly 2
wstb
A T IR .. 9,3403493
Y e e R e 0,0751839
L i e =9,4155332

C=14"35 317,98 . .

Praypadek III

136. Przyktad 3. Wirdjkgeie ABC (fig. 46) dane sq: prze-

Fiy. 46.

- (119).

Rachunek na bok b
podlug wzoru: wst b=wst a wst B.

ciwprostokgina a=62°30', i kqt pochy-
ty B=120°30"; znaleic¢ boki b, ¢ i kgt C

Rachunek na bok e
podlug wzoru: sty c=sty adost B.

I R e Ve 9,0479289lL. sty @ . . ... ... 10,2835233
LMl D e 9.9353204{|L. dost B. . . . . .. 9,7054639
L.owsbd oot s =9,8832493 L. styec ... .....= 9,9880922

b= 49°50'31",9 . . albo
=130°'9'27",3 ..
A Ze kqt B jest roztwarty; wigc wtym
przykladzie musi bye (115)
b=130°9"37',1 . .

c=44°16'26", 2.

Ruchunek na kqt C
podlug wroru: doty C=dosta styB.

Li'dostia L\ e 9,6644056
L. sliB) ) o <L SRR 10,2298515
L dotyC - . . . | o oa RS |

C=51"5426"3 . .
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Praypadek 1V,

137. Przypadek 4. W irdjkgeie ABC (fig. 47) dane sq:
Fig. 47.

C (120).

Rachunek na przecuwprostokqing a

bok b=57°15', kat pochyly B=82°10';
:naleié przeeiwprostokging a, bok ¢ i kgt

Rachunek na bok ¢

podlug wroru: wst Aol fises b- podlug wzoru: wst c=styb dotyB.
wstB
LOWRRE - on 9,9248161|L. sty b . . . . ... 0 10,1916394
0 S 0,0040716]|L. dotyB . . . . ... .. 9,1385417
PR R P =90,0288877||L. wst €. « . . 0. . .. = 9,3301811
a= 58° ¥35",83 . . albo e= 12021’ 07,52 . . albo

=121°54" 47,17 ...

) - 7{}1_"f;hunek na kqt C

dostB
podlug wzoru: wst C=-

dostb’
L Aol o BN 9,1344702
L. O . . s v 0,2668232
L.wstC oieonien . - 9012034

C= 14°35'31",98 . ."albo
=165°24'28",02 . .

=167°38'59",48 . .

Tu dwa zachodzg rozwigzania, bo
h<B.
Czesci szukane sg:
dla piérwszego trojkata ABC,
a=>58° 5'55".83 . .
c=12°21" 0,620
C=1435'31",98 . .
dla drugiego trojkqta ABC/,
a=121°54' 4",17 . .
¢'=167°38'59",48 . .

C'=165°24'28",02 . .

Przypadek V.

138. Przvktad 5. W trgjkgcie ABC (fig. 46) dane sq:

bok przylegly kqtowi prostemu

b=130°9' 21", 1, i ket

C=51° 54'26",3; znaleic boki a, ¢ ¢ kgt B (I12I).

http://rcin.org.pl

e

-



— 2 -~

Rachunek nu bok a Rachunek na bok ¢
podlug wzoru: sty °=dsc::t:;' podlug wzoru: sty e=wst b sty C.
L.styb ..........10,0737627||L. wsth.. ... ... 98832492
Liodost B . 4748, w8} B 0.2097602ML. SWC .b. ok oz 10,1057425
10hya e & aliny =10,28352200lL. sty ¢ . . . ..... — 0,0880917

a=62°20'59"9 . . c=44°16'26",1 . .

Rachunek na kqt B podlug wzoru: dost B=dost b wst C.

Sy R 9,8094865
R . .. 0,8050893
LadostB ... . . § . =9,7054688

B=180°—59°30r0",02 . . =120°29'59",98 . .

Przypadek Y1

139. Przyktad 6. W irgjkqeie ABC (fig. 48) dane sq: kqt
Fig.48.  B=26°15, ¢ kgt C=173°10; znaleid a, b, c.

» ost B
Rachunek na bok: b= 2
wst C

R 9,9527308
s R PBRRRELE 0,0190195
R ! B e & o.& &b A =9,9717503
Rachunek na przeciwprostokqing a b=20°26'33".
podl, wzoru: dost a=doty B doty C. doai C
L. doty.B 545 %i"140+ 10,3070250|( Rachunek na bok ¢: doste=———.
LodotyC .. ...... 9,480801Mlt, gostc. . ... ..... 9,4617816
L.dostd 5% .3 0% . =0,7878261[[L"- wstB . . ... .. -+ 0,3542042
@=52'9'21". L.doste . ... ... 508160738
(‘:40() 5!571!.
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PRZYKEADY ROZWIAZANIA TROJKATOW KULISTYCH UKOSNO-KATNYCH.

Praypadek L

140. Przyktad 7. W trijhgcie ABC (fig. 49) dane sq trzy
Fig. 49. boki:%a=36°18', b=59°47, ¢=89°13;
znalezc trzy katy A, B i C.

Rachunek na kqt A:
wsth A= ‘/Mﬂ(_s—ﬂ

(l+b+0=~‘7:1850 18; wsth wst ¢
L.wst(s—b). ... .... 9,7345485
wiec s=92° 39", L Wat (8==0) . 3 o5 8,7773334
s—a=56" 2. Laowstd | g oo .. 0,0634217
s—bh=32° 52'. L% Wat @l iy Sy A 0,0000406
$—c== 3° 20'. PR R
Al watdhe s o o0 =18,5753442
L.wstdAi oo as s = GA8T10121

FA=11F1008000 . 5
A=200'00T ..

Rachunek na kqt B: Rachunek na kqt C:
WSt (§5—a) wst (§—c) wst(s—c) wst(s—a) wst(s—b)
1B= SR
witgh l/ wst« wst ¢ wst&C—‘/ wsta wsth g
L. wst (s-—@) o d's. . 207, 9,9203519/L. wst (s—a). . . . ... . 9,9203519
L. wst (s=—e) 8. "" T 8,1T13334||L. wst ($—D) .« . *°v 7 . 9,7345485
Prewstall, « R B ORTA0BBHENNNSS 2 2 oo e 0,2276686
BEWEL G . L L (N DGI0000400kE S WeE R o0 v o SR 0,0634217
SL.wstd B THE ... =18,9253945]| 2L. wst1C .. . ... =19,9459907
LrwstA B . SRS 1 9140260720 EwWst A C sl = 9,9729953
$B=16"52'11"72 . ; % C= 10°0/12",2
B=33"44'23"44 . . G=140°024"8 . .
15
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Przypadek 11

4. Przyktad 8. W trojhgcie ukosno-katrym dane sq: hok
Fig. 50. a="T5°19'5", b=81°23'471" i kgt
A=32°17"; znaleic trzeba B, C ¢ ¢
(fig- 50)
Poniewaz w tym przykladzie A< 90,
b<<90° i a<<b; prieto dwa bedg roz-
wigzania (I32).

Rachunek na kqt B: % (b+a) =81°21'26"
; —aq)— 6° 221"
. wsisz‘;M g (;2'?5:';3" 9., alb
Bty = v - 3 albo
W e TR 9107627 ¥BHA) {89‘14’16",005..
A SR 9,9995514 %(B_M:{ 0°35'43”.99 . . albo
S A 0,0144175 57° 7167,05 . .
L. watBi. & § vl i, =9,7415967
B={ 33°28277.99.. dla 1-go rozwigz.
146°31'327,01.. dla2-go

Ruchunek na bok e, i kqt C.
Sposob I za pomocy analogiow Nepera:

wst ¥ (a+ 1)

= —A &
doty 4 C=sty (B )w.xt oy

t3(B+A
s(y&g:sly%([,._a)w l

wsty (B—A)’

Dla 1-go rozwigzania, w ktérém B=33°28'27",99 . .
L. sty % (Dp=a): i's y) iriit s s 9,0244669|L. sty £ (B—A) . ... .. 8,0168121
L.svat $AB&R) . i, 9.7346919||L. wst & (a+D) . ... .. 9,9950401
LSRR (B ) 1,9832114||L". wst X (b—a). . . . .. 0,9779501

LR —10,7423702]] L. doty£C. . . ... .—8,0805023
% o= 79°4430"; 4 C= 8492515792 . ;
c=159029". , C=168°50'31",84 . .

Dla 2-go rozwiqzania, w ktorém B=146°31'32",01 . .
TR O R N 9,0244669‘]L. sty ¥(B—A) ..... 10,1894945
Leomat & (B4-A) .0 L. .. 9,9999776l kowetd@xd) . . ... . 9,9950401

Lr.wst3(B—A)...... 0,0758138 L. wsti (b—a) . . . . . . 0,9779501

BOsla c.. . b hn =9,1002583| L.doty4 C. . ... .=11,1624847
&io=71Q'46" 5} ;.\ 3 C=3°56" 6",31 . ;
c=14°21'33",02 . . C=1"52'12",62 . .
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Sposoh 11 sa pomocy katow positkowych.
Obliczenie kqta posilkowego &: Obliczenie kqla posilkowego o:
doty d==sty b dost A. sty o=dost b sty A.
Loyt s Hhsc e de O 11,3422475([L. dost b . . . .. .. ... 8,6573040
LSOKEA D, bl oo i 4 9, 9"70711 TS R P e 9,8005567

L.dotyd... ..... —11,‘2()93186 |y LTS R =8,4578607
9—3"4'43"78 »=1°38'37",88 . .
Rachunek na bok c: Rachunek na kqt C:

t
dost @ wst q; el (C+g)=sly b ws t.p.
dost b $ sty @
Lidasta. .. b . . 9.4038077]JL. sty b . . . .. .. . . 113422475
L.wstd ... 5 . 5. . 813008300L,. wat @ il SRR, . L, 8,4576813
L. . o, . PRI L7 T T P O 9,4183151

L.wst(c+¢). . ... ..=94766473]L. wst (C+o) . . ... .. =4,2182439
17°26'16”,62 . , albo 9°30’50”,47 .
"”’{160033'43" 38 . ; C*‘?:{noow 97,53 . ;
14°21'32",84 . , albo 7°52'127,59 . , albo
°—% 150028507, 6 . pad, O {105050'31"
Trojkat ABC (fig. 50) odpowmda plérwszemu rozwigzaniu, a lro]kqt
AB'C drugiemu. -

wst (c+ Q)=

utad

Przypadek 1L

142. Przyktad 9. W trojkgcie ABC (fig- 51) dane sq:
Fig. 5l. a=85°3'45", b=41°36'46", C=47° 46';
g znaleic kqty A, B @ bok c.
A zatém tu jest 3 (a+b) = 63°20'15",5;
z (a—b)=21°43'29",5, 3 C=23°53'.

Rachunek na kqly A ¢ B za pomocq analogiow Nepera.

dost % (a—D) wstd (a—b)
S‘y—k(Ad—B)—dOly&(‘m Sly % (A——B):duly %Cm)
L doty SRR 2 RN 10,3538012[L. doty 3 C . .. . ... 10.3538012
L et RAE T 0,0680027[IL. wst & (a—b) . . .. 9,5683776
Lridost § LB L 0,3480129(1L". wst % (a+D) . . . . . 0,0488246

L. sty % (A+BY. 1 0 10,6698168”L ot 4A—B). . ... 0,9710034
$A+B)=17"5531"61 . ; 4 (A—B)=43°5'19",26 . ;
azatém A=%(A+B)+}(A— B)—l“l” 056”,87 . .
B=%(A+B)—%(A—B)= 34°5018"35 . .
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Przypadek VL.

145. Prayktad 12. Wirdjkgeie ABC (fig. 54) dane sq: hq-
Fig. 54. ty A=100°, B=121° ¢ C=150° 30’; zna-

A+B+C=180"+25=317°30";

ztad:
$=98°4%/,
A—s=1° ¥,
B—s=28°15".
C—s=51°4%".

Rachunek na bok b:

el wst & wst (B—s¢)
sly § b= wst (A—s) wst (C—s)

lezc trzeba boki a, b i c.

Rachunek na bok a:
3 %a_:l/ wst § wst (A—s)

wst (B—s) wst (C—s)

L. wsts ..... oL . 99940158
L5 et (A=ig) ¥ D0 00, 8,3387520
L. wst (B—s) . ... ... 03248454
g1 a2 W VRS 8 0,1049550
B SN i i ¢ —18,7634691

L. #Y % Geioopie. sin o = 9,3817345

% a=13°32'29".;
a=27° 4'58"..

Rachunek na bok e

wst § wst (C—#)
sty § c= l/wst (A—s) wst (B—3)’

EOVst s nliul ke o 0,9940158][L. wst s . ... 9.9940158
iy o s B MEREEAHE AN 9,6751546|L. wst (C—s) . . .- . . . 9,8050450
LY ekt sy -, -, o oehe 1,6612471)|L". wst (A—s) « « -+ - - . 16612471
ST e W 0,1049550|(L". wst (B—8) « « « -« -+ 0.3248454
2L.stydb..... .. =21,4362125/2 L. sty kc . . . . . . . =21,8760533

L. sty dpfte bl U8 T18 =10,7181362|| L.stytec....... —10,9380266

% b= T9° 9'59",52.;
b=158°19'59",04 . .

% c= 83°25'14"41;
c=166°50'28",82 . .
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ROZWIAZANIE NIEKTORYCH ZAGADNIEN Z GEODEZYI

I GEOGRAFII MATEMATYCZNEJ.

146. Przyktad 13. Przywiesé kgt do poziomu.

Fig. 55. Niech bedzie BAC (fig. 55), kat potoio-
55 g| ny na plaszczyznie pochytéj; AD pionowa
przez wierzcholek A przechodzaca. Popro-
wadziwszy dowolnie plaszezyzne pozioma
MN, przecinajaca sie z liniami AB, AC,
AD w punktach E, Fi G, bedzie kat EGF
rzutem poziomym kata danego BAC, albo,
Il innemi stowy, katem preywiedzionym do
poziomu. Ten to kat wyrachowaé trzeba z wiademych katow
BAC; BAD; CAD, ktore katomiarem wymierzyé moina.

Zagadnienie to tatwo rozwigzuje si¢ przez wykreslenie: po-
niewai linia AG jest dowolna; przeto dostateczng tu mieé
moina liczbe danych do wykreslenia, naprzéd, trojkatow EAG
i FAG, potém tréjkata EAF, i na koniec tréjkata EGF.

Kat EGF rachunkiem takie tatwo wynalei¢: wystawiwszy
bowiem sobie kule dowolnego promienia, ktoréjsrodek pray-
pada na punkt A; tedy proste AB, AC, AD, przecinajace sie
1 powierzchnig té) kuli, wyznaczq na niéj trzy wierzchotki troj-
kata kulistego BCD. Boki tego tréjkata sa znane, jako miary ka-
tow danych, a kat BDC w tymie trojkacie jest wlasnie katem
szukanym. Rozwiazanie wiec zagadnienia, o ktorém mowa,
zaleiy od rozwigzania piérwszego praypadku tréjkata kulistego
ukosno - katnego (124) ; a zatém do wyrachowania kata A uiyé
nalezy wzoru

wst A=l/YjE_(L_MSt (S—Q,

wst ) wst ¢

przyjawszy w nim a=BAC, b=BAD, ¢=CAD, s=] (a-+b-+¢).
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Przypadek V1.

145. Prazyktad 12. Wiréjhgeie ABC (fig. 54) dane sq: hq-
Fig. 54.

A+B+C=180"+25=371°30";

wtad:
s=98°45’,
A—s= 1° ¥,
B—s=28°1%".
C—s=5149%".

Rachunek na bok b:

wst § wst (B—s¢)

sly ¥ b= l/wst (A—s) wst (C—¢)

ty A=100°,
lezc trzeba boki'a, b i c.

B=127° ¢ C=150° 30'; zna-

Rachunek na bok a:

wst § wst(A—y)

sty ya= l/wst (B—s) wst (C—s)

LT A c e 9,9940158
g R L AR N 8,3387529
Lrwst (B=s) 050 L 0,3248454
£ wati(Cadg) i M SRISIE 0,1049550
s BUVE Gt G =18,7634691

Einty & Goeimie o n 15 90817345

ta=13°3229"..
a=21" 4'58".

Rachunek na bok e:

wst § wst (C—#8)

sty § c= I/wsl (A—s) wst (B—s)’

IR W e e 9,9040158]IL. wst s & .. ..., 9.9949158
Lwatehe) 5., -0 448 9,6751546]|L. wst (C—s) . . '« . .. 9,8950450
L. wst(A—s) .. ... .. 1,6612471)|L’. wst (A—s$) . . . .« . . 1.6612471
L. wst(C—s) ....... 0,1049550[|L’. wst (B—s) « . « . . .« 0.3248454
L.ty b .......=21,43627252 L. stykec. . ... . =218760533

L. sly §P 0 21 VRTIE =10,7181362)] L.sty¥e....... =10,9380266

kb= 00 9'50"52.;
h=158°19'59",04 . .

o= 83°2514",41.;
c=166"50'28".82 . .
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ROZWIAZANIE NIEKTORYCH ZAGADNIEN Z GEODEZYI

I GEOGRAFII MATEMATYCZNEJ.

146. Przyktad 13. Przywiesc kgt do poziomu.

Fig. 55. Niech bedzie BAC (fig.55), kat potoio-
. g| ny na plaszczyznie pochytéj; AD pionowa
przez wierzcholek A przechodzaca. Popro-
wadziwszy dowolnie plaszczyzne poziemg
MN, przecinajaca sie z liniami AB, AC,
AD w punktach E, F i G, bedzie kat EGF
rzutem poziomym kata danego BAC, albo,
| innemi stowy, katem preywiedzionym do
poziomu. Ten to kat wyrachowaé trzeba z wiadomych katow
BAC; BAD; CAD, ktore katomiarem wymierzyé moina.

Zagadnienie to latwo rozwigzuje si¢ przez wykreslenie: po-
niewai linia AG jest dowolna; przeto dostateczng tu miec¢
moina liczbe danych do wykreslenia, naprzod, trojkatow EAG
i FAG, potém tréjkata EAF, i na koniec tréjkata EGF.

Kat EGF rachunkiem takie tatwo wynalezé¢: wystawiwszy
bowiem sobie kule dowolnego promienia, ktoréj srodek pray-
pada na punkt A; tedy proste AB, AC, AD, przecinajgce sie
z powierzchnig téj kuli, wyznaczq na niéj trzy wierzchotki troj-
kata kulistego BCD. Boki tego trojkata sa znane, jako miary ka-
tow danych, a kat BDC w tymie tréjkacie jest wlasnie katem
szukanym. Rozwiazanie wiec zagadnienia, o ktérém mowa,
zaleiy od rozwigzania piérwszego przypadku tréjkata kulistego
ukosno - katnego (124) ; a zatém do wyrachowania kata A uiyé

nalezy wzoru
wst (s —5) wst (s—c¢)
1 wsth wste

przyjawszy w nim ¢=BAC, )=BAD, ¢ =CAD, s=j (a-+b+¢).



1D =

Niech bedzie a=47°45'39", h=69°9'19", ¢=80°17'36";
a zatém 2s5=197°52'34", s=98°5¢ ", s—b=29°6'58",
s—ec=18°38'41". Rachunek wigc odbedie sie, jak nastepuje:

L Bt D) i e .. 9,6871552
RGeS e UM L .. 9,0047412
AR DL .. 0,0275078
D T RO R A S i 0,0062623
RLvsb &AL 2 Haishind doail . =19,2256665

L b st o = 9,6128332

§A=24°12/277.9;
A=48°24'56"".

147. Przyktad 14. Majge dane s:erokoSci geograficzne

Fig. 56. dwich punktow demshkich @ najkritszq
miedzy niemi odleglosé; znaleic roinice
ich szerokosci gecgraficanych.

Niech beda: A i B (fig. 56) te punkta;
QR rownik; P biegun pétnocny; PSO i
PTO dwa potudniki, przechodzace przéz
punkta A i B; ABtlukkota wielkiego, ta-
czacego tei punkta, ezyli najkrétsza mie-
dzy niemi odlegtosé. I niech dlugoscige-
ograficzne tych punktéw rachowane beda od punktu M w strone
MSR.

Réinica MT—MS miedzy niewiadomemi dlugosciami geogra-
ficznemi jest réwna tukowi szukanemu ST, czyli katowi P, za-
wartemu miedzy dwoma potudnikami PSO, PTO. &Luki PA,
PB sy dopetnieniami szerokosci danych AS, BT. A tak w troj-
kacie kulistym APB znane sa trzy boki, latvo wiec inajdziemy
kat P, rachujac podtug wzoru (124):

wot (AP wils 5]
wst%l’:l/wsus AP) wsi (s ).
X wst AP ws: BP

gdzie 2s=AP+4BP+AP.
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Przyjawszy: 7e sumerokoié geografiezna punkiu A=58°22'43"; punktu
B=50°56'31", ze obies te szerokosci sg polnocne; nakoniec, ze najkrotsza od-
leglosé miedzy punktiami A i B wynosi 241578 metrow =2"24'56",8 (*), bedzie

AP=B103917", ', §==32° 251",5,

BP=:30° 329", s—AP= 1°59'22",5,

AB=: 2024'57"; s—BP= (°25'34",5,

wiec 2 s=t64° 543", s—AB=29°3754",5; a zalém

IL. wst(s—AP) . . . .. 8.5405521
IL. wst(s—BP) . .. .. 7,8715354
st AP, o 0.2904170
Rl B . Sl 0,3002637
L et £ P e =TT 0027732
L.wstiP. .. .. = 8,5013866

LP=1°4%4"6 . ;
P=338'9"2 . .

148. Przyktad 15. Z wiadoméj szerokosci i dlugosci geo-
Fig. 51. graficznéj dwock punktow ziemskich,
znaleic najkritszq ich odleglosc.
Przyjawszy, jak w przykladzie poprze-
dzajacym, ze A i B (fig.57) sa te punk-
ta, ze P anaczy biegun potnocny, MW
rownik, ze PS i PT sa dwa potudniki
przechodzace przez punkta dane A i B,
ktérych najkrotsza odlegloscia jest tuk
AB kota wielkiego : natenczas, aby zna-
leié te odleglosé AB, dousyé bedzie rozwigzaé tréjkat APB po-
dtug przypadku trzeciego (I26) trojkatow ukosno-katnych.
Podtug tego wiec, chegen. p. wyrachowaé najkrétsze odlegtosci
miedzy Warszawa, Petersburgiem i Moskwa, jeieli A, BiC
te miejsca znaczyé beda, dosyé jest rozwiaza¢ tréjkaty APB,
APC i BPC. Nazwawszy odlegtosci tych miast od bieguna pot-
nocnego £, 8, B", ich dlugosci odpowiedne 4, i, i"; tedy,
podtug wiadoméj ich szerokosci i dlugosci geograficanéj wagle-
dem potudnika paryzkiego, bedzie

(*) Luk kola wielkiego kuli ziemskiéj o 90° ma dlugosci 10000000 me-
trow a zatém 241578 metr. =2°24' 56" 8.

16
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ﬂ =900 5.20 13! 5"__370 46!55”’ l _____180 41'26”’
B8 =90°—59°56'31"=30° 329", A'=27°59'30",
ﬁll =900_550 45! 3"=340 14’ 711’ 1H=35o 1—‘1 1 l"; a Zta(]
w trojkacie APB kat P=4"—-2 = 9°18' 47,

i AP o P iR 45"

& BPC ,, P=2"—4= 7°17'41

Rachunek na bok AB w (rijkqeie APB

podlug wzoriw:

dostBwst(§'+0)
doty p==sty § dost (N'—2). dost AB:T'
Y RN v 9,8893906(|L. dost3 . .. ... ... . 9,8078185
Lo fastieea) s 2 9,9942524{[L.. wst ' +9) - . ... .. 9,9964095
T m £ wateo ", .5 SRR 0,1000420
4 9 =5235 4”6 L.dostAB . . . . ... ==9,9942700
aze 51_300 3!29” g ;

- ’ "
wiee FToSFIWIH AB=9017'12",4
Rachunek na bok AC w trijkgeie APC
podlug wzordw:
dost 8 wst (87 +¢)

doty o'==sty 8 dost ("—3). dost AC= g
P R SR 9,8893906(|L. dostB. .. ... .. 98078189
L. dost G"——2).. . %% . . . O.0815212L; wst (§'+g) . .« - 0,0906305
o e vl =9,8700208)1L~ WSL9's + s nia oivlle - 0004286
¥ ¢ =53993' 31, L dostAC. .« . . . . =9,9928780
aie Br=31014'477; :
wige [7+o=87938 18", AE=10°2083%,1 . .

Rachunek na bok BC w trijkqete BPC
podlug wzorow:
dost wsl(ﬁ”-;—cp")
vst '.p”
BRI o TR L AN 9,7624550((L. dost®’. . . . . . . 9,0372763
L. idost (gt 0L (. SN 9,9964706((L. wst (3"+¢") . . ... . 9,9087240
b 15 P g L m s st s 1. & s b . . 0,0618437
] or=60" l8' 36".2 . ; L. dostBC . . .. ..=0,9978440
;- ’ 4 .
o i 2,,_3§oq§,§§,, ; _’ BC=5'42' 1.7 .

doty o”=sty B’ dost (\"—"). dost BC=

Ten rachunek wigc pokazuje, Ze najkrotsze odleglosci nigdzy temi trze-
ma miastmi sg nastgpujace:

Warszawy od Petersburga 9°17"127,4..—=139,301) mil gtografioznych.
Warszawy od Moskwy 10""0'53”1 =155,221 >z ktiryeh 15 idzie
Petersburga od Moskwy  5° 42157, = 85,565 na 1°

http://rcin.org.pl



DODATEK.

WYWOD WZOROW DELAMBRA LUB GAUSSA,

I LGB U2YCLE.

1. Pokazato sie¢ w textcie pod n. 124, ie

wst (s—25) wst (s—c¢)
wst b wst ¢

t t(s—
r2] dost 2 A= I/WS Adad e §

wst b wst ¢

]

[] wst Z A=

Lamieniajac w tych wzorach: naprzod A na B, a na b, i
przeciwnie b/ na «; powtore A naC, « na ¢, i preeciwnie ¢ na a,
bedzie

» 3 wst (s—a) wst (s—c¢)
(3] i et / wst a wste ]
s wst s wst (s ——b)

I Lilui

4] ot i ~ wsta wste

(8 wst (s—b) wst (s—a)
k) wst Z C=

L2J 5 wst b wst a ]
6 Bost 16 wst s wst (s—c¢)

wst b wst 2
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Rozmnoiywszy réwnanie [1] przez [3], [2] przez [4], [1]
przez [4], [3] przez [2], i skrociwszy iloczyny wypadle za pomocy
rownan [5] i [6], wypadnie

wst (s —c¢
(1] | wst £ A wst 3 B=—&%wst zC,
wst s
(8] dost 7 A dost B=Wst cWSt z G,
9] wst £ A dost 2 B_Mdost 3¢,
[10] dost £ A wst B_WStudost 3 C.
wst ¢

Nastepnie, naprzod odjawszy rownanie [T] od [8], powtire
dodawszy réwnanie [1] do [8], potrzecie dodawszy [10] do [9]
i poczwarte odjawszy [10] od [9], bedzie

wst s—wst (s—¢)

[11] dost 3 (A+B)= " wst £ C,
(8] . dost EThLAR) = o stvffi(s—c)wst i,
(18] wetd (h+Bj="RLAEERETA) 40 4,
4] GHTEITR " Mhhiid Ll ‘i ;';“t (78l a0ies

Nakoniec zamieniwszy za pomocg wzoréw, podanych wyiéj
pod nr. 39, w licznikach drugich stron rownan [11], [12], [13]
i [14] r6inice lub summy linij trygonometrycznych na iloczyny,
i potoiywszy w mianownikach tychie rownan 2 dost 3 ¢ wst3¢
za wst ¢, otrzymamy cztéry nastepujace wzory:

dost 3 (A+B) dost 3 (a+b)

1] "'v;st?(] - dost %
Hl' dost 7 (A—B) wst 3 (a+b)
- wstZC. . wstic
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wst (A+B)_dost % (a--b)

ul TR0 | W dos §5T]
r wst § (A—B)  wst ; (a—D)
Y] dost3C ~  'wstic

Przemieniwszy w tych wzorach: naprzed B i b naC i ¢,
i przeciwnie CicnaB ib; powtore AianaCic, iprzeciwnie
CicnaAia, osm jeszcze podobnych wzoréw wypadnie,
tojest:
dost 3 (A+C) dost 3 (2-+¢)

V] wst2B = dostih
dost 3 (A—C)  wst 3 (a+c)
[VI] ‘VSt % B \hs5 WSt 'Iz‘ b ’
wst % (A+C) dost (a—¢)
[(VII dide ] e z
[¥H] dost B dosti b '’
wstL (A—C) wsti(¢—c)
VIIIT 2 _ wst}
[ 1 dost £ B wstih
[1X] dost 3 (C+B) dost 3 (c+Db)
wstf A = dostia
[X] dost £ (C—B)= wst 3 (¢+D)
wst £ A wstia
[XI] wst £ (C+B) dost £ (c—b)
dost] A =~ dostia ’
[XII] wst 3 (C—B)= wst § (¢—b) ()
dostz A wst 1 a )

(*) Gauss w dziele swém pod tytulem: Theoria mofus corporum coele~
stium i t. d., wydaném w Hamburgu r. 1809, piérwszy podal wyiéj wywie-
dzione wzory, lecz bez dowodu; i uziywal ich do rozwigzania wainych
zagadnien astronomicznych. Wzory te jednak, jak sig zdaje, znane by-
ly wspolezesnie i innym astronomom, Panu Delambre we Francyi, i Pa-
nu Mollweide w Niemezech. Delambre w wielkiém swojém dziele o Astro-
nomii, wydaném wr. 1814, podal dowodzenie tych wzoréw, wyprowa-
dzajgc je z analogiow Nepera; zas nasz Jan Sniadecki wezesniéj, bo je-
szeze w r. 1811, szukajac ich dowodu, wyciggnal je z réwnan Cagnoli.
Obacz: Trygonomelrya kulista prier Juna Sniadeckiego. Wydanie 2-gie
stron. 19,

GABINET MAT EMATYCZNY
ThWatfetes Narkewogo Warszawskiogo
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Te dwanascie réwnan wyraiaja zwiazki, jakie tylko zachodzié
moga miedzy wszystkiemi czesciami tréjkata kulistego ukosno-
katnego, w ktérym ani zaden kat, ani zaden bok, nie jest wig-
kszy od 180°, ani nawet im rowny: bo wzory te wywiedlismy
z réwnan [1], [2], [3], [4], w przypuszczeniu, ie ilosci piér-
wiastkowe drugich ich stron sa dodatne tylko.

2. Dzielac naprzod réwnanie [1] przez [11], powtdre [111]
przez [IV], potrzecie [1] przez [1II], poczwarte [11] przez [1V]
wypadna nam analogie Nepera (II3); a uskuteczniwszy toz sa-
mo i w tymie samym porzadku na osmiu pozostatych, wyiéj wy-
szczegolnionych réwnaniach, zawsze po cztéry branych, otrzy-
mamy wszystkie odmiany analogiéw.

3. Wazory Delambra ciyli Gaussa, odznaczajy sie siczegél-
nie swoja prostoty i tém, Ze zarowno przystosowacé sie moga
do rozwiazania tréjkatéw kulistych tak trzeciego (126), jak pia-
tego przypadku (I128). Chcas, za pomocy tych wzorow, rozwia-
zac trojkat, zawsze ich parami uiywac naleiy: zkad te znowu
dogodnosc nastreczajy, ie sprawdzenie rachunku w ciagu dzia-
fania jest tatwe, i Ze branie potrzebnych liczb z tablic mniej
utrudza, anizeli przy rachowaniu podtug innych wzorow.

4. Aby blizej daé¢ poznaé uiycie wzorow Delambra rozwiyi-
my jeszcze za ich pomocy trojkat kulisty, w ktorym a=85°3'45,
b=41°36'46", C=47° 46".

Katy A i B wyrachujemy naprzéd podtug wzoréw :
dost & C dost  (e—»)
wst £ C dost £ (a+b)’
dost 3 C wst % (a—b)
wst £ C wst 3 (a+b)’
ktore wypadaja dzielae rownanie [II] przez [I] i [[V] przez [II];
potém obliczymy bok ¢ za pomoca wzorow:

o dost ¥ (A+4B) wst § (a+5)
'3 _FI"(K—B) dost £ (a+b)’
wst 3 (A+B) wst % (e—b)

=Wst £ (A—B) dost X (a—b)’

sty  (A+B)=

sty £ (A—B)=

sty 3

http://rcin.org.pl



L

ktére znowu sie otrzymuja dzielac ré6wnanie [I] przez (1171 [TIT]
przez [IV]: jeden z tych ostatnich wzoréw jui jest dostateczny
do wyrachowania boku ¢, drugi przybiéra si¢ dla sprawdzenia
tylko wypadku.

Nakoniec, cheac sprawdzié caly rachunek uiywaé do tego mo-
ina albo obadwa, albo jedno tylko z rownan nastepujacych:

dost 3 (A+B) wst 3 (A—B) dost § (a+5b) wst§ (a—D) -
wst £ C dost £ C T dost £ cwst e

wst 3 (A+B) dost 3 (A—B) dost 3 (a—Db);wst 3 (a+D)
wst % C dost £ C oy dost £ ¢ wst £ ¢

2

’

2 ktorych pierwsze jest iloczynem rownania [I] przez [IV], dru-
gie roOwnania [II] przez [III]. !

Wzor rachunku.
Rachunek na kqty A ¢ B

LB §C SRRag ) 9,0611228 L. dost% C . . ...... 9,0611228
Lot & (=Bl . . . 9,9680027 |[L. wst & (a—b). . . . . . 9,5683775
o, 0,3926784 [|L". wst £ C . .. ..... 0,3926784
L. dost% (@+b). ... .. 0,3480129 ||L". wst % (a+D). . . . . . 0,0488246
L. sty 4 (A+B). . . . =10,6698168 [[L. sty % (A—B). . .. =9,9710034

% (A+B)=T7"5%'37",61. .

wige A=121°0r56",81.;

% (A—B)=43°5'19”,26. .

B=34"50"18".35..

Rachunek na bok ¢

B dost AR, ... .

9.3204699 IL. wst £ (A+B). ... .. 9,9902866
Es wst & (D) ... % 9,9511754 ||L. wst & (e—b). . .. .. 9,5683776
L’.dost ¥ (A—B). . . ... 0,1365003 ||L". wst £ (A—B). . . ... 0,1654970
L' dost4(a+b). .. ... 0,3480129 ||L". dost % (@—D) . . . . . . 0,0319973
L. ofgfle ... ot 9.7561585]|L. sty 4 ¢. . . ...... 9,7561585
a zatem % ¢=29°41'57" ,26.; wige c=59°23'54",52. .

Sprawdzenie calego rachunku.

L. dost % (A+B). oo 9,3204699 ||L. dost % (2+D). . . ... 9,6519871
L. wst $(A—B). ..... 9,8345030 |[L. wst % (a—b). . .. .. 9,5683776
Li.wst 2 C. . it 0,3920784{lL". dosttec: . . .. ... . 0,3050027
Lfdoat & Cuig o ot iilll? . Q\03BBTIRNLY. Watsd 0.1 v o vivs olaie 0,0611611

19,5865285 19,5865285
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Z tego rachunku wiec wypada: ie A =121°0 56", 87;
B=34°50"18",35; ¢=59°23'54",48, tojest, toi samo, co$my
juz wyzéj (I42) innym sposobem otrzymali, rozwiazujac tenie
trojkat za pomoca analogiéw Nepera i kata positkowego.

Poréwnywajac sposob wyiéj uiyty z terainiejszym, pokazuje
sie: iz dziatajac podiug tamtego, i niesprawdzajac rachunku,
dziesig¢ réinych logarytmoéw wyszukaé potrzeba w tablicach
trygonometryeznych; rachujac zas podlug tego, i nadto spra-
wdzajac wypadki, tablice tylko w siedmiu miejscach roztworzy¢
wypada.

5. Kaidy trojkat prostokresiny moze byé uwaiany za trojkat
kulisty, leigcy napowierzchni kuli, ktéréj promien jest nieskon-
czenie wielki; boki wiec jego beda tukami kot o promieniu nie-
skonczenie wielkim: a ztad wstawy tych bokéw, co do swéj dtu-
gosci, rowne s tymie bokom, zas ich dostawy sg nieskonczenie
wielkie, tojest, rowne promieniowi kuli. W tém przypuszezeniu
powyisze wzory [1], [II], [III], [IV] przechodza na naste-

pujace:

[1] dost £ (A+B)=wst % C,
2] dost 3 (A—B)="F st 1
(3] wstZ (A+B)=dost £ C
(4] wst 3 (A—-B):a;—bdost 3 C.

Piérwsze i trzecie z tych réwnan nic nowego nie uczq; zas dru-
gie i czwarte uiyte by¢ moga do rozwigzania tréjkatow prosto-
kreslnych, naleigcych do przypadku trzeciego (77). Dzielac ro-
whnanie [4] przez [2] wypada:

sty £ (A—B)= bdot) zC.

+
A ie doty 3 C=sty 3 (A+B); przeto mamy

sty 3 (A+B) a-+b

sty (A—B) a—b’
tojest, wzor ten sam, ktory w postaci proporcyi wyiéj n. 77 [1]
byt podany.
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Cheac za pomoca tych wzorow [2] i [4], znaleié polowe
roinicy dwéch katéw niewiadomych A i B, obarazem waziac sie
powinny; a potém, aby otrzymaé bok trzeci ¢, dosyé jest wy-
rachowa¢ go podiug jednego z tych wzoréw.

KONIEC.
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