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E. STAMM.

Jozef Peano. =

Na wiosne, 20 kwietnia 1937 r. zmar! jeden z najzna-
komitszych wspolczesnych matematykow, logikéw i filolo-
gow porownawczych, Jozef Peano, profesor analizy wyzszej
na uniwersytecie w Turynie, twoérca wloskiej szkoly mate-
matyczno-logicznej, a takze twoérca najpowazniejszego obec-
nie jezyka miedzynarodowego, taciny bez gramatyki.

Peano urodzil sie 27 sierpnia 1858 r. w Spinetta, ma-
lej miejscowosci piemonckiej prowincji Cuneo, kilkadziesiat
kilometrow na poludnie od Turynu. Przodkowie jego od
dawien dawna poswiecali sie rolnictwu.

Mlody Jozef ukonczy! szkole powszechna w latach
1865 — 1868 i1 srednia w latach 1868 — 876 w pobliskiem
Cuneo, studja za$ matematyczne na uniwersytecie w lury-
nie, w latach 1876 — 1880, gdzie w r. 880 w wieku 22 lat
otrzymal 16 lipca dyplom doktora matematyki. Na uniwersy-
tecie studjowal pod kierunkiem znanych matematykéw wlo-
skich, miedzy innymi Genocchiego, Faa di Bruna,
D'Ovidia i Siacciego.

Wkrotce po otrzymaniu doktoratu zostal asystentem
D’Ovidia, pozniej Genocchiego, a w roku 1886 objal
stanowisko profesora Wojskowej Akademji Artyleryjskiej w Tu-
rynie, z ktorego to stanowiska zrezygnowal w roku 190].
W r. 1890 zostal mianowany nadzwyczajnym profesorem
analizy wyzszej na uniwersytecie turynskim, w r. 1895 pro-
fesorem zwyczajnym. Na stanowisku tem wytrwal az do
smierci, t. j. do 20 kwietnia 1932 r. Jeszcze 19 kwietnia
mial swoj zwykly wyklad na uniwersytecie.
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2 E. Stamm.

Prosty to bieg zycia tak wielkiego uczonego; ale tez
i Peano sam odznaczal sie zawsze najwieksza prostota.
Jedynem urozmaiceniem jego zycia byly chyba liczne po-
droze, jakie odbywal pieszo, koleja, okretem, a nawet hy-
droplanem po Anglji, Austrji, Belgji, Francji, Hiszpanji, Ho-
landji, Kanadzie, Niemczech, Szwajcarji, Tunisie, Wegrzech
i Wloszech.

Jego cicha a jednak tak intensywna praca znalazla
oczywiscie uznanie, nie tylko w jego ojczyznie, lecz takze
i zagranica. Byl Peano czlonkiem Krolewskiej Aka-
demji ,dei Lincei“ w Rzymie, Krolewskiej Akademji
Nauk w Turynie, Narodowej Rady Badan Naukowych,
Krolewskiego Instytutu Lombardzkiego Nauk i Sztuk, preze-
sem Akademji ,pro Interlingua”, komandorem orderu ,,Coro-
na d’ltalia“, kawalerem orderu ,Santi Maurizio e Lazzaro“,
czlonkiem Meksykanskiego Towarzystwa Naukowego, Naro-

dowego Instytutu w Genewie 1 Towarzystwa Matematyczno-
Fizycznego w Kazaniu.

Peano oglosil ogélem 212 prac naukowych, z tego
175 poswieconych logice i matematyce (24 dziel, 151 roz-
praw i artykulow), 37 filologji poréwnawczej i jezykowi mie-
dzynarodowemu (7 dziel, 30 artykulow).

Sledzac caloksztatt naukowej pracy Peany, przede-
wszystkiem w zakresie logiki i matematyki, przychodzimy do
wniosku, ze swiadomie czy tez podswiadomie — jak to bywa
u ludzi genjalnych — kierowal sie on zasada: ,prawda, jasnosé,
prostota” a poniewaz trzy te cechy sa zarazem cechami
piekna — wiec i ,piekno”. | zwrocié musze tutaj uwage na to,
ze zasady te stosowal on i poza badaniami filozoficznemi
1 matematycznemi, a mianowicie w swej praktyce pedago-
gicznej i w swych badaniach jezykowych, ktore doprowadzily
go do tak prostego i pieknego jezyka miedzynarodowego,
jakim jest lacina bez gramatyki, a przedewszystkiem w swem
pieknem a prostem zyciu.

Jego uczen, obecnie profesor matematyki uniwersytetu
medjolanskiego, Ugo Cassina, wyrazil sie w nekrologu'),

') Schola et Vita, VI, 1932, str. 118.
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Jozef Peano. 3

ze praca naukowa Peany posiada charakter ,rewolucyjny”.
I stusznie! Gdziekolwiek przylozyl swa reke, chociazby do
spraw najprostszych, otrzymywal rezultaty nowe, niezwykle
oryginalne. Jesli wezmiemy pod uwage chociazby logike,
to przeciez cala dzisiejsza subtelna logika Russella
i Whiteheada na jego zasadniczych spoczywa ideach.
A moc innych pomyslow, czy w elementarnych dzialach
matematyki, czy tez w najniedostepniejszych dziedzinach
analizy wyzszej!

Nie mam zamiaru pisa¢ na tem miejscu zwyczajnej
mowy pogrzebowej; chcialbym przedstawi¢ czytelnikowi po-
zytywnie zdobycze, jakie przypisa¢ musimy Peanie w za-
kresie logiki, podstaw matematyki, dyscyplin matematycz-
nych, dydaktyki matematyki i jezyka miedzynarodowego, na
podstawie jego pism, oraz bezposredniego porozumiewania si¢
z nim.

Zaczne od logiki. Peano mial zawsze na mysli
przedewszystkiem logike w zastosowaniu do dyscyplin ma-
tematycznych. Mimoto jednak jest jego logika daleko sub-
telniejsza w odniesieniu do jakiegokolwiek rozumowania,
anizeli logika Boole'a lub Schrédera. Na logice Peany
wyrosla przeciez bodaj wprost przesubtelniona logika Rus-
sella i innych, logika, ktéra stosowana jest nawet do
najtrudniejszych zagadnien dzisiejszej mysli.

Logika matematyczna jest logika, posiadajaca postac
dyscyplin matematycznych. Kazda dyscyplina matematvczna.
posiada metode dedukcyjna i symboliczna. Dlatego logika
matematyczna posiada swoj uklad pewnikow, ktory wylgcez-
nie sluzy do rozwiniecia calej teorji, a zarazem posiada
swoje symbole.

Pierwszym, ktory uwazal logike za dyscypline matema-
tyczna, byl Leibniz. Operowal on juz pewnemi symbo-
lami logicznemi, jednak nie byl jeszcze w posiadaniu ukiadu
pewnikow logiki. Zasade bezsprzecznosci wyrazal on np.
symbolem ,4 — A x N” (znak X oznaczal rownosc),
sylogizm Barbara symbolem ,, si ¢ ['d et dla, tunc el'a”,
zasade podwojnego przeczenia symbolem ,4 X non non A7,
zasade tautologji symbolami ,A + A x A, 44 « A"

http://rcin.org.pl



4 E. Stamm.

it d. Idealem Leibniza byla ,characteristica universalis”,
system dedukcyjno-symboliczny, ktéory mial byc¢ synteza
logiki matematycznej i jezyka miedzynarodowego. Ideal tej
metody wyraza on slowami: ,, ... ut sufficiat duos disputan-
tes omissis verborum concertationibus sibi invicem dicere:
calculemus, ita enim perinde ac si duo arithmetici disputa-
rent de quodam calculi errore”.

Badania Leibniza zostaly pogrzebane w pyle niepa-
migci po jego $mierci Dopiero w polowie XIX w. stworzyl
G. Boole nowy system logiki matematycznej. Podzniej
powstaly systemy innych uczonvch. Logika matematyczna
mogla sie teraz poszczyci¢ juz i ukladem pewnikow.

Jednak z pomoca logik w tych czasach utworzonych
nie mozna bylo napisac¢ $cisle jakiego$ traktatu matematycz-
nego symbolicznie. Nie zdolala tego dokona¢ ani logika
Boole'a, ani Schréodera, ani innych.

Stalo sie to faktem dopiero, gdy Peano utworzyl swoj
system logiki, zastosow-nej specjalnie do dyscyplin matema-
tycznych. W ten sposob stal sic Peano pierwszym praw-
dziwym kontynuatorem idei Leibniza, mianowicie jego
»characteristica unive salis®.

Peano tworzyl i udoskonalal swoj system stopniowo.
W r. 1889 wydal dzietko ,Arithmetices principia, nova me-
thodo exposita“?). W dzielku tem opiera sie na kilku zasad-
niczych pojeciach i buduje na nich cala logike, konieczna
do rozwiniecia arytmetyki i arytmetyke sama. Cale dzielko
ma tylko 36 stron. Poézniej pokazalo sie, ze z pomoca tych
zasadniczych poje¢ 1 symboli mozna zbudowaé nie tylko.
ca'a arytmetyke, lecz takze analize wyzsza.

W tymze roku oglasza Peano symbolicznie napi-
sany traktat geometrji ,| pincipii di geometria, logica-
mente esposti“?). Traktat pisany jest tylko z pomoca symboli
logicznych, uzytych w arytmetyce z dodatkiem specjalnych
geometrycznych.

%) 15. — Liczby drukiem tlustym oznaczaja numer porzadkowy pracy
Peany w spisie bibjograficznym, podanym na koncu.
%) 17.
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Jozef Peano 5

Poézniej pojawia sie coraz wiecej prac Peany oraz
jego ucznioéw, t. zw. wloskiej szkoly matematyczno-logicznej,
prac dazacych w tymsamym kierunku. Prawie wszystkie ze-
brane sa w klasycznem dziele, ktére wydawal Peano od
r. 1894 do 1908, przy wspoludziale wielu swych uczniow
p. t. ,Formulario Mathematico* (Wstep 1894, t. I 1895,
t. 11 1896, t. III 1901, t. IV 1902, t. V 1908)%). Wiele z roz-
dzialéw drukowanych w ,Formulario” drukowanych bylo
przedtem bezposrednio w ,Rivista di Matematica” (1891 —
1907), ktoére to czasopismo redagowal Peano. ,Formulario”
ma tak swoista postaé, ze warto si¢ z nim blizej zapoznac.

Poszczegdlne tomy, z wyjatkiem wstepu — ktory obejmuje
tylko logike matematyczna, a byl pozniej reprodukowany
w tomach wlasciwych — sa powtdérzeniami wraz z uzupel-

nieniami. Tom Il obejmuje I, tom Ill obejmuje t. Il 1 t. d.,
t. V obejmuje wszystkie poprzednie. Jednak trafia sig, ze
pewne dyscypliny matematyczne, rozwiniete w jakims tomie.
nie sa powtoérzone w tomach nastepnych; np. teorja cial
liczbowych opracowana przez Fano w t. | nie jest powto-
rzona w zadnym z toméw nastepnych. Najpelniejszym jest
ostatecznie t. V, wydany w r. 1908, posiadajacy str. 499°%).
Obejmuje on wszystkie zasadnicze dyscypliny matematyczne,
od arytmetyki i elementarnej geometrji poczawszy.

Wszystko drukowane jest symbolami logicznemi i ma-
tematycznemi Peany. Jesli chodziloby tylko o ekonomje —
rzecz dzisia) pierwszorzedna — to musimy przyznaé, ze sym-
bolika Peany jest w ,Formulario” okolo 10 razy ekonomicz-
niejsza, anizeli mowa matematykéw z ich symbolami. Tom V
,Formulario” o 500 str. rownowazny jest 10 tomom, kazdy
po 500 str., pisanych zwyczajnie.

Symbolizm logiczny P eany doprowadzil jednak jeszcze
do rezultatow wazniejszych, anizeli ekonomja. Oto pokazalo
sie, ze pojecie granicy, tak roznie traktowane przez réznych
matematykow, tkwi w najprostszem pojeciu granicy gornej,
kiora Peano oznacza przez |’ (limite supérieure Guilmina,

1) 61, 63, 85, 90, 94, 100, 108, 119.
3). 119.
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6 E. Stamm.

obere Grenze Weierstrassa, ideales Maximum Prings-
heima) i ktore jest o wiele praktyczniejsze, anizeli pojecie
granicy Cauchy'ego (ktore Peano oznacza przez Lm)€),
Pokazalo sie, ze kryterja zbieznosci szeregow nie sa zupelnie
poprawne °), i t. d. Pokazalo sie, wreszcie, ze dowdd cal-
kowalnosci rownan rozniczkowych nie da sie praktycznie
przeprowadzi¢ w sposob zupelny zapomoca jezyka. a wiec
bez pomocy daleko posunietej symboliki *).

Symbolika Peany pozwala sprawdza¢ mechanicznie,
powiem, wprost optycznie, prawdziwos¢ dowodoéw. Intuicja
prowadzila nas bardzo czesto do bledow, czego dowodem
wspoblczesna teorja mnogosci.

Aby moéc drukowaé¢ swo) ,Formulario” i swoje
pismo ,Revista” odpowiednio do zamierzen, nabywa Peano
w r. 1898 od Faa di Bruna mala drukarenke za 407
lirow. Studjuje sztuke drukarska, a rezultatem tych studjow
jest nadzwyczajne uproszczenie symboliki matematycznej,
uproszczenie, jakie mozna obserwowaé¢ wlasnie w ,Formu-
lario” ?). Szkoda, ze matematycy i specjalisci drukarze,
a zwlaszcza specjalisci sztuki drukarskiej w dziedzinie dy-
scyplin matematycznych nie zwracaja wiekszej uwagi na
zdobycze, jakie osiagnal Peano w tym kierunku. Powiem
tylko, ze druk ,Formulario” nie wymagal, mimo swej wszech-
stronnosci, zadnych nowych czcionek, ze byl zawsze jednoli-
nijny, nie wymagal ani wykladnikow potegowych, ani wskaz-
nikow. Obniza to oczywiscie cene druku nadzwyczajnie '°).

Peano zwraca baczna uwage w opracowywaniu jakiejs
dyscypliny matematycznej na definicje, gdyz w dawnej
matematyce spotykamy wiele poje¢ zle zdefinjowanych ).
Wedlug Peany posiada definicja w matematyce zazwyczaj
postac

okreslane = okreslajace, definiendum = definiens.
% 119, str, 105n., 116 n., 211 n.

) 119, str. 298 n., 303 n.

%) 119, str. 416 n. Por. takze 46, 58, 59, 141.

‘) Por. 119, 159. 170.

10)  Por. 61, 63, 85, 90, 94. 100, 108, 119, nast. 159. 170.

1y 119, 95, 134, 158, 174,

http://rcin.org.pl




Jozef Peano. 7

W niektérych definicjach wystepuje ieszcze jednak hipo-
teza (racja)!®). M. Burali Forti'®) dzieli dlatego defi-
nicje w matematyce na definicje pierwszego rodzaju (bez
hipotezy) i drugiego rodzaju (z hipoteza).

Przyklad definicji z hipoteza:

asg.me2 N, 4+ 1. ). Va = 1 ~ X3 (xm = a)

Jest to definicja nieparzystego pierwiastka z liczby rzeczy-
wistnj @. Hipoteza jest czes$¢ definicji do symbolu, ..,
m m,
definiendum symbol Va, definiens cze$é definicji po Va=.
Jesli a jest liczba rzeczywista, a m liczba nieparzysta, wieksza

m

od 1, to Vajest liczba rzeczywista x (jedyna) taka, ze x™ = a.

Kazda definicja w matematyce jest nominalna. Arysto-
telesowska metoda definicji ,per genus proximum et diffe-
rentiam specificam” nie obejmuje wszystkich definicyj mate-
matycznych. To, co definjujemy, nie musi istnie¢. Wielka
role odgrywaja w matematyce definicje przez indukcje
zupelna, mianowicie, gdy okreslamy funkcje liczby calkowi-
tej zapomoca wartosci f(0), ustalajac zwiazek miedzy f (%)
a f(n+ 1).—Bardzo czesto operuje Peano definicjami przez
abstrakcje. W definicjach takich nie okreslamy wprost
jakiego$ przedmiotu matematycznego w zwyczajny sposob,
lecz okreslamy réownosé takich przedmiotow. Np. w symbolice
Peany:

a, b £ Cls. D: Numa = Num 4. = . F(bfa) rcp

Jest to definicja mocy zbiorow (Machtigkeit Cantora). —
Definicja przez abstrakcje ma postaé

oot DT QRE=1QY == .. Do

hu, » jest hipoteza dla # 1 v, u = 9v jest rownoscia, ktoéra
okreslamy zapomoca warunku lub relacji p, , miedzy # 1 v.

%) 61, str. 44,
%)  Logica matematica, 1894.

http://rcin.org.pl
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8 E. Stamm.

Relacja ta musibyé zwrotna, symetryczna i przechodnia. Inaczej
mowiac, kazda taka relacja ma wlasnosci rownosci, da sie na
rownosé¢ zamieni¢. W naszym przykladzie mamy do czy-
nienia z relacja doskonalego'’) odwzorowania. Nie w kazdym
jednak przypadku zamieniamy taka relacje na rownosé; przy-
kladem — podobienstwo figur.

Z réwnowaznosci ,definiendum = definiens” wynika,
ze wszedzie mozna podstawi¢ w twierdzeniach definiens za-
miast definiendum. Jesli po takiem podstawieniu uzyskamy
wyrazenie nie wiele dluzsze lub tez nie wiele bardziej zawi-
klane od poprzedniego. to definicja nie jest praktyczna,
a wiec zbyteczna. Jezeli zas definiendum nie da sie w za-
den sposob wyeliminowaé przez podstawienie definiens, to
definicja jest nieodpowiednia. —

Same definicje nie tworza jeszcze zadnej dyscy-
pliny matematycznej. Konieczne sa zasadnicze pojecia
i zasadnicze twierdzenia czyli pewniki. Z ukladu pewni-
kow wnioskujemy metoda dedukcyjna z pomoca definicyj
wszystkie twierdzenia danej dyscypliny matematyczne;j.
Wchodzi wiec tutaj w gre logika. Peano, podobnie jak
i pozniejsze badania, wykazuje, ze nie moze byé¢ ona logika
klasyczna, a zarazem nie moze byé¢ w wielu przypadkach logi-
ka sfowna, lecz musi byé symboliczna. Logika sfowna ze swemi
wieloznacznosciami nie jest w stanie uchwycié subtelnosci,
jakie pojawily si¢ w najnowszych czasach w pewnych dy-
scyplinach matematycznych, tak jak i logika klasyczna nie
jest w stanie rozwigza¢ paradoksow teorji mnogosci.

Logika Peany jest przewaznie logika sadow i sto-
sunkow.

’odczas gdy liczba slow jezyka, wyrazajacych stosunki
logiczne, wynosi wedlug Peany okolo 1000, uzywa Pe a-
no'®) symboli logiki matematycznej 12, a mianowicie"

") Termin wprowadzony przez prof. Sierpinskiego na odwzo-
rowanie jedno — jednoznaczne.

%) Por. np. 119. str. 3 — 13,
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Jozef Peano. 9

= réowne D wynika ~ i

Cls klasa € jest 3 ktore

— nie ~ albo /\ klasa pusta

7 istnieje ’ ?,ymbol klasy : syml;»o] in-
jednostkowe] dywiduum.

Dla objasnienia dodamy jeszcze, ze — jest symbolem mno-
zenia logicznego, ~ symbolem dodawania logicznego, — sym-
lem negacji, ¢ oznacza przynaleznos¢ indywiduum do klasy
(a €2, a jest indywiduum klasy 2), 1a, gdzie a jest indywi-
duum, oznacza klase jednostkowa, ia, gdzie o jest klasa
jednostkowa oznacza indywiduum. Symbol x3p., gdzie p,
oznacza wypowiedz, zawierajaca zmienna logiczna X ozna-
cza ,wszystkie x, ktore spelniaja warunek p.”— Naprzyklad:

asN, + I. — 7Np 1 x3 (x> = a. aeN, X x), D). asNp

co przedstawia znane twierdzenie z teorji liczb (Leonardo
z Pizy, Liber abbaci, 1202): Jezeli a jest liczba naturalna,
wigksza niz | 1 jezeli niema takiej liczby pierwszej x, kto-
rej kwadrat jest mniejszy lub réwny a, jezeli nastepnie a
jest wielokrotnoscia liczby x, to @ jest liczba pierwsza.—W przed-
stawieniu tem jest N, symbolem liczby naturalnej, a wiec
N, 4+ | liczby naturalnej wiekszej jak |, Np symbolem
liczby pierwszej, N, x symbolem wielokrotnosci liczby x;
kropki oddzielaja poszczegodlne czesci twierdzenia.

Wspomne tutaj jeszcze, ze A. Padoa, jeden z uczniéow
Peany, zredukowal podane wyzej symbole logiczne w licz-
bie 12 do 3, a mianowicie =, —~, =1%),

W stosunku do dawniejszej logiki symbolicznej szczegol-
nego znaczenia nabieraja wprowadzone przez Peane sym-
bole = oraz .. Dawna logika symboliczna nie odréznia

") La logique déductive dans sa derniére phase de développement,

1912. Por. tez moje sprawozdanie ,Wiad. Mat.* XVIL. str. 339-346. oraz
83 spisu bibl.

http://rcin.org.pl



10 E. Stamm.

jeszcze poje¢ ) i ¢, a nastepnie @ oraz ta, gdzie a jest
indywiduum, zas ta klasa jednostkowa. To odréznienie
tworzy jednak podstawe teorji typow, rozwinietej przez
B. Russella i A. N. Whiteheada, ktéora podejmuje
rozwiazanie najsubtelniejszych nawet zagadnien ze wspol-
czesnej teorji mnogosci. Tak jest wiec teorja typéw konty-
nuacja logiki Peany.

Peano akcentuje réwniez, podobnie jak przed nim
Peirce i Schroder, a po nim przedewszystkiem Rus-
sell, waznos¢ teorji stosunkéw dla matematyki!?).

Arytmetyka zawdziecza Peanie réwniez bardzo
wiele. | nie chodzi tutaj o jakie$ poszczegélne twierdzenia,
lecz o caloksztalt, o system arytmetyki. Peano sprowa-
dzil podstawy arytmetyki do tak prostej a scislej postaci, ze
pozniejsze badania Padoy, Pieri'ego, Huntingtona,
Dicksona, Buraliego-Fortiego, a nawet Russella
i Whiteheada, nie wiele pozytywnych dodaly rezultatow.
A trzeba zaznaczy¢, ze przed Peana, przed pierwsza jego
praca w tym kierunku (1889) '), badania nad podstawami
arytmetyki byly stosunkowo nikle. Wspomnie¢cby mozna
tu tylko o pracach Grassmanna, Hankela, G. Can-
tora, Dedekinda, Weierstrassa, Helmholtza, Kro
neckera i E. Schrodera.

Opiera Peano cala arytmetyke, a wiec i cala algebre
i analize wyzsza na trzech zasadniczych pojeciach (précz
logicznych)

NOD 0: +'

N, oznacza klase liczb 0, I, 2, 3, ... , 0 zero, 4+ oznacza plus,
a wiec @+ liczbe naturalna, nastepujaca po a'?). Uklad pew-
nikow sklada sie z 6 nastepujacych (w symbolice Peany):

7). 61, str. 37 — 41, 168, str. 315. Por. tez mojg prace ,Uber Rela-
tivfunktionen u. Relativgleichungen, ,Monatshefte f. Math. u. Physik,
XXXVIIL, 1931, str. 147 — 166.

18) 15.

1) Por. 119 (najnowsze przedstawienie) str. 27 n., 15 (pierwsze
przedstawienie), 103 (najobszerniejsze przedstawienie). a nastepnie 35, 66, 92,

153, 155, 181, 183, 184, oraz odpowiednie czesci 63, 80, 94, 100, 108.
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11.
1L
V.

VL

N, ¢ Cls
0:s N,
ac Ny, D.a+ ¢ N,
se Cls. 0= s: acs. Dy a4 e 50 ). NyDs
a beNyj.a+ =0b+4. D.a=20b
aesNyp. D.a+ —=0

Slownie:

L.
11
111

IV.

V.

VL

N, jest klasa.

0 nalezy do klasy N,.

Jezeli a nalezy do N, to i liczba nastepujaca po
a nalezy do N,.

Jezeli s jest klasa (wlasnoscia), jezeli 0 nalezy
do s (posiada te wlasnosé), jezeli liczba nastepu-
jaca po a nalezy do s (posiada te wlasnos¢), o ile
a do s nalezy (te wlasno$¢ posiada), to z tego wy-
nika, ze kazda liczba z klasy N, nalezy do s (te
wlasnosé¢ posiada).

Jezeli a i b naleza do N, i jezeli liczba nastepujaca
po @ réwna sie liczbie nastepujacej po b, to i a=b.
Jezeli a nalezy do N,, to liczba nastepujaca po a
nie rowna sie 0.

Pewnik IV jest zasada indukcji zupelnej, ktora Dede-
kind udowadnia, a ktéora Peano przyjmuje za pewnik.
Wspomne, ze zasada ta, ktorej hipoteza sklada sie z pierw-
szych trzech pewnikow, da sie wyrazi¢ takze w ten spo-

sob, ze

klasa N, jest najmniejsza klasa, spelniajaca wa-

runki I, II, IIL

Nie mozna wyobrazi¢ sobie wieksze] prostoty ukladu
pewnikéw i mniejszej ich liczby, przy zachowaniu tej pro-
stoty. Na tych 6 prostych pewnikach zbudowany jest caly
gmach arytmetyki, algebry i analizy wyzszej.

Peano podaje nastepnie dowdd niezaleznosci tych 6
pewnikow.
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12 E. Stamm.

W nastepstwie przedstawie krotko definicje najwazniej-
szych pojeé¢ arytmetyki, tak jak to czyni Peano.
Definicja cyfr:

=04, 2=1+,3=2+,4=3+4, .....
Definicja dodawania:
as Ny, D.a +0=a
a bz N.. D.a—+ (b +) = (a + b +
Definicja mnozenia:
acs Ny. D.a X 0=10
a, bz Ng.Dd.a X (b4 1) = (a X b) + a

Definicja potegowania:
az N, D.a () ==}
a, bz Ny.Dd.a| (b+1)=(a]| b)a

Symbol @ T b oznacza, ,a do potegi b”.
Definicja liczb naturalnych:

N, = N, + 1
Definicja wiekszosci i mniejszosci:
a, b= Ny, D:b >a = bz a+ N
a, be Ny: Dia< b=.6>a
Definicja réznicy:
at Ny.bea+ N, D.b —a=1[N~x3(x 4+ a =b)]
Definicja ilorazu:

at N;. bz N, xa. J. b/a = 1[N, ~ x3 (x X a = b)]
http://rcin.org.pl




Jozef Peano. 13

Definicja liczb calkowitych:

n=+4N, — — N,

Definicja liczb wymiernych dodatnich:

R = N,/N,

Definicja liczb wymiernych:

r=-4R——R 10

Aby okreslic liczby rzeczywiste, wprowadza Peano
pojecie gornej granicy (obere Grenze Weierstrassa, idea-
les Maximum Pringsheima), ktore uwaza za najprostsze
z uzywanych w matematyce. Przy tej sposobnosci przed-
stawimy krotko zapatrywania Peany w tym przedmiocie *").

Peano wprowadza nastepujace pojecia granicy,
z ktorych 8 pierszych odnosi sie do klas, zas dalsze do
funkcy;j:

I'u gérna granica klasy #, podklasy liczb wymiernych

dodatnich,

|, # dolna granica takiej klasy,

A" u gbérne granice podklas niepustych w «,

A, u dolne granice takich podklas,

A # suma logiczna obu poprzednich klas,

. u skonczone granice, objete klasa A\ #,

v u klasa pochodna klasy «,

& u klasa wartosci skonczonych w vV,

Lm x limes x,

lm x granica X.

Aby zdefinjowaé 1’ okresla Peano najpierw symbol 7:

I‘=R’\x3(x<|)

Jest to wiec klase ulamkow wlasciwych dodatnich. Wtedy
oznacza 7d, gdzie a jest liczba wymierna dodatnia, klasa

) Por. 119, str. 105n., 116, 139 n., 211 n., oraz 41, str. 77, 46. 49, 141.
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14 E. Stamm.

liczb wymiernych dodatnich, mniejszych od a, zas 7u, gdzie
u jest podklasa w R, klase liczb wymiernych dodatnich,
z ktorych kazda jest mniejsza od jakiegos #. Zapomoca
symbolu 7 definjuje Peano nie wprost 1z, gdzie u’ jest
klasa, lecz relacje a < 1'u, gdzie a jest liczba wymierna
dodatnia:

ue Cl’R.as R. ):a <l l'u. = asvqu

Jezeli u jest podklasa liczb wymiernych dodatnich, zas a
liczba wymierna dodatnia, to ,2 jest mniejsze od goérnej
granicy klasy #” znaczy, ze a jest w klasie 7 u.

Wynika z tego, ze

RA~x3(x< (0 =nu

t. zn., ze zbior liczb wymiernych dodatnich x takich, ze jest
x < l'u jest identyczny z klasa 7u.
Mamy nastepnie

a=1u.=.na = qu

Dolna granice [, # okresla Peano z pomoca pojecia
granicy gornej.

Definicje \Nu, \u, Au, hu nie przedstawiaja teraz
zadnych trudnosci, podobnie jak WV u oraz ¢ u.

Na podstawie |’ odpowiada kazdej klasie liczba skon-
czona lub nieskonczona. Na podstawie A, % i ¢ odpowiada
klasie inna klasa. Pojecia Lm 1 lim odnosza sie do cia-
géw i funkcyj. Definicja Lm x brzmi

xcqfNy, D: Lm x = a3 [m: Ny. dm. ae Ax" (m 4+ Ny)]

Jezeli x jest ciagiem liczb rzeczywistych (X, Xy, X, ... Xn...),
to limes x jest zbiorem takich @, ktore naleza do A kazdej
klasy, zlozonej z X ze wskaznikami m, m + 1, m + 2, ...,
gdzie m jest wskaznikiem dowolnym z szeregu 0, I, 2, 3, ...
Jest to wiec iloczyn logiczny klas A x'(m 4 N;) dla

http://rcin.org.pl
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m =0, 1, 2, 3, ... — Z definicji te] mozna latwo wyprowa-
dzi¢ definicje, najczesciej moze uzywana:

aeq. Yi.ad¢s Lm-x; = : e Ny.he Q Dmn

F(m 4+ Ny) ~ n3[mod (X, — a) < A

Jezeli klasa Lm x jest jednostkowa, wtedy oznaczamy
ja przez lim a:

xeqf Ny.D.limx =131Lmx

Teraz moze Peano okresli¢ granice funkcyj, najpierw
Lm, potem lim*!).

Wréémy jednak do arytmetyki, a mianowicie do liczb
rzeczywistych. Powiedzieliémy, ze Peano okresla te liczby
zapomoca gornej granicy klas; definicja ta ma postaé:

Q=1I[Cls R ~u3(gu. gR — qu)]

Liczba rzeczywista dodatnia @ jest gérna granica dowolnej
podklasy # liczb wymiernych dodatnich, niepustej, i takiej,
ze istnieje jaka$ liczba wymierna dodatnia, wigksza od kaz-
dej liczby w .

Po okresleniu dzialan na liczbach rzeczywistych dodat-
nich okresla Peano liczby rzeczywiste w ogole:

§ = Q < — Qi

W ten sposéb staje sie teorja Peany o wiele prostsza
od teorji Cantora.

Od roku 1913 zajmuje si¢ Peano rachunkiem
liczbowym, podobnie jak to czynilo wielu najznako-
mitszych matematykow, Euler, Gauss, Fourier, Cauchy
i in. Prace jego pobudzily do badan wielu jego uczniow,

) 119, str. 230 n.
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16 E. Stamm,

a badania te zebrane zostaly niejako w traktacie U. Cassi-
ny ,Calculo numerico” 22).

Wiadomo, ze teorja bledéw dzialan przyblizonych daje
sie najscislej zbudowa¢ na podstawie rachunku rozniczko-
wego. Peano $ledzi zwiazek miedzy obydwiema dziedzi-
nami juz od r. 1893%). W r. 1916 wydaje krotka notatke??),
w ktorej w sposob zupelnie elementarny, bez poslugiwania
si¢ rachunkiem rdézniczkowym, przedstawia teorje bledow
w dzialaniach elementarnych liczbami przyblizonemi, w sza-
cie rachunku rézniczkowego. Juz w tej notatce posluguje
si¢ interwalami zamiast liczbami przyblizonemi i symbolem

E(0"a)

Vid =
] On

ktory przedstawia liczbe przyblizona o 7 dokladnych cyfrach
dziesietnych (skrécona; liczba dokladna jest a). W nastep-
nym roku wydaje wazna prace w tym kierunku, ,Approssi-
mazioni numeriche” #°), w ktorej operuje w calej rozciaglosci
interwalami, w przeciwienstwie do wielu innych matematy-
kow, pracujacych w tej dziedzinie, ktérzy postuguja sie
liczba przyblizona i bledem. Uzywa przytem bardzo prak-
tycznych symboli, ktére czynia teorje przyblizen bardzo
jasna i prosta. Wymieniam tutaj poza wspomnianym sym-
bolem V, a, uzywane juz w ,Formulario”

a a
G B = 0.5 ,
¢ 10r E o

cyfre r — tego rzedu liczby a i

ord @ = max n ~ x3(10* = a),

) 49, 1l str. 146 n.. 103, str. 96 — 103, 142, 146, 160, 163, 164, 166.
167, 171, 173, 184, 202, Traktat Cassiny wyszed! z druku w r. 1928.
) 49, 11, str. 146 — 9.

)  160.
) 164,
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wykladnik najwiekszej potegi liczby 10, zawartej w @, a na-
stepnie

M,a = a — V,a,

gdzie a jest liczba rzeczywista (dodatnia), a n liczba calko-
wita; symbol M, a przedstawia mantyse rzedu 7-tego liczby a.

W wymienione] rozprawie opracowuje dzialania stop-
niowe (graduale), mianowicie mnozenie, potegowanie, dzie-
lenie, pierwiastkowanie, ktore okazaly sie nadzwyczaj prak-
tyczne. lloczyn stopniowy rzedu n-tego, @ x,b okresla jako

sume
EC,a LCob. 108

gdzie 7 i s sa liczbami calkowitemi z warunkiem 7 4 s = — n.
Wykazuje przytem zwiazek miedzy temi pojeciami a daw-
nemi metodami mnozenia. Analogicznie okresla inne dzia-
lania.

Pézniej 2°) stosuje Peano te dzialania z wielks
korzyscia do rozwiazywania réwnan liczbowych. Upraszcza
metode Ruffiniego-Hornera i wyrachowuje np. zapo-
moca swej metody 23 dokladne miejsca dziesietne pier-
wiastkow rownania

§—s 8B
Vrexd 4+ Vrx? 4 Vax =r=x.

Metoda dzialan stopniowych spotkala sie z wielkiem
uznaniem na miedzynarodowym kongresie matematykow
w Bolonji, w r. 1928, jak to zaznaczy! prof. S. Dickstein.

Z dziedziny tej wspomnieé jeszcze nalezy o badaniach
Peany reszt szeregow, ktore uwazane byly za nieodpo-
wiednie do rachunkéw praktycznych (np. szeregu Leibniza
dla #%7), oraz o jego notatces g\lo arytmach *%) ).

»

®) 171, .
) 209.

*) 184,
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18 E. Stamm.

Peano nie byl zwolennikiem zaokraglania liczb; uwa-
zal za praktyczniejsze ich skracanie, ktore daje tylko liczby
dokladne ?®) i jest w uzyciu prostsze.

Zajecie sie¢ rachunkiem liczcbowym sklonilo Peane do
zajecia si¢ i tablicami matematycznemi, oraz inter-
polacja, uzywang w tablicach °). Metody interpolacji, ktore
podaje Peano?), poslugujac sie nowemi symbolami, sa
nadzwyczaj proste i scisle.

W zwiazku z rachunkiem liczbowym interesuje sie
Peano takze teoria kalendarza, jego reforma, oraz

). Peano jest za

rachunkami, zwigzanemi z kalendarzem
reforma kalendarza, a mianowicie za ustaleniem daty Wiel-
kiej Nocy, oraz za tem, aby kalendarz w kazdym roku byl
jednaki. Co do rachunkéw, zwigzanych z kalendarzem, to
wyszkolenie si¢ w nich uwaza Peano za pozyteczne na-
wet dla uczniow. Dlatego pomieszcza je w swej popular-
nej pracy z zakresu arytmetyki i zabaw matematycznych %),
I rzeczywiscie rachunki te sa dla uczniéw interesujace, a za-
razem wpajaja w nich — poza technika rachowania — pewne
wazne pojecia arytmetyki, ktore moga z korzyscia zasta-
pi¢ rachunki mniej interesujace.

Aby obliczyé np. dzien tygodnia jakiejkolwiek daty
podaje Peano nastepujaca prosta metode.

+Liczba tygodniowa® S nazywa Peano 0 dla niedzieli,
| dla poniedzialku, 2 dla wtorku i t. d, wreszcie 6 dla so-
boty. Zatem np. symbol (liczby rzymskie oznaczaja miesigce)

S(17 V 1928) = 4

oznacza, ze dzien |7 maja 1928 r. byl czwartkiem. Liczbe
tygodniowa miesiaca obliczamy dla lat zwyklych w sposéb
nastepujgcy:

¥) 163,

) 166, 167, 168.

) 167,

) 182, 182’, 182", 187, 196. 198.
) 187,
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S0, Bom 4.7 = R 2 - libzhs ;lni miesiaca m

v a . a
gdzie symbol R = oznacza reszte z podzielenia a przez b.

Mamy wiec dla lat zwyklych

SI =0, SIl =3,Sll =3, SIV=6 SV =1,8VI

l
E

SVII=6, SVIII=2, SIX=5, SX =0, SXI=3, SXIl = 5.

Dla lat przestepnych kladziemy SI = 6, z czego wynika
Sl = 2, poczem, od marca poczawszy, wystepuja te same
liczby, jak w latach zwyklych.

»lygodniowa liczba roku“ zwyklego jest tygodniowa
liczba ostatniego dnia roku poprzedniego, tygodniowa zas
liczba roku przestepnego jest tygodniowa liczba |-go stycz-
nia tegoz roku. Dla roku 7 kalendarza juljanskiego, do
4 x 1582, mamy rownosc

r
4+r+E~Z‘

S¥= R 5 -

dla kalendarza gregorjanskiego podaje Peano dla peinych
stuleci, jezeli

r = 100s,
wWZOr
s(100s) = 6 — 2R %

dla dowolnego zas roku:

r=100s + n
http://rcin.org.pl



20 E. Stamm.

wzor

S(100s) + n+E§
S(100s + n) = R - -

Mamy np. dla 7 = 1900 -+ ~

S(1900) + n + E %‘
S(1900 4+ n) = R 7 3

a poniewaz

S1900 = S(100.19) = 6—2R'; 0,

wiec

n + E —
S(1900 + n) = R ——7—-

Jezeli obliczylismy tygodniowa liczbe roku S7 i tygo-
dniowa liczbe miesiaca Sm, to tygodniowa liczba daty 7, m, d,
gdzie r oznacza rok, m miesiac, d dzien oblicza sie z wzoru

S(r, m, d) = R -S’szvm+1.

Aby obliczyé¢ date Wielkiej Nocy podaje Peano dla
znalezienia epaktéw roku 7, t. zn. liczby dni do | | od ostat-
niej pelni, wzor

B (1 R ==
19
e() =R_30—
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dla kalendarza juljanskiego, zas

8 IlR——E— — E——
i+ 19 l00+ + 400
e(ry =R 30

dla kalendarza gregorjanskiego.
Pelnie wiosenna p podaje natomiast rownosc

— 2+ (29 L R-";'(')—f’)dni.

Data Wielkiej Nocy D oblicza sie teraz zapomoca wzoru
=p+ (7 — Sp) dni,

gdzie Sp oznacza tygodniowa liczbe pelni wiosennej.

Nie bede tutaj przedstawial innych zagadnien z tego
zakresu, ktore w prosty sposdb rozwiazuje Peano?). Za-
trzymalem sie i tak dluzej nad rachunkami kalendarzowemi,
a to z tego powodu, ze rowniez, jak Peano, uwazam je za
odpowiednie dla szkél. Chcialbym w ten sposéb zwrocic
uwage naszych pedagogéw na ten przedmiot.

W zakresie analizy wyzszej poczynd Peano
réwniez bardzo wiele donioslych odkryé. Nie mozemy oczy-
wiscie nawet wspomnie¢ o wszystkich.

O pojeciu granicy mowilismy juz dawniej. Przed-
stawimy pojecie funkcji®).

Pojecia funkcji, dzialania, odwzorowania sa identyczne.
Funkcja jest wyrazana czesto zapomoca znaku, kiéry po-
przedza zmienna niezalezna — znaku przedfunkcyjnego —
czesto zapomoca znaku, ktory nastepuje po zmiennej —
znaku polunkcyjnego. Np. : log x, sin x, al

Jezeli mamy dwie klasy liczb a, b, to symbol

ueajb

) 187, str. 33 — 51,
35 7, 7, 23. 44, 46, 49, 58. 61, 63, 94, 100, 103, 108, 119, 131.
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oznacza, ze 4 jest znakiem pofunkcyinym, ktory przeksztalca
kazda z liczb klasy @ w jakas liczbe klasy &, przechodzi
zatem wtedy X na x#. Mamy wiec definicje

a, beCls. )iucajb.=: xeca de.xuceb

Natomiast symbol

uebfa

oznacza, ze U jest znakiem przedfunkcyjnym, ktory prze-
ksztalca kazda liczbe klasy @ na jakas liczbe klasy b:

a, beCls. D:. u

bfa.=:x¢a@. Jg.0x6Db

Termin ,funkcja” ma w matematyce czesto znaczenie
wyzej podane. Z definicji podanej wynika, ze jezeli # prze-
ksztalca klase a w klase i jezeli ¢ jest’podklasa klasy a, to z
przeksztalca tez ¢ w pewne 5. Znak funkcyjny nie jest
scisle zwigzany z zakresem, w ktérym funkcja jest okreslona,
a wiec z zakresem zmiennosci; mozemy bowiem zakres tenm
zwezi¢ lub rozszerzyé. Dlatego nie mozna mowié¢ o rowno-
sci dwu funkcyj. Dwie funkcje moga dawaé identyczne
wyniki w pewnym zakresie, a rozne w innym. Jezeli poste-
pujemy tak, to termin ,funkcja” odnosi sie do ukladu (#; a),
gdzie symbol (m; n) oznacza uklad, skladajacy sie z dwu
przedmiotow m, n; wtedy jest # funkcja zdefinjowana powy-
zej, @ zas zakresem zmiennosci. Peano moéwi wtedy
o funkeji okreslonej i oznacza ja przez F albo Funct. Mamy
wiec definicje:

a,beCls.ucebfa.xsa.d. (W a) x =ux
a, beCls.ucebfa.). Variab (& a) = aq,
a,be Cls. D.bFa=v3{gbfa~u3[v= (xa)l}

Definicje te wyrazamy slowami w ten sposab:
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Jezeli @ i b sa klasami liczb, jezeli # jest znakiem
przedfunkcyjnym, przeksztalcajacym kazda z liczb @ na
jakas liczbe z b i jezeli x nalezy do a, to przez (4; a)x
oznaczamy wartosci « X.

Jezeli @ i b sa klasami liczb i jezeli u# jest znakiem
przedfunkcyjnym, przeksztalcajacym kazda z liczb @ na
jakas liczbe z b, to zakresem zmiennosci (#; a) jest klasa a
wartosci zmienne) niezaleznej.

Jezeli a i b sa klasami, to funkcja okreslona liczb a na-
zywamy kazdy przedmiot @, dajacy sie przedstawi¢ w po-
staci v = (u; a), gdzie u jest jakims$ znakiem przedfunkcyj-
nym, przeksztalcajacym kazda z liczb a na jakas liczbe z &.

Oczywiscie, ze wszystko, co mowilismy o funkcjach,
okreslonych zapomoca znaku przedfunkcyjnego, odnosi sie
takze analogicznie i do funkcyj, okreslonych zapomoca zna-
ku pofunkcyjnego.

,Funkcje okreslona” mozna zdefinjowa¢ réowniez i bez
pojecia f. Musimy jednak wprowadzi¢ wtedy pojecie, ktore
oznaczamy symbolem a'b, gdzie a i b sa klasami, a' b ozna-
cza zbiér dwéjek a; y, dla ktérych x jest elementem klasy a,
zas y elementem klasy 6. Zbior ten jest rézny od djady a; b,
ktora jest ukladem, utworzonym z klas a@ i 6. Definicja
funkcji okreslonej F ma wtedy postac

bFa = Cls'(bta) ~ u 3 {x ca.dx gy 3 [(y; X)¢ u]:
xea. (y; x)e u. (2; X)e U. Ixy,z Y = 2}

Jezeli a i b sg klasami, to bFa oznacza kazda relacje mie-
dzy b i a tego rodzaju, ze kazdemu a odpowiada jedno
jedyne b.

Przechodze do badan Peany w poszczegélnych dzie-
dzinach analizy wyzszej. Referuje chronologicznie:

Juz w traktacie o rachunku rézniczkowym i calkowym,
Genochiego, ktéry opracowal Peano?®) nalezy zano-
towa¢ caly szereg samodzielnych jego badan: Prawo dla

36) i
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granicy funkcyj, przyjmujacych postaé =°; dowéd twierdze-
nia, ze kazda funkcja ciagla wielu zmiennych ma maximum
1 minimum w odpowiednim zakresie zmiennosci (twierdze-
nie to udowodnil Weierstrass dla funkcyj jednej zmien-
nej); przyklad fuakcji dwu zmiennych, ktéra jest ciagla
wzdluz kazdej prostej plaszczyzny, ale nie jest ciagla na
calej plaszczyznie; uogélnienie twierdzenia o wartosci sred-
niej; dowdd istnienia i rézniczkowalnosci funkeyj uwiklanych;
warunki przemiennosci pochodnych czastkowych; warunki
wyrazenia funcy) wielu zmiennych zapomoca twierdzenia
Taylora; calkowanie funkcyj wymiernych, w przypadku, gdy
nie znamy pierwiastkow mianownika; wyrazenie analityczne
funkeji, ktéra dla x wymiernego ma wartos¢ 0, dla x nie-
wymiernego wartos¢ |. Funkcje te badal juz Dirichlet?),
lecz nie zdolal nada¢ jej formy analitycznej. Wyrazenie ana-
lityczne tej funkcji ma wedlug Peany postaé:

xer. ). dim[B(nx)4B(—nlx)] n=Ilim(sgn Bnlx)|n=0,

xeqg—r.). lim[B(nlx)4B(—nlx)] n=Ilim(sgn Bnlx)| n=1.

W pracy o calkowalnosci réwnan rézniczkowych pierw-

szego rzedu®®) spolykamy sie z twierdzeniem, ze kazde row-

/

nanie réiniczkowe%=f(x,y). w ktérem f(x,y) jest funkcja
ciagla, ma przynajmniej jedno rozwiazanie, ktore dla x=a
przyjmuje wartos¢ b; poza tem moze ono posiadaé¢ inne roz-
wiazania. Twierdzenie to, ktore Peano podal w r. 1886,
udowodnil potem jeszcze raz Perron, przyznajac pierwszen-
stwo Peanie.

W pracy o calkowaniu rownan rézniczkowych linjowych
zapomocg szeregéw podaje Peano?) rozwiazanie kazdego
ukladu linjowych réwnan rézniczkowych o zmiennych spol-
czynnikach zapomoca szeregow. Szeregi te sa analogiczne
do wykladniczych. Metoda ta jest znana jako metoda przy-

) Werke, I, str. 132,
*) 8,
) 9,
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blizen stopniowych. Poézniej w r. 1890 metode te odkryl
Picard. W pracy o wronskjanach’) wykazuje Peano,
ze wyznacznik Wronskiego moze byé rowny 0, a jednak
funkcje nie pozostaja w zaleznosci linjowej. Tylko dla funk-
cyj analitycznych jest warunek ten wystarczajacy *!). Wspom-
nie¢ nalezy nastepnie o krytyce twierdzenia Serreta o wpi-
sanych powierzchniach wieloscianowych *?). Krytyke te po-
twierdzili pozniej] Schwarz i1 Hermite.

Za najwieksza jednak chlube Peany uwazam w dzie-
dzinie analizy wyzszej, a zarazem teorji mnogosci, udowod-
nienie twierdzenia, ze istnieja krzywe, ktore zapelniaja cala
i dowolna czes¢ plaszczyzny, a nawet przestrzeni n- wy-
miarowej **). Peano wyraza to twierdzenie w nastepujacy
sposob symbolicznie:

n:N,.).g(Cxnfq)cont~fz(f'qg=Cxn)

Hausdorff, jeden z najlepszych znawcéw teorji mnogosci
wyraza sie w swych zasadach teorji mnogosci: ,das ist eine
der merkwiirdigsten Tatsachen der Mengenlehre, deren
Entdeckung wir G. Peano verdanken* *!). Twierdzenie to
wykazuje, 7e niema roéznicy zasadniczej — ze stanowiska
teorji mnogosci — miedzy linja a przestrzenia, a wiec i po-
wierzchnia. Wspomniana wyzej praca Peany stala sie
punktem wyjscia dla wielu innych prac, ktore posunely
walnie naprzéd nasze wiadomosci o podstawach geometrji
i o pewnych wlasnosciach mnogosci *°).

) 16, 84. Por. Wronski, Réfutation de la théorie des fonctions
analytiques de Langrange, 1812; Dickstein, Bibl. math.. (2), 6,50 (1892),

i) Por, Bécher. Trans. Amer, Math. Soc.. 139 (1901); D. R. Cur-
tiss, Math, Annalen, 63, 282 (1908).

1) 22.

13) 28.

) Grundz. der Mengenlehre, 1914, str. 369.

) Hilbert (Math. Annalen, 1891); Cesaro (Bull. de Dar-
boux, 1897, XXI, str. 257); Moore (Amer. Trans.. 1900, str. 72); Lebes-
gue (Légons sur l'integration, 1904, str. 45). Por, nast. prace Andreo-
liego, Broglia, Van Vlecka, Jirgensa, Mazurkiewicza,
Rosenthala, Schoenfliesa, Sierpinskiego, Picarda.
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26 E. Stamm.

W r. 1892 wydal Peano malg rozprawke o funkcjach
monotonnie rosnacych i nieciaglych w kazdym przedziale ).

Mimo, ze Peano zajmowal sie bardzo czesto bada-
niami szczegélowemi, zawsze jednak pociagalo go przedewszyt-
kiem badanie podstaw. Widzielismy to w logice, arytmety-
ce, a nawet analizie wyzszej. To samo rzuca sie nam
w oczy w dziedzinie geometrji’). Jak w arytmetyce
dal nam on idealnie prosty uklad pewnikéw, tak i w geo-
metrji osiagnal on nadzwyczajna przejrzystosé, opierajac sie
na pojeciu punktu i réwnosci dwu wektoréow. Musze tutaj
zwroci¢ uwage na to ze, Peano nie byl intuicjonista lecz
Ignal zawsze do rachunku abstrakcyjnego. Dlatego tez nie
poszed! on w kierunku np. Kleina, czy Hilberta, kto-
rego uklad pewnikéw geometrji jest wprawdzie abstrakcyjny,
zwigzany jednak Zz intuicja (mimo sztucznego nieco wy-
razania sie), lecz mowi wprost:

I. p albo pnt oznacza ,punkt”.
II. p jest klasa.
Ill. Istnieje punkt.
IV. Jezeli a jest punktem, to istnieje punkt rézny od a
V. Jezeli a, b, ¢, d, sa punktami,toa — b = a — b.
VI. Jezeli a — b = ¢ — d, to z tego wynika ze
c—d=a—b.
VII. Jezeli a —b=¢c —d, c—d=¢e¢ —f, to
z tego wynika a — b = e — f.
VII. Jezelia —b=¢c —dtoa —¢c=b— d.
IX. Jezelia — ¢ b— ¢ toa=hb
X. Istniej punkt x taki, ze x — a = b — c.

Symbol @ — b oznacza wektor, jako réznice dwu punk-
tow; pojeciem jednak zasadniczem jest # Peany réwnosé
wektorow.

Nastepujaca grupa pewnikow:

XI. meN .me=0. ). u=0,

©) 44,
7) Prace Peany, dotyczace podstaw geometrji: 10, 13, 17, 29, 29/,
47, 54, 55, 57, 82, 82’, 82"/, 87, 102, 110, 203, oraz Formulario.
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gdzie u jest wektorem, zas mu iloczynem liczby i wektora.
Jezeli V oznacza wektor to mamy nastepnie

XIIL. FV ~ vz (mv = u).
Podane pewniki 1| — XII sgq od siebie niezalezne *f).
Zapomoca pewnikow | — XII mozna okreslic i zbadac

wiele figur geometrycznych; nie mozna jednak zdefinjowaé
pojecia odleglosci dwu punktow. Aby to uskutecznié, wpro-
wadza Peano pojecie iloczynu wewnetrznego, czyli skala-
rowego dwu wektoréw «, 7; pojecie to oznaczamy symbolem
u %X v. Jak wiadomo jest

X v = mod 4 X mod v X cos (4, v).

Mamy zatem dla wektoréw # X © prostopadlych uz x v = 0.
Pewniki, odnoszace sie do pojecia iloczynu wewnetrznego
dwu wektorow, sa nastepujace:

XIII. uxXuveq

9, jak wiadomo, oznacza liczbe rzeczywista.
XIV. LXv=1uvXu,
XV. w4+ v)yxw=uxw-+ vXw,

# 4+ v oznacza sume¢ dwu wektorow. Pewnik ten wyraza,
ze rzut sumy 4 -+ U na @ réwna si¢ sumie rzutow wekto-
réw u i v. Jezeli przez V oznaczymy wektor, bedziemy
mieli dalszy pewnik

XVIL ueV — 0. ). %« Q.

Z poprzedniego wynika, ze istnieje rachunek geome-
tryczny, analogiczny do algebraicznego; kazda rownosé stop-
nia drugiego odpowiada jakiemus$ twierdzeniu geometrji.

Dalsze pewniki:

XVIL xeq —r.ueV .D. xueV

) 119, str, 166-7, 170.
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XVIIL ieV—10. ). 3V — (qi),

XIX. ie V— 0. jeV — (9. 3.3V — i+ qj),

XX. ieV —10. jeV — (qi). keV — (¢i + q})).
). V=qi+qj+ 9k

qi oznacza wektor rownolegly do i, ¢i 4+ ¢j wektor kompla-
narny z wektorami i, j. Ostatni pewnik wyraza, ze prze-
strzen badana ma trzy wymiary.

Na podstawie tych pewnikéw rozwija Peano geo-
metrj¢ metryczna euklidesowa lacznie z trygonometrja. Bu-
duje nastepnie na tych fundamentach teorje kwaternjonow,
przyczem utrzymuje stale lacznosé¢ z teorjami Grassman-
na i Mébiusa, oraz z pojeciami fizyki.

Oto niektore najwazniejsze punkty:
ueV. 3. mod u = V (4?);
okreslenie wartosci bezwzglednej wektora.
a, bep. ). d(a, b) = dist (a, b) = mod (b — a);

jest to okreslenie odlaglosci dwu punktéow a, b.

Definicja prostej przez punkt a i réwnoleglej do wek-
tora u:

acp. uclV — 10. D. recta (a, #) = a + qu.
Definicja prostej w ogdle (p,):
py = x3{g (a, u) 3[acp. usV — 0. x = recta (a, u)]}.

Definicja plaszczyzny okreslonej punktem a i dwoma
wektorami u, v:

acp. ueV —10. veV — qu. ).plan (a, u,v) = a + qu + qu:
http://rcin.org.pl
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Definicja plaszczyzny w ogéle (p;):
ps=x3{7(a u, v)3[acp. ucV — 0. veV — qu. [x =

= plan (@, u, v)]}.

W symbolice Peany znane twierdzenia geometryczne
otrzymuja bardzo prosta postaé. Np.

@—b=@—c)4+0G—¢c*+2(@—¢c) X (c—0b)

(znane twierdzenie Euklidesa lub Carnota).

Podstawy geometrjt badal Peano nie tylko z pomoca
pojecia wektora. Juz w r. 1889, w jednej ze swych pierw-
szych prac') buduje on geometrje na podstawie pojecia
punktu i odcinka, przyczem posluguje sie juz swojemi sym-
bolami logiki i geometrji, tak, ze caly traktat opracowany
jest symbolicznie. Jest to geometrja polozenia. W tym
wzgledzie zbliza sie Peano do badan Pascha?®’); pod-
czas, gdy jednak Pasch przyjmuje dla tej geometrji poje-
cia podstawowe: punkt, odcinek i ograniczona czes¢ plasz-
czyzny, odrzuca Peano to ostatnie pojecie, definjujac
plaszczyzne. Definicje ta uzyskuje Peano w nastepujacy
sposob. Przedstawiam sprawe krotko, bez uzycia symboliki.

Punkty oznaczamy malemi literami alfabetu lacinskiego.
Jezeli a, b sa punktami, oznacza a b klase punktéow, a mianowicie
odcinek okreslony punktami a, 6. Symbol a’b oznacza zbiér
punktow x, takich, ze jest b= ax. Jest to wiec przedluzenie
odcinka ab poza b. Nastepnie jezeli @ jest punktem, aK
klasa punktow, to aK oznacza figure, skladajaca sie z od-
cinkéw, laczacych @ z kazdym punktem klasy K, a wiec zbior
punktow tych odcinkéw. Analogicznie oznacza a@’K zbior
punktow, lezacych na przedluzeniach odcinkéw aK od stro-
ny K, zas a K’ zbiér punktéow lezacych na przedluzeniach
odcinkéw @K od strony . Wprowadza Peano nastepnie
pojecia HK, H'K, HK’, gdzie H i K sa klasami punktow.

19). ‘19,

%) Vorlesungen iber neuere Geometrie, 1882,
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HK oznacza wiec zbiér punktéow odcinkéw miedzy punkta-
mi H a punktami K. Analogicznie H'K i HK'. Odcinki
H i K nie musza byé rézne. Mozemy wiec tworzyé pojecia
HH, HH = HH’ (poniewaz wedlug jednego z pewnikow
Peany jest ab = ba; w tym systemie geometrji Peano
nie wprowadza pojecia zwrotu czyli orjentacji). Otéz kla-
dziemy teraz H” = HH’

x = (ab)".

Trzy punkty a, b, ¢ nazywamy kolinearnemi, jezeli lezg
na )akiejé prostej 7. Jezeli @, b, ¢ s3 punktami niekolinear-
nemi, to symbol abc¢ oznacza trojkat, jako zbiér punktow
jego wnetrza. Zatem zbioér punktéw X, spelniajacych rownosé

x — (abc)’,

gdzie a, o, ¢ nie sa kolinearne jest plaszczyzna.

W tej grupie definicyj okresla Peano jeszcze figure
wypukla: jest to zbiéor punktéw, majacych te wlasnosé, ze
kazdy odcinek, laczacy dwa dowolne punkty tej figury za-
wiera tylko punkty, nalezace do niej.

Aby skonstruowaé cala geometrje elementarna, wprowa-
dza Peano jeszcze podstawowe pojecie ruchu, podobnie
jak Pasch?®).

M. Pieri badajac od r. 1897 podstawy geometrji®?),
przyszed! do przekonania, ze cala geometrja elementarna da
sie¢ zbudowaé na podstawie dwu pojeé¢, punktu i réwnoodle-
glosci dwu punktow @, & od trzeciego ¢. Taki system geo-
metrji zbliza sie najbardziej do propagowanego przez Leib-
niza w jego ,Characteristica geometrica®®’). W rozprawce,

51) 55,

*¥) Memorie Accad. delle Scienze di Torino, 1897 —8; Sur la géo-
metrie envisagée... (Cogr. Int. de Philess, Paris, 1900, t. I, str. 386 n.);
Memorie Accad. dei XL, Roma, 1908,

®) Math, Schr. wyd. Gerhardt, I, str. 20 — 25. Por. takze moje
prace: Characteristica geom. Leibniza, Wiad. Mat.,, XVII, takze osobno,
Warszawa, 1913; O alg. Logiki, Wiad. Mat. XXX — XXXI, str. 36 — 4I;
Uber Relativfunktionen u. Relativgleichungen, Monatshefte f. Math. u. Phy-
sik, XXXVII, 1931, str. 159 — 166.
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wydanej w r. 1902 sprowadza Peano ten system geometrji
do swego, opartego na pojeciu punktu i wektora®¥). Okresla
najpierw pojecie punktu srodkowego dwu punktow a, b.

a, bep. D. (@ + 0))2 = 1p ~ x 3[d(x, a) = d(x, b):
yep. d(y, a) = d(x, a). d(y, b) = d(x, b). Iy y = x.

Rownosé dwu wektorow definjuje sie potem w naste-
pujacy sposob:

a, b c,dep )ia—b=c—d = (a+4d)2 =+ o)
Te definicje pochodza z r. 1908 (Formulario V). W r. 1902

okreslenia te nieco sa odmienne; Peano definjuje tam naj-
pierw pojecie prostej przez dwa punkty:

a, bep.a — = b. ). recta (a, b)) = p ~ x3[yep. d(y, a)
= d(x, a). d(y, b) = d(x, b). Dy. y = ],
i plaszczyzny przez trzy punkty:
asp. bep — ra. c:p — recta(a, b). D. plan (a, b, ¢)
=p~ xc[yep. d(y, a) = d(x, a), d(y, b)
= d(x, b). d(y, ¢) = d(x, ¢). Dy.y = x].

Wtedy punkt srodkowy punktéw a, & a mianowicie
(a + b)/2 definjujemy w nastepujacy sposob:

a, bep.a — = b. D. (a + b)/2
= 1 recta (a, ) ~ x3|d(x, a) = d(x, b)], acp, J.a
+ a)/2 = /a.

Réwnosé dwu wektorow zas okreslamy w ten sposéb:
a, b,c,dep. )ia—b=c —d =.(@a+4d)2 = (b+ o)

) 102; por. tez 119, str. 177.
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Moznaby teraz postepowaé w konstrukcji systemu geo-
metrji tak, jak w systemie Peany, opartym na pojeciu
punktu, rownosci dwu wektorow, oraz iloczynu wewnetrzne-
go wektorow. Mozliwa jest jednak i odmienna droga. Okre-
slamy najpierw rownosé bezwlednych wartosci dwu wektordw:

u, ve V. J.: modu = modv. =. aep. I, d(a, a + u)
= d(a, a + ).
Wynika z tego
a, bep. J. d(a, b) = mod (b — a).

Nastepnie definjujemy prostopadlosé dwu wektorow

u, v, ktora oznaczamy symbolem # X v = 0:
u,ve V. dou X v =0. =.aep. D, d(a + u, a4+
+v) =d@+ u a — v).

Wspomnie¢ nalezy tutaj jeszcze o pracy Cesariny
Boccalatte, ogloszonejwr. 1928 pod wplywem Peany %)
Boccalatte tworzy system geometrji, oparty na pojeciach
punktu i kata prostego. Z pomoca tych poje¢ mozna okre-
sli¢ latwo plaszczyzne. Bedzie to plaszczyzna, prostopadla
do odcinka b¢, przechodzaca przez b:

b — = ¢ ):ac plan ba. = . abc recto,

jezeli abc recto oznacza, ze kat abc jest prosty. Takze po-
wierzchnia kuli da si¢ latwo zdefinjowaé, jako zbiér punk-
tow b takich, ze abc jest katem prostym:

be sphaer ac. = . abc recto.

Prosta mozna teraz okresli¢ w rézny sposob. Podajemy
definicje nastepujaca: ce recto ab =c =a—plan ab=planac.

) 203. Por, str. 51: ,Dietro suggerimento del. prof. Peano, qui
spiego come si possano definire tutte le idee geometriche, mediante due
idee che assume come primitivo: punto e angolo retto".
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Opierajac sie na tych definicjach, oraz na definicji
prostokata:

(abcd) rectang. = . sphaer ac¢ = sphaer bd

mozemy okresli¢ srodek miedzy a i &:

c=(a+0b)/2.=: x, yep. (axby) rectang. ) 4 (xyc) collin.

Wobec tego réwnosé dwu wektorow okreslamy tak jak
we Formulario V' (str. 177):

a—b=c—d=.(+ a2 =+ o2

Jak widzimy, wszystkie badania Peany nad podsta-
wami geometrji i nad jej rozwinieciem zwracaja sie zawsze
do metody opartej na wektorach. Metoda ta zapoczatko-
wana przez Bellavitisa (1832) a rozwinieta przez Gras s-
manna (1844), Hamiltona (1845) i i. ma, jak wiadomo,
liczne zastosowania, nie tylko w geometrji, ale i w fizyce.
Peano udoskonalil te metode znacznie. Podczas gdy
u Grassmanna spotykamy sie z zawilym rachunkiem
macierzy 1 wyznacznikow, operuje Peano prostemi utwo-
rami geometrycznemi, punktem, prosta i plaszczyzna i wpro-
wadza dla wektorow dzialania znane w arytmetyce i anali-
zie: sume, roznice, iloczyn, granice, pochodna, calke i t. p.

Dla zilustrowania tej metody podajemy jeszcze twier-
dzenia, odnoszace sie do objetosci 1 powierzchni elipsoidy,
oraz do $rodka ciezkosci rownolegloboku.

oep. i, j, keV. 2 = 2 = R=1.iXj=jXk=hkXi=0.
abceQ.a=b=c . Volum {(0 + xi4x,j
+ x3k) [X'1Cx3 ~ x3 [(x, [@)* + (X[ 0+ (x3[c)* < 1]}

= 4zmabc/3.
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Jest to twierdzenie o objetosci elipsoidy.
ocp, i, j ke, P=p=R=1.iXj=jXk=hkXi=0,
abceQ.a>b=c E(a b, ¢c) = area {(0 + x, i
+ x,j + x3k) | X Cx3 ~ x3 [(x] a) + (x

+ (x5]e)? = 1]}

| b)*
E (a,b,¢c) = 4xab. E,(a, b, c)
= 4zb(a 4 ¢)/2. Es(a, b, ¢) = 4=(ab + ac
“+ bc)/3. D. E (a, bc = E(a, b, ¢) =< |2 E,(a, b, ¢),
E(a, b, ¢) > 43/48 E, (a, b, ¢). 4/15=b(a— c)? |
c=E(@,b ¢) — E;(a b ¢c) = |5%b(a — ¢)?| c.

Jest to twierdzenie o powierzchni elipsoidy, podajace przy-
blizenia tej powierzchni®). Wiadomo przytem, ze jest

E — fy’bz c? X2 4 ¢ a? V24 a2 0?2 do,

gdzie mamy

X =asnO®cos P =aXy=>0sin0sind=>0Y,

zZ=1c¢cos O =c¢Z do =sin 0d0 d.

Twierdzenie o s$rodku ciezkosci réwnolegloboku ma
u Peany posta¢

oep. u, veV. D). G0+ Ou + 00) = 0 + (u + v)/2;

0 jest wierzcholkiem réwnolegloboku, #, v bokami 7).

Rachunek geometryczny, wyksztalcony przez Peane,
stal sie punktem wyjscia dla wielu waznych prac, jak np.

%) 27, 119, str, 445,
) 119, str. 446.
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Burali-Fortiego, Boggia, Botassa, Pieriego,
Marcolonga i i

Z badan Peany, ktéore przedstawilismy dotychczas,
mozna wywnioskowaé, ze umys! jego wykazuje wielkie po-
dobienstwo z umyslem Leibniza Ta sama wszechstron-
nosé, ta sama inklinacja do symbolizmu, i jak sie pozniej
przekonamy, do jezyka miedzynarodowego. Nawet co do
tresci mozemy Peane zestawi¢ z Leibnizem, a miano-
wicie w badaniach podstaw logiki i geometrji. Dlatego na-
turalnem wydaje sie, ze Peano zacheci! swego ucznia
i dlugoletniego asystenta (1898 —9, 1900 — 1902, 1903—1005)
G. Vacca do zbadania rekopisow Leibniza w Hanowe-
rze. Wynik tych badan byl nader ciekawy. Pokazalo sie,
ze juz Leibniz znal wiele twierdzen logiki symbolicznej,
ze on wlasciwie byl jej tworca. Odpowiednie fragmenty
logiki symbolicznej, Leibniza, wydobyte z niepamieci
przez tego matematyka, ogloszone zostaly w Formulario,
a Couturat oglosil je w pelniejsze]j postaci pozniej, za-
checony temi badaniami ).

Wspomnielismy przed chwila, ze P eano, podobnie jak
i Leibniz, przywiazywal wielka wage do symboliki w ma-
tematyce. | slusznie, gdyz symbolika jest istotng wlasciwo-
scia matematyki®). Peano wyrazil si¢ raz, ie ,symbolika
pozwala uczniom szkoél srednich rozwiazywaé latwo zagad-
nienia, ktére ongié mogly rozwiaza¢ tylko potezne umysly
Euklidesa i Diofanta”.

Jesli chodzi o symbolizowanie matematyki, to Peano
jest bezsprzecznie pierwszym, ktory dziela tego dokonal.
Woprowadzil symbole logiki, ktére tworza podstawe zupelne;j
symboliki dyscyplin matematycznych. Uzupelnil nastepnie
i uproscil symbolike matematyki. Wreszcie utworzyl nad-
zwyczaj prosta symbolike w geometrji, a w ten sposob
osiagnal to, do czego dazyli Leibniz, Hérigone (1634),
Carnot (1801), Mébius, Grassmann, Hamilton i i.

8) Opuscules et fragmentes inédits de Leibniz, 1903.

) Por. moja prace ,Czem jest i czem bedzie matematyka?“, Wiad.
Mat.. X1V, 1910, str. 181—196; Praesente et futuro de mathematica, Acad
pro Interlingua, Torino, 1926. str. 8 — 10.
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Potezny umysl! Peany stworzyl sobie w zakresie ma-
tematyki odrebna szkole, znana pod nazwa szkoly wlo-
skiej. U. Cassina, jeden znajblizszych uczniéow Peany,
wymienia ze szkoly wloskiej, miedzy innymi, nastepujacych
uczonych ®’). Wlosi: R. Bettazzi, C. Boccalatte, T.
Boggio, A. Borio, C. Burali-Forti, U. Cassina,
P. Chinaglia, M. Cibrario, M. Cippola, G. Fano,
R. Frisone, F. Giudice, A. Padoa, G. Pagliero,
M. Pieri, G. Vacca, G. Vailati, E. Viglezio,
G. Vivanti ii, Anglicy: H. Jourdain, B. Russell,
A. N. Whitehead, Amerykanie: E. Huntington,
E. H Moore, O. Veblen, Francuz: L. Couturat. Z Po-

lakéw wymienia Cassina autora niniejszego artykulu.

Gdy spisywalem niniejsze zestawienie prac Peany,
przyszlo mi na mysél, aby sie przekonaé, do jakiego wieku
mial Peano wybitnie tworcze mysli. Jesli chodzi o mate-
matyke, to zestawiajac prace Peany, doszedlem do wnio-
sku, ze ostatnie wybitnie tworcze prace z zakresu matema-
tyki oglosit on na przelomie XIX i XX wieku. Wtedy uka-
zalo sie jego ,Analisi della teoria dei vettori” °!). Pézniej
oglaszal tylko prace syntetyzujace, jak np. Formulario V,
oraz prace z zakresu rachunku liczbami przyblizonemi.
Prace o krzywej zapelniajacej calg plaszczyzne albo prze-
strzen 7n- wymiarowa oglosit Peano w r. 1890, majac
32 lata. W r. 1900 mial lat 42. Po roku 1900 zajmuje sie
Peano intenzywnie filologja, podobnie jak H. Gras-
smann.

Peano byl nietylko wielkim uczonym, lecz takze wiel-
kim pedagogiem. Najlepszym dowodem jest wielka
~ liczba jego uczniéw, ktorzy zajeli pierwsze miejsca wiréd
uczonych. Pamietal on o kazdym ze swoich uczniéw i zwo-
lennikoéw; 1 chociaz nieraz nie mogl obcowaé z nimi oso-
biscie, utrzymywal kontakt listownie.

Prac ogolnych z zakresu pedagogiki, czy dydaktyki
‘Peano nie wydawal. Jego uwagi ogédlne, tyczace sie dy-

) Scho!a et Vita, Medjolan, VII, 1932, str. 124, 121, 123,
i) 89,

http://rcin.org.pl



Jézef Peano. 37

daktyki matematyki, czy nawet wychowania w ogéle, spoty-
kamy w pismach popularnych z zakresu matematyki ®%).

Szczegélowych prac z dydatyki matematyki oglosil
sporo °?).

Peano staral sie, aby matematyka byla dla uczniow
nie martwa nauka, lecz zywem . zrédlem entuzjazmu. Dla-
tego polecal zawsze — i sam to czynil — oprzeé¢ nauke
matematyki, poza rzeczywista teorja, na wiadomosciach
z historji oraz zastosowaniach praktycznych. Zwraca P eano
nawet uwage na to, ze i objasnienia lingwistyczne wplywaja
dodatnio na przyswojenie sobie prawd matematzcznych

Oczywiscie na pierwszem miejscu musi by¢ scislosé,
prostota i jasnosé. Temi tez trzema hastami kierowal sie
on w swych badaniach naukowych. O scislosci w matematyce
wyraza sie on w jednej ze swych prac w nastepujacy
sposob: %),

o1l rigore matematico ¢ molto semplice. Esso sta nell’
affermare tutte cose vere, e nel non affermare cose che sap-
piamo non vere. Non sta nell’ affermare tutte le verita
possibili. La scienza, o la verita, & infinita; noi non ne co-
nosciamo che una parte finita, e infinitesima rispetto al
tutto. E. della scienza che conosciamo, noi dobbiamo inse-
gnare solo quella parte che ¢ maggiormente utile agli alunni”,
O stosunku nauczyciela do wychowanka wypowiedzial sie
Peano dosadnie w swej przemilej ksiazeczce ,Giochi di
aritmetica e problemi interessanti“®’): La differenza fra noi
e gli allievi affidati alle nostre cure sta solo in cio, che noi
abbiamo percorso un piu lungo tratto della parabola della
vita. Se gli allievi non capiscono, il torto ¢ dell'insegnante
che non sa spiegare. Neé vale addossare la responssabilita
alle scuole inferiori. Dobbiamo prendere gli allievi come
sono, e richiamare cio che essi hanno dimenticato, o studiato
sotto altra nomenclatura. Se l'insegnante tormenta i suoi
alunni, e invece di cattivarsi il loro amore, eccita odio con-

%) Np. 123, 187.
%) 103, 152, 155, 175, 181, 183, 184, 186, 187, 193, 194, 201, 211.
o) 123,

o) 187, http://rcin.org.pl



38 E. Stamm.

tro sé e la scienza che insegna, non solo in suo insegna-
mento sara negativo, ma il dover convivere con tanti piccoli
nemici sara per lui un continuo tormento”.

Peano jest zwolennikiem uczenia matematyki na naj-
nizszym stopniu przez zabawe, podobnie jak we Francji
Laisant i Lucas. Dlatego tez wydal swoje ,Giochi di
aritmetica”. Zawsze zachecal mnie w listach, abym w tym
kierunku pracowal. Poniewaz jestem zwolennikiem tego
kierunku, pozwole sobie zacytowaé¢ odpowiednie miejsca
z prac Lucasa i Laisanta, ktore przytacza rowniez
Peano w swych ,Giochi”, a moze w ten sposob zwréce
uwage na mozliwy a u nas nie wyzyskany sposob uczenia
matematyki na stopniach nizszych.

Lucas mowi trafnie®®): Pour apprendre a notre éco-
lier la multiplication, gardons nous bien de lui faire réciter,
sur un ton dolent et monotone, deux fois deux font quatre
deux fois trois font six..; ce serait donner a ses facultés
arithmétiques un enterrement de premiére classe. L’enfant
doit construire la table lui-méme”.

Podobnie wyraza sie Laisant®?):,Attachez-vous a inté-
resser, a amuser l’énfant, ne lui faites rien apprendre par
coeur”.

Myslalby moze kto, ze Peano jako specjalista mate-
matyk nie uznawal wartosci pedagogicznej innych nauk.
Tak jednak nie bylo. Swego czasu wyrazil sie on w naste-
pujacy sposob: ,Dobrze jest nie ograniczaé studjow do sa-
samej matematyki; kazda bowiem nauka jest piekna, jesli
zajmujemy sie nig dla niej samej, a nie dla egzaminow lub
zysku materjalnego”.

Ze specjalnych zagadnien dydaktycznych wspomnie-
lismy juz o uczeniu pewnych dzialéw matematyki na niz-
szych stopniach przez zabawe. | tak poleca on uczyé do-
dawania przy pomocy kwadratow magicznych, dla ktérych
konstrukcji podaje proste prawidla ®®), Bardziej skomplikowa-

%)  Arithmétique amusante, 1895,
%) Initiation mathématique, 1915,

) 193. .
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nych dzialan mozna uczyé przy pomocy zagadnien kalenda-
rzowych, ktére przedstawilismy wyzej. W tym wzgledzie
pieknym zbiorem sa wymieniane wyzej ,Giochi”. W pracach
o dzialaniach wielkosciami ?°) rozpatruje Peano miedzy
innemi nastepujace dwa sposoby wyrazania znanego twier-
dzenia, ze stanowiska scislosci: ,Powierzchnia prostokata
rowna sie iloczynowi podstawy 1 wysokosci” i ,miara po-
wierzchni prostokata réowna sie iloczynowi miary podstawy
i miary wysokosci”. W pierwszym przypadku wykonywamy
dzialania na wielkosciach, w drugim na liczbach. Pierwsze
sformulowanie twierdzenia mozemy wyrazi¢ symbolicznie
w nastepujacy sposob:

m.2 X mi.3 =m?6;

gdzie bokami prostokata sa m.2 i m.3. Peano uwaza
sformulowanie to, niezalezne od jednostki miary, za zupelnie
poprawne — wbrew pogladom niektorych matematykow —
idac za Euklidesem i Heronem, jezeli przyjmiemy
rownosc

m X m = m>

Zreszta i fizyka uzywa stale pojecia iloczynu wielkosci.

Wiele cennych uwag dydaktycznych zawiera row-
niez notatka ,l libri di testo per [l'aritmetica”, wydana
wr. 19247), w ktorej krytykuje Peano liczne niescistosci,
tautologiczne definicje, zbyteczne terminy i t. p. w podrecz-
nikach szkolnych.

Prace Peany na polu filologji poréwnawczej
wiaza sie scisle z jego pracami w dziedzinie matematyki.
Dzialalnos¢ Peany jako filologa koncentrowala sie na za-
gadnieniu jezyka miedzynarodowego i uwienczo-
na zostala stworzeniem takiego jezyka i to jezyka, wedlug
pogladu pierwszych znawcéw przedmiotu, dzisiaj najdosko-
nalszego.

) Peano nazywa wielkosciami dlugosci, powierzchnie, objetosci,
czas, mase, i inne wielkosci fizyczne, Por. 152, 155, 175, 181, 183.
) 186.
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Nie mam tu zamiaru uzasadniania potrzeby takiego
jezyka. Zaznacze tylko, ze nadzwyczaj przyspieszony roz-
woj komunikacji w ostatnich czasach wytwarza sploty inte-
resow miedzynarodowych, ktérych zalatwienie wymaga wza-
jemnego porozumiewania si¢. Nastepnie powstanie mniejszych
panstw po wojnie swiatowej zmusza uczonych tych panstw
do poslugiwania si¢ nie swojemi, malo zrozumialemi jezy-
kami, lecz jak najbardziej rozpowszechnionemi; wtedy bowiem
tylko dorobek kulturalny tych panstw stanie sie dorobkiem
powszechnym.

Dawniej nie byla kwestja jezyka miedzynarodowego
tak aktualna, jak obecnie. Historja poucza nas, ze, w miare
wplywow politycznych zyskiwaly pewne jezyki narodowe
znaczenie jezyka miedzynarodowego. Takiemi byly jezyk
babilonski, perski, grecki, lacinski i francuski. Od XIX w.
zaden z jezykéw nie moze si¢ nazywaé miedzynarodowym.
Wzrosla swiadomosé narodowa, ktora kazala cenié przede-
wszystkiem jezyk ojczysty.

To kolejne odgrywanie roli jezyka miedzynarodowego
przez rézne jezyki narodowe wykazuje, ze jezyki narodowe
nie beda mogly nigdy byé stalemi jezykami miedzynarodo-
wemi; ich walor trwa bowiem tak dlugo, jak walor politycz-
ny danego narodu i to niezaleznie od liczby jednostek, mé-
wiacych danym jezykiem. Zjawia sie wiec potrzeba sztucz-
nego jezyka miedzynarodowego, oczywiscie nie sztucznego
a priori, utworzonego w postaci konglomeratu z réznych
jezykow narodowych, lecz raczej uproszczonego do ostatecz-
nych granic martwego jezyka narodowego, wiec jezyka na-
turalnego, jezyka a posteriori.

Mozliwoé¢ utworzenia takiego jezyka jest dzisiaj nieza-
przeczalna. Przeczuwali taki jezyk i byli jego zwolennikami
miedzy innymi Descartes, Leibniz, Kochanski,
Nietsche, Max Miller. Leibniz wypowiedzial w tym
wzgledzie pare nadzwyczaj trafnych uwag. Nalezy opuscié
wszystkie zbyteczne elementy gramatyczne. Konjugacja jest
niepotrzebna, zbyteczne sa liczba i osoba czasownika, gdyz
sa one zaznaczone w podmiocie. Sztuczne rodzaje rzeczo-
wnikéw nalezy znie$¢. Przymiotniki niekoniecznie musza
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zgadzac sie z rzeczownikiem w liczbie, przypadku i rodzaju.
Deklinacja jest réowniez zbyteczna, gdyz przypadki dadza sie
zaznaczyé zapomoca przyimkow. Przytaczam te uwagi
Leibniza, aby wykaza¢ pozniej podobienstwo jego po-
mystow w tym kierunku z pomyslami Peany.

W poszczegolnych dziedzinach umyslowosci ludzkiej
jest dzisiaj mjedzynarodowa metoda porozumiewania sig
ustalona. Przykladami sa: alfabet Morsego, morski kodeks sy-
gnaléw, zdjecia topograficzne, nuty, nomenklatura botaniczna
i zoologiczna, oznaczanie pierwiastkow 1 reakcyj chemicz-
nych, symbole matematyczne.

Badanie Peany nad jezykiem miedzynarodowym wy-
rosly na gruncie jego badan nad symbolika matematyczna
i logiczna, szczegdlnie na tym ostatnim. Pierwsze swoje po-
mysly oglosil w r. 19037!). Nazwal on swodj jezyk miedzy-
narodowy ,latino sine flexione”. Jest to wiec, jak wskazuje
nazwa, facina bez gramatyki.

Ze chodzi o metode bez gramatyki, to jasne. Grama-
tyka jest i bedzie zawsze plaga uczgcych sie kazdego jezy-
ka naturalnego. Nalezy wiec zredukowaé gramatyke do
minimum. Peano uskutecznil to w swoim jezyku ,latino
sine flexione”, gdyz jezyk ten, w ktéorym pisal i ktéry pro-
pagowal, ma de facto tylko trzy reguly gramatyczne.

1. Akceptuje sie kazde slowo wspédlne jezykom euro-
pejskim (gltownym). Przyznam sie, ze punkt ten nie jest dla
mnie zupelnie jasny. Dawniej, w czasie gdy Peano
wydal swéj drugi naklad ,Vocabulario commune® (1915),
pisal on (w swoim jezyku miedzynarodowym) ,omni
vocabulo de interlingua es latino” ’*). Pozniej, gdy w r. 1927
wydal zestawienie, obejmujace caloksztalt metody ,latino
sine flexione” pisze "): ,Interlingua adopta omne vocabulo
commune ad A. F. H. I. P. T. R.” (litery oznaczaja jezyk
angielski, francuski, hiszpanski, wloski, portugalski, niemiecki,

) 105.
%) 149, str. V.
) 189, str. 4.
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rosyjski). Dawniej i w ostatnich czasach byl Peano przy-
tem przekonania, ze ,in generale, vocabulo latino es inter-
nationale, si habe derivatos in anglo”.

W kazdym razie dazyl Peano do utworzenia slownika
miedzynarodowego, i chociaz zasady, na ktérych go utwo-
rzyl, nie sa zupelnie bez zarzutu, pozostawil nam dzielo
epokowe w tej dziedzinie. Jest to Vocabulario commune
ad linguas de Europa“ ™). Slownik ten obejmuje w drugiem
wydaniu przeszlo 14000 sléwek miedzynarodowych. Zawiera
on tez skrupulatna etymologje oraz bardzo czesto wiek sl6-
wek. Okolo 1500 stowek jest wspolnych jezykom: lacinskie-
mu, angielskiemu, francuskiemu, hiszpanskiemu, wloskiemu,
portugalskiemu, niemieckiemu 1 rosyjskiemu, okolo 14000
lacinskiemu i angielskiemu, a zarazem i innym.

2. Kazde slowo miedzynarodowe, pochodzace z laciny,
ma posta¢ tematu lacinskiego (dla rzeczownikow i w ogodle
imion 6-y przyp. liczby pojedynczej, rzadko przyp. I, dla cza-
sownikow tryb rozkazujacy).

3. Koncéowka — s oznacza liczbe mnoga. Koncowka
ta moze by¢ opuszczona po liczbie wiekszej, od | i gdy
liczba mnoga wynika z tekstu.

Jakzez radzi sobie ten jezyk z tak minimalng grama-
tyka? Uzywa on wszedzie tematéw. Koncowek (z wyjat-
kiem — s dla liczby mnogiej) niema. Przypadki tworzy sie
przez dodanie przyimkow: de, ad, pro, ab, in i t. d. Rodza-
jow gramatycznych niema, niema rodzajnikéw, ani zgodno-
sci w liczbie, przypadkach, osobach, rodzajach. Niema tez
konjugacji z koncowkami. Czasy opisuje sie. Np. me scribe=

pisze, me jam scribe = pisalem, me i scribe albo me vol
scribe = bede pisal (me = ja, scribe temat lacinskiego
scribere = pisaé, jam = juz, itemat lacinski i-re = is¢, vol

temat lacinski chcie¢). Opisuje sie rowniez tryby zapomocsg si,
que, ut i t. d.

) 121, pierwsze wydanie, pod tytulem: Vocabulario commune ad
linguas de Europa, 149 wydanie Il. pod tyt. Vocabulario commune ad
latino-italiano-frangais-english-deutsch.
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Przyklad: Latino es lingua internationale ab tempore
de imperio Romano, per toto medio aevo, et in scientia usque
ultimo seculo. Mathematicos Leibniz, Newton, Euler,
Gauss etc. scribe quasi semper in latino. Hodie quasi
omne auctore scribe in proprio lingua nationale, id es,
in plure lingua neolatino, in plure germanico, in plure slavo
et in nipponico. Tale miltitudine de linguas, in labores de
interesse commune ad toto humanitate, constitue magno
obstaculo ad progressu.

Wybér jezyka lacinskiego, jako podstawy jezyka mie-
dzynarodowego, jest genialnem posunieciem, gdyz jezyk ten
jest najbardziei rozpowszechniony w swiecie cywilizowanym,
badz bezposrednio, badz posrednio, tkwiac w wielu tema-
tach jezykéw narodowych. Kazdy irteligentny czlowiek roz-
porzadza sporym zasobem tematow lacinskich. Z drugiej
strony, gdybysmy przyjeli na jezyk miedzynarodowy klasycz-
ny jezyk lacinski, obciazylibysmy sie niepotrzebnie trudna
gramatyka. Z tego powodu upraszcza Peano lacine do
maximum,

Wspomne jeszcze, ze Peano nie uwaza swego jezyka
miedzynarodowego za jezyk zdolny do =zastapienia jezykow
narodowych. Ma to byé, wedlug niego tylko jezyk pomoc-
niczy, odpowiedni przy porozumiewaniu si¢ na terenie mig-
dzynarodowym.

Peano byl od r. 1908 dyrektorem ,Academia pro
Interlingua“, zalozonej jeszcze przez zwolennikéw volapiku
w r. 1887. Sam zaczal w latino sine flexione oglasza¢ wiele
prac matematycznych i lingwistycznych od r. 1903 7). Aka-
demja popiera badania jezyka miedzynarodowego. Wydaje
sporo publikacyj. Jezyk latino sine flexione przyjal sie
w niektérych najpowazniejszych pismach naukowych, takze
u nas w Polsce. W Medjolanie (via E. Pagliano, 46 —
Milano 137, Italia) wydaje N. Mastropaolo bardzo inte-
sujacy dwumiesiecznik ,Schola et Vita”, zamieszczajacy

) Prace Peany z zakresu lingwistyki: 106, 109, 111, 115, 120,
121, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 130’, 132, 133, 135, 144, 144’, 145, 147, 148,
149, 154, 162, 177, 178, 179, 180, 189, 190, 190’, 190”’, 191, 192, 199, 204,
205, 207, 208, 208, 210, 212. )
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artykuly naukowe syntetyczne ze wszystkich dziedzin, a za-
razem pedagogiczne, przewaznie w latino sine flexione, ale
takze i w innych jezykach miedzynarodowych, przewaznie
opartych na slowniku miedzynarodowym. ,Schola et Vita”
wychodzi juz rok VII (w r. 1932). Nawet ostatnie mie-
dzynarodowe kongresy matematykéw dopuscily dla refe-
rentéw 1 dla dyskusji jezyk latino sine flexione.

Z koncem roku 1930 oglosil Peano bardzo ciekawa
rozprawe ,Algebra de gramatica” ’®), w ktérej na podstawie
swoistej symboliki i dzialan gramatycznych analizuje stowka
miedzynarodowe europejskie.

Peano by! optymista. Zycie jego bylo proste, spokojne,
pogodne. Byl wielkim przyjacielem ludzi, prawdziwym de-
mokrata. Lubil rozmawia¢ z biedakami, z dzieé¢mi, i staral sie
by¢ im zawsze pomocnym. Nigdy sie nie wywyzszal, lecz prze-
ciwnie zachowywal sie tak, aby na niego nie zwracano uwagi.

Milowal piekno przyrody, wies, zwierzeta, zwlaszcza
psy. W r. 1891 naby! skromna wille w Cavoretto kolo Tu-
rynu z ogrodem i najchetniej mieszkal w niej wsrod zieleni
i kwiatow. Tylko w zimie przenosil sie¢ do mieszkania miej-
skiego. Pracowal poza wykladami pare godzin dziennie,
przerywajac od czasu do czasu prace na pare minut, aby
porozmawiaé¢ z zona lub przejsé sie po ogrodzie. Skromnosé
i prostota zycia odzwierciedlila sie tez w jego ubieraniu sie
i odzywianiu. Mleko, zupa, jarzyny, owoce, prosta legumina,
wino i kawa oto dzienne menu. Lubial tez od czasu do
czasu zapali¢ toskanskie cygaro.

Zachowal do konca zycia zdrowie i czerstwosé¢. W przed-
dzien smierci jeszcze pisal listy, oraz mial wyklad na uni-
wersytecie.

Nizej podajemy kompletny spis dziel, rozpraw i nota-
tek Peany w porzadku chronologicznym. Pisma oznaczone
gwiazdka naleza do zakresu lingwistyki. Zapomoca akcen-
tow zaznaczone sa tlumaczenia. Liczby rzymskie wskazuja
na prace w wydaniu ksiazkowem.

%) 210.
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IL. 10.

12’

IIL. 13.

Construzione dei connessi (1, 2) e (2, 2), Accad.
Torino, 1881, t. 16.

Un teorema sulle forme multiple, Accad. Torino,
1881, t. 17.

Formazioni invariantive delle corrispondenze, Gior-
nale di Matem. di Battaglini, 1881, t. 20.

Sui sistemi di forme binarie di egual grado,
e sistema completo di quante si vogliano cubiche.
Accad. Torino, 1882, t. 17.

Sull'integrabilita delle funzioni, Accad. Torino,
1883, t. 18.

Sulle funzioni interpolari, Accad. Torino, 1883, t. I8.
Angelo Genocchi, Calcolo differenziale e prin-
cipii di calcolo integrale, pubblicato con aggiunte
da G. Peano, Torino, 1884, str. XXXII + 338.
Angelo Genocchi, Differentialrechnung und
Grundziige der Integralrechnung, herausgegeben
von G. Peano. Ubersetzang v. G. Bohlmann
u. A. Schepp, mit einem Vorwort v. A. Meyer,
Leipzig, 1898.

Sull'integrabilita delle equazioni differenziali del
primo ordine, Accad. Torino, 1886, t. 21.
Integrazione per serie delle equazioni differenziali
lineari, Accad. Torino, 1887.

Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale,
Torino, 1887, str. XIlI -+ 336.

Intégration par séries des équations différentielles
linéaires, Mathem. Annalen, 1888, t. 32.
Definizione geometrica delle funzioni ellittiche,
Giornale di Battaglini, 888, t. 26.

Definizione geometrica delle funzioni ellittiche.
Teixeira Journ., Porto, t. 9.

Calcolo geometrico secondo 1'Ausdehnungslehre
di H. Grassmann, preceduto dalle operazioni della
Logica deduttiva, Torino, 1888, str. 10 4 170.
Teoremi su massimi e minimi geometrici, e su
normali a curve e superficie, Rend. del Circole

Matem. di Palermo, 1888, t. Il
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IV. 15.

16.
N 17:

18.
19,
20.
21.
22,
23
24.
22,
26.
27.

28.

V1. 29.

V29

VIL. 30.
31,

3)%
32.

Arithmetices principia, nova methodo exposita,
Torino, 1889, str. XVI 4 20.

Sur les wronskiens, Mathesis, Gand, 1889, t. 9.

I principii di geometria, logicamente esposti, To-
rino, 1889, str. 40.

Une nouvelle forme du reste dans la formule
de Taylor, Mathesis, Gand, 188¢, t. 9.

Su d'una proposizione riferentesi ai determinanti
jacobiani, Giornale di Battaglini, 1889, t. 27.
Angelo Genocchi, Annuario Univ. Torino, 1889-90.
Sur une formule d’approximation pour la rectifica-
tion de l'ellipse, Comptes Rend. Acad. Paris,
1889, t. 109.

Sulla definizione dell’area d'una superficie, Accad.
Lincei, 1890, ser. 4, t. 6.

Sur une courbe qui remplit une aire plane, Math.
Ann. 1890, t. 36.

Les propositions du V livre d’Euclide réduites en
formules, Mathesis, Gand, 1890, t. 10.

Sur l'interversion des dérivations partielles, Mathesis,
Gand, 1890, t. 10.

Démonstration de Il'intégrabilité des équations
différentielles ordinaires, Math. Annalen, 1890, t. 37.
Valori approssimati per l'area di un ellissoide,
Aacad. Lincei, 1890, ser. 4, t. 6.

Sopra alcune curve singolari, Accad. Torino,

1890, t. 26.
Elemennti di calcolo geometrico, Torino, Cande-
letti, 1891.
Die Grunzige des geometrischen Calculs, Leip-
zig, 1891.
Rivista di Matematica, t. |1, Torino, 1891, str. 272.
Principii di logica matematica, Riv. di Matem.,
t. 1, 1891.
Principios de logica matematica, Progreso, 1892,
Sommario dei libri VII, VIII, IX d’Euclide, Riv. di
Matem. t. 1, 1891.
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33.
34.

oo
36.

37

38.
39.

40.

VIIL 41.
42.

43,
44,
45,
46.

47.
48.
IX. 49.
51.

52,

XI. 53.

Formule di logica matematica, Riv. di Matem.

t. 1, 1891.

Osservazioni ad un articolo di C. Segre, Riv. di

Matem., t. 1, 1891.

Sul concetto di numero, Riv. di Matem., t. 1, 1891.

Lettera aperta al. prof. G. Veronese, Riv. di

Matem., t. 1, 189].

Il teorema fondamentale di trigonometria sferica,

Riv. di Matem., t. 1, 189].

Sulla formula di Taylor, Accad. Torino, 1891, t. 27.

Generalizzazione della formula di Simpson, Accad.

Torino, 1892, t. 28.

Breve replica al prof. Veronese, Rend. Circ. Mat.

Palermo, 1892, t. 6.

Rivista di Matematica, t. 2, Torino, 1892, str. 215.

Sommario der libro X d’Euclide, Riv. di Matem.

1892, t. 2.

Osservazioni sul ,Traité d'Analyse” par. H. Lau-

rent, Riv. di Matem. t. 2, 1892.

Esempi di funzioni sempre crescenti e discontinue

in ogni intervallo, Riv. di Matem., t. 2, 1892.

Dimostrazione dell'impossibilita di segmenti infi-

nitesimi constanti, Riv. di Matem., t. 2, 1892,

Sulla definizione del limite d’una funzione, Riv.

di Matem., t. 2, 1892.

Recensione: G. Veronese ,Fondamenti di geo-

metria a piu dimensioni e a piu specie di unita

rettilinee”, Riv. di Matem., t. 2, 1892.

Sur le théoréeme général relatif a l'existence des

intégrales des équations différentelles, Nouv. An-

nales de Mathém., 1892.

Lezioni di analisi infinitesimale, Torino, 1893,

t. 1, 2, str. 600.

Rivista di Matematica, t. 3, Torino, 1893, str. 192.

Formule di quadratura, Riv. di Matem., t. 3, 1893.

Sur les systémes linéaires, Monatshefte f. Mathem.

t. 5, 1894.

Rivista di Matematica, t. 4, Torino, 1894, str. 197.
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54. Sulla parte V del Formulario ,Teoria dei gruppt
di punti”, Riv. di Matem., t. 4, 1894.
55. Suifondamenti della geometria, Riv. di Mat., t. 4, 1894.
56. Un precursore della Logica matematica, Riv. di
Matem., t. 4, 1894.
57. Recensione: H. Grassmann ,Gesammelte mathe-
matische und physikalische Werke”, Riv. di Matem.
t. 4, 1894.
58. Sur la définition de la limite d'une fonction, Ame-
rican Journal of Mathem., 1894, t. 17.
59. Estensione di alcuni teoremi di Cauchy sui limiti,
Accad., Torino, 1894, t. 30.
60. Notions de logique mathématique, Ass. franc.
p. 'avancement des sciences, Congres de Caen, 1894.
61. Notation de Logique mathématique, Turin, 1894.
XII. 62. Rivista di Matematica, t. 5, Torino, 1895, str. 195.
XIIL. 63. Formulaire de Mathématiques, t. |, Torino, 1895, s. 144.
64. Logique mathématique, Form. t. |, 1895,
65. Opérations algébriques, Form., t. 1, 1895.
66. Arithmétique, Form., t. 1, 1895.
67. Classes de nombres, Form., t. 1, 1895.
68. Recensione: F. Castellano, ,lLezioni di meccanica
razionale“, Riv. di Matem, t. 5, 1895.
69. Il principio delle aree e la storia di un gatto, Riv.,
di Matem., t. 5, 1895.
70. Recensione: G. Frege, ,Grundgesetze der Arith-
metik, begriffsschriftlich abgeleitet”, Riv., di Matem.,
t. 5, 1895.
71. Elenco bibliografico sull’Ausdehnungslehre” di
H. Grassmann, Riv. di Matem, t. 5, 1895.
72. Sulla definizione di integrale, Annali di Matem., |895.
73. Sopra lo spostamento del polo sulla terra, Accad.
Torino, 1893, t. 30.
74. Sul moto del polo terrestre, Accad. Torino, 1895, t. 30.
75. Sul moto d'un sistema nel quale sussistono moti
interni variabili, Accad. Lincei, 1895, ser. 5, t. 4.
76. Sul pendolo di lunghezza variabile, Rend. Circ.

Mat. Palermo, 1896, t. 10.
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77. Trasformazioni lineari dei vettori di un piano,
Accad. Torino, 1895, t. 31.
78. Introduction au tome Il du ,Formulaire de ma-
thématiques”, Riv. di Matem., t. 6, 1896.
79. Risposta ad una lettera di C. Frege, Riv.
di Matem., t. 6, 1896.
80. Sul § 2 del ,Formulario”, t. II: Aritmetica, Riv.
di Matem., t. 6, 1896.
81. Sul moto del polo terrestre, Accad. Lincei,
1896, ser. 5, t. 5.
82. Saggio dicalcolo geometrico, Acc.Torino, 1896,t.31.
82, Zarys rachunku geometrycznego, przeklad S.
Dicksteina, Warszawa, 1897.
82”. Entwicklung der Grundbegriffe des geometrischen
Calculs, tibers. v. A. Lanner, Salzburg, 1897-98.
83. Studii di logica matematica, Accad. Torino,
1897, t. 32.
84. Sul determinante Wronskiano, Accad. Lincei,
1897, ser. 5, t. 6.
XIV. 85. ,Formulaire de Mathématiques”, t. 2, § 1, Logique
mathématique, Turin. 1897, str, 63.
86. Logica matematica, Cogressu de Zurich, 189/.
87. Relazione sulla memoria di M. Pieri, ,| principii
di geometria di posizione composti in sistema
logico deduttivo”, Accad. Torino, 1897.
88. Generalita sulle equazioni differenziali ordinarie,
Accad. Torino, 1897, t. 33.
89. Analisi della teoria dei vettori, Accad. Torino,
1898, t. 33.
XV. 90. ,Formulaire de Mathématiques”, t. 2. § 2, Arith-
métique, Turin, 1898, str. 60.
91. La numerazione binaria, Accad. Torino, 1898, t. 34.
92. Sui numeri irrazionali, Riv. di Matem , t. 6, 1899.
XVL 93. Revue de Mathématiques, t. 6, Turin, 189699, s. 188.
XVIL. 94. ,Formulaire de Mathématiques”, t. 2, n. 3. Turin
1899, str. 200.

95. Les définitions mathématiques, Congr. iniern.

de philos, Paris, 1900.

Ea,———————
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95’

96.

97.

98.

99,

9.

XVIIL 100.
XIX. 101.
102.

XX. 103.
104.

105.
*106,
107.

XXI. 108.
*109.

110.
*11.

112.

113,
114,

114",

Definicje w matematyce, ttum. Z. Krygowski,
Wiad. Matem., 1902, t. 6.

Studio delle basi sociali della Cassa Nazionale
mutua cooperativa per le pensioni, Torino, 1901.
Formules de logique mathématique, Riv. di Matem.,
t. 7, 1900.

Recensione: O. Stolz u. J. A. Gmeiner, ,The-
oretische Arithmetik”, Riv. di Matem., t. 7, 1901.
Dizionario di logica matematica, Saggio presen-
tato al congresso prof. ital., Livorno, 1901.
Dizionario di matematica, parte I, Riv. di Matem.,
t. 7, 1901.

»Formulaire de Mathématiques”, t. 3, Paris, 1901,
str. 231.

Revue de Mathématiques. t. 7, 1900 — 1901,
Turin, str. 184,

La geometria basata sulle idee di punto e di-
stanza, Accad. Torino, 1902, t. 38.

Aritmetica generale e algebra elementare, Tori-
no, 1902, str. VIII 4 144.

Sur les nombres imaginaires, Bulletin des sc.
math. élém., Paris, 1902.

Sul massimo della pensione, Torino, 1903.

De latino sine flexione, Riv. di Matem., t. 8, 1903.
Principio de permanentia, Riv. di Matem., t. 8, 1903.
»Formulaire de Mathématiques”, t. 4, 1903, str. 408.
Il latino quale lingua ausiliare internazionale,
Accad. Torino, t. 39, 1904.

Sur les principes de la Géométrie selon M. Pieri,
Rapport présenté a la Société phys.-math. de
Kasan, 1904.

Vocabulario de latino internationale, 1904.
Cassa di riasicurazione, Torino, 1905.

Sulle differenze finite, Accad. Lincei, 1906.
Super theoremade Cantor-Bernstein, Rend.
Circ. Matem. di Palermo, t. 21, 1906. ‘
Super theorema de Cantor-Bernstein, Addi-
tione, Riv. di matem.; t.' 8, 1906.
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XXIL. 116.
117.

118.

XXIIL 119.
%]20:

*XXIV. 121.
122.

123.

124.

*]25.

*126.

*127.

*|28.

*129,
*XXV. 130.

XXV’ 130"

131.
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Notitias super lingua internatonale, Riv. di

Matem., t. 8, 1906.

Revue de mathématique, t.
Turin str. 160.

Sul libro V di Euclide, Boll. di Matem., Bo-
logna, 1906.

Sur la convergence absolue des séries et sur
le développement en séries entiéres. Enseigne-
ment Mathématique, 1916.

,Formulario Mathematico”, t. V, Torino, 1908,
str. XXXVI 463.

De internationalitate, Corresponagnce inter-
nationale, 1908.

Vocabulario commune ad linguas de Europa,
Torino, 1909, str. 87.

Notations rationnelles pour le systéeme vec-
toriel, Enseignement mathématique, 1909.

Sui fondamenti dell’Analisi, Boll. della Ma-
thesis, II, 1910. )

Sugli ordini degli infiniti, Accad. Lincei, 1910,
ser. 5, t. 29. ‘

A proposito della lingua internazionale, Riv.
Classici e neolatini, VI, 1910-11.

Discussiones de ,Academia pro Interlingua“
t. I, 1909-10, str.. |, 9, 57.

Lingua de Academia, Acad. pro_lnterl, t, I,
1910, str. 91, 147, 187. .

Exemplo de Interlingua, Acad, pro Interl,, t. 1,
1910, str, 163, 191.

De passivo, Acad. pro Interl,, t. 2,  1911.

8, 1902 — 1906,

100 exemplo de interlingua cum vocabulario
Interlingua-Italiano, Torino, 1911.

Tosamo, wydanie drugie (ze slownikiem Inter-
lingua - lat. - it.-frang. - engl. - deutsch.), Tori-
no, 1913.

Sulla definizione di funzione, Acead. Lincei,

1911, ser. 5, t. 20.
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%132,
*133.
134,

*135.
136.

137.

138.
139.

140.
141.
142.

143,

*144,

*144',
*145.

146.
*147.

*XXVI. 148.
*XXVIIL 149.

150.

Le latin sans flexions, Les questions modernes,
Paris, 1911.

Una questione di grammatica razionale,
IV Congr. intern. de philos., Bologna, 1911.
Le definizioni in matematica, Institut de
de Ciencias, Barcelona, 1911.

De derivatione, Acad. de Interl, t. 3, 1912.
Sulla definizione di probabilita, Accad. Lin-
cei, 1912, ser. 5, t. 21I.

Delle proposizioni esistenziali, Intern. Congr.
of Mathem., Cambridge, 1912.

Contro gli esami, Torino Nuova, 1912,
Derivata e differentiale, Accad. Torino,
1912, t. 48.

Relazione sulla memoria di V. Mago: ,Teoria
degli ordini“, Mem. Accad., Torino, 1913.
Sulla definizione di limite, Accad., Torino,
t. 48, 1913,

Resto nelle formule espresso con un integrale
definito, Accad. Lincei, 1913, ser. 5, t. 22.
Recensione: A.N. Whitehead and B. Rus-
sell, ,Principia mathematica“, Boll. Bibl.
e storia delle scienz mat. (Loria), 1913.
Vocabulario de Interlingua, Acad. pro Interl,,
t: 3, 1913;

De vocabulario, Schola et Vita, t. 1, 1926.
Questiones de gramatica, Acad. pro Interl,
t. 4, .913.

Residuo in formulas de quadratura, Mathesis,
Gand. 1914.

Fundamento de Esperanto, Cavoretto — Tori-
no, 1914.

Academia pro Interlingua, t. 1—3, 1909—1914.
Vocabulario Commune ad latino - italiano-
francais - english - deutsch, Torino, 1915, str.
XXXII 320.

Resto nella formuladi Cavalieri-Simpson,

Accad. Torino, t. 50, 1915,
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150",

151.

152,

153.

*154.

155.

156.

157.

1577,
158.

159.

160.

161.

*162.

163.

164.

165.

165",

166.

Residuo in formula de quadratura Cavalieri-
Simpson, L’Enseignement mathématique, 1916.
Relazione sulla memoria di G. Sannia,
o1 limiti d'una funzione in un punto limite
del suo campo”, Mem. Accad. Torino, 1915.
Prodotto di grandezze, Boll. di Matematiche,
del Tenca, 1915.

Definitione de numeros irrationale secundo
Euclide, Bulletinodella ,Mathesis”, Pavia, 1915.
Praepositiones internationale, World - Speech,
(Foster), 1915.

Sul prodotto di grandezze, Boll. mat. e fis.
(Conti-Tenca), 1915.

Le grandezze coesistenti di Cauchy Atti R.
Acc. Scienze, Torino, t. 50, 1915.

Importanza dei simboli in matematica, Scien-
tia, Milano, 1915.

Importance des symboles en mathématiques,
Scientia, Milano, 1915.

Le definizioni per astrazione, Boll. della
+Mathesis”, Pavia, 1915.

L'esecuzione tipografica delle formule mate-
matiche, Atti Accad. Scienze, Torino, t.51, 1915,
Approssimazioni numeriche, Rend. R. Acec.
dei Lincei, 1916, ser. 5, t. 25.

Sul principio d'identita, Boll. della ,,Mathesis®,
Pavia- 1916.

Bello et lingua, The Intern. Language, Lon-
don, 1915.

Valori decimali abbreviati e arrotondati, Atti
R. Acc. Scienze Torino, t. 52, 1917.
Approssimazioni numeriche, Atti R. Acc.
Scienze Torino, t. 52, 1917.
Eguale-Infinito-Logica matematica — Vettori,
Dizionario, cognizioni utili, Torino, 1917.
Eguale, Boll. di mat. (Conti), 1918.

Tavole numeriche, Dizionario cognizioni utili,

Torino, 1918.
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167.
168.
169.
170.
171.
172.
173.
174,

" 175.

176.

*XXVIIL 177.

*178.

*179.
*180.
181.
182.

182".
182",

183.

Interpolazione nelle tavole numeriche, Atti R.
R. Acc. Scienze Torino, t. 53, 1918.

Resto nelle formole di interpolazione, Scritti
ad E. DOvidio, Torino, 1918.

Necrologio ,Matteo Bottasso* (wspolnie z T.
Boggio), Boll. della ,Mathesis®, Pavia, 1918.
Sulla forma dei segni di algebra, Giornale
di Matematica finanziaria, Torino, 1914
Risoluzione graduale delle equazioni nume-
riche AttiR. Accad , Scienze, Torino, t. 54, 1919,
Necrologio ,Filiberto Castellano* Boll.
della ,Mathesis”, Pavia, 1919.

Conferenze matematiche, Annuario R. Uni-
versita, Torino, 1919-20.

Le definizioni in Matematica, Periodico di
Matematiche, Bologna, 1921, ser. 4, t. 1.
Area de rectangulo, Rassegna di matem.,
Roma, 1921,

Recensione: T. Boggio, ,Calcolo differenziale
con appl,, geom.*, Eserc. mat. Cataniat. 1, 1921.

Collectione de Circulares ad socios de Acad.
pro Interl.,, 1909 — 1924,

Recensione: Guerard, ,A short history of the
Intern. Language movement* Circulare de
Accad. pro Interl., 1922,

Regulas pro interlingua, Circ. de Acad. pro
interl, 1922.

Lingua internationale ante Societate de Na-
tiones, Circ. de Acad. pro Interl., 1922.
Operazioni sulle grandezze, Atti R. Acc.
Scienze Torino, t. 57, 1922.

Calculo super Calendario, Circ. de Acad. pro
Interl., 1922.

Calculo super Calendario, Urania, Torino, 1922.
Calculo super Calendario, Schola et Vita,
t. 3, 1928.

Operationes super magnitudines, Rassegna

di Matem. e fisica, Roma, 1922, t. 2.
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184.

185.

186.

XXIX. 187.

188.

188'".

*XXX. 189.

*190.

#1907

*190".

*191.
*192,

193.
194.
*195.
196.
197.

198.

Theoria simplice de logarithmos, Wiadomosci
matemat., Warszawa, 1923.

Recensione: A. Natucci, ,Il concetto di nume-
ro“, Archivio di storia della scienza, t. 4, 1823.
I libri di testo per I’Aritmetica, Periodico di
matematiche, 1924, ser. 4, t. 4.

Giochi di Aritmetica e problemi interessanti,
Torino, 1924, str. 63.

De Aequalitate, Congr. intern. mat., To-
ronto, 1924.

De Aequalitate, Acad. pro Interl., 1924, (wy-
ciag z poprzedniego).

Interlingua, Cavoretto-Torino, str. 24. Wyd. |
wr 1923, 2 w 1925, 3 w 1927.

Pro historia de Interlingua, § 1: Volapiik, Rev.
de Acad. pro Interl., 1925.

Pro historia de Interlingua, § 2: Academia in
periodo 1893 — 1908, Rev. de Acad. pro
Interl., 1926.

Pro historia de Interlingua, § 3: Latino simpli-
ficato, Revista de Acad. pro Interl., 1926.
Sinense, Rev. de Acad. pro Interl,, 1926.

Recensioni: Pankhurst, ,The future of inter-
national Language“; Di Dia, ,La lingua uni-
versale”, Rev. de Acad. pro Interl., 1926.

Quadrato magico, Schola et Vita, Milano,
1926, t. 1.

Jocos de Arithmetica, Schola et Vita, t. 1,
Milano, 1926.

De v>cabulo mathematica, Riv. mat. pura
e appl., Reggio Cal, t. 2, 1927.

Sulla riforma del Calendario, Atti R. Acc.
Scienze Torino, t. 62, 1927.

Vocabulario mathematico, Riv. mat. pura e appl.,
Reggio Cal. t. 3, 1927.

Historia et Reforma de Calendario, Riv. de
Acad. pro Interl., 1927.
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XXX 199.
200.
201.
202.

203.

*204.
*205.

206.
*207.

*208.

*208'.

209.

*210.

211.

*212.

Collectione de Acad. pro Interlingua, Rev. de
Acad. pro Interl.,1925.7.

Giov. Peverone, matematico piemontense del
secolo XVI, Studi della R. Univ. di Tori-.
no, 19.8.

Historia de numeros, Schola et Vita, t. 3, 1928.
[nteressante libro super Calculo numerico,
Schola et Vita, t. 3, 1928.

C. Boccalatte, La geometria basata sulle
idee di.punto ed angolo retto, Accad. Tori-
no, t. 64, 1928-9. (Praca napisana przez pania
Boccalatte pod wplywem Peany).
Vocabulos internationale, Schola et Vita,
t. 4, 1929.

Volapiik post 50 anno, Schola et Vita, t. 4, 1929,
Monete italiane nel 1929, Giorn, mat. e fis,, t. 3.
Questiones de Interlingua: ablativo aut nomi-
nativo, Schola et Vita, t. 5, 1930.

Studio de linguas, Rend. Unione professori,
Milano, 1930.

Studio de linguas, Schola et Vita, t. 5, 1930.
F. Audisio, Calcolo di = colla serie di
Leibniz, Rend. Acc. Lincei, 1930, ser. 6, t. 11.
(praca napisana pod wplywem Peany).
Algebra de grammatica, Schola et Vita,
t. 5, 1930.

Jocos de Arithmetica, Rend. Unione profes-
sori, Milano, 1931.

Libertate et unione, Schola et Vita, t. 6, 1931.

Strzyzéw n. W, 193/,
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OSOBNE ODBICIE Z T. XXXVI ,WIADOMOSCI MATEMATYCZNYCH*

Wk. M. KOZLOWSKI.

Wspomnienie o Jozefie Peano.

Nauka, cywilizacja i ludzkoéé¢ poniosly przed rokiem
bolesna strate w osobie genialnego w swych pomyslach
niezmordowanego w pracy szerokie kregi obejmujacej,
a tak skromnego 1 prostego w zyciu w obejsciu profesora
G. Peano w Turynie, wlasciwego tworcy logiki symbolicz-
nej, wynalazcy najdoskonalszego (a majacego przed soba
ogromna przyszlos¢) jezyka miedzynarodowego neolati-
no; autora niezliczonych prac z zakresow matematyki, logiki
i lingwistyki poréwnawczej!). Przed laty czterema przyja-
ciele i wielbiciele zmarlego s$wiecili jego siedemdziesiecio-
lecie (urodzil sie 27 sierpnia 1858 r. w Spinetta). Kolo
najblizszych wspolpracownikéow i uczniow wyslalo wtedy
delegacje z zyczeniami do jego skromnej siedziby wiej-
skiej w Cavoretto (pod Turynem), aby zlozyla mu zycze-
nia. Odpowiedz slawnego uczonego na przemoéwienie delega-
tow najlepiej charakteryzuje skromnosé tego zacnego meza:
. Wiecie najlepiej — rzekl — mili przyjaciele, ze daleki jestem
od pragnienia publicystyki; wole bowiem mieé cisze dokola
siebie. Skoro jednak, czyniac to, wykonaliscie pewna propa-
gande dla jezyka miedzynarodowego i czyni¢ bedziecie ja
nadal, pomys! wasz zasluguje na uznanie. Z calego serca
wigc dzigkuje wam i wszystkim przyjaciolom wspélpracuja-
cym z wami”.

7 ') Ob.E Stam mTﬁﬁ§j°F/rbTF?'UT§p1 .
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Zmarty zyl dla dziela swego, nie pragnac zadnych ho-
norow ani wyroznien dla siebie, co wszakze nie przeszka-
dzalo, aby szereg towarzystw i cial naukowych we Wloszech
i za ich granicami, az do Ameryki, wlacznie uczcil go czlon-
kostwem 1 uznaniem. Skromna tez byla publikacja, dedyko-
wana mu w tym dniu uroczystym: broszura zaledwie dosie-
gajaca stu stron, a cala zredagowana w neolatino, obej-
mujaca artykuly kilkunastu autorow, w tej liczbie trzech
polakow !).

Rozglos poszukujacych go oséb zostaje zwykle w od-
wrotnym stosunku do wysokosci poziomu, na ktéry wznosi
sie ich mysl lub dzielo: nazwisko predkobiegow lub obijbo-
kow cyrkowo-sportowych powtarza kazdy z gapiow ulicz-
nych; o ludziach wiedzy slysza jedvnie ci, ktorzy maja jakies,
chociazby tylko tytulowe, pojecie o dziedzinach, w ktorych
pracuje uczony. Ale i wérdod grona uczonych sa tacy, dla
ktorych zaszczyty i pieniadze znacza wiecej niz wiedza.
Czy mozna ich nazwaé naprawde uczonymi? To spér o slo-
wa; nie badzmy pedantami! Kazdy jednak przyzna, ze ci, do
ktorych nalezal Peano, stanowia najwyzszy i najszlachet-
niejszy typ ludzi naprawde ideowych: sa to najswiatlejsze
duchy wsrod tluszezy ludzkiej. Chwala jest wprawdzie wy-
nagrodzeniem idealnem i nie brudzi tak jak pieniadz; kto-
kolwiek jednak pracuje tylko dla wynagrodzenia, chociazby
idealnego, nie zas dla milosci idei, latwo moze zejsé na bez-
droza. Na pocieszenie zas tym, ktéorych martwi niepropor-
cjonalnosé¢ rozglosu i nagréd z zasluga, dodamy, ze jeden
1 drugie sa jednodniowe; pamieé¢ zas$ prawdziwie zasluzonych
trwa wieki, a stawa ich najczesciej zaczyna sie dopiero po
ich $mierci. :

Z trzech dziedzin tworczosci, ktorym poswiecil zycie
Peano, o pierwszych dwéch musimy ograniczyé sie do
stow kilku zaledwie. Prac jego matematycznych nie mozemy
tu zgola referowaé. Co do logiki, ktora wiaze sie scisle za-

') Genialnoéé pomysfuneolatino przez autora; Logika
matematyczna Peana przez p. Stamma; Uwagi Hoene-
Wroniskiego o metafizyce rachunku rézniczkowego przez
p. Dicksteing, - _Qttp://rcin.org.pl
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réowno z matematycznemi, jak i z lingwistycznemi dazeniami
jego, powiedzielismy juz, ze uwazamy go za prawdziwego
wlasciwego tworce logiki symbolicznej. Sprobujemy to wy-
jasnié i uzasadnié¢ w dwoch stowach. Pierwszym, ktory pro-
bowal zastosowaé¢ znaki matematyczne do mysli o rzeczach
(nie-matematycznych), byl Leibniz, slawny filozof XVll-go
wieku. Pomysly jego, jakkolwiek trafne, zostaly wkrotce
zapomniane, a zaczynajace si¢ w tym kierunku préby
angielskie w XIX wieku poszly zgola inna droga. Charak-
terystyczna cecha umyslu Peany bylo dazenie do wyra-
zenia mysli najjasniej i najscislej. Stad usilowanie
znalezienia sposobu wyrazania zdobyczy matematycznych,
bez odwolywania sie zgola do mowy potocznej. Usilowa-
nie to znajduje wyraz w pieciu tomach diela For-
mulario matematico (1895-1908), zawierajacych cale sze-
regi twierdzen matematycznych, wyrazonych przy pomocy
znakow odpowiednich bez jakichkolwiek slow.

Taka to praca mozolna i cierpliwa, postepujac droga
indukcyj t j. od szczegélu do ogdlu, w przeciwnosci
do matematykow, dekretujacych wzory matematyczne dla
logiki, w domyslnem przypuszczeniu tozsamosci tych dwoch
typow myslenia wbrew temu, co dowodza logicy, doszedl
Peano do symboliki logicznej, ktora starannie wyroz-
nia od algebraicznej, uzywajac odmiennych znakéow, w kaz-
dej doskonalac, upraszczajac i uzupelniajac symbolike
Leibniza.

Najwazniejszym krokiem w tym kierunku, umozliwiaja-
cym przejscie od logiki do matematyki, jest symbol ¢ (epsy-
lon grecki), wyrazajacy naleznosé¢ osobnika do klasy. Mate-
matyka buja w blekitach abstrakcyj; swiat jej caly zawiera
sie w mysli; jest idealny. Ale logika ma do czynienia z po-
jeciami t. j. klasami, ktoérych osobniki moga byé¢ konkret-
nemi przedmiotami zmyslow. Kiedy wiec chcemy wyrazic
naleznosé¢ jakiejkolwiek klasy do klasy szerszej, stosunek
miedzy pojeciami stawiamy znak ) (np. ,kon D (= jest)
zwierze*) wyrazajacy ow stosunek czysto myslowy; przeciw-
nie, gdy napiszemy: ,Burek ¢ (= jest) psem®, przenosimy

juz mysl nasza z nie?ﬂtdﬁ/l’éﬁ’wgfg%ﬁWimy o przedmiocie
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widzialnym 1 namacalnym. Symbe! tego laczy wiec kon-
kretny swiat zmyslow z logika poje¢, a jednoczesnie od-
dziela logike od matematyki?).

Dazenie do przezwyciezenia wieloznacznosci mowy po-
toczne] przy pomocy znakéw, ktore sa nietylko jednoznacz-
ale takze kosmopolityczne, stawiajac na miejsce dzwiekow
sfownych symbole myséli ad hoc stworzone, prowadzi natu-
ralnie do idei jezyka powszechnego, jakim jest w obrebie
nauki matematyka. Dwa jezyki sztuczae byly juz wprowa-
dzone, jako srodki porozumienia miedzynarodowego i cie-
szyly sie powodzeniem Volapiik (1880, Scheyer) i Espe-
ranto 1887, Zamenhof). Skoro jednak uczyniono na pierw-
szym kongresie miedzynarodowym filozoféw w Paryzu 1900 r.
probe podniesienia esperanta do roli jezyka naukowego,
upadla ona pod krytyka, ktorej poddala ja komisja miedzy-
narodowa, zaréowno jak i probe jego udoskonalenia. Ido
Neolatino wowczas jeszcze nie istnialo. Powstalo ono do-
piero w r. 1903, a brak jezyka, ktéryby odpowiadal wyma-
ganiom postawionym przez Komisje i stal sie przyczyna upad-
ku tak zyczliwie przyjetego przez ciala naukowe i z wiel-
kim nakladem pracy przygotowanego wniosku p. Ludwika
Couturata?).

Genialnos¢ pomystu Peany polega na niezwyklej pro-
stocie srodkéw, ktoremi zapobiega sie zarzutom stawianym
sztucznym jezykom miedzynarodowym. Zarzucano bowiem
nieraz, ze jezyk sztuczny, nie uformowany historycznie przez
dluzsze uzycie w mowie jakiegos narodu, nie meze odpowiadaé
potrzebom, ktére stawia jego powszechne uzycie. Z drugiej
strony jednak na wszystkich niemal kongresach naukowych,
gdzi’e sprawa ta bywala omawiana, odrzucano stanowczo

') Wyklad ezczegdélowy symboliki matematyczno-logicznej Peany
i jego szkoly znajdg czytelnicy w Podetawach Logiki autora tych
wierszy (Warsz. 1916); gldwne rysy podaje takie jego krotki zarys
logiki (1917).

%) Pierwsza wiadomoi¢ o Neolatino w jezyku polskim podalismy
w r. 1912, By! nim artykul nadeslanego przez jego tworce do wydawanego
przez autora miesigeznika p. t. My sl i zycie® Artykul napisany w neo-

latino, umieéciliémy takze mmm}nm‘lglpl (ma str. 127-13 i 142-144),
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mysl o przyjeciu, ktéregokolwiek z jezykow zywych, jako
budzace rywalizacje i niecheé. Neolatino wszakze jest jezy-
kiem narodu juz nie zyjacego, a jednak w tysiacoletniej
szkole zycia juz wyrobionego: jezykiem lacinskim, odznacza-
jacym sie niezwykla precyzja i sprezystoscia. Przejmuje ono
z calg dokladnoscig nie tylki dzwieki mowy rzymskiej, ale
i pisownie klasycznej laciny.

Wszakze znowuz przeciw jezykom historycznym wyty-
kaja stale komplikacje i nieregularnosé¢ ich gramatyki, utru-
dniajacej w wysokim stopniu wladanie niemi w mowie
i w pismie, a glowna pobudka do tworzenia jezykow sztucz-
nych bylo wlasnie dazenie do usuniecia fantastycznosci ich
gramatyki. Neolatino redukuje gramatyke klasycznej laciny
niemal do zera!), stawiajac kazdy wyraz obok drugiego bez
zadnej zmiany, jak to ma miejsce wjezyku chinskim, w kto-
rym jednak wydaje sig¢ corocznie tyle prac uczonych.

Tak-to jednym ruchem postawil P eano sztorcem jajo
kolumbowe sprzecznosci jezyka historycznego z wymagana
przez okolicznosci gramatycznoscia. Ale na tem nie kon-
czy sie genialnos¢ jego pomysiu. Jezyk lacinski przez cale
tysigcolecia sredniowiecza byl jezykiem literatury uczonej
w calej niemal Europie, a wszyskie jezyki nowozytne zawie-
raja w sobie mniejsza lub wieksza ilos¢ slow lacinskich; naj-
wiecej zas$ jezyki romanskie (francuski, wloski, hiszpanski,
portugalski), takze angielski i rumunski, tak dalece, ze zna-
jacy jeden z tych jezykéw moga rozumieé neolatino bez
uczenia sie. Ale nawet odlegle od zachodu narody slowian-
skie maja w swych mowach znaczng ilosé¢ slow lacinskich,
zaréwno jak 1 greckich zlatinizowanych, o ktérych pocho-
dzeniu czesto nie zdajemy sobie sprawy, codziennie ich uzy-
wajac. Poswiadczy o tem nastepujacy ustep polski, w kto-
rym wszystkie wyrazy, procz laczacych je nieodmiennikéw,
sa pochodzenia lacinskiego: ,Szkola (schola) publiczna jest

') Wyiszoéé jego nad esperantem polega nietylko na jednolitosci
zrédlostowow (wszvstkio sg lacinskie) w przeciwnoéci do kakofonicznej ich
mieszaniny w esperanto, ale takie na braku przepiséow gramatycznych préocz
jednego s w liczbie mn. gdzie znajgcy, ktorykolwiek z romanskich jezykow

moze rozumie¢ neolati nﬁtt"bei/'ﬁ‘zéfﬂ'.ifjrg . pl




6 Wi. M, Kozlowski.

widownia (video — widze) pedagogiczng edukacji uniwer-
salnej; kultywujacej generacje inteligentne. Formuje je takze
lektura domowa popularna. Fenomena natury, arytmetyka,
geometrja, geografia literatura, polityka sa jej objektami.
Polor inteligencji, ewolucja sentymentéw moralnych i este-
tycznych sa jej terenem”...

P. Canesi wecielil do slownika swego!). 10.000 wyra-
z6w wspolnych jezykow angielskiemu z lacina. Slynny
slownik angielski Webstera zawiera 5.000 slow angiel-
skich wspoélnych z jezykami romanskiemi, a 2.000 wspolnych
z niemieckim i slowianskiemi. Wpydanie, o ktéorem tu mowa
(z r. 1861), zawiera 55524 slow pochodzenia grecko-lacin-
skiego na 22220 germanskich przy 83009 slow wszystkich
swiadczy to dobitnie, jak nieslusznem jest pod wzgledem
leksykologicznym zaliczanie jezyka angielskiego do german-
skich. Tak wiec lacina stanowi podstawe (lub jeden ze sklad-
nikow) wszystkich niemal jezykow Europy, wszczepiona do
nich przez Kosciél i przez szkole od czaséw bardzo dawnych.
Obecnie szerzy sie ona, wraz z kulturg zachodnia, na daleki
Wschod. Latwo dostrzec, jak wielkiem ulatwieniem jest to
dla jej nabycia.

Neolatino wprowadza wiec nas do zrédel cywilizacji
nowozytnej. Jest on przytem jezykiem jednolitym i dzwiecz-
nym — nie sieczka wyrazéw réznych gwar zebranych a ra-
zacych swa kakofonja, jak oba popularne jego poprzedniki.
Zblizony jest melodyjnoicia swa do jezyka wioskiego, ktory
jest najpiekniejszym wykwitem romanistyki. Budowa jego,
oddzielajaca leksykologje od gramatyki, ulatwia nabycie tego
jezyka w szkole, gdzie uczen laciny klasycznej zmuszony
jest jednoczesnie przyswaja¢ oba skladniki, z ktéorych gra-
matyka jest najbardziej klopotliwym w dobie przewagi pa-
mieci, w ktorej ucza jezykéw w szkolach racjonalnie zorga-
nizowanych, t. j. przed rokiem 12 zycia. Przeciwnie, po opa-
nowaniu leksykologji, dopelnienie jej gramatyka stanowi
przedmiot malego wysilku. Neolatino przygotowywa

Y Vocabulario interlingua-italiano-inglese e ita-

liano-interlingua, zmtpir’lﬂnmrrorgyppﬂ
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wiec ucznia do latwego przyswojenia laciny
klasycznej, o ile zapragnie ja poznadc.

Tu tkwi wlasnie moment ogromnej wagi tej mowy w za-
kre siz spornego punktu dzisiejszego szkolnictwa: neolatino

rozstrzyga syntetycznie spor o facinie w szkole.
&_ Pominiecie zupelne w szkole laciny, ktéra jest tak donio-
l slym etapem naszej kultury i piastunka jezykow europej-

skich, budzi sluszne watpliwosci!). Z drugiej strony wpy-

chanie do gléw dziecinnych calej gramatyki laciny Cycero-
- nowej i zadanie od uczniéw posiadania wszystkich jej sub-

telnosci, staje sie nonsensem i barbarzynstwem, gdy zwazy-

my, jak znikoma liczba tych uczniéow bedzie sie nia postu-
| giwala kiedykolwiek w zyciu. Neolatino, oddzielajace
jedno od drugiego, ulatwia droge przyszlym latinistom, na-
wigzuje ni¢ historyczna naszej cywilizacji, nie obciazajac
umyslow pracg jalowa nad subtelnosciami gramatyki (kto-
rych zaden uczen owladnac¢ calkowicie nie jest w stanie, na-
tomiast wynagradza wlozona w leksykologje prace, dajac
kazdemu gotowy do uzycia jezyk miedzynarodowy i latwosé.
nabycia szeregu wyzej wymienionych jezykéw zyjacych (ro-
manskich i angielskiego) z bardzo malym wysitkiem nad ich
nieskomplikowana gramatyka.

Wprowadzenie neolatino do szkél wszelkiego typu
t. j. zarbwno humanistycznych jak realnych, handlowych
i klasycznych, jako narzedzia do porozumienia miedzynaro-
dowego i przygotowania do przyswojenia innych jezykow
nowozytnych, tudziez jako ogniwa laczacego nasza kulture
z jej zrodlami grecko-rzymskiemi, uwazamy za dojrzaly juz
dzis postulat szkolnictwa wszystkich narodéw. Neolatino
oczywiscie musi by¢ wprowadzony juz w pierwszych kla-

') Kreélgc przed kilkunastu laty program szkoly sredniej 7-ioklasowej
w celu wykazania, o ile kompletniejsze wyksztalcenie mozna daé w tak
krétkim czasie, nie zajmujac dzieciom wiecej nad 15 — 21 godzin w 4-ch
pierwszych klasach, a po 24 w 3-ch ostatnich (Ob. ,Nowe Tory®, Synteza
w wyksztalceniu szkolnem str. 552 — 5683 tabelka str. 567. sierpien 1907 r.),
autor, jakkolwiek przeciwny pretensjom klasycyzmu nie wahal si¢ umiescié¢
po 2 godz. laciny w 4-ch pierwszych klasach, liczac si¢ z ta jej rola. Dzis

zastapil by je neolatinhttp://rcinlorg.pl
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sach szkoly sredniej, a w drugiem czteroleciu szkoly elemen-

tarnej. Marnotrawstwem jest w dzisiejszem szkolnictwie na-
szem zaczynanie pamigciowego przedmiotu, jakim sa jezyki,
z ich leksykologja od czwartej klasy, t. j. w $rodku tego

krotkiego okresu, w ktorym rozbudzone zycie intelektualne:

wymaga zuzytkowania sil i czasu na przedmioty rozumowa-
ne liczbowo i objetosciowo przewyzszajace pamieciowe. Na-
tomiast uczniowie szkol klasycznych moga juz bezposred-
nio 1 rychlo przyswajaé¢ lacine klasyczna w tym wlasnie
okresie; majac gotowa leksykologje — przedmiot pamieciowy;
gramatyka bowiem jest juz przedmiotemn rozumowanym.

Propozycje ta omowilismy i uzasadnilismy szerzej w pra-
cy, umieszczonej w ,Muzeum“!) do ktorej odsylamy pragna-
cych blizszego poznania szczegolow ?).

1) Zeszyt IV r. 1931 p. t. Miedzynarodojwe dydaktyczne

walory taciny uproszczonej (neo-latino) str. 223 — 243.

Drukarnia Koopernlywyi i‘ttuvjliilwldrullul“j Warszawa, Zielna 47, tel. 619-57.
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OSOBNE ODBICIE Z T. XXXVI ,WIADOMOSCI MATEMATYCZNYCH*.

S. DICKSTEIN.

Peano jako historyk matematyki.

Peano nie napisal wprawdzie osobnego dziela, poswie-
conego dziejom matematyki, ale dosé¢ przejrze¢ jego prace,
a zwlaszcza tomy wielkiego dziela, ktéorem jest ,Formularz
matematyczny” (Formulario mathematico), aby przekonac sie,
ze prace jego sa oparte na niemal wszechstronnej znajo-
mosci literatury matematycznej i na krytycznem ujeciu
zagadnien matematyki w jej rozwoju historycznym. W przed-
mowie do t. IV Formularza (1901 — 1903) pisze Peano,
ze ,Formularz przez obfitos¢ twierdzen i wskazowek histo-
rycznych 1 bibljograficznych odgrywa role Encykloped;ji.
Wszystkie pojecia sa w nim wprowadzone na podstawie pra-
widlowych definicyj i do wielu podanych w nim wzoréw
i twierdzen dolaczone sa dowody a nawet po kilka dowo-
dow. Tak wiec jest mozliwe wydobycie z ,Formularza®
kursow wykladu rozmaitych oddzielnych przedmiotéow, jak
to sam autor uczynil dla Arytmetyki. Przy pomocy wska-
zoéwek, podanych w ,Formularzu® mozna, powiada Peano,
udoskonali¢ historje matematyki schodzac wedlug tych wska-
zowek do wiekow dawniejszych*®.

Podajmy w krotkosci, jakie wiadomosci historyczne znaj-
duja sie w omawianym tomie [V-ym. Zawieraja sie one
w Notach w kazdym niemal paragrafie, czesto i w tekscie
przy wzorach. W rozdzialach o Logice matematycznej znaj-
dujemy dane o znaku réwnosci od czasow Recorde’a (1557),
Viete'a, Leibniza, o rozwoju historycznym pojecia klasy
poczynajac od pojecia sylogizmu Arystoteles, ,Anali-

http://rcin.org.pl
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tica priora lib Cap. IV, skad zacytowany jest w brzmieniu
oryginalnem odnosny ustep!), wyjatki z rekopisow Leibniza,
az do Boole’a (1854) i Mc. Colla (1878).

W rozdziale o Arytmetyce znajdujemy interesujace noty
historyczne o zasadzie indukcji, ktéra stosowal juz Mauro-
lycus w swojem dziele , Arithmeticorum libri duo” (Wenecja
1571). B. Pascal wr. 1654. W wykladzie o mnozeniu po-
dane sa w brzmieniu oryginalnem wyjatki z Euklidesa
i Legendre’a. Wazna i interesujaca jest nota historyczna
o systemach numeracji 1 prawidlach dzialan arytmetycznych,
uwzgledniajaca glowne fakty i najwazniejsze dziela i tablice
rachunkowe i narzedzia w tej dziedzinie az do czaséw naj-
nowszych. W notach do Teorji liczb wymienieni sa Leo-
nardo Fibonacei (1202), Liber Abaci, Metius (1626),
Oughtred (1631), Rahn ,Teutsche Algebre oder algebraische
Rechenkunst” (1659); przy wzorach zas wskazani sa autorowie,
ktéorym zawdzigczamy twierdzenia, wyrazajace sie dzisiaj temi
wzorami. (Euklides, Pascal i inni). W paragrafie
o liczbach pierwszych podana literatura; a we wzorach tek-
stu cytowane w brzmieniu oryginalnem twierdzenia Eukli-
desa, Leonarda Pisano (1202), Bungusa 1599), Eulera
(1782), Waringa, (1770) Lagrange'a (1771).

W ,Algebrze” uwagi historyczno-krytyczne zawiera
Nota o funkcjach. Nota o liczbach wzglednych zawiera cie-
kawe wyjatki z matematyka hinduskiego Brahmagupta,
Diofanta i w tekscie szereg wzorow z oznaczeniem zré-
dla, z ktorego biora poczatek podane wzory: (Euklides,
z Diofant, Euler, Lagrange, Legendre, Oltra-
mare, Degen i wielu innych). W paragrafie o liczbach
wymiernych czytamy wyjatek z matematyka hinduskiego
Aryabhata. W paragrafie o logarytmach podany ustep
z Nepera (1614). O logarytmie jest jeszcze mowa w pa-
ragrafie dalszym.

Pojecie granicy jest bardzo szczegoélowo, krytycznie
i historycznie, opracowane w obszernym paragrafie (§ 63),

9 s B - o ) 3 s ) " N, s
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w ktorym podano poglady Wallisa (1665), Leibniza
i Maclaurina, Eulera, Lamberta, Cauchy'ego,
Abela, Dirichleta it. d. i gdzie w tekscie sa cyto-
wane wyjatki z wielu autoréw. Paragraf ,O pochodnej”
zawiera odnoszacy sie do tego przedmiotu wyjatek z pomni-
kowej rozprawy Leibniza (1684): ,Nova methoduspro maximis
et minimis intemque tangentibus ét singulare pro illis calculi genus.
(Acta Eruditorum, 1684) i z wielkiego dziela Newtona:
Philosophiae naturalis principia mathematica (1686), z L. Hospi-

tala (1696), L agrange’a (Fonctions analytiques), Arbogasta
(1800).

W paragrafie ,0 calce“ mamy w notce wyjatek z Ca-
valier'iego (1634), Jana Bernoulliego (1694), Eulera
(1768), Legendre’a. W paragrafie o liczbie ¢, po wzorach
ktére wyrazaja jej definicje, podano 346 pierwszych cyfr
dziesietnych tej wedlug Boormana (Mathem. Mag. 1883),
wzory Eulera, Newtona, Fouriera i t.p. Paragraf 68-y
o logarytmie zawiera logarytm dziesietny liczby ¢ t. j.
modul logarytméw dziesietnych, obliczony przez Adamsa
(1878) do 282 cyfr dziesietnych, oraz wiadomosé historycz-
na, ze Gregorius a S. Vincentio w dziele Opus geome-
tricum, wydanem w Antwerpji w r. 1647 Alfredo de Sarasa
w broszurze Salutio problematis a R. P. Marino Mersennio mini-
mo propositi (1649) wyrazili odpowiednios¢ pomiedzy polem
hiperbili a logarytmem.

W tekscie twierdzen wzorow przyblizonych i szeregow
na liczbe =, wyrazajaca stosunek okregu kola do s$rednicy czy-
tamy ustepy z Ptolemeusza, Archimedesa, Arya-
bathy, mamy liczbe = wyrazona w 707 cyfrach dziesietnych
wedlug Shanksa (Londyn 1853), wzory z Viéte'a, Jana
Bernoulliego, Eulera, Machina, Dahsego (1844)

i innych.

W paragrafach o rachunku geometrycznym znajdujemy
obok wzoréw w tekscie cytaty z Apolloniusa, Eukli-
desa, z Characleristica geomelrica Leibniza (zebrane przez
prof. Vacca) dalej wyjatki z arabskiego matematyka N a-
sir Eddina (1260), Regiomontana (1531), Delam-
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bre’a (Connaissance des temps 1807), z Cagnoliego, Trygono-
metria® (1804).

Paragrafy o geometrji rozniczkowej zawieraja wzory
i twierdzenia, zwiazane z nazwiskiem Archimedesa
(o kwadraturze paraboli) Apolloniusa o stozkowych Heu-
racuta (1659), Leibniza (1691), Mersenne'a (Logica
physica mathematica 1641), Cavalieri'ego (1635), Keplera
(1618), Harriota (1603), Girarda (1629), Vivianiego
Acta Eruditorum (1692).

Uzupelnienia do tego tomu zawieraja wiele waznych
wskazowek historycznych, 1 krytycznych, podanych przez
prof. Peano oraz jego wspolpracownikow pr. p.p. Boggio
i Vacca.

Na koncu tomu znajduje si¢ chronologicznie ulozony
spis biograficzno-bibljograficzny autorow, ktorych twierdze-
nia 1 wzory znajduja sie w tekscie. Spis ten, bardzo staran-
nie przygotowany przez prof. Vacca, procz tresciwych dat
biograficznych, zawiera tytuly dziel, z ktéorych czerpano ma-
terjal do Formularza, z podaniem dokladnem stronicy, para-
grafu i tp. Spis ten obejmujacy 154 nazwiska matematykow
(migedzy niemi 17 nazwisk matematykow zyjacych w dacie
ogloszenia Formularza).

W tomie V-ym ,Formularza“ napisanym w jezyku lati-
no sine flexione, wydanym w roku 1908, powyzszy spis auto-
row, znacznie rozszerzony i jest ulozony w porzadku alfabe-
tycznym nazwisk.

Notatka historyczna o Logice matematycznej w tym
tomie wzmiankuje o pracach Lamberta (1781), de Mor-
gana (1827), o najnowszycl, dzielach Burali-Forti,
Conturat, Russella, Wilsona.

W nocie do § | o Geometrji jest mowa o pojeciu wek-
tora, ktore tk vi w twierdzeniach elementarnych juz u Eukli-
dessa, w pracach Wessella (1797), Bellavitisa (ia-
chunek ekwipolencji 1832), Grassmanna (1844), Hamil-
tona (1845), ktoremu zawdzieczamy wprowadzenie nazwy
»wektor®,
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Notatka historyczna o calce potegi wiaze twierdze-
nie o obliczeniu pél i objetosci z tem pojeciem calki.
Peano wyraza w symbolach analitycznych twierdzenia o polu
trojkata, o objetosci ostroslupa, wyznaczenie przez Archi-
medesa pola paraboli, srodka ciezkosci tréjkata, przyta-
cza zwiazany z tym przedmiotem wyjatek z dziela Cava-
lieri'ego Géometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione
promota.

Notatka historyczna w § 90, dotyczaca calkowalnosci
rownan rozniczkowych zwyczajnych podaje prace, odnosza-
ce sie do tego zagadnienia: Cauchy’ego (1840), Lipschitza
(1868, 1876), samego Peano (1886, 1894), Miego (1893)
de la Vallée Poussina (1836), Artela’'go (1905),
Blissa (19053), Bolza (1904).

W Przedmowie do tomu V-go, Formularza ,napisal
Peano: ,Formularz zawiera historje kazdego symbolu® for-
my, jakie posiada u roznych autoréw i w roznym czasie,
oraz uzasadnienie historyczne i logiczne przyjecia danego
symbolu. Podana jest historja kazdego waznego twierdzenia.
Bibljografja w tomie IV ulozona przez Dr. Vacca w zesta-
wieniu z bibljografja Dr. Pagliero w tomie V-ym stanowi
kompendjum krétkie lecz dokladne historji matematyki?).
Istotnie, jezeli zachodzi potrzeba wyjasnienia poje¢ ma-
tematycznych i wzajemnego ich zwiazku mozemy w Formu-
lario prof. Peano znalezé pozadane sciste wskazowki.
Uznaje wprawdzie sam Peano niewystarczalnosé¢ jego dzie-
ta, jezeli chodzi o czasy najnowsze. Pisze bowiem w dal-
szym ciagu Przedmowy: Formularz tea dos¢ zupelny dla
matematyki wiekoéw ubieglych jest wielce niezupelny co do
autorow nowszych i zyjacych. Przedstawienie bowiem w sym-
bolach pewnej teorji wymaga zanalizowania kazdej idei

') Oto w brzmieniu oryginalnem ustep powyzszy: Formulario contine
de omni symbolo formas que habe apud differente auctores et in diverso
tempore, et ratione historico et logico de symbolo adoptato. De omni pro-
positione importante es scripto historia. Bibliographia composito per Dr.
Vacca, tomo 1V de Formulario et posito im correspondentia cum tome V
per Dr. Pagliero es compendio breve. sed praeciso de historia de

Mathematica.
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i ujawnienia kazdej hipotezy, co jest sprawa dluga i czesto
trudna. Przytem wiele teoryj nowych nie odznacza sie
dostateczna scisloscig®.

Jesli tak bylo przed é¢wiercia wieku, kiedy Peano ohda-
rzal literature matematyczna swojem dzielem, to tem praw-
dziwsze sa slowa powyzsze w czasie obecnym. Przez owe
éwieré wieku matematyka poczynila wielkie postepy: powstaly
lub rozwinely sie¢ Algebra nowsza, Teorja funkcyj zmiennej
rzeczywistej, Teorja mnogosci, Analiza funkcjonalna, Geo-
metrja rézniczkowa rzutowa i t. d., i wzbogacily wiedze ma-
tematyczna mnostwem pojeé i twierdzen, ktorych nie obejmuje,
bo obja¢ nie mogl, ,Formularz®. Czy pomiedzy matematy-
kami dzisiejszymi, zwlaszcza wsréd uczonych, wyksztal-
conych w szkol: profesora Peano, i wsrod zwolennikéw
jego metod znajda sie jednostki, ktére kontynuowaé beda
dzielo swego mistrza i podejma prace przygotowania tomu
VI-go na tej mocnej podwalinie, ktéora zbudowal niezars-
mniany mysliciel i wielki pracownik nauki. Przesadzaé tego
nie mozemy.

Ale i w tej postaci, do jakiej doprowadzil swoje dzielo
sam Peano, moze ,Formularz“ nies¢ bezcenne ushugi w stud-
jach naukowych, posiada bowiem trwalosé¢, ktorej nie
oslabi najdalszy rozwdj matematyki. Szczegoélnie pozytecz-
nym jest i bedzie on dla wykladajacych, ktoérzy pragna
nauczanie podnies¢ i czywi¢ przez uwzglednienie rozwoju
historycznego poje¢ i metod. Ci znajda w ,Formularzu” nie-
zawodnego 1 niezastapionego przewodnika.

Sadzimy takze, ze byloby wielce pozadane, aby na pod-
stawie pomocy bogatego zasobu uwag, not historycznych oraz
wiadomosci bibljograficznych, zawartych w ,Formularzu*
mogly byé ulozone. ,Wypisy matematyczne®, jako ksiazka
do czytania dla mlodziezy studjujacej nauki matematyczne.
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