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ZASTOSOWANIE ANALIZY HARMONICZNE]
W MODELU TEMPERATURY GLEBY

Lucyna Bogdan

Instytur Badan Systemowych, Polska Akademia Naik
<hogdun@ibspanvaw.pl>

This paper concerns the modeling of soil temperatures changes as a function
of air temperatures. The method of harmonic analvsis was applicd. The
results are quite satisfactory and suggest that this method can be used for
solving the tasks of approximation meteorological dara problems.

Keywords: harmonic analysis of measurements data, meteorological data
monitoring. mathematical modeling of temperature changes.

1. Estymowanie trendu liniowego i skladnika okresowego

Zadanic polega na dopasowaniu do zadanych danych w postaci

T 8] t r .................. ty

Y[ Y] YZ ................... Yk

modelu o postaci
Y=a+pft+Y,
gdzie Y, jest zmienng o okresie N. Nalezy znalez¢ wspdtczynniki o, B 1 postac
trygonometryczng zmiennej Y o.
Postuzymy si¢ Twierdzeniem 1

Zalézmy, ze a, € R, , n€ N, jest ciagiem o okresie N2 2. Dlap € N, p< N/2
I kazdego n€ N zdefiniujemy

Cy(n)=cos (p'ZTV”— n), Sy(n)=sin(p 2,\” n),
Ly

Oo=— ) a;
N

a N 2
ap==Ycos(p=k)a, dla  0<p<NP2
N & N
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N
up:LZcos(pz—ﬂk) a,  dla p=N/2
N3 N

7 Y 277
=— > sin( p—+%) a,
Bp N Z P N ) k

k=1

Przy tych zalozeniach

N2 N/2-1

Ja’o + Za_/C/-(n) + Zﬂ}Sj(n), ne N, gdy N jest parzyste
i- 1 j=1

a, = ‘ ‘

" (N=1)/2 (N-1)/2
) o, + Za/Cj(n) + Z,Bij(n), ne N, gdy N jest nieparzyste
L j=1 J=l

nazywamy postacia trygonometryczng ciagu.
Przyktadowo dla N =3 jotrzymujemy

27 .27
a,= Oy + o, cos( Tn) + By sm(Tn)

orazdla N =4
0oy + o (zﬂn)+Bs'(2ﬂn)+aco(2ﬂn)
an= 1COSM — m({-— ACOS —
4 S 4
Do przeprowadzenia dowodu tego twierdzenia wykorzystujemy nizej podany lemat
1 nastgpujace
Twierdzenie 2

Niech (Y, <-,- >)bedzie przestrzenia unitarng i niech pod przestrzenie (Cq C,, Sy,

..Ci. Si) € Y beda niezerowe i wzajemnie prostopadte.

Wtedy dla kazdego yE Y rzut punktu y na podprzestizen (Cy Cy, Sy, ..,.C. S)) jest
dany wzorem

Jezehi
C,(h=cos(nt), n=0.1,...k

Su(D=sin(nt). n=12,....k

to aproksymacja funkcji y elementami przestrzeni (Co C,. Sy, ....Cy, Sy) jest funkcja
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Zastosowanie analizy harmonicznej

R T S W T W R tc N TR
B RNy TRy

k
= aO +Zan n +Zﬂn Sn

n=1 n=l

Wykorzystano przy tym zaleznosci:

2
X =

<x, x> , poniewaz Hx]] = <x,x>
1=C, = || =1

> N
Cu(h=cos(nt) = |C, ()] = =
iV_

Su(h=sin(nt) = |5, 0| =

Przedstawione zaleznosci, z wyjatkiem definicji normy, ktdra zostala tu
przypomniana dla jasnosci, wynikaja, jak juz bylo wspomniane, z nastepujacego
lematu:

Lemat

Dla dowolnych NE N, N2> 2 idlape Zn {0,%} zdefiniujmy

i 2 [ 2m ]
cos(p—-1 sin( p—-1
(p N ) 1 (p N )
2 1 . 27
_| cos(p—-2) _ _|sin(p—-2
C,= (P.N Co = 3 S, = (P.N )
'27Z 1 i7z
cos(p—-N sin(p—-N
cos(p5 )_ L vl

Dla dowolnychp,g € Z m{o, %} bedzie wowcezas:

L{(L6y)=(08,)=(C,.5,)=0

2.{(c,.c,)=(s, ,S,) =0 jesli p # g

3.{c, .C,)=(s, ,5,)=0 :%jes’lip<%
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1.(c,.c.y=N  (s5,.5,)=0 jesi p=%
Dowadd lematu. i

ad.1. Twierdzimy. ze jezeli pE Z1i %e Z .0
N o N o
cos{p—k)= > sin(p=—k) =0
2 o8Pk = ) sintp )
Ot6z dla

2 o
7 =cos{ —) + isin{ — )& C mamy
N N

I-z20
Dalej, poniewaz dla ogdlnej postaci mamy
z=rcos@® +irtsing = e @
czyli
=(r ¢ ¢ P=r"e" ¢
Formula von Moivre stanowi, ze
(cos@ +isin@)" =cos(n@) +isin(ng)

Wabec tego otrzymujemy ze wzoru (2)

n ( o )+ i sin( 2 :
2" =cos (p—n) +isin(p—n
N N

Dla n= N otrzymujemy na podstawic (7)

2 .2
z" =cos (p—ﬂN) +1i sm(p—ﬂN)
N N

Poniewaz cos( 27 p)=11isin( 27 p)=0. to =11 stad wynika, ze

1- V=0

Poniewaz

k=1

N N
2 2 5
cos(p—k) + Y sin(lp—k) =z+z"+...+z2
2. coslpy Zk:1 PN

(6)

(N

(8)

9
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Zastosowanie analizy harmonicznej

jako n —ty wyraz szeregu geometrycznego.

Waobec (3) 1 (9) mamy

Stad wynika, ze

A 2 o r
Zcos(p:———k) +Zsin(p—k) =0
k=1 N k-1 N

i stad

(L.c,)=(1.5,)=0. cbdo.

ad.2. Jezelip,g&€ N M[0,N2]ip#q.to

N N

27 1 2

c,.C, cos( p—=k) cos( —A =—(Y cos(p+qg)—k)+

< > é P (q > AZ Pra)—~)
\7

+Zcos(p—q)—/\) (<1 cp+q>+<1,cp,q>> =0+0=0

k=1

poniewaz 2cOSXCOSy=COS{X-y)+Cos(X+Y).

11)

Dowadd  dla <Sp.Sq> przeprowadza si¢ podobnie, korzystajac z zaleznosci

2sinxcosy=cos(x-y)-cos(x+y).

d.3. Jezelip€E NM[ON/2]ip <N/2, to

N

< >:Zg0§ p———/\) cos p—/\) -

k-l

:_(Zcos p+p)7/\) +Zcos (p- p)-—k))*
k=1

2 1 N
= —(Zcos(2p—k) + ZCOS(O —k) = —2-(0 +N)= =

<~ k=1

1
ajezelip=N/2,10 (C,.C, )= = (N+N)=N. cbdo.

13

(13)



Lucyna BOGDAN

N N . N .
Dowody dla <Sp.Sp> = Y (dlap <?) idla <SP.SP> =0 (dlap= ey ) sa podobne,
Jjak wyzej, co pozwala nie dowodzi¢ szczegbélowo pkiu 4 lematu.

Dla przeprowadzenia dowodu twierdzenia 1 nalezy skorzystaé z twierdzenia 2
i udowodnionego powyzej lematu.

Dla naszego modelu w postaci

Y=o+ ft+Y, (14)
podprzestrzenia, na ktérej szukamy rzutu wektora Y (obiektu), jest podprzestrzen
(LT.Cr.S1, CoSaosesy CiuSy).
Rozwazmy teraz nasteujgcy przyklad.

Niech beda nastepujace dane:

t
Y, 8

3 4 5 6 7
8 30 8 28 |30 |20

o |

Zastosujermny model (14) ze zmienng Y, 0 okresie N=6. Przyjmujemy

) )
cos(:g 1 sin(%- 1
1
1 8 cos(-%é—z-’l) 21 sin(z?ﬂﬁ) %\/3
2 28 27 T2 w3 L3
COS{(——- sin{—- =
3 30 6 -1 6 0
2 | . . 2r
T=la| v=|8| C= cos— ) |= 1 = | S =|sin>=4) = -13
5 28 o 1 o -1z
cos(=—-5) 2 sin(=="5) E
S o ! o N
7 20 cos(—-6) . sin(—-6) 5\/5
76 2 26
2z Vs
cos(—-7 sin(=—.7
(6 ) (6 )
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27 ) 27 27
cos@-—-1) sin@-—-1) cos@-—-1)
6 6 6
21 2 2
cos@-—-2) sin@2-—-2) cos@-—-2)
6 -4 6 RE 6 o
2 1 2 1 27
cos(’Z~?~3) 3 sin(Z-?S) _7‘/5 0056-?3) L
1 0 -1
2 27 2
Cy = COSQ-?HJ») = —% Sy = SiHQ";--i) = '{7\/? Cy = COSG'—G‘HJ—) =1
1 L3l -1
2 2 2r -5V3 2
cosQ-?-S) 1 s‘m(’l-?-S) 20 cos@-?-S) 1
1 1 -1
27 sy 27 V3 2
cos(2-7~6) 2 sin(2-?~6) 2 cos@-?-6)
2 2 2
cos@-—-7) sin@2-—-7) cos@-—-7)
6 6 6

Obliczamy teraz macierz X =[1 T C; S; C; S, Ci] oraz macierze X'x i XTy.
Rozwiazujemy nast¢pnie uktad réwnan

X Xa = XY (15)

1 otrzymujemy przyktadowy model w postaci

Y,=2+21 —ZCOS(g'l‘) + Qﬁsin(gj) + 6cos(%-t) - 6x/§sin(«,/§)—(l)cos(m), te N

o wspolezynnikach:
oy =20, =20, =2, a3 =2./3, =6, as :—6\/5, oy =-1

2. Model temperatury gleby

Powyzsza metodg zastosowano do znalezienia modelu temperatury gleby na
glebokosci 50 cm w zalezno$ci od temperatury powietrza. Na rys. 112
przedstawiono dane pomiarowe, na podstawie ktérych zostanie zbudowany model.
Dane zawieraja 4372 pomiary temperatury wykonane w ciggu szedciu miesigcy
jednego roku od stycznia do czerwca, co godzing.

Rysunek 1 przedstawia pomiary temperatury powietrza, natomiast rys. 2
przedstawia pomiary temperatury gleby na glgbokosci 50cm wykonywane w tych
samych chwilach czasowych. Na rys. 3 przedstawiono funkcje wspélczynnikéw
autokorelacji, ktéra pokazuje 24-godzinny cykl wystepujacy w pomiarach. Pomiary
zostaly wigc wygtadzone $rednia ruchoma 24-godzinna.

Rysunek 4 pokazuje funkcj¢ wspéiczynnikédw autokorelacji przy wiekszym

przesunieciu. Wyniki wskazuja, ze nalezy zwrdci¢ uwagg na przesunigcie
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Tablica 2. Wyniki modelu przy wejsciach wygtadzonych $rednig ruchoma 192 h dla
okreséw 24h, 48h i 72h.

Analiza statystyczna

Wspdtczynnik korelacji R 0,8761

Bfad standardowy 2,93

Liczba obserwacji 4175

Parametr zmienna Wartosc parametru Odchylenie standardowe

o - -3,3196 2,2275
ay W 0,6568 0,1087
Q14 Xt-1 0,7790 0,0107
a4 Xcos(2pi t/48) -152,729 202,3142
B Xsin(2pi v48) -0,02856 0,06424
az Xcos(2pi 24 -0,5859 0,0642
B2 Xsin(2pi v24) -1,6351 0,3406
Q3 Xcos(2pi /72) 2,7098 2,1397
Bs X cos(2pi 172) 1775,926 2320,557

Jak wida¢ w tab. 2, tworzenie modelu z okresem 72 godz. nie zakonczyto sig

sukcesem.

Tablica 3. Wyniki modelu przy wejsciach wygtadzonych srednig ruchoma 192 h dla

okresow 24h i 48h.

Analiza statystyczna

WSspdtczynnik korelacji R 0,9546
Bfad standardowy 1,45
Liczba obserwacji 4175
Parametr zZmienna Wartosc parametru Odchylenie standardowe
Qo - -3,3438 0,1918
ay W 0,0185 0,0182
O tq Xt-1 0,8308 0,0050
a, Xcos(2pi V48) 0,0577 0,0319
B X sin(2pi 148) 0,0013 0,0318
s Xcos(2pi t/24) 0,2206 0,0318
B2 Xsin(2pi v24) -1,7371 0,10001
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