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7. Systemy planowania 
i prognozowania 
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ŁA»cucHCw MARKOWA DO 

STRUKTURY AGRARNEJ 

Instytut Badań SystelllOW)'ch PAN 

ul. Waryńskiego 17 

71-310 Szczecin 

PROGNOZOWANIA PRZEMIAN 

W pracy wykorzystaano ••todę, ł.ańcuchów Narkowa do sporz~dzaania 

władani• ldytkaa•i rolny•i. Prognozy baadaneąo proc-• u aagrarnRgo 

zbudowaano zarówno w op;arciu o Jednorodny J•k i niejednorodny łań-

makrodaane wykorzystuJ~c -t~ naajwię,kszeJ wiarygodności. Uzysk•n• 

wyniki, poróowtan• z daanyai rzec:zyt0istyai dla dM6ch lat realizacji 

prognozy, potwier-dziły dld:Ą tra~ność spcrzĄdzonych pr09noz. 

1. Wst,:,p 

N• zJawisko aię,dzy-ktcrowych zaian własnościc..go władaania 

zie■iĄ •• wpływ wiele czynników o charakter-z• prawny•, polityczny• 

•konoaiicznya i społeczno-kulturalny■• Wielość czynników oddziały

wuJ~cych na dan• zjaawisko, a cz.sto talde lo-y ich charakter-, 

sklani•J~ do przyj.ci• zaałm■ni• by trakt~ to zjawiska Jako p

wi • n układ stochastyczny a wielkości przez nie g • nerowan• Jako 

u1i • nn• losow•• Sugeruj• to aotliwcdć wykorzystania da opisu z•ian 

procesÓłł stochastycznych - łańcuchów l'larkaooa. Prapona.anya podej-
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działywuj-cych w okrrilony• przltdzial• czasu na badan• zjawisko. 

nuowan• w przyszłości z~---. sił_, w oparciu o -cierz prawdo

podobi ■ńatw prz•jść aporz-dza •i~ prOQnoz~ atruktury roz.a2an• 9O 

Niac:h dana ~zi• akańczana zbiorONDŚć określonych jltdnostek 

(np.jltdnoatkowych ar•ałów zi-i > i p• -,a właanaść ai • rzalna W przy

sługuj-ca poazcz• Q6lnya jltdnostkoa. Prz•z atrukturę zbiorONOŚci 

rozu•i-y - NE!ktor y, ktćr-l!'go sk:l:adDN• •- -frakcj„i jltdnost•k 

zaliczanych do wyodr„nionych przltdziałów wartości cechy w 

<stanów). Zakładamy, że zarówno zbioroooość jak i j•j struktura 

zalr.!:a. od czau t z p• -i• QO przltdziału <O, T>. PrzyjauJ-Y, że 

obserwacje zbiorDNOŚci 90Qą się odbywać w dyskretnych --• ntach 

czasowych O, 1, ••• , T. Składowa yj(t) (j•1, ••• , r; t-=O,. ~.,T> 

-ktora y<t> okr•ślon• •- nast~uJąco · 

(j=1, 

y . <t> 
J 

n . <t> 
__ J __ j•1, ••• ,rJ t--0,1, ••• ,T, 

N<t> 

••• ,r, t-0,1, ••• ,T> jast liczbą jednost•k 

znajdujących się w -ci• t w atani • sj, N<t> <t-O,~, ••• ,Tl j„t 

liczbą wszystkich jednostek roz...:tanej zbiorowości w --.cie t. 

Przez aakrodan• będzi-y rozwni ■ć zbiór -ktorów y<t> <t•O, ••• ,T> 

rozważanej zbiorDNOŚci. y<t> ._ traktONane jako zaienne losowa. 

Załćżay, ż• proces prz-ian struktury bad.vu,j zbiorONCJŚci do

brze opisuje aodel jltdnorodn• Qo łańcucha l'łarkONA o -ci • rzy pra-
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wdopodobieństw przejść P oszacDIOIMlej na podstawie danych z prz..

działu czasowego <O, T>.· Przyjmuja,_c, że mechanizm przemian od

zwierciedlony ta,_ macierz.a.. Pnie ulegnie istotny• z • ianoa w okresie 

prognozowanym, prognozę rozważanej struktury M)'Znacza się w 

oparciu o zależność 

t>T 

gdzie yp<t> jest wektora• prognozy struktury dla -.ntu t, a y<T> 

- wektorem opisuja,_cy• enipiryczna.. strukurę w -.ncie T, P jest 

oszacowana,_ -cierza,_ prawdopodobieństw przejść odzwierciedlaja,_ca,_ 

mechanizm przemian badanej zbiorONOŚci. 

W przypadku, gdy mechaniz• prz-ian odwzorowuje ci.-.g macierzy 

prawdopodobieństw przejść Ps niejednorodnego łańcucha Markowa, 

który jest .teoretyczny• IIIOdelem opisuja,_cym z•iany struktury 

rozważanej zbiorowości, prognozę struktury wyznacza się 

z zależności 

l 

?<t>= y<T> n P• t>T 
•=Ttt 

g~zie yp(tl, y<T> sĄ wektora• i o znaczeniu jak wyżej, natomiast 

P5 jest macierz.a,_ ocen prawdopodobieństw przejść wyznaczona,_ w 

oparciu o zależności obrazuja,_ce zmiany prawdopodobieństw przejść 

w czasie. 

Zakładamy, że zaobserwowane frakcje (j=1, ••• ,r; 

t:1, ••• ,T> jednostek, które znalazły się w 1110mencie t w stanie sj 

wygenerowane zostały przez T zbiorów prób, każdy o N(t) nieza-

leżnych próbach. Przyjmujemy, że prawdopodobieństwo wpadania 

posz~zególnej Jednostki do poszczeQ6lnego stanu w obrębie danego 

=bi oru prób jest stałe; zmienia si• jednak wraz ze zmiana.. Jednego 
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zbioru prćb na inny. Taki schemat probabilistyczny przedstawi a 

rozkład Nielomianowy. Tym samym N dowolnym t-tym zbiorze prób , 

w pojedyńczej prćbie, jednostka mc±e się znal~ć w każdym ze 

stanćoo s 1 , s 2 , .•• , sr z prawdopodobieństwem odpowiednio równym 

r 
oraz q . <t>= I: Y. (t-Up _. 

J i.: I \. l.J 

Niech N 1DCM1encie t zostanie NYkonanych N<t> prób. PraNdopodo

bieństNO, ~e n 1 <t> jednostek znajdzie się " stanie s 1 , n 2 <t> 

jednostek N s~anie s 2 , itd. i ostatecznie nr(t) jednostek w stanie 

sr jest rćoone 

r n.(t) 
N<t>!ITq<t>' 

J =• J r 

przy czym i~•ni (t>=N<t>. 

ł:.ączna funkcja gęstości dla NYników niezal~nych prćb w czasie t 

<t=l, ••• ,T> jako funkcja para11etr6N praNdopodobieństw przejść 

przy określonym N(tl oraz zaobserwowanych frakcjach yi (t) jest 

funkcją wiarygodności. 

Ponie..a~ prawdopodobieństwa przejść muszą spełniać określone 

warunki więc estymator pij oszacowany przy pomocy metody 

największej wiarygodności IKJŻe być uzyskany drogą maksymalizacji 

funkcji wiarygodności przy warunkach 

j~.1.Pi.j = 1, i 1, ••• , r, 

O~pij !: 1, i,j ~ 1, ..• , r. 

Przy zastosowaniu warunkćoo koniecznych Kuhn-Tucker'a znaiezienie 



- 494 -

(ekstremum>, oszacowań prawdopodobieństw pij' sprowadza się do 

rozwiązania następującego zadania programowania 

Lee i in. (1970): 

zmaksymaliz ować 

przy ograniczeniach: 

gdzie p* i y* są odpowiednio Cr<r-llxl) i(T<r-llxl) wy•iarowy•i 

wektorami, a X* jest <T<r-llxr<r-1)) wymiarowa, macierzą postaci 

p.= 
J [ Pu l [ 'yj= 

prj 

[ 

Xl ••· 

= o 

[ 

.Y1 (Ol 

Y1 <T-1> 

o ] ·· przy czy„ 

J=t, ••• ,r-1 

i:;1 = lf:i j ], (i,j=1, ••• , r-ll jest <T<r-t>xT<r-l>l wyMiarową ma-

cierzą bloke>WĄ o <r-1> 2 blokach będących (TxTl wymiarowy•i 

macierzami diagonalnymi 

N<ll 
qei> 

r 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

N<T> 
ą<n 

r 

dla i 1' j 
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o o 

o + N<2> 
ą;<2> o 

o o N<T> 
~<T> 

J 

<rxll wektorem którego składowe są jedynkami, 

R jest <rxr<r-1>> wymiarową macierzą złożoną z 

jednostkowych (rxr) wymiarowych, 

<r-1 > macierzy 

A jest wektorem mnożników Lagrange'a. 

Macierz ~;1 jest funkcją nieznanych wartości qj<tl. Celem uzyska

nia estymatorów prawdopodobieństw przejść pij stosuje się nastę-

pującą procedurę iteracyjną. Najpierw nieznany element 

-1 
macierzy I:* ~as~~owany jest przez zgodnt (dostateczny 

q. (t) 
J 

nie-

obciążony) estymator tj. frakcję yj(t), n następnie problem jest 

rozwiązywany celem znale~ienia ocen parametrów pij oznaczanyc h 

jako Pc<l> ~ Cpcij<l>l. Dalej oblicza się 

wykorzystuje 

r 

,f, Y, Ct-1lp:;'1l 

..:Io oszacow&nia aacierzy -1 
I:. 

rozwiązuje się problem cel- znalezienia PcC2> 

Procedura ta jest powtarzana do 1110411łPntu aż 

r r 

Następnie 

C 
[p ij(2)J, 

,~, ;f, IP~;(nl - P~;'n-1) I < e, 

gdzie e jest zadaną wartością, 

lub osiągnięta zostanie podana liczba kroków n. 

zna..u 

itd. 
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Niech dany będzie ciąg CT+l) wektorćw obserwacji strukury 

y(tl = Cy 1 Ctl, y 2 <tl, ••• , yr(tll Ct=O, 1, ••• , T>. 

Na postawie r+4 obserwacji struktury <tzn. wektorćw y(t) 

(t=O, 1, ••• , r+3> szacuje się macierz stałych prawdopodobieństw 

przejść P 1 wykorzystując procedurę estymacji omćwioną w~ej. 

Macierz ta przyporządkowana jest następnie 1110111entowi r+4, czyli 

uznaje się ją za macierz prawdopodobieństw przejść niejednoro

dnego łańcucha Markowa w okresie (r+3, r+4>. Następnie na 

podstawie wektorów struktury y<t> Ct=1, ••• , r+4l szacuje się 

macierz P2 przyporządkowując ją momentowi r+5, itd. Ostatecznie w 

oparciu o wektory y(t> <t=T-r-3, ••• , T-1, T) szacuje się macierz 

PT-r-2 którą przyporządkowuje się momentowi T+l. 

W wyniku takiego postępowania uzyskuje się dla ka±dej pary 

(i. j) (i,j=l, 2, ... , r> T-r-2 wyrazowy ciąg ocen pij<k> 

Ck= 1, 2, ••• , T-r-2> ktćrego wyrazy odpowiadają kolejnym IIIOfflł!nto• 

t Ct= r+4, r+5, ••• , T+1>. Następnie dokonuje się wyboru i oszaco

wania modeli tendencji rozwojowej oddzielnie dla poszczególnych 

prawdopodobieństw przejść. Oszacowane IDOdele wykorzystuje się do 

wyznaczania ocen prawdopodobieństw przejść pij<t> dla przyszłych 

momentćw czsu. 

3.Wyniki badań 

Na podstawie danych za okres 1960-1983 r. ustalono 24 wektory 

y(tl <t=O, 23) opisujące strukturę wł~snościo~ u~ytkćot 

r o lnych w woj .szczecińskim. Składowe tych wektorćw są frakcjami 

ziemi znajdującej się w jednym z nast~pujących sektorćw1 państwo

wym, spółdzielczym i nieuspołecznionym. 

Zakładając, ża proces zmian struktury agrM"nej opisuje model 

łańcucha Markowa dokonano oszacONania odpowiednich m~ierzy praw-



- 497 -

dopodobieństw przejść. Poniżej przedstawiono dwie macierze, Jedną 

oszacowaną na podstawie 24 wektorów struktury (lata 1960 - 1983), 

drugą - na podstawie 11 wektorów (lata 1970-1984>, dla zagadnienia 

użytkowania ziemi w sektorach Szydłowski (1987): 

(1) (2) (3) (1) (2) (3) 

(1) [o.97'7 •.• 2~. l [0.93'2 0.03Só o.om] 
" " .Pb0-83= (2) 0.1048 0.8049 0.0903, P73-93= O o. 7811 0.2189 

(3) 0.0346 o 0.9654 0.1060 O 0.8940 

2 16,6147, 2 = 4,1832. .:t: .:t: 

1, 2, 3 oznaczają odpowiednio sektor pań~twowy, spółdzielczy, nie

uspołeczniony. Wartości statystyki ;c2 podane obok macierzy wskazu

ją na dobre dopasowanie wektorów strukturt, generowanych przez od

powiedni ł~cuch Markowa (np. wektorów y( t) 

wiednich empirycznych wektorów struktury (np. y< t>, t=1, ••• , 23>. 

Prognozy struktury własnościowejuźytków r olnych uzyskane na 

podstawie tych · macierzy i wektora y(23>, opi sującego strukturę 

w roku 1983, podane SĄ w tab. 1. 

Prognozę struktury użytkowania ziemi w sektorach wykonano także w 

oparcju o model niejednorodnego ła.~cucha Markowa. Ze względu na na 

to, że liczba stanów r=3 a T=23 mo:tliwe było oszacowanie 18-tu 
~ 

macierzy Pk. Dla elementów pij(k) (i,j= 1,2,3; k=l, ••• ,18) przy-

"' -1 jęto tendencję rozwojowa_ postaci pij(kl=ak +b. Następnie w opar-

ciu o przyj.tą tendencję rozwojc,w:,, oszacowano macierze prawdo

podobieństw przejść niejednorodnego łańcucha dla t>23. Wyniki 

prognoz podane są w tab. 1. 

Celem oceny rzędu dokładności sporządzonych ·prognoz użyt ko

wania gruntów osiągniętego w okresie empirycznej weryfikacji pro

gnoz, tj. w la.tac:h 1984-85 obliczono błędy predykcji dla tych la,.t 
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(U(t>= yCtJ - yp<t>, t>T> oraz średnią arytmetycznĄ zaobserwowa

n ych błędów p,-edy kcji Us. Wielkości te podaje tab. 2. 

Pr-ognoza 

Sektor 

państwowy 

Tabela 1 

zmian st,-uktury użytkowania ziemi w sektorach 

woj. szczecińskiego do 1990 ,-

LATA 

1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 

a o.5739 o.5782 o.5822 0.5860 0.5896 o.5930 o.5962 

b 0.5650 0.5665 0.5676 0.5683 0.5688 0.5691 0.5693 

C 0.5756 0.5860 0.5928 0.5976 0.6009 0.6032 0.6050 

a 0.0824 0.0826 0.0829 0.0832 0.0835 0.0840 0.0844 

spółdzw.lczy b 0.0911 0.0930 0.0945 0.0957 0.0967 0.0975 0.0981 

nieuspo-

łeczniony 

c 0.0954 0.0892 0.08ó3 0.0849 . 0.0844 0.0845 0.0847 

a 0.3437 0.3392 0.3349 0.3300 0.3269 0.3230 0.3194 

b 0.3439 0.3405, 0.3379' 0.3360 Ó.3345 0.333'- 0.3326 

C 0.3290 0.3248 0.3209 0.317!5 0.3147 0.3123 0.3103 

p,-ognoza w op-ciu o model: j.ł I'!. a) P60-B3' b) P73_83, c) n.ł.M. 

, Por-6wna<li e rtę,dćw dok1 c1qności sporzĄdzonych p,-agooa, nie wyka

zał o przewagi' prognoz uzyskanych na podstawie modelu niejedno

rodnego łańcucha· Ma,-kowa. Większa p,-ostota jednorodnych łańcuchćw 

l'lar-kowa,' trafność i nieznaczna pracochłonność sprawia, :te 111oga_ on1t 

być cennym narzędziem poaocnym" planowaniu procesów agrarnych. 

Należy zaznaczyć, że zap,-oponowane podejście może b~ wyko

rzystana do prognozowania innych zjawisk dla których do!;tępna 

j~st info rmacja w postaci makrodanych. 
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Wektory błędów predykcje UC24>, U<25> 

Tabela 2 

$redniej arytmetycznej 

błędów predykcji U5 dla prognoz U2ytkowania ziemi w sektorach 

S e k t o r 

państwowy spółdzirlczy nieuspołeczniony 

a -0. 0110 0.0027 0.0083 

U<24l b -0.0021 -0.00óO 0.0081 

C -0.0127 -0. 0 103 0.0230 

a -0.01Só 0.0019 0.0137 

UC25l b -0.0039 - 0.0085 0.0124 

C -0. 0234 . -0.0047 0.0281 

a -0.0133 0.0023 0.0105 

b -0.0030 -0.0073 0.0103 

C -0.0181 -0.0075 0.025ó 

. 
Obliczenia dla prognozy sporządzonej w oparciu o model: J.ł.M. 

o macierzy a) P 60-83, b) P73_ 83; cl n.ł.M. 
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