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7. Systemy planowania 
i prognozowania 
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7.9 

ZASTOSOWANIE METODY FRANKA-WOLFE'A W PLANOWANIU 

PRODUKCJI PRZEDSIĘBIORSTWA ROLNEGO 

Józ e f Kopeć , J anusz Lasota 

Zakł ad Systemów Zarza,dzani a 

Przedsiębiorstwami Rolniczymi 

I nstytut Badań Systemowych PAN 

ul . Waryńsk i ego 17 

7 0 - 3 10 Szczecin 

Skonstruowano algorytm oraz prograa obliczeniowy 

min i malizacji funkcji f(x>=pTx - ./x TS x na wielościanie wypukłya, 

z wartym. Zał02ono, ~e forma kwadrato..a xTS x jest dodatnio pół-

określona i nie ma miejsc Z@r"owych w wielościanie. Netodę 

z i lustrowano na prostym modelu, odzwierciedlaj~cym 

roślinną przedsi ęb i orstwa rolnego. 

· produkcję 

Z nowych badań Krawiec i i n. (1 988) wynika, ~e w zadaniach 

jednorocznego optymalnego plano..ania produkcji przedsi~iorstwa 

r ol~ego w warunkach ryzyka ważnymi charakterystykami rozwia,zań sa, 

funkcjonały następuja,cej postaci : 

n 

F<x) •}: Cixi 

i=l 

gdzie Xi są zmiennymi d1teyzyjnyai, X= ex., 
~e kt o rem decyz yjnym, a C= tC~ ••• ,C:.:l Jest wektore111 

X ] jest 
n 

losowym o 
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rozkładzie normalnym. Funkcjonał F jest więc zmienną losową, 

której wartość oczekiwana m(x) i wariancja c 2 <x> są określone 

wzorami: 

n 

m<x> • ~ E<C.>x . 
/,.i= t 1 1 

c 2 <x> x TSx 

gdzie S jest •acierzą kowariancyjna. z11iennych Ci (i=l, • .•• ,n>. 

Zadanie optymalizacji planu ao2na tr~ktować jako problem 

dwukryterialny z funkcjonałami mi c. Funkcja U2yteczności 

(S) f(x> = m<x> - rc<x> <r a!: O> 

ma interpretację jako wielkość, którą decydent spodziewa się 

-Wtyskać z prewdopodóbieńs't:wem p związanym z r prz·ez „arunek 

~- 1~1-p> s r, gdzie~ jest dystrybuantą rozkładu norm~nego 

standaryzowanego. W interesie decydenta le2y 

zacja funł<cjonału f, który mmna określić jakc;, efektywną wartość 

oczekiwaną 

współczynniku 

zmiennej F przy ustalonyn przez ·decydenta 

ryzyka p. Powy2sza interpretacja uzasadnia 

stosowanie funkcji u2yteczności 

malizacji planu. Korzystanie 

(S) jako głównej metody opty-

z tej 

konieczności roz„iąz..nia następującego 

mate•atycznego: 

US) 

gdzie 

Znaleść maksimum funkcji 

f(x) T 
p X yc<x), 

funkcji prowadzi do 

zadania prpgramowania 

na wielościanie wypukłym D=Cx E E"sAx~ b,x~O} przy zał02eniu, 2e 

Sjest macierzą symetryczną wymiaru n x n dodatnio półokreśloną, 

p EE" jest danym wektorem, y - ws~czynnikiem nieujl!tany11. 

I . 
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Funkcja f jest r~niczkoMalna" ka2dym punkcie w którym xTSx ~ o, 

a jej pochodna kierunkDNa" kierunku dowolnego -ktora a wyra:ta 

się wzore•: 

( 1) f • cx 0 > 
a 

T 
P a 

r 
acx 0 > 

vf Cx 0 > a 

Przy pow:tszych załałeniach o macierzy S wyra2enie uTSv spełnia 

nierówność <Sch..v-za> : 

(2) , <u,v E En> 

z której wynika natych• iast wypukłość funkcji a, a Mięc wklęsłość 

funkcji f. 

W zastosowaniach rolniczych IIICl%na rćwnie:t załałyć, :te miejsca 

zerowe formy k-dratowej xTSx nle lri~" Mielościanie D, a przy 

obecnych p,w-spektywach wdrcd:eń nal e:ty 1 i czyć si• z roz• iarami 

zadania PL rz~u 102 zmiennych i tyle:!: ograniniczli!ń. W tych 

warunkach, mi • o istnienia algorytlllĆOO progralllDNatlia 

wklęsłego przy liniowych ograniczeniach najprostrze wydaje się 

zaadoptowanie • etody Franka-Wolfe"a, np. w WIW"Sji podanej w 

Martos <1983>>, opieraj~c•j się na iterowaniu zwykłego zadania 

progra-ania lini~go, ktćre jest dobrze znane zarćwno od strony 

teoretycznej jak i nu,nerycznej u:tytkc,-,ik0111 • etocl mate111atycznych w 

rolnictwie. Adaptacja tej metody do zadania (łł> b~zie polegała 

na ustaleniu dla funkcji f , rozwa:tanej N ty• zadaniu, algoryt111U 

wyznaczania kierunku wzrostu, a przede wszystkim dokładnych <nie 

iteracyjnych> formuł dla obliczania -ksymalnej długości kroku. 

Oznacz• y dla x 0 e D, x e En 

r 

c<x 0 > 
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l'lamy 

r 
f <x 0 > 

o(x 0 > 

(3) f~<x 0 >=R<x 0 ,x> 

R<x 0 ,x> >= pTx 

R<x0 ,x 0 > dla o a=x-x 

ro<x> = f<x> dla każdego x e D 

Wyznaczenie dopu!e,zczalnego kierunku NZrostu polega na obli-

max o . ,c,.o 
czeniu D R<x ,x),·,",x ,y > •etoda, programowania liniowego. Je2eli 

R<x 0 ,y0 >=f<x 0 >=R<x0 ,x0 >, to dla każdego xe D jest: 

ftx 0 >, 

więc x 0 jest punkt ... opty•alnym i procedura kończy się. 

R<x O ,yO > > f<x O >, to dla a= yO - x O zachodzi 

f' <x 0 >= R(x O ,yO > - R(x O ,x O > > O, 
a 

więc a jest dopuszczalny• kierunkiem NZrostu funkcji f. 

kroku <w kierunku al jest określona przez warunek: 

Dznaczaj,ąc 

rn a X 

Ae<o .s. > 
f(x 0 +>..a) f <x 0 + >.. a). 

ffl<lX 

f (x 0 + >..a> 111amy dla>.. e <0,1> 

Je:żel i 

Długość 

f' <>..> • f~(x 0 + >..al 
T P a 

)" [ (x o) TSa+>.c-Z (a ) ) 

a(x 0 + >..a) 

Z załotenia jest a< x 0 <,a) > O dla>.. e .<0,1 >, oraz 
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(4) 
c<>c 0 ) 

>O• 

Rozpatrzmy najpierw pewne przypadki szczególne równania ł' CX)=O. 

1°. c(al=O czyli c 2 (x 0 >-2<x0 )TSy0 +c2 Cy0 )=0 

Z C2l wynika że O=c2 Ca> >= 

[O'Cxol-c(yol ]z, więc c(xo>=c<yo) . 

-2<>:0 >TSa=O, czyli <x 0 >TSa=O. 

c 2 <x 0 >-2cCx 0 >c<y0 >+c2 <y0 >= 

2c2 <x 0 >-2Cx 0 >TSy0 

Z (4l wynika, że pTa>O, więc ł'CX>>O i X cl 
lll4X 

Zatem 

&=sgn <T>. 

Cacx 0 l+X&aCa>l 2 , T+Xa2 <a>=c<a>C&c<x0 >+Xa<a>l, 

ahc 0 > +Xec<a> 
ł' <X>=pTa-,,a<a)& -------- a p aT- ;r&c(a) , 

lc<x 0 >+X&c<a> I 

gdyż m(X)=c<x 0 )+&Xc<a>~O i m<O> >O, więc •<X>>O dla X E(0,1>. 

Z (4> wynika, że pT a-rec<a> >O, więc ł' <X> >O i X =1. 
max 

<x 0 > Tsa 
Wobec (4) jest <x 0 >TSa<O ił' <X>=O dla X'=----­

c2 Ca> 

~ • <O>>O jest ł'<X > >O w <O,X'>. 

Oz n aczmy 

>O. Wobec 

pTa = L oraz D<X> ,. ł' C'X> c<x 0 +Xa>= Lc<x 0 +Xa>-:rCT+Xa2 <a>l. 

11noż~c · równanie D<X> -O obustronnie przez: 

o t r z y•a•y po prostych przekształceniach równanie: 

(5) 
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C=yz,.z_L zez <xo) 

U=cz<x0 >c2 <a>-n O. 

Je2eli Q=O, to A=O i B=O. Jrieli C • O, to(5) nie ma 

pierwiastków,~• (Al)O. Jrieli Q--0 i C=O to r=cz(a)cz<x 0 > 

. o 
zachodzi 2 , więc w tym przypadku A max =1. Niech będzie Q<O. 

Wtedy L ...O. Jrieli U=O, to Amax=l na mocy 2°. Je%eli U~, to 

(5) nie ma pierwiastków i znów Amax = 1. Załó2my, 2e Q > o, 

c(a) • O, U> O, L • O. Wtedy(5) 111a pierwiastki : 

A .. _-_T __ + .!....:....!. ✓T 
c 2 <a> Q cz<a> 

A 
2 

- T 

cz <a> 

IL I~-. 
cz Ca> 

DCA.,> > O dla L > O, 0(A2 > < O dla L < O, więc dla tych Nar-

tości L, Ai Az !IIĄ pierwiastkaai D(Al, nie są nimi natomiast 

dla L o przeciwnych znakach. Zatem dla L • O równanie D<X>=O 

aa tylko jeden pierwiastek 

- T L -
+-~ 

cz Ca> cz <a> Q 

Jest to równiri pierwiastek~• <X>. Dla L -O wynika to z (3), 

a dla L •Oz faktu, 2e D<X> = ~• <X>c<x 0 +x> i nie mme być 

c(x 0 +X) o, gdY% poci~gałoby D<X> • o. Wykćemy .jeszcze, 2e 

jest X> O. ZAłó2111y najpierw, 2e T ;i,; O, L. > O. Z nierówności 

(4) ma111y wtedy 
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yzU 
Z definicji Qi U wynika Q < czyli 

az(xo> 
-l'M> g 

Po pomnożeniu przez Li wykOt"zystaniu <4> •-Y 

y 

T, co 

daje A> O. Jeżeli T SO, L < O to postępON&nie analogiczne 

y 
daje --o-• 

a(x > 
a po poana!:eniu przez L < o,. nierówność 

poprzedniĄ. Dla T S o, L > O nierówność ta j-t oczywista, a 

ze wzglocfu na <4> nie mcd:e b~ T ~ O, L < O. Zat- zawsze X>O 

Może jednak b~ X >1. Wybór A określa więc następujĄca zasada1 

jeżeli a<a> s o, lub Us o, lub Q S o, to~= 1. 

Jeżeli ten przypadek nie zachodzi, to 

min C 
T + L./'M 

____ _,!Q_ ,1 J. 

a 2 (a) 

w ten sposób Ne wszystkich przypadkach zostaje określony punkt 

x 0 +~a, ktćr-y staje się nONy• punktem pocza_tkowy•• Po 

skończonej liczbie kroków zostaje osiagnięty -runek optymalności, 

l ub też procedura generuje nieskończony cia.g punkt~w x• E D <m 

=0,1 , 2, • •• >. CiĄg f(xm> Jest zawsze zbieżny do pewnej liczby µ, 

gdyż j est rosna.cy i o graniczony. Ciag <x•> ma punkt skupienia x 

(b o D jest zwarty>. Kd:dy tak i punkt jest rozwia.zaniem optymalnym, 

co wynika z wklęsłO!lci funkcji f (l'lartos 1983). 

Oszacowanie błodu wartości funkcji celu w •-tej iteracji można 

uzyskać kor-zystaja.c z nierówności w (3) 

Po obustronnym odj~iu R(xm,xm> 

czn06ci f <x 111> 
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(6) 

gdzie m m m 
a = y - X Zatem 

(6') 

Z ogólnych formuł metody wynika, że dla m 
X ---, X ciąg 

f'm(xm) --> f~(x). Zatem o:ienaczając przez c ' żądaną dokła­
a 

dność przybliżenia można jako warunek zatrzymania przyjąć 

lub też ustalić z góry liczbę iteracji i kontrolować dokładność. 

Jako przykład zastosowan i a może służyć model opisujący 

produkcj~ roślinną przedsiębiorstwa rolnego pochodzący z pracy 

Krawiec (1977). Funkcją celu F<x> jest wielkość produkcji, 

której wartość oczekiwana optymalizowana w modelu 

p r zedstawionym na rys.1. 

Optymalizacj~ efektywnej wartości oczeki..anej przeprCMadzono w 

oparciu o progr . .1m NDLFRAN 1>, opracowany w Instytucie Badań 

Systemowych PAN M Szczecinie, zawierajĄcy z • odyfiko..any algorytm 

Franka - Wolfe ' a. 

Obliczając wartości optymalne funkcji f dla 18 wielkości re<0,50> 

otrzymano przegląd rozwiązań niezdominCManych w przedziale 

zmienności ..artości oczekiwanej od • aksymalnej do odpowiadającej 

mini111Um wariancji. Uzyskane wyniki prz.clstawiono na rys.3 • 

. Szczególne znaczenie w tej metodzie mają rozwiązania dla re 

<0,3> dla których współczynnik ryzyka p e <112, 0.999>. Ich 

obliczenie wymaga niewielkiej liczby iteracji i Jest bardzo szy­

bkie, co wyni~3 z przykładów rozwiązań przedstawionych na rys.2. 

1> Program w Języku BASIC TURBO na „ikrokomputery ko11paty-

bilne z IBI'! PC XT/ATw podsta-ej konfiguracji. 
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Rys.1 WYDRUK MODELU TESTI'IOD 

TESTMOD PSZENICA ZYTO RZEPAK ZIEl'INIAKI KUKURYDZA REL OGR. 
FN-CELU 36.8 31. 7 44.4 41.9 39.5 
GRUNTY 1 1 1 1 1 96 
POW.ZBOZ 1 1 <= 60 
POW.RZEP 1 <= 14 
PRACA 06 8.2 8 B.2 32.1 B.9 <= 1640 
PRACA1 .8 4.8 2 <= 330 
PRACA2 4.5 4.7 1.9 <= 290 
SLOMA 54 b4 34 >= 2170 

WYDRUK MACIERZY KOWARIANCJI 

TESTMOD PSZENICA ZYTO RZEPAK ZIENNIAKł KUKURYDZA 
PSZENICA 96.04 52.65 
ZYTO 52.65 46.24 50.38 
RZEPAK 5v.38 42.25 
ZIEMNIAKI 150.68 
KUKURYDZA 134.65 

Rys.2. WYNIKI OBLICZE~ OPTYMALIZACYJNYCH PROGRANEl'I "WOLFRAN" 
DLA MODELU TESTMOD 

Dla RYZYKA=50.0 7. CZAS= 0.494 S 
Zmienne w rozwiązaniu optymalnym 
1 PSZENICA 31.37037037 
2 ZYTO 0.00000000 
3 RZEPAK 14.00000000 
4 ZIEMNIAK 35.23100255 
5 KUKURYDZ 15.39862708 
Wartość linio-j częsci funkcji celu L<X> = 3860.454406 

Dla RYZYKA=lO.O X CZAS= 1.044 S LICZBA ITERACJI= 2 
Zmienne w rozw1~zar.iu optymalnym 
1 PSZENICA 31.37037037 
2 ZYTO O. 00000000 
3 RZEPAK 14.00000000 
4 ZIEMNIAK 27.42298236 
5 KUKURYDZ 23.20664727 
Wartość · liniowej funkcji celu FN-CELU 
Wartość funkcji celu FN-CELU 
wartość odchylenia standardowego 
Dokładność oszacowania funkcji celu 

= 3841.7151577 
= 3154.0514517 

537.2372823 
0.0000000 

Dla RYZYKA=20.0 7. CZAS= 1.044 S LICZBA ITERACJI= 2 
Zmienne w rozwi~zaniu optymalnym 
1 PSZENICA 31.37037037 
2 ZYTO 0.00000000 
3 RZEPAK 14.00000000 
4 ZIEMNIAK 30.75151537 
5 KUKURYDZ= 19.87811426 
Wartość liniowej funkcji celu FN-CELU 
Wartość funkcji celu FN-CELU 
Wartość odchylenia standardowego 
Dokładność oszacowania funkcji celu 

3849.7036369 
= 3483.6536781 

546.3432085 
0.0000000 
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Rys.3. PRZEGLĄD ROZWIĄZAA NIEZDO~INOWANYCH W PRZEDZIALE ZMIENNO$CI 

WARTOSCI OCZEKIWANEJ. 

-=- blUITC 
. (X 1000i PC:,LAD iOZlołlAZAN ·.·,· Ot>CH'!1-ST,_ 

• ~'· , __ , - ,_ L ~ '.! .. 1 -1-L ~ .! ~ ~ .! 0:1 
' ; ~I:;~;~~, 

1 · . / · · -o. ZIEffirh 
r- . ~. •··········• ··········•··•········•························~ -::::: 
L ·/ . -::r· 

d~·-1'1/~ _ _.,,,,- . .. -:- .. , . . .. . . . . -:- . ... . . . ... -:-.. .. ... .. . ~ 
.• --1 31 

""1 
A ~ 

I-
, i 
4 ~ __ ;.:--- · · 

~....._,__ : · 
~ --.... i- ....._ 

i~- - ~ . . . : 

~-- ----·-····-·-~---·---··:···5 <.". . . .. 
o~ ; ; .'\, 
o 10 

POZ10H f"!ZY)(A .. [l!) 

f I i 

- -~2? 

...j 

····-i 
. __j 19 

···· :·••··•··········· ~ 

-i 
' is 

50 
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