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7. Systemy planowania
I prognozowania
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7.9 L

ZASTOSOWANIE METODY FRANKA-WOLFE’A W PLANOWANIU

PRODUKCJI PRZEDSIEBIORSTWA ROLNEGO

Jézef Koped, Janusz Lasota
Zaktad Systemdw Zarzadzania
Przedsiebiorstwami Rolniczymi
Instytut Badan Systemowych PAN
ul. Warynskiego 17

70 - 210 Szczecin

Skonstruowano algorytm oraz program obliczeniowy

minimalizacji funkcii f(x)=p'x . 1’;’5 X na wielodcianie wypukiym,
zwartym. Zatozono, 2e forma kwadratowa x?S x jest dodatnio pdéi-
okredlona 1 nie ma miejsc zefauych w wielodcianie. Metode
zilustrowana na prostym modelu, odzwierciedlaijacym produkcie

rag<linnz przedsiebiorstwa rolnego.

Z nowych badan Krawiec i in. (1988) wynika, 2e w zadaniach
jednorocznego optymalnego planowania produkcji przedsiebiorstwa
rolnego w warunkach ryzyka waznymi charakterystykami rozwiazan sa

funkcjonaty nastepujacej postaci :

n
F(x) =z C.x.
ivi
i=1

gdzie x; S3 zmiennymi decyzyjnymi, x = [x‘, T e | Jest
n

waktorem decyzyjinym , a C= (Cr...,Cz] jest wektorem losowym o
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rozkitadzie normalnym. Funkcjonat F jest wiec zmienna losowa,
ktérej wartoséd oczekiwana m(x) i wariancja o% (%) sa okred<lone

wzorami:

n

mix) = z ECC.3x. , oz(x) = xTSx
i=g 1+ 3

gdzie S jest macierza kowariancyina zmiennych Ci (i=1l,...,N).
Zadanie optymalizacji planu mozna traktowaé jako problem

dwukryterialny z funkcionatami m i o . Funkcja uzytecznosci
(x) f(x) = mx) - poix) (y 2 0)

ma interpretacje Jjako wielkodd, ktdra decydent spodziewa sie
uzyskac 2z prawdopodobiefistwem p zwiazanym z 9 przeéz warunek
¢’1(1—p) = y , gdzie ¢ jest dystrybuanta rozkiadu normalnego
standaryzowanego. W ititeresie decydenta 1lezy wiec maksymali-
zacja funkcjonaiu f, ktdry mozna okreslid jako efektywna wartaodd
oczekiwana zmiennej F przy ustalonym przez decydenta
wspdiczynniku ryzyka p.. Powyzsza interpretacja uzasadnia
stosowanie funkcji uzytecznosci (%) jako gidwnei metody opty-—
malizacji planu. Korzystanie z tei funkcji prowadzi do
koniecznodci rozwiazania nastepujacego zadania programowania
matematycznego :
Inales<¢ maksimum funkcji
(x%) f(x) = pTx - yo(x),

gdzie

a(x)=¥’¥’5x,

na wielodcianie wypukiym D={x e En;Axs b,x20 } przy zatozeniu , 2e
S jest macierza symetryczna wymiaru n x n dodatnio péiokreslona,

p € En jest danym wektorem, ¥ - wspéiczynnikiem nieujemnym.
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Funkcja f Jjest rézniczkowalna w kazdym punkcie w ktérym xTSx = 0,
a jej pochadna kierunkowa w kierunku dowolnego wektora a wyraza
Sie wzorem:

b

(0 f;(xo) = pTa - x®) Tsa = F(xDa

ox®)
Przy powzszych zatozeniach o macierzy S wyrazenie u’Sv spetnia

nierdwnodéé (Schwarza) :
(2) u’Sv < o{u)o(v) , (u,v e ")

z ktérei wynika natychmiast wypukiodé funkcji o , a wiec wklesiodd
funkcii f.

W zastnspuaniach rolniczych mozna réwniez zatozy<d, ze mielisca
zerowe formy kwadratowe) xTSx nie leza w wielodcianie D , a przy
obecnych perspektywach u&roteﬁ nale2y liczyé sie z rozmiarami
zadania PL rzedu 10% zmiennych 1 tylez ograniniczed . W tych
warunkach, mimo istnienia wielu algorytmédw programowania
wklesiego przy liniowych ograniczeniach najprostrze wydaje sie
zaadoptowanie metody Franka-Wolfe’a, ( np. w wersji podanei w
Martos (1983)), opierajacej sie na iterowaniu zwykiego zadania
programowania liniowego, ktdére jest dobrze znane zaréwno od strony
teoretycznej jak i numerycznej uZytkownikom metod matematycznych w
rolnictwie. Adaptacja tej metody do zadania (%%) bedzie polegata
na ustaleniu dla funkcji f , rozwazanej w tym zadaniu, algorytmu
wyznaczania kierunku wzrostu, a przede wszystkim dokiadnych (nie
iteracyjnych) formut dla obliczania maksymalnej diugosci kroku.

Oznaczmy dla x° e D, x € "

y
x> Tsx

R(xo,x)Sp‘rx— -
ol{x )
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Mamy 3
o o T O o o, 7T o o
R(x ,x )=p x ——T(X)SX = f(x )
olx )
3 f;(x°)=R(x°,x) - Rtx%,x% dla a=x-x°

R(xo,x) >= p'x - yoi(x) = f(x) dla kazdego x € D

Wyznaczenie dopuszczalnego kierunku wzrostu polega na

obli-

czeniu er(xo,x)rf:x(xg,yo) metoda programowania liniowego. Jezeli

R(x%,y")r=f (x®)=R(x®,x®), to dla ka%dego xe D jest:

Feo £ R(x%,x) <€ R(x%,y%) = $+(x,

wiec x© Jjest punktem optymalnym i procedura koficzy sie. Jezeli

R(xo,yo) > f(xo), to dla a= y°— xo zachodzi

f;(x°)= R(x%,v%) - Rtx%,x%) > o,

wiec a jest dopuszczalnym kierunkiem wzrostu funkcii f. Diugosd

kroku (w kierunku a) Jjest okredlona przez warunek:

maX  fx%a) = fx° + x_ a).
A€<o,1> max
Oznaczajac P\ = f(x %% 2a) mamy dla X € <0,1>

y [x%) Tsasro?

(ar3l

&0 = f;(xo +2a) =pta - pe
o(x + ha)

Z zaiozenia jest o (x%4 \a) > 0 dla A € <0,1>, oraz




(4)
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% Tsa
td -f? o - T - e
@ (0)—fa(x )=pa re = >0 .
o(x )

Rozpatrzmy najpierw pewne przypadki szczegdlne réwnania ¢” (A)=0.

1

o(a)=0 czyli az(x°)—2(x°)TSy°+o?(y°)=O
Z (2) wynika , ze O0=0(a) >= oA x%)-20(xDy")+(y")=
[otx®)-0(y®) 3%, wiec o(x=o(y®) i 22D -2xD)Tsy® =
—2(x°)15a=0, czyli «x®)Tsa=0.
Z (4) wynika, 2e p'a>0 , wiec ¢” (\)>0 i L

=(x°),Sa =£a(a)a(x°), e=sgn(T).
Zatem oz(x°+Xa)=az(x°)+25Xc(a)a(x°)+xzaz(a)=

to(x®)+reota) 1%, T+ro®(a)=o(a) Leo(x®) +ro(a) 1,

o(x°)+X:a(a)

¢’(X)=p’a-ra(a); =p a'— reo(a) ,

Jotx®) +recota) |

gdy2 m(k)=a(x°)+£ka(a)¢0 i m(0) >0, wiec m(A)>0 dla A &0,1>.
Z (4) wynika, Ze p'a—r:o(a) >0, wiec @’ (A)>0 i A"um=l.
pta=0, ola)=0,

x% Tsa

Wobec (4) jest (x°)7Sa<0 i ¢ (M)=0 dla A?=———— >0. Wobec
o (a)

@ (0) >0 jest @ (N)>0 w <O,A’°).

Oznaczmy

T , ) o 2
pa=>L oraz D) = ¢ (Molx +ra)= Lo(x +ra)-yI[T+ro (a)l.

Mnozac réwnanie D(A) =0 obustronnie przez:

DOu=to(xPra)r+[Tero (a2

otrzymamy po prostych przeksztaiceniach réwnanie:
) woo= A% + 280 + € =0
gdzie

A=o"(a)@ , Q=p"0"(a)-L®, B=GQT , T=(x")"sa ,
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c= 213235 x% ; a=B*-ac=aL’u
=o* (x®) 0% (a)-T?= 0.

Jezeli G=0, to A=0 i B=0. Jezeli C# O, to(S) nie ma
pierwiastkéw , @’ (A\)>0. Jezeli @=0 i C=0 to T =0 (a)o (x®) i
zacﬁodzi 20, wiec w tym przypadku )\mu=1. Niech bedzie G<0.
Wtedy L =0. Jezeli U=0, to Am=1 na mocy 20. Jezeli U =20, to
(5) nie ma pierwiastkdéw i zndw Am= 1. Zatdzmy, 26 @ > O,

ota) = 0, U > 0, L # 0. Wtedy(S5) ma pierwiastki :

-7 L — -T 1L —
A = — i=d Z g i T - v’g 2

ovz (a) o* (a) 2 az (a) o* (a)

B()&) >0dlalL > 0, B()\z) < 0OdlalL < 0, wiec dla tych war-
togci L, )\‘ i )‘z s3 pierwiastkami D(A), nie sa nimi natomiast

dla L o przeciwnych znakach. Zatem dla L = O rdwnanie D(A)=0

ma tylko jeden pierwiastek

=T L ¥
A, = + /16' :

c:'2 ta) o° (a)

Jest to réwniez pierwiastek ¢’ (A\). Dla L =0 wynika to z (3),
adlaL = O z faktu, 2e D(\) = ¢’ M o(x®) i nie moze by¢
o (x%+0) = 0, gdyz pociagaioby D(X) = O. Wykazemy Jjeszcze, ze

jest X> O. Zatézmy najpierw, ze T 2 0, L. > O. Z nierdwnosci

(4) mamy wtedy

72T

= Wigh Grxd stad r:oz(a)-Lzs r:oz(l)- P
o " (x") o (x)

2 2.2
2 AR

L
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ru /'U L4
Z definicji @ i U wynika 8 < czyli => .
2 Q 2.0
o (x") o (x7)

Po pomnozeniu przez L i wykorzystaniu (4) mamy Li,g D aky . CO

daje A > 0. Jezeli T £ 0, L < 0 to postepowanie analogiczne

daje 1’3 < o * @ Po pomnoazeniu przez L < 0O, nierdwnosdé
o(x )

poprzednia. Dla T = 0, L > O nierdwnodé¢ ta jest oczywista, a
ze wzgledu na (4) nie moze by¢ T 2 0, L < 0. Zatem zawsze x>0

Moze Jjednak byd X >1. Wybdr A okresla wiec nastepujaca zasada:

jezeli ot(a) = 0, lub U =0, lub @ = 0, to #ﬂx= 1.a
Jezeli ten przypadek nie zachodzi, to
- L#’g
A =mint———2——-,13.
o o* (a)

W ten sposdb we wszystkich przypadkach zostaje okreslony punkt
x* = x® + kﬂxa s ktéry staje sie nowym punktem poczatkowym. Po
skoficzonej liczbie krokdw zostaje osiagniety warunek optymalnodci,
lub te2 procedura generuje nieskoniczony ciag punktdéw xn eD , (m
=0,1,2, ...). Ciag £(x™ jest zawsze zbiezny do pewnej liczby u,
gdyz jest rosnacy i ograniczony. Ciag =™ ma punkt skupienia x
(bo D jest zwarty). Kazdy taki punkt jest rozwiazaniem optymalnym,
co wynika z wklestosci funkcji § (Martos 1983).

Oszacowanie biedu warto$ci funkcji celu w m—-tej iteraciji mozna

uzyskad¢ korzystajac z nierdwnodci w (3)

£ £ R&x", % < Rx",y™

Po obustronnym odjeciu R(xm,xm) = f(x-) mamy wobec monotoni-

cznodci €(x™
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(&) 02 £(x) - £x™ = R&x",y™ - Rx™,x™ = £2m x™
gdzie a™ = ym - x™ . zatem

)y £x™ < £60 = £6x™ Fim x™ = rR(x",y™.

Z ogdélnych formut metody wynika; z2e dla xM— x ciag

f’m(xm) — f;(;) . Zatem oznaczajac przez £ 2adana dokia-
a

dnosé przyblizenia mozna jako warunek zatrzymania przyjaé :

*'m(xm) =R y™ - fx™ < £,
a

lub tez ustalid z géry liczbe iteracii i kontrolowad dokiadnasdé.
Jako przykitad zastosowania mozZe stuzy¢ model opisujacy
produkcie rodlinna przedsiebiorstwa rolnego pochodzacy z pracy
Krawiec (1977). Funkcija celu F(x) jest wielkosé produkcii,
ktdrej wartosd oczekiwana Jest optymalizowana w modelu
przedstawionym na rys.1.
Optymalizacje efektywnej wartodci oczekiwanej przeprowadzono w
oparciu o program HOLFRANI), opracowany w Instytucie Badan
Systemowych PAN w Szczecinie, zawierajacy zmodyfikowany algorytm
Franka - Wolfe' a.
Obliczaijac wartosci optymalne funkcji f dla 18 wielkod$ci ye<0,50>
otrzymanc przeglad rozwiazan niezdominowanych w przedziale
zmiennos$ci wartosci oczekiwanej od maksymalnej do odpowiadajacej
minimum u;riancji. Uzyskane wyniki przedstawiono na rys.3.
.Szczegdlne znaczenie w tej metodzie maja rozwiazania dla y €
<0,3> dla ktérych wspdiczynnik ryzyka p e <K1/2, 0.999>. Ich
obliczenie wymaga niewielkiej liczby iteracji i jest bardzo szy-

bkie, co wynika z przykiaddw rozwiaza® przedstawionych na rys.2.

1) Program w Jjezyku BASIC TURBO na mikrokomputery kompaty-

bilne z IBM PC XT/ATw podstawowej konfiguracji.
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Rys.1 WYDRUK MODELU TESTMOD

TESTMOD PSZENICA ZYTO RZEPAK ZIEMNIAKI KUKURYDZA REL OGR.
FN-CELU 36.8 31.7 44.4 41.9 39.5

GRUNTY 1 1 1 1 1 = 9
POW.ZBOZ 1 1 = &0
FOW.RZEP 1 <= 14
FRACA 06 8.2 8 8.2. 32.1 8.9 = 1640
FRACA1 -8 4.8 2 = 330
PRACAZ2 4.5 4.7 1.9 = 290
SLoMA oS4 &4 34 = 2170

WYDRUK MACIERZY KOWARIANCJI

TESTMOD PSZENICA ZYTO RZEPAK ZIEMNIAKI KUKURYDZA

PSZENICA 946.04 S52.65

ZYTO 52.65 456.24 50.38

RZEPAK S0.38 42.25

ZIEMNIAKI 150.68

KUKURYDZA . 134.65

Rys.2. WYNIKI OBLICZEN OPTYMALIZACYJNYCH PROGRAMEM "WOLFRAN"

DLA MODELU TESTMOD

Dla RYZYKA=50.0 % CZAS = 0.494 S
Imienne w rozwiazaniu optymalnym

1 PSZENICA = 31.37037037
2 ZYTO = 0.00000000
3 RZEPAK = 14.00000000
4 ZIEMNIAK = 35.23100255
S KUKURYDZ = 15.39862708

Wartodé¢ liniowej czesci funkcji celu L(X) = 3860.454406

Dla RYZYKA=10.0 % CZAS = 1.044 S LICZBA ITERACJI = 2
Zmienne w rozwiazariu optymalnym

1 PSZENICA = 31.37037037
2 IYTO = 0.00000000
3 RZEPAK = 14.00000000
4 ZIEMNIAK = 27.42298236
S KUKURYDZ = 23.20664727

3841.7151577
3154.0514517
937.2372823
0.0000000

Wartod¢ liniowej funkcji celu FN-CELU
Wartodé¢ funkcii celu FN-CELU

Wartosé odchylenia standardowego
Doktadnosé¢ oszacowania funkcji celu

Dla RYZIYKA=20.0 %Z CIAS = 1.044 S LICZBA ITERACJI = 2
Imienne w rozwiazaniu optymalnym

1 PSZENICA = 31.37037037
2 IYTO = 0.00000000
3 RZEPAK = 14.00000000
4 ZIEMNIAK = 30.75151537
S KUKURYDZ = 19.87811426

Wartosd liniowej funkciji celu FN-CELU
Wartodé¢ funkcji celu FN-CELU

Wartodd odchylenia standardowego
Doktadnosé oszacowania funkcji celu

3849.70356369
3483, 6534781
S546.3432085

0, 0000000
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Rys.3. PRZEGLAD ROZWIAZAN NIEZDOMINOWANYCH W PRZEDZIALE ZMIENNOSCI

WARTOSCI OCZEKIWANEJ.

(X 10003 PRZEGLAD - ROZUI AZAN =

T T T Tt T % Tt
__'-—'——L——"—-L——.-——I-——

(%

e oy . lis

] I et [t l i D T A 3 l 3
) 10 ® % % %
POZION RYZYKA © (%)
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