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PéOGNOZOWANIE SZEREGOW CZASOWYCH NA PODSTAWIE MODELU

ZAWIERAJACEGY SXIADOWA ODCINKOWO-LINIOWA

Leszek Klukowski
Instytut Badan Systemowych PAN
ul.Newelska &

01-447 Warszawa

W pracy przedstawiono metode prognozot ania szeregdéw czasowych
pozwalajaca prognozowaé ch@ile oraz kierunki zmian trendu. Pod-
stawe metody stancwi model bedacy suma dwdéch procesdw stochasty-
cznych: szumu biatego oraz tzw. skladowej odcinkowo-liniowej,
bedacej schegélnym przypadkiem procesu semi-Marleowa. W pracy
oméwionﬁ’predyktory $rednio-kwadratowe otrzymane p}zy réznych
zatozeniach o znajomo$ci parametréw skiadowej odcinkowo-liniowej
oraz podano przykiad zasto;owania dotyczacy krétkookresowego

prégnozowania.cen kakao na gieitdzie w Nowym Jorku.

1. Wprowadzenie

W literaturze statystycznej oraz ekonometrycznej przedstawio-
no wiele réindrodnych metod brognozowania szeregéw czasowych,
m.in. metody.oparte na modelach regresyjnych por. Anderson (1971)
modelach z klasy'ARIMA pof. Box-Jenkins (7983), Graﬁqer-Newbold
(1977)., filtrze Kalmana'por. Mor{ison—Pike (1977) , Harrison-
Stevens (1971%), ifp. Jednakze w praktyce wystepuja zjawiska, T

dla ktérych istniejace metody nie prowadza do pozytywnych wyni—
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kéw. Przykiadem takich.zjawisk s3 m.in. krétkookresowe wahania.
cen na miedzynarodowych rynkach towarowych i inne zjawiéka

o charakterze koniunkturalnym. Przebiegi szeregéw czasowych tych
zjawisk charakteryzuja sie wystepowaﬁiem gwattownyth, skokowych
zmian kierunku trendu oraz znacznym rogrzutem obserwacji wokdi.
trendu. Prognozy szeregdéw tego typu, otrzymywane na vnodstawie
istniejacych metod, nie zapewniaja doktadnoéci niezbednej w pra-
ktyce oraz - co najistotniejsze - nie pozwalaja przewidywaé’
chwil wystapienia zmiany trendq jak réwniez kierunku zmian (por.
Labys-Granger (1970), Rossati-Ryszkiewicz (1984)).

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody pozwaiaja—
cej otrzymywaé prognozy o lepszych wiasnosciach niz przy uzyciu
istniejacych metod, a w szczegdlnosci umozliwiajacej prognozo-
wanie chwileraz kierunkdw .zmian trendu. Podstawe metody stano-
wi model sformulowanynw postaci sumy dwéch proceséw stochdsty-
cznych: szuiu biatego oraz tzw. skiadowej odcinkowo-liniowej,
ktérej realizacje przyjmuja wartoéci réwne wartoéciom funkcji
przedziatami liniowej o zmieniajacym sie losowo wspéiczynniku
katowym (nachyleniu) oraz o losowych czasach trw;-m‘ia odcinkdw;
zaklaéa sie dodatkowo, Ze zbidr nachyler jest skoﬁc;ony,,nato—
miast zmiany nachyler dokonuja sie wg schematu jednorodnégo Tani-
cucha Markowa. Y

W pracy omdéwiono predyktory srednio;kwadratOWe proponowanego
modelu, otrzymane przy rétnych'zaiozeniach_oAznajomoéci paréme-
tréw sktadowej odcinkowofliniowej.

Ponadto podanofpfzykiad‘zastogowania metody dotyczacy prbgno-'
zowania cen kakao na gieldiie w Nowym Jorku orﬁz poréﬁnanO'atrzy—

mane wyniki z prognozami otrzymanymi przy ut&ciu tzw. metody
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Harrisona-Stevensa (1971), bedacej szczegdblnym przypadkiem filtru

Kalmana.

2. Postaé¢ modelu
Modelem zawierajacym skiadowa odcinkowo-liniowa (krdtko mode-
lem odcinkowo-liniowym) bedzie nazywany proces stochastyczny

{X,, t=1,...} o postaci:

X, = ¥, + €y (1)
gdzie:
Yg - proces stochastyczny, ktdérego kazda realizacja
Yqreeos¥p przyjmuje wartosci rdéwne wartosciom ciggiej
_funkcji przedzialami liniowej ¢(t) (dla caikowitych
wartoéci argumentdéw t) zdefiniowanej nastepujaco:
alieB e g g
a, + Bj(t-t(1)) st 26V w5 2
$(t) = A
B er(t—t(“"”) oy em) g (M)
ay + 8 (=™ 7 soser; ™ < rgo
przy czym: .

= t(v) - liczby catkowite (chwile zmiany nachyleria) ;
meay - staila nielosowa; .

- Bk - wspdiczynniki katowe nalezace do skoﬁczonego zbioru

B:= 811---:Bn};.‘
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- czas trwania kazdego z odcinkdw o nach&leniu Bj € B jést rea-
lizacja zmiennej losowe] Kj,~przyjmujacej wartosci ze zbioru-;

liczb naturalnych oraz speiniajacej warunki:

P(K, “2.€g) i=lg s LaS 37,85,
( j g)i=o J

gdzie: Cj - stale, o wartoéciach nie mniejszych niz dwa;

- zmienne losowe Kj tworza zbidr wzgjemnie niezale?nych zpien-
nych losowych;

- zmiany wspéiczynnikéw katowych sa realizacja jednorodnego

* fadcucha Markowa o macierzy przejéé P = [pij]; ;,j=1,...,n,
w kéérym zbiorem standéw jest zbidr B; o prawdopodobierstwach

przej$é zakiada sie, zer

0 S p,. S 1; Lo i Paparis e i
1] j=i 1]
€, — ciag nieskorelowanych zﬁiennyéh losowych o rozkiadach
normalnych N(O,oz), przyv czym zmienne procesdéw

{y,, t=1,...} oraz (et, t=1,...} sa niezalezne en bloc. .

tl
Z zalozenia o ciagtosci funkcji ¢(t) wynika, ze stale aqs.--03p
speiniaja warunki: ' i

a\) b a\)?'l + Bj(t(v)_ t(V-1)>, e

gdzie: Bi— nachylenie funkcji ¢(t) w przedziale (t(v—1),t(v)).

W dalszym ciagu pracy zaklada sie, ze prognozowany szereg
CZASOWY Xjy- -« ,Xq jest realizacja procesu {xt, t=1,...}; proces

(Yt, t=1,...} stanowi natomiast model "trendu" szeregu.

3. Optymalne predyktory $redniokwadratowe i ich wXasnodci.
Optymalne predyktory $redniokwadratowe modelu oddinkowo—

linicwego otrzymano dla nastepujacych trzech przypadkdw:
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' a) znane s3 (dokiadne).wartoﬁci wszystkich parametréw modelu (1)
oraz dana,jest realizacja sktadowej odcinkowo-liniowej A
Yqreeei¥qi T.- chwila biezaca; ’

b) znane sa wartosci wszystkiéh parametréw modelu (1), natomiast
realizacja skladowej odcinkowo-liniowej jest dana z opéZnie-
niem L21 wzgledem chwili biezacej;

c) znane‘sa'wartoéci parametréw modelu (1).z wyjatkiem nachyler
B1,...,Bn, ktére zastepuje siz ocenami 81,...,§n (otrzymanvmi
na podstawie danych historycznych) oraz jest znana realizacja
zmian nachylend skiadowej odcinkowo-liniowej (tzn; indeksy
nachyler kolejnych odcinkéw do chwili T-L, Lz1).

We wszysékich przypadkach zaktada sie réwniez znajomo$é szere-
gﬁ CZasoWego X, ... ,Xq, tzn. realizacji procesu {xt,t=1,...}.

Predyktory odpowiadajace zalozeniom przyjetym w kolejnych
punktach charakteryzuja sie qalejacymi wymaganiami odnoénie nie-
zbednego zagobu informﬁcji. kaorzfstanié mniejszego zasobu in-
formacji sprawia, ze zadanie prognozy jest bardziej realisﬁyczne,
ale tez prowadzi do w1ekszej zloionoéc; predyktoréw, powleksze-
n1a .wariancji bieddéw prognoz, a takze wzrostu nakiadu obliczen
niezbednego przy obliczaniu prognoz oraz miernikéw ich doktad-

noséci.

3.1.'0ptyﬁalny predyktor W przypadku é).

‘Optymalnym’ predyktorem RT h’ h21 jest przy zalozenlach przyje-
tych w przypadku a) , warunkowa wartoéé oczekiwana zmlennej loso-
wej YT+h wzgledem obserwac31 y (m) ,...,yT (por.Klukowski (1986))

tzn..

Rpsn = E(YT+h/yt(m)+1”"}yT) - (),
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Predyktor 2T+h mozna prze&stawié w postaci:

2T ( ) P(Y'r+h = yT+h)yé+L 2
YT+h € Zpin
gdzie:
X,,, - zbidr wartodci zmiennej losowej Yq ;i -
Yé+£ - element zbioru X, ,.; :
P(Yp,p = yT+h) - prawdopodobierdstwo tego, 2§ zmienna Yn ..

(.)
T+h °

Sposdéb konstrukc31 zbioru X

przyjmie wartosé y
i OF2Z okreélenia na nim funkcji
prawdopodobieﬂstwa nie bedzie przedstawiony ze wzgledu na ograni-
czenie objetoéci; problemy te oméwiono szczegéiowo w II.2.1
pracy Klukowskiego (1986).

W pracy tej wykazano nastegujace wtasnosci.predyktora 2T+h:
- predyktor gT+h jest warunkowo nieobciagzony;
- wariancja bledu predyktora 2T+h jest suma.(wafunkowej) warian-

cji zmiennej YT+h oraz. wariancji cg :
- wariancje biedu predyktora gT+h obliczone (dla .ustalonego h)

w réznych chwilach T’, T" nie sa, w ogélnym przypadku, identy-

czne.

3.2. Optymalny predyktor w przypadku p).

Przypadek rozwazany w punkcie 3.1. ma ékéﬁnie znaczenie teore-
tyczne, poniewaz w praktyce nie jest przewaznie znana realizacja
Yqreeoe¥q skXadowej odcinkowo-liniowej. Realizacje te mozna zwy-
kle okre$lié (oszacowad), dostatecznie dokladnie dla celdw prak-
tycznych, na podstawie szeregu czasowego x1,t-.,xT, z pewnym
opéZnieniem wzgledem chwili biezacej (por. Klukowski (1986) II.2).

Fakt ten uwzgledniaja zalozenia przyjete w przypadku bk
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Optymalnym predyktorem x;+h, h21 jest, przy zatozeniach przy-

jetych‘w przypadku b), warto$é oczekiwana zmiennej losowej YT+h5

w rozktadzie. a posteriori wzgledem obserwacji xT—L+1""'xT' Pre-

dyktor tén mozna przedstawié w postaci:

* Hy (.) (.) (5)
XP+h L q Ypin,L
c * T+h,L
yT+h,L }%+h

gdzie:
1;+h - 2zbidér wartoéci zmiennej losowej YT+h7‘

(.) i . *
Ypih,L elementy zbioru T+h’
qé;g L~ : prawdopodobieristwa a posteriori wzgledem

el

obserwacji xT-L+1""'xT'

*
Sposdéb konstrukcji zbioru :£T+h oraz okre$lenia na nim funkcji
prawdopodobieristwa rozkiadu a priori jest podobny do sposobu kon-

(.)

strukcji zbioru X oraz prawdopodobienistw P(YT+h = yT+h]

T+h
w przypadku a). )
Wyznaczenie pr;wdopodobieﬁstw qé;g,L rozkladu a posteriori
wymaga okreélenia rozktadu.wektora losowego [xT-L+1""’xT]'
Jest to L-wymiarowy rozkiad normalny, w ktérym wektor wartosci
oczekiwanych jest okreslany przez realizacje sktadowej odcinkowo-
liniowej w przedziale [T-L+1,T], natomiast macierz wariancji
i kowariancji ma postaé ozl .

Spqséb wyznaczania wielko$éci niezbednych do qbliczenia pro-
gnozy na podstawie-predyktora x;+h oraz wlasnosci tego predyktora

~oméwiono szczegdlowo w pkt. II.2.2 pracy Klukowskiego (1986).
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3.3. Optymalny predyktor w przypadkﬁ ;).

W praktyce nie sa zwykle znane dokladne wartosci parametrdéw
modelu odcinkowo-liniowego; parametry te trzeba.estymowad (metody‘
estymacji tych parametrdéw omdéwiono w rozdz. III pracy Klukowskiego
(1986)) na podstawie danego szeregu czasowego. Uwzglednienie faktu
iz wszystkie parametry modelu otrzymano w wyniku estymacji nie
wydaje sie mozliwe, dlatego tez celowe jest wyodrebnienie parame-
tréw, majacych zasadniczy wpiyw na postaé i wiasnoéci predyktora.
Rozwazania teoretyczne jak i doéyiadczenia praktyczne wskazuja,
2e parametrami ktdére w najwyzszym stopniu wpiywaja na postad
i wtasnosci predyktora sa pachylenia ze zbioru B (okreélaja one

postaé zbiordéw wartosgci zmiennych Y, oraz rozkiaddéw warunkowych

T+h
wektora [xT-L+1""’xTD' Fakt, iz parametry te otrzymano w wyniku
estymacji uwzgledniaja zalozenia przyjete w przypadku c). -

W rozwazanym obecnie przypadku optymalnynm .predyktorem Xmih

jest ocena wartos$ci oczekiwanej zmiennej losowej Y w rozkladzie

T:h
a posteriori, wzgledem wartos$ci: Kp_geq7e=-1¥pi @y 81""’Bn'
przy czym a - ocena staiej ostatniego odcinka funkcji ¢(t), dla

t<T-L. Konstrukcja predyktora x jest analogiczna dc konstruk-

T+h
cji predyktora *;+h’ przy czym znacznej komplikacji ulega ;truk-
tura macierzy wariancji i kowariancji w rozkiadzie wektora
[XT_L;1,...,XT] (zmienne losowe rozkiadu sa zalezne i maja rdézne
wariancie). . ‘
Sposdéb wyznaczania wielko$ci niezbednych do obliczania progno-
zy na podstawie - predyktora Xpih wiasnodéci tego predyktofa oraz

*
poréwnanie z wiasnoéciami predyktora Xoih oméwiono szczegdtowo

w punkcie II.2.3. pracy Klukowskiego (1986).
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4, Przykiad zastosowania metody.

Przedstawiong metode zastosowano do prognozowania $rednich
tygodniowych cen ziarna kakaowego na giefdzie w Nowym Jorku.

Do obliczania prognoz wykorzystano najogdélniejsza postaé pre-
dyktora érednio—kwaaratowego ;T+h,5poniewa2 zaiozenia przy ktdérych
otrzymano ten predyktor sa najbliZsze realiom prognozowanego zja-
wiska. .

Prognozy obliczono w kolejnych tygodniach roku 1984 (iacznie
52 prognozy dla horyzontu H = 7). Parametry modelu odcinkowo-1li-
niowego oszacowano na podstawie danych z lat 1977-83.

Dla pordwnania obliczono ponadto analogiczne prognozy za pomo-
ca metody Harrisona-Stevensa (1971).

Analiza miernikéw dokiadnogci obliczeniowych prognoz oraz ich
pordwnanie z prognozami otrzymanymi metoda Harrisona-Stevensa
(dla wybranych wyprzedzed h = 1,4,7) prowadzi do nastepujacych
wnioskdéw: .

- bYedy prognoz otrzymanych na podstawie predyktora ;T+h charakte-
ryzowatly sie wyspkim poziomem zgodnos$ci miernikdéw ex ante oraz

' ex post;

- najlepsze relatywnie wyniki otrzymano dla wiekszych wyprzedzen,
tzn. h = 5,6,7;

- pordéwnanie przecietnego nachylenia standardowego bieddéw ex post
dla modélu odcinkowo-liniowego oraz metody Harrisona-Stevensa
datc nastepujace wyniki: dla h = 1 mniejszy biad otrzymano me-
to§aiHarriso£a—Stevensa'(o 13%), dlé h = 4 oraz 7 mniejszy biad
otrzymano na podstawie predyktora ;T+h' przy czym dla h = 4

przewaga wyncsita 4%, natomiast dla h = 7 az 33%; wyniki te

wskazuja na znaczna przewage modelu odcinkowo-liniowego dla
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wiekszych wyprzedzef, w przypadku ktérych zmiany kierunku tren-
du wp!ywaja w istotny sposéb na biedy prognoz.
Otrzymane wyniki opﬁrte na do$é szerokim materiale Statyétyczr
nym potwierdzaja zatem praktyczna przydatno$é przedstawionej me-
tody, a przede wszystkim jej zdolnoéé do prognozowania zmian kie-

runku trendu.
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