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6. Formalizacja modeli decyzyjnych 
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6.7 

ZASTOSOWANIE TEORII SKO~CZENIE WYMIAROWYCH CIĄGŁYCH _GRUP 

PRZEKSZTAŁCEŃ DO At,~ŁIZY I SYNTEZY FUNKCJI PRODUKCJI 

Dar iusz Wagner 

I nsty tut Badań Systemowych PAN 

ul . Newelska 6 

01-447 warszawa 

Analizę zjawisk ekonomicznych, a w szczególności wpływu postę

pu technicznego, można prowadzić - zgodnie z_ propozycją R.Sato 

- stosując t'eorię ciągłych grup przekształceń . W pracy omówiono 

?Odstawowe elementy tego podejścia , zwracając .szczególną uwagę na 

zagadnienia analizy i syntezy funkcji produkcji. Na podstawie 

analizy wybranych opisów funkcji produkcji wskazano na koniecz

ność stosowania różnych definicji niezmienniczości (niezmienni

czość funkcji, równania różniczkowego, funkcjonału całkowego) . 

Zaproponowano ogólny schemat postępowania przy analizie własności 

funkcji produkcji odniesionych do wpływu postępu technicznego. 

Rozpatry~ane podejście zilustrowano przykładem analizy wybranej 

funkc ji produkcji. 

1. Wprowadzenie 

Mo.żliwość zastosowania teorii skończenie wymiarowych ciągłych 

grup przekształceń do analizy zjawisk ekonomicznych została przed

stawiona w książce "Theory of technical change and econornic inva

:. lance" · [Sato (,1981) .J > w- ksia:ke -tej .zaproponowano, aby W!)ływ 
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zmian technologii (postęp techniczny) opisywać w postaci zależ

ności tworzących ciągłą grupę przekształceń. Opracowany w ramach 

teorii grup przekształceń aparat analizy niezmienniczości równań 

różniczkowych R'. Sato zastosował m.in. do badania funkcji produk

cji, funkcji popyt·u oraz ekonomicznych praw zachowania. 

w pracy ograniczono sie do rozpatrzenia zagadnienia zastosowa

nia teorii grup przekształceń do opisu wpływu postępu technicz

nego na f_unkcje produkcji. W tym celu przestawiono kilka t1•powych 

postaci funkcji produkcji, zwracając szczególną uwagę na założe

nia przyjmowane przy ich konstrukcji. Omówiono podstawowe pojęcia 

teorii grup przekształceń i wynikającej z niej metodyki badania 

niezmienniczości funkcji, równań różniczkowych i funkcjonałów 

całkowych. Przedstawiono zaproponowaną przez R.Sato interpreta

cje tych pojęć odniesioną do "funkcji produkcji orąz pokazano 

(w myśl propozycji R.Sato) związek miedzy niezmienniczością funk

cji i neutralnością postępu technicznego w sensie Hicksa [Allen 

(1975) ). Funkcje produkcji można traktować jako rozwiązanie odpo

wiednio skonstruowanego układu równań różniczkowych lub równania 

różniczkowego odpowiedniego rzędu. Biorąc pod uwagę fakt, iż 

z niezmienniczości równań wynika niezmienniczość ich rozwiązań 

·[owsiannikow (1978) ), badanie niezmienniczości funkcji produkcji 

można zastąpić analizą niezmienniczości równania różniczkowego 

określającego te .funkcje. Na podstawie przeprowadzonych rozważań 

-został_ zaproponowany ogólny schemat · postępowania p.r:i:_y analizie 

funkcji produkcji odniesionej do wpływu postępu technicznego. Po

·dano przykład takiej analizy. 
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2. Funkcja produkcji 

Przyjmując, że wielkość czynników produkcji może być zmieniana 

w sposób ciągły oraz, że istnieje jednoznaczna zależność między 

wielkością produkcji a tymi czynnikami, produkcj'~ uzyskaną przy 

danych nakładach określa się stosując tzw. funkcję produkcji 

[Allen (1975)]. 

(1) 

gdzie: Li (i=1, ... ,n) wielkości czynników produkcji, Li~O; 

a 6 (S=1 , ••• ,b) - parametry (stałe lub zależne od warunków 

początkowych, czasu, czynników produkcji); 

y - wie_lkość produkcji mierzona w odpowiednich jednostkach, 

y~O. zazwyczaj zakłada ~ię, że jest to produkcja odpowia

dająca pełnemu wykorzystaniu czynników produkcji : 

Na funkcję f są nałożone zazwyczaj ograniczenia dotyczące jej 

różniczkowalności, jednorodności, znaków pochodnych odpowiednich 

rzedów, np. dla klasycznej funkcji produkcji typu 

y f(L,K;a) 

gd z i e L - wielkość zatrudnienia , K -

2 af af 
że f jest klasy c , aK; aL > O oraz 

zasób 

a2f 
~; 

- 12 I 

kapitału,przyjmuje się, 

a2f --2 < O w obszarze, 
3K 

w którym jest ona określona. Zakłada się ponadto jednorodność tej 

funkcji, tzn. f(cL, cK) = cf(L,Kl, gdzie c - stała. Przykładem 

funkcji spełniającej wszystkie przedstawione wyżej ograniczenia 

jest funkcja typu Cobba-Douglasa 

a 2 1-a2 
y a 1L K gdzie a 1>o, O<a2 <1 (3) 
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warto odnotować, że jeśli funkcja (2) jest jednorodna wzgledem 

zmiennych K i L to można ją przedstawić w postaci [Allen (1975)) 

-1 y = Lh(KL ;a) (4) 

Jednakże nie zawsze wszystkie te założenia są uwzgledniane przy 

konstrukcji funkcji produkcji. W pracy [Gadomski (w druku)) dla 

celów modelowania produkcji -stali w Polsce zastosowano funkcje 

produkcji o postaci 

z zależności (5) bezpośrednio wynika, że 

. a 
Skąd mamy -ff= O przy 

av 
A zatem dla a 2>:>1 ar; 

-1 -1 KL =(a 2 +1Ja 3 oraz 

~ -1 aK = o przy KL = 

-1 - -1 
pq:y KL =a 2a 3 

podobnie 

[a 3 (KL- 1 ) - ✓a 2 +2 ( ✓a 2 +2 - 1) ][a 3 (KL- 1 ) -~(~+1)) 

(7) 

.Drugie pochodne funkcji . (5) mogą zatem przyjmować zarówno wartoś-
2 

ci dodatnie, jak i ujemne. Przy KL- 1=a2a; 1 , ~<O oraz (jeśli 
a2 aK 

tylko .a 2>2) 7 < O; oznacza to, że w punkcie tym (przy a 2 >>1) 
· aL 

funkcja (5) osiąga wartość maksymalną. 

· Dla- celów modelowania gałezi przemysłu działającej w warunkach 

gospodarki rynkowej wprowadzono ostatnio nowy pośredni sposób de

finiowania ·funkcji produkcji [Szananin (1981) ]. Przy tym podej

ściu funkcja produkcji jest . określona w wyniku rozwiązania zadania 

maksymalizacji zdolności produkcyjnych gałezi przy istnieniu 
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ograniczeń na zużycie czynników produkcji. Jeżeli przyjmiemy, że 

funkcja produkcji opisuje maksymalną produkcję gałęzi przy usta

lonych normach zużycia czynników ?rodukcji, to wykorzystując po

jęcie tzw. uśrednionych zdolności produkcyjnych można ją przed

stawić w postaci 

y ! i; { z 1 , .. . , zn) dz 1 .•• dzn 
n 

! zn i; ( z 1 , ••• , zn) dz 1 , •• dzn 
n 

(8) -

gdzie: 1;(z 1 , ••• ,zn) - uśredniona funkcja zdolności produkcyjnych, 

odpow~ednio gładka w obszarze ll[rl{(z 1 , ••. ,zn}; 
n 

(z 1 , ... ,zn)e:D , l: pi~i:ip0 ,0CR~)}]; 
i=1 

g 1 , ••• ,gn - funkcje określające popyt na poszczególne 

czynniki pr odukcji; 

p0 >0 - cena j ednostkowa wytworzonego produktu; 

? 1>0, •.. ,pn>O - ceny wykorzystywanych czynników produkcji 

_ z 1>0, ... ,zn>O - normy zużycia czynników produkcji na wytwo

rzenie jednostki produktu. 
Eliminując z zależności (8) wielkości p . p- 1 (i=1, ••• ,n) otrzymujemy 

. · 1 O 

wyrażenie w postaci ( 1) ,_ okreś lające funkcję produkcji. 

3. Wpływ postępu technicznego 

Przyjmujemy, że w wyniku postępu technicznego następuje zmiana 

wielkości czynników produkcji, którą można przedstawić w postaci 

zależności: 
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( 9) 

gdzi·e si(i=·1, .•• ,n) funkcje odpowiednio gładkie; t={t1 , ..• ,tr} -

parametry_. 

Zmiane -ilości wytworzonego produktu, związaną z zaistniałym 

postepem technicznym, można opisać wzorem 

Jeśli 

y' gt[f(L;a)] gdzie gt - funkcja parametrów t ( 11) 

to taki postep t ·echniczny jest neutralny w sensie Hicksa [Allen 

(1975)]. Zależność (11) oznacza, że w wyniku zaistniałego postepu 

technicznego nie ulega zmianie kształt funkcji produkcji. Innymi 

słowy, efekt postepu technicznego przeksz ta łca sie w efekt skali . 

4 . Pojecia podstawowe teorii ciągłych skończenie wymiaro~ych 

·grup przekształceń. 

Przyjmiemy, że jest dana grupa ciągłych przekształceń działa

jąca w przestrzeni Rn, przy czym przekształcenia te są zależne od 

r parametrów. Grupe te oznaczymy jako G~. Przekształcenia tworzące 

te grupe można· przedstawić albo w tzw. postaci skończonej 

l k -x1 ·= hx(x,u:t) uk = hu(x,u;t) 1=1, ••• ,n-m: k=l, .•• ,m (12) 

przy ozym x11t =O=x1 uk lt=o=uk; t={t1 , •.• ,tr} parametry grupy 
; 

albo w postaci operatorów infinitezymalnych 

X 
a 

(13) 

tworzących algebre Liego, przy czym IX ,x8J= cY8x (a,8=1, .•• ,r:y=i-;-rJ a a y 
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Operatory X0 można prze~łużać na wyższe pochodne [Owsiannikow 

(1978) ]. Przedłużenie na pochodne pierwszego rzędu ma postać: 

Def. 

k 
gdzie p 1 

j=l,n-m 

[Owsiannikow (1978)]. Rodzinę funkcji f(x,u)=c, gdzie c 

stała, nazywamy niezmienniczą względem grupy G~, jeśli f(x' ,u')=c' 

to znaczy . w wyniku działania grupy G~ funkcja należąca do danej 

rodziny przekształca się w funkcję na·leżącą również do tej rodziny. 

~[owsiannikow (1978) ]. Warunkiem koniecznym i dostatecznym 

aby rodzina funkcji f(x,u) = c była niez~iennicza względem grupy 

G~ jest spe].:nienie równości: 

( 15) 

gdzie p0 funkcja odpowiednio gładka. 

Def. 2 [Owsiannikow (1978)]. Układ równań. 

( 16) 

jest niezmienniczy względem grupy G~ jeśli w wyniku jej działania 

każde rozwiązanie tego równania zostaje przekształcone również 

w jego rozwiązanie. 

~Owsi·annikow (1978)]. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,_· 

aby układ równań (16) był niezmienniczy względem grupy Gn jest r 

spełnienie równości 

x/Nlsµ[x,u,p(1) ,.:.,p(N)JI. = O a=1, ••• ,r; µ=1_, •• ·'-;M (17) 

Sµ=O 
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gdzie X~N) - przedłużenie operatora (13) na pochodne rzędu (N). 

Jeżeli układ równań (16) jest dany jako układ równań zwyczaj

nych zapisanych w postaci nonnalnej 

( 1 8) 

to do jego analizy stosuje się często operator będący sumą opera

tora (13) i operatora 

k = ~ 

reprezentującego rozpatrywany układ równań różniczkowych. Ten 

nowy operator ma postać 

( 19) 

x(l = X - Ę, Yo = (,.k - .,.kcvN)~ =>k f-· a= 1, ••• ,r; 
a xa ~ ~ •~ - ~~• 

k=1 ,m ·(20) 

warunek niezmienniczości układu równań ( 18) względem opera tora 

(20) wynikający z Tw.2, ma postać [Owsiannikow (1978)] 

a=1 , ••• ,r; k=1, ••• ,m (21) 

W pracy [Wagner (1987)] podano różne metody określenia współczyn

ników operatora (20). 

Def. 3 [Logan ( 1977) ] . Funkcjonał całkowy. 

( 1) (N) J = /F[x,u,p , .•• ,p ]dx1 ••• dx n n-m 
(22) 

jest niezmienniczy względem grupy G~ jeśli 

!F. [ (1) (N)].... dx - /F[ , . , ·, (1) , (N) ]dx' dx' x,u,p , .•• ,p '""'1··· n-m- x ,u ,p , ••• ,p -7•.. n-m 
n n 

(23) 

i 

I 
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~[Wagner (19841 ]. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby 

funkcjonał (22) był niezmienniczy wzg~ędem grupy G~ jest spełnie

nie równości 

5. Opis wpływu postępu technicznego na funkcję produkcji 

wyko,rzystujący· po.jęcia teorii grup przekształceń. 

R. Sato poświęcił kilka stron swej książki [Sato (1981)] 

(24) 

na uzasadnienie możliwości opisywania wpływu postępu technicznego 

na czynniki produkcji w postaci przekształceń grupy G~. Stosując 

ten opis mamy 

i=T;n; a=1, • .• ,r 

as. (L,tl 
1 I - infinitezymalna zmiana i-tego 

clta t=O 

czynnika produkcji wywołana postępem technicznymi 

elf - - krańcowa produktywność i-tego cz_ynnika produkcji 1• ni 
Xay - infinitezymalna miara wpływu postępu technicznego na · 

funkcję produkcji. 

(251 

i i 
Biorąc pod uwagę, że XaLi = ~La' wielkości ~La można rozpatrywać 

jako infinitezymalne miary wpływu postępu technicznego na i-ty 

czynnik produkcji. 

z definicji 1 bezpośrednio wynika, że warunek (111 określający 

neutralność postępu technicznego ·w sensie Hicksa jest niczym 

innym jak żądaniem, aby funkcja produkcji (1) była niezmiennicza 
' 

W2:ględem grupy G~ określającej wpływ postępu technicznego. 
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zagadnienie niezmienniczości pmkcji prcxlukcji ::cżna ró..n.ież ująć 

inaczej. Załóżmy, że w zależności (1) pierwsze (n-m) czynników 

produkcji traktujemy jako zmienne niezależne a pozostałem-jako 

zmienne zależne. Przy tym założeniu równość 

(26) 

można interpretować jako rozwiązanie odpowiedniego układu równań. 

zazwyczaj tylko jeden z czynników produkcji jest traktowany jako 

zmienna niezależna, przyjmujemy, że jest to L1 • Możemy wtedy za

łożyć, że mamy dany układ równań 

1+k 
1/1 1 (L 1 , ••• ,Ln) k=1, ••• ,m; n=1+m (27) 

Rozwiązania tego układu równań przy spełnieniu odpowiednich wa

runków zależą odm stałych. 

Jeśli rozpatrujemy tylko dwa czynniki produkcji (nakłady ka

pitału i wielkość zatrudnienia) 1 to ograniczenia nakładane na 

funkcje produkcji dotyczą również pochodnych rzędu wyższego niż 

pierwszy (powiedzmy rzędu N). Wtedy funkcje produkcji możemy 

traktować jako rozwiązanie równania 

o (28) 

Należy jednak podkreślić, że wprowadzając nowe zmienne 
dM1 

Ml+l=~; M1=L; 1=1 , .•• ,N-1 otrzymujemy układ równań w postaci 

(27). Wiadomo [Owsiannikow (1978)), że z niezmienniczości układu 

równań (16) (Def. 2) wynika niezmienniczość jego rozwiązań. 

A zatem analizę niezmienniczości funkcji produkcji (1) - rozpa

trywanej jako rozwiązanie układ równań (27) lub (28) (w zależ

ności od przyjętych założeń) - można prowadzić badając warunki 
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niezmienniczości tych równań. Należy podkreślić, że wyniki bada

nia niezmienniczości funkcji nie muszą_sie w przypadku ogólnym 

pokrywać z rezultatami analizy .niezmiennic~ości odpowiadających 

im równań. Na przykład rozpatrując równanie . (28) zapisane w po

staci (27) określimy przekształcenia (12) zależne od zmiennych 
dl-1. -

M1 (a wiec i od pochodnych dK 1_z. Analizując zaś bezpośrednio 

funkcje produkcji mamy do czynienia jedynie z przekształceniami 

zależnymi od Li K. 

Jeśli funkcja produkcji jest definiowana pośrednio przy użyciu 

funkcjonałów całkowych (8), to do badania warunków jej · niezmien

niczości należy zastosować Definicje 3 i Twierdzenie 3. 

Przedstawione rozważania umożliwiają sformułowanie następują

cego schematµ.postepowania przy analizie funkcji produkcji prowa

dzonej w odniesieniu do wpływu postępu technicznego: 

1° Ustalamy czy analizie podlega bezpośrednio funkcja produkcji 

czy też równanie różniczkowe odpowiedniego rzędu, którego rozwią

zanie stanowi rozpatrywana funkcja produkcji, czy też funkcjonał 

całkowy z więzami określający pośrednio te funkcję. 

2° Wyznaczamy współczynniki operatora infinitezymalnego (13) 

(określa jącego grupę przekształceń), względem której dana funkcja 

(równanie, funkcjonał całkowy) jest niezmiennicza. 

3° Mając określony operator infinitezymalny,względem którego dana 

funkcja (równanie, funkcjonał całkowy) jest niezmiennicza okre~la

my postać skończoną przekształceń (12), podając - w miarę możli

wości - ich interpretacje ekonomiczną. Rozpatrujemy możliwość 

wprowadzenia nowych zmiennych sprowadzających uzyskany operator 

do pożądanej postaci, posługując się zależnością 
. , - a . -

X=~~ ~L. = XLi aL~ (~=1,n) . wyznaczamy postać funkcji produkcji 
l. l. 

odpowiadającą nowym zmiennym [f(L) ). 
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Biorąc pod uwage, że Tw. 1,2 i 3 podają odpowiednio warunki 

konieczne i dostateczne niezmienniczości funkcji, równania róż

niczkowego i funkcjonału całkowego, można zastosować je do syn

tezy funkcji produkcji o zadanych wartościach, to znaczy niezmien 

niczej wzgledem przyjętych grup przekształceń, reprezentujących 

interesujące nas zmiany czynników produkcji (grupa przesunieć, 

grupa podobieństw itp.). 

6. Przykłady 

W pracy [Chmielarz i Stachurski (1986)] zaproponowano funkcję 

produkcji klasy VES o postaci 

y=f(L,K;a)=a1K+a2L-la3K2 +a4L 2 a3a4>0, a1~ra3, a2~ra4 (29) 

Funkcja (29) jest jednorodna. Można przyjąć, że jest ona rozwią-

zaniem nastepującego równania pierwszego rzedu. 

dL 
dK 

a 1 /23K2 +a4L2-a 3K 

a2/43K2+a4L2-a4L 

warunek (15) prowadzi do zależności: 

Należy rozpatrzyć nastepujące przypadki: 

1 ° p ( f) = O; -_z zależności ( 31) wynika, że w tym przypadku 

/4 2 2 a 1 a3K +a4L - a 3K 

a 2 /a 3K2 +a4L2-a4 L _ 

( 30) 

( 31) 

( 32) 
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Wyrażenie określające pokrywa sie wiec z prawą stroną rów-

nania (~O). Oznacza to, . że operator (13) jest w tym przypadku ge

nerowany bezpośrednio przez samo równanie (30). 

2° p(f) _ 1; przyjmując, że l;K ma określoną postać można wyzna-

( 33) 

( 34) 

3• p (f) - f; z zależności ( 31 ) wynika,· że 

I;' L+(K-l;K) 
a1/a3K2+a4L2 - a 3K (35) 

L /4 - 2 2 a 2 a3K +a4L -a4L 

Na podstawie wzoru (35) łatwo stwierdzić, że jeśli l;K = K; to ~=L. 

Wynik ten jest oczywisty, bowiem operator~ współczynnikach 

l;K=K, l;L=L odpowiada grupie o przekształceniach K'=etK; L'= e~. 

Niezmienniczość funkcji (29) wzgledem tej grupy jest narzucona 

przez warunek jednorodności. Z przytoczonych zależności wynika 

ponadto , że funkcja ta nie jes t niezmiennicza wzgledem operatora 

o stałych współczynnikach ( l;K=con.st, l;L =const), a wiec grupy opi

sywanej pr'zekształceniami K' = K . + t 1 ; t' = L . + t 1• 

Na podstawie wzoru (34) można stwierdzić, że warunkiem niezmien

niczości. funkcji (29) wzgledem grupy przesunieć (np. K'=K, L'=L+t1) 

jest wprowadzenie nowej zmiennej L spełniającej równanie · 

L ( 36 l 
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Mamy zatem (w tym przypadku jest to oczywiste) 

L = a2L_ -_ /43K 2 + a4L 2 

7. Uwagi końcowe 

137) 

w pracy przedstawiono możliwość wykorzystania teorii skończe= 

nie ,wymiarowych ciąg łych grup przekształceń do analizy i syntezy 

właściwości funkcji produkcji odniesionych do oddziaływania poste

pu technicznego. Ze wzgledu na wprowadzanie do rozważań coraz to· 

nowych postaci- funkcji produkcji, •nie spełniających zazwyczaj kla

sycznych założeń, taka analiza i synteza wydaje sie koniecznością. 

oczywiście można je prowadzić bez użycia omawianej teorii, w spo

sób mniej sformalizowany. Badania takie wymagają jednak dużej in

tuicji i nie zawsze prowadzą do właściwych wniosków ze wzgledu na 

trudności wprowadzania uogólnień. Przedstawione rozważania mają 

znaczenie praktyczne. Przyjmując bowiem w badaniach empirycznych 

określoną postać funkcji produkcji i znając, przynajmniej w zasa

dzie, zależności opisujące zmiane czynników produkcji pod wpływem 

postepu technicznego, można stwierdzić czy przy przyjetych założe

niach bedzie można odróżnić wpływ postepu technicznego od efektu 

skali. 
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