3
7]
| 59
(o]
=
% 8
p (1]
E 3D
-
T
[ e RIS
E 8
r
-
oo»ommhpov.'o.-ocu p
“ =
[
-
oI
[~ i - ) e
[ - ) =
2 £ =
—— =
[ ]
(=}

NSTYTUT BADAN SYSTEMOWYCH

OPERACYJNYCH I SYSTEMOWYCH

I

Leveeersrtebese s

ST A s e

oo

Py







POLSKIE TOWARZYSTWO BADAN OPERACYJNYCH I SYSTEMOWYCH

. OPPVNALEZRETE
NETERY T ZASTOSONANES

@O‘ﬁ :

I KRAJOWA KONFERENCJA

BRADERN
OPERRGCYINY G

f
SYSTEMOMNN G

Ksiqz, 13 - 17 ezerwea 1988
BUS'88
INSTYTUT BADAN SYSTEMOWYCH POLSKIE] AKADEMII NAUK

1989

WARSZAWA




| Krajowa Konferencja
Badan Operacyjnyech
i Systemowyech

Organizator konferencji
Polskie Towarzysiwo Badad Operacyjnych i Systemowych

przy wspétpracy i
Instytutu Badad Systemowych PAN L i _
Komitet naukowy konferencji ’]\/‘ 7]

Jerzy Hotubiec, Andrzej Kafuszko, Jerzy Kisielnicki, Henryk Eovalowsti, ~
Roman Kulikowski, Franciszek Marecki, Zbigniew Nahorski,

Stanistaw Piasecki, Jarostaw Sikorski, Jan Stachowicz, Jan Slasierski,
Andrzej Straszak, Maciej Systo, Wiadystaw Swilaiski

daktorzy naukowi nt‘gﬁl‘fﬂ"}*}; ‘
 Andrzej Slraszak, ZbigniexgNahorski, jar










- 105 -

3. Optymalizacja w transporcie
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Rozpatrzono klasyczne zagadnienie transportowe =z kryterium
waskiego gardia. Przyjeto, ze czasy przewozu na poszczegolnych
polaczeniach transportowych nie sa stale 1lecz sa niemalejacymi
funkcjami wielkoséci przewozonego Iadunku. Zaifozono réwniez, ze
popyty i podaze sa zadane w formie liczb rozmytych. tzn. moga byé
naruszane w zakresie pewnych tolerancii z maleiacym stopniem
satysfakciji. Problem polega na wyznaczaniu planu przewozow
minimalizujacego najdiuzszy czas przewozu i maksymalizujacego
Iaczny stopienn spelnienia nieostrych wymogow zwi azanych 2
podazami oraz popytami.

1.Sformulowanie problemu

"m" dostawcow dysponujacych zasobami Jjednorodnego towaru
zaopatruje na okreslonym terenie "n" odbiorcdw zglaszajacych
zapotrzebowanie na ten towar, przy czym kazdy dostawca moze

zaopatrywa¢ dowolnego odbiorce. Znane sa czasy t. mierzone w

s
ustalonych jednostkach, trwania przewozu kazdej 1iééci towaru =z
punktéw wysylajacych do punktow odbierajacych. Czasy te zaleza od
wiel kosci Xij przewozonego fadunku, tj. tij tlJ( ), przy czym
zaleznosci te maja nastepuiace wlasnosci wyn1kaJace z przebiegu
procesu transportu w praktyce:

(i) tij(°’=°’ tzn. czas przewozu zerowej ilosci towaru jest
zerowy (Iadunkow zerowych nie przewozi sie),

(ii) 1lim ti-(0+)>0, tzn. czas transportu dowolnei niezerowe]j
ilosdci towaru Jjest dodatni (przewdz Zadunkow trwa w
czasie),

(iii) tij jest niemalejaca funkcja argumentu xij’ tzn. czas
transportu nie maleje wraz ze wzrostem ilosci przewozo—
nego Iadunku.

Przewozone Zadunki nie s3 "nieograniczenie podzielne” jak na
przykIad stal czy wegiel, lecz wystepuja w dyskretnych ilosciach
jak na przykIad samochody, tij. xij‘z+’ przy czym Z, oznacza zbidr

liczb calkowitych nieujemnych.
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Wielkoéci podazy i popbytow nie sa na ogél stale w tym sensie
zeby nie mogly byé zmienione czy naruszone. Przykladowo, wielkosdé
produkcii przedsigbiorstwa zalezy od jego zdolnosci produkcyjined,
a ta moze byé niewykorzystana lub przekroczona. W obu przypadkach
powoduje to negatywne dia przedsiebiorstwa skutki w postaci strat
lub kosztow ponadnormatywnych. Podobnie Jjest u odbiorcy w
przypadku odstepstwa wiel kosci dostaw od zglaszaneao
zapotrzebowania. PrzyklIadowo, przewaga dostaw nad popytem
powoduie wzrost zapaséw i zwiazanych z tym kosztow zamrozenia
¢érodkow obrotowych 1lub zmusza odbiorce np. do produkcii w
godzinach nadliczbowych, a wiec do produkcii drozszei. Dla
zachowania poréwnywalnosci roznych sytuacii z jakimi mozna miec w
omawianej kwestii do czynienia proponujemy zastosowanie dla nich
jednolitei miary Jjaka jest stopienf satysfakcii dostawcy
{odbiorcy) ze spelnienia oczekiwah zwigzanych z wielkoscia podazy
(popytu). Stopienn ten scharakteryzujemy w peini za pomoca zbioru
rozmytego w przestrzeni mozliwych wielkosci podazy (popytu).

ZakXadamy, zZe podaze ;i (i=1,2,....m) i popyty gj
(j=1,2,...,n) sa nieuiemnymi trapezowymi liczbami rozmytymi, tj.

a;=(aj,al,a?,3? oraz Sj=(b},9§,b§,5§:). Dznacza to, ze funkcja
przynaleznosci p. liczby rozmyte) aj jest przedziaXami ciagla
a.
i
oraz:
(i)  Ha(x)=0 dla xg[O,a%-gg]u[a?+§?,+n),
a.
i
(ii) p.  Jest funkcia niemalejaca na przedziale [a%—gé,a%] i
a.
i
nierosnaca na [a?,a?+3?],
Y " .2
(iii) pa(x)=1 dla xg[ai,ai],
a.
i
1 =8 S b ) § .
przy czym gizo, aizO oraz aj gizo. W szczegdlnosci moze byé
ag=af (troikatna postaé liczby rozmyte) ;i)’ a% = g} = 0 lub
a? = +gp (tolerancja jednostronna) oraz g}=E?=0 (przedzial). To

samo odnosi sie do Ej.

Zadanie polega’ na zminimalizowaniu czasu naidluzej
trwajacego przewozu w danym ukladzie dostaw (zwanego dalej czasem
realizacii dostaw) przy uwzglednieniu mozliwoéci zmiany podazy i
popytdw oraz wynikajacej stad zmiany odpowiednich stopni
satysfakcji. Uécislajac, chodzi o wyznaczenie planu przewoziow o
"mozliwie krotkim" czasie realizacji i w "mozliwie najwyzszym
stopniu” zadosdéczyniacego nieostrym wymogom dotyczacym podazy i
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popytow.

Tego rodzaju zagadnienie transportowe, w ktarym - przy
“rozmytym" charakterze rownowagi podazowo-popytowei - glownym
jednak celem Jjest wyznaczenie najkrotszego czasu realizacji
calcsci dostaw - moze znalezé zastosowanie przy przewozach

towarow szybko psujacych sie, towardw szybko tracacych wlasnosci
uzytkowe wzglednie w przypadku szczegdlnej pilnosci dostaw.

2.Model matematyczny
Problem decyzyiny. sformuiowany opisowo w punkcie 1, mozna

zaplsaé w postaci nastgpujacedo zagadnienia CczescCliowo rozmytego
nrogramowania matematycznego, zwanego dalej rozmytym zagadnieniem
transportowym z kryterium czasu (RZITC):

max {tu P1i=1,2000,m 5 = 1,.2,...,n} — min (1)

przy Dgraniczen1ach.

P s B o A

5=1

m

T %y 2By (5= 1,207, (2)
i=1 ;
xij52+ (1 = 1,25c0asMi J = 1,2,...,0).

Symbolike uzyta do zapisu ograniczen (2) zaczerpnigeto =z
pracy Chanas S. i in. (1984). Mowi¢ sie bedzie w zwiazku z tym o

n m
stopniu u;i( ¥ “ij) [pgj(iz xij)] speinienia i-tego (j—tego)

cgraniczenia przez rozwiazanie {xij}. Stopienir ten mozna rowniez
uwazad za miare dopuszczalnosci rozwiazania {xij} ze wzgledu na
i-te {(i-te) ograniczenie.

LLiczba
df m e 2 5
”C({xij}) = Al a; ( Elle) A.A u ( Z x‘J (3)
i=1

okresla zatem stopien jednoczesnego speinienia wszystkich
nieostrych wymogéw zwigzanych z podazami i popytami.

Zdefiniuimy teraz nastepujaca transformacie funkcii tij
(1=1,2,.0em3 J=1,2;5.0.5N0)32




=l D

1 dla xij=0,
By %550 = M (4)
dla x. .¢(O,m. .3,
i3 ij
t15:5%5)
przy czym M = min (tij(l)] i=1, 2, cecy m3 i=1, 2, ..., n?
(AT 2 =2 =2
oraz mij = min {ai g ajs bj + bj}.
Latwo zauwazyé, ze
df m n
He ({x. :3) = A Ap..(x:..) — max - ()]
£} ij j=1j=1 13 "iJ

jest kryterium rdwnowaznym (1). RZITC mozna zatem zapisac,
stosownie do jego opisowei definicji podanei w punkcie 1, w
postaci dwukryterialnej:

us((xij})
. 5 — max
uc({xij}) (&)

przy warunkach brzegowych
xij51+ (i=1,2,c0e3M3 3=1,250:.5N)0

Problem (&) maksymalizacji funkciji wektorowe] mozna
rozwiazaé na wiele sposobdw stosownie do przyjetej koncepcji
rozwiazania optymalnego. Stosujac podejscie interakcyine

sprowadzimy je do nastepujacego zagadnienia z jedna funkcja celu:
[ps({xij)) A pc({xij})] — max

przy warunkach brzegowych (7)
xijel+ (i=1,2,...,m3 J=1,2,...,Nn).

RZTC w postaci (7) jest przedmiotem dalszych rozwazanh.

3.Algorytm rozwiazania

Algorytm rozwiazania RZITC w postaci (7) Jjest bezposSrednia
konsekwencia wczesnieiszych wynikow autorow dotyczacych
calkowitoliczbowych przepiywow w sieciach z rozmytymi
przepustowosciami Iukow (Chanas 1 in.; 1982, 1986). Wykazemy
mianowicie, ze RITC w postaci (7) Jest rownowazne zagadnieniu
wyznaczania tzw. optymalnego przeplIywu calkowitoliczbowego w
takich sieciach.

Przyjimiimy zatem, ze S jest skierowana, acykliczna siecia o
o grafie <N,A>, przy czym N jest zbiorem wezldw za$s A zbiorem
Tuktow, przedstawionym na rys. 1.
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Rys.1 1. Graf sieci zastepczej dla RZITC.

Przepiywem calkowitoliczbowym o wielkosci v w sieci S ze
2radia s do ujscia t nazywamy zbidr (xij} nieujemnych liczb
calkowitych przyporzadkowanych Iukom sieci S 1 spelniajacych
nastepujace warunki bilansowe:

n

m
v=1 xgg =1 Xje0
i=t = =t

n
xes = ¥ x5 (i=1,2,...,m), : 8)

m
LTI b X3 4 (i=1,2,...40).

Zakladamy, ze luki sieci S obciazono nieujemnymi trapezowymi
liczbami rozmytymi o funkcji przynaleznosci K1 odpowi adajacej
Iukowi. (k,1) danej nastepujaco: usisuaidla i=1,2,c00,m5 ujtspsj
By danych wzorem (4) dla i=1,2,...,m,
J=1,2,...5,N. Przyjmujemy, ze wprowadzone funkcje przynaleznosci
okreslaja rozmyte przepustowosci Iukdw sieci S. Liczba ukl(xkl)
moze byé¢ interpretowana Jjako miara dopuszczalnoéci przepliywu
(xij} ze wzqgledu na ograniczenie przepustowosci na Iuku (kg1),
moze byé rozumiana jako stopien "latwosci” przepiywu {xij} przez
Tuk (k,1) (szersza dyskusie na ten temat mozna znalezé w Chanas
S. i in. (1986). Zatem,

df
BNCEx 20 = el ) Aug g 1) N

dla i=1,2,...,n Oraz

oznacza, zgodnie z definicjami (3) i (5), stopie’ Jjednoczesnego
spelnienia przez przepliyw {xij} ograniczen przepustowosci
wszystkich Iukéw sieci S 1 nazywaé sie Qo bedzie stopniem
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dopuszczalnosci {xi-} w S.

Latwo zauwazyé, ze RZITC w postaci (7) jest rodwnowaazne
wyznaczeniu w sieci S przepiywu caXkowitoliczbowego
dopuszczalnego w najwyzszym stopniu, = 1 aby rozwiazac¢ RITC

nalezy znalezé w S przepiyw {x:j} taki, ze

(x¥ . L ({x; :3)
By (x: .¥) = max p g - (10)
N ij AT N ij
1)
Zagadnienie {(10) =z kolei jest rownowazne problemowi

wyznaczania w sieci S optymalnego przeplywu calkowitoliczbowego.
Taki problem sformulowano i rozwigzanao w pracy Chanas S. i in.
(1982) przy zalozeniu $cislej monotonicznosci i ciaglosci zarowno
lewej Jak 1 prawej galezi funkcii przynaleznosci rozmytych
przepustowosci Iukow. Latwo mozna wykazad, ze uzyskane tam wyniki
pozostaja w mocy rdwniez dla rozwazanej tutaj klasy funkcji
przynaleznosci. Wprowadzimy w tym celu nastepuiaca definicie.

‘Lancuch r prowadzacy z wezia k do wezla 1 w sieci S nazywac
sie bedzie lancuchem poprawiajacym wzgledem przepiywu {xij} 1ff
nr(k,l,{xij))>0, przy czym

df
np (ks 1, 8x; 53 = min IxaB - min{xgl+|udﬁ(x))pN({xij})}]A
(a,prer b
min [max{xsz+|udﬁ(x)>uN({xij))} = de]
(e, B)e?

Symbole # oraz oznaczaja zbiory Iukdw =zgodnie 1 przeciwnie
skierowanych Iancucha r, odpowiednio. Mowié bedziemy., ze Iancuch
poprawiajacy istnieje dla Iuku (k,l) wzgledem ‘'danego przeplywu,
gdy istnieje Iaficuch poprawiaiacy 2z wezdia k do wezia 1 1lub
odwrotnie, z wezia 1 do wezla k. Do wyznaczania Iancuchow
poprawiaiacych w prosty sposéb mozna adaptowacd znany algorytm
Dijkstry wyznaczania drzewa najkrétszych polaczen w sieci.

Twierdzenie 1. Niech {xij} oraz (;ij} beda caXkowitoliczbowymi

przepiywami o wielko$ci v w sieci S5, przy czym

_calkowitoliczbowy przepiyw) (12)
et fiiel IE

o df
ey 53 =max{”N({xij))|(xij} o wielkosci v w sieci

Jezeli nie istnieje Iancuch poprawiajacy dla Iuku (k,1) wzgledem
przepiIywu (xij}, przy czym fuk (k,1) speinia warunek “kl(xkl)
HnExg 530, to uy(Ex; 53) = pN((;ij)).
Dowdd: Rozumujac nie wprost zaldzmy, ze

uN({xij}) < uN((xij}). €130

Dla dowodu twierdzenia nalezy wykazaé istnienie Iancucha
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poprawiajacego dla Iuku (k,1) wzgledem przeplIywu {xij). {;ij
xij} jako réznica dwoch przeplywow o wielkosci v w sieci § Jest
przepiywem o zerowej wielkosci w S. W zwiazku 2z tym, {d; .>

13
okreslone nastepuiaco:

—(;Ba—xpd)dla (ByodeA i Zﬂd-xmm,

d - -

of3 xaﬁ—xdﬁ w pozostalym przypadku,
jest przeplywem w sieci o grafie powstalym z <N,A> przez zmiane
orientacji wszystkich Iukéw (d,3),. dla ktorych ;mﬂ—xuﬁ<°'

PrzepIyw ten jest suma dodatnich cyrkulacii po skoniczonej liczbie
konturdw {(pod pojeciem konturu rozumiemy jak zwykle cykl =zIozony
z Iukéw o tej samej orientacji, zgodnej z wustalona orientacia
cyklu). Istnieje zatem kontur, do ktérego nalezy Iuk (k,1) 1lub
(1,k), powiedzmy (k,1), gdyz na mocy przypuszczenia (13) mamy

gkl—xkl’o' Kontur ten wyznacza w wyisciowym grafie <N,A> Iancuch
r. ktéry — po nadaniu mu orientaciji =zgodnej z orientacia Iuku

(k.1) — zadosdéczyni nastepuiacym warunkom: ;aﬁ-xdﬁ>o dla (d,B):?
oraz ;dﬁ_xmﬂ<o dla (d,ﬁ)e#. Stad i 2z nierdwnosci (13) po

przepisaniu ' jej do postaci:‘ pN({xij})=pk1(xkl))<uuﬁ(§aﬁ) dla
kazdego (d,f3)eA wynika, ze nr(l,k,(xij})>0. To konczy dowdd
twierdzenia. g .

Twierdzenie 1 uzasadnia nastepujaca procedure, ktora
nazwiemy procedura cykli poprawiajacych, wyznaczania przepiIywu

c;ij} okreslonego zaleznoscia (12):

begin

repeat
“wyznaczyé Iuk (k,1)eA, dla ktdérego Hyq %) Y=Hp (O 5303
T *p1<ag then
wyznaczyé zm==nr(1,k,(xij})
else
“wyznaczvyé zmz=n_(k,1,{x; ;33
if zm>0 then doda¢ zm do przeplywow przez 1Iuki zgodnie
“skierowane i odjaé zm od przeplywéw przez Iuki przeciwnie
skierowane cyklu zIozonego =z Iuku (k,1) i ZIancucha rs
podstawic¢ pod {xij} aktualny przeplyw;
until zm=03

373

(xij}==(xi

end.

Na bazie przedstawionych wynikoéw mozna sformuiowad
nastepujacy algorytm rozwiazania RITC w postaci (7):
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begin
v:-O;
} ={03;

x 2 §31=C03;
while uN(sz })>uN(\x ) do

begin

I f }.—(xz 33
visvels

wyznaczyé przepiyw Cx?j} o wielkosci v w sieci S;
metoda cykli poprawiajacych wyznaczyé przepiyw {Q?j};
end;
TR T 1
(xij}'- {x },
end.
4.Uwagi koficowe
Algorytm rozwigzania RZTC sformufowany w punkcie 3 polega na
wielokrotnym stosowaniu procedury cykli poprawiaiacych. Procedura
ta bedac modyfikacia algorytmu Dijkstry ma wielomianowa ziozZzonosc
czasowa. Liczba powolan procedury w algorytmie jest ograniczona z
géory iloczynem liczby Iukow sieci S przez pewna stala c  zalezna
od danych zadania. W konsekwencji otrzymuiemy, ze sformulowany

algorytm rozwiazania RITC ma zXozonoscé 0(c(m+n+2)4) i nalezy do
klasy algorytmow pseudowielomianowych. CzasochlIonno$é obliczen
mozna zmniejszyé w przypadku konkretnego zadania przez odpowiedni
dobdr rozwiazania poczatkowego (w algorytmie. dla przeirzystosci
zapisu, obliczenia rozpoczyna sie od przepiywu zerowego). Na
efektywnosé algorytmu ma wpiyw roédwniez sposdb wyznaczania

przepiywu 0 wielkosci v+l na bazie przeplywu {Q:j} o wielkosci v.
Szersze oméwienie tych zagadnien wykracza poza ramy niniejszego
opracowania.
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