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2. Problemy optymalizacji 
i algorytmy ich rozwiązywania 
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2.6 

METODA 

WARTOŚCI 

WYZNACZANIA 

FUNKCJI 

<c,a) 

CELU W 

OSZACOWANIA OPTYMALNEJ 

ZADANIU OPTYNALIZACYJNYM Z 

PROBABILISTYCZNYMI OGRANICZENIAMI 

Mari an Chudy 

Wojskowa Akademia Techniczna 

01 -489 Warszawa 49 

Praca zawiera podstawy matematyczne metody wyznaczania 

(c,a) - oszacowania optymalnej wartości funkcji celu w zadaniu 

optymalizacyjnym z probabilistycznymi ograniczeniami. Przyjęto 

założenie, że możliwe jest uzyskanie przedziałowych ocen 

statystycznych kwantyli zmiennych losowych występujących w 

ograniczeniach rozpatrywanego zadania. 

1. Wprowadzenie 

Rozpatrywane zadanie optymalizacyjne ma postać: 

wyznaczyć x* (spełniające poniższe ograniczenia) takie, że 

f <x*> = min f <x> (1) 

przy ograniczeniach 

gdzie 

z. - zmienna losoNa, . i 

2: o j 1,n 

I";iii, 
9,_ <x) funkcja rzeczywista zmiennej x E En. 
Dla przypadku gdy znane są rozkłady zmiennych losowych z . • 

(2) 

(3) 

metody rozwiązywania takich zadań podane są na przykład w 

pracy Judina (1979>. 

Oznaczmy przez 

z,p_ kwantyl rzędu P, zmiennej losowej z,, . i=I";iii 
• 

Powyższe zadanie (1)-(3) można równoważnie prz~stawić 
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następująco: wyznaczyć x* ( spełniające poniższe ogranicz enia) 

takie, że 

przy ograniczeniach 

X . 2: 0 , 
J 

min f(x) 

i =r;:.ii 

Załóżmy, że wiel kości z . są n i eznane, lecz istnieje 
1,p t 

dokonania eksperymentu stat yst ycznego celem 

statystycznych ocen tych wiel kości. 

(4 ) 

(5 ) 

(6 ) 

możliwość 

uzyskania 

Nie znając r z e c zywistyc h wartości kwantyl i z,p. nie jesteśmy .. 
' 

stanie wyznaczyć rz eczywi stej wartośc i f<x *>, możemy natomiast 

wyznaczyć jej statystyczną 

statystycznych oce nach wiel kości 

ocenę 

z . 
\.P i. 

op i erając 

Statystyczny odpowi e dni k zadani a <4 > - (6) ma postać : 

mi n f(x l 

przy ograniczeniach 

gi. ( x l :;; zi.P. ( ki.), i =~ 

' 
X. 2: 0, j:1,ri" 

J 

gdzie 

'i.p. (k _l estymator kwantyla dla 

' k .• Jest to w rzeczywistości rodzina zadań, 
' wartości estymatora otrzymamy 

ograniczenia (8) 

2. Podstawy metody. 

Definicja 1. 

Zmienną losowa, t spełniającą warunek 

P <lf<x*> - tł:;; & } 2: oc 

próby o 

gdyż dla 

różną 

nazywamy(&, oc) oszacowaniem wartości f<x*>. 
Takiego oszacowania bedziemy poszukiwali . 

się na 

(7) 

(8) 

(9) 

liczności 

różnych 

postać 

Potrzebnym do dalszych rozważań jest lemat pochodzący z pracy 

Luenbergera (1974) . 

Lemat 1. 

Jeżeli f(.) jest wypukłym funkcjonałem określonym na 
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wypukłym podzbiorze D przestrzeni liniowej X oraz odwzorowanie 

G X+ V jest wypukłe, gdzie 

V przestrzeń unormowana z wyróżnionym sto::!:kiem dodatnim P, to 

funkcjonał 

h(y) = inf { f(x) : XE D, G(x) s Y, y EV} 

jest wypukły i nierosnĄcy, tzn. jeśli y' ~ yu <w sensie sto::!:ka 

Pl, to h(y;l S h(y") 

Wprowadżmy oznaczenia 

z,p. granica górna dwustronnego przedziału ufności kwantyla 

' 
z. ,p. dla próby o liczności k,, oraz zdefiniujemy 

' wektory 

z (kl 
p 

z (k) 
-p 

z (kl = 
p 

... 
<zsp <ks), ••• ,zmp <k,,.>) 

s m 
PrzyjmujĄc w zadaniu (7) - I9) zało::!:enie, że f (. > oraz 

i=l,m SĄ funkcjami wypukłymi oraz zauważajĄc, że wielkości 

występujące w lemacie 1 mają w odniesieniu do zadania (7)-(9) 

postać X 

p {y (ys,Y2 , • •• ,Y,,.l EE"' : Y, ~ o, 

D <x <x ._,xz,•••,xn ) E En X . ~ o, 
' 

G<x> Cgs Cx), 
. T 

g <x > , ••• , g Cx) > , 
2 "'· 

następujący wniosek: 

jeżeli 

to 

P{h(z (k)) S hCz l 

gdzie 
p p 

z 
p 

, ... , z ) ' 
mp"' 

i=l,111} 

i=l,n}, oraz 

możemy uzyskać 

(10) 

(11) 

gdyż z własności funkcji h<.> wynika, że dla każdego zdarzenia, 

dla którego zachodzi nierówność w nawiasie sześciennym warunku 

(10) zachodzi nierówność w nawiasie sześciennym warunku (11). 

Twierdzenie 1. 

Jeżeli dla pewnego k oraz z Ck) 
p 
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dwustronnego przedziału ufności dla z spełniają warunki 
p 

P<z Ck)~ z ~ z Ck)}~ Q 
-p p p 

oraz 

h(z (k)) - h(z (k)) ~ 2& 
-p p 

dla tych zdarzeń, dla których zachodzi warunek (12),to 

jest (&,Q) 

"' t 
h(z (k)) + h(z (k)) 

p -p 

2 

oszacowaniem wartości f(xł) • 

( 12) 

< 13) 

(14) 

Powstaje z kolei pytanie, kiedy spełniony jest warunek (12>. 

Mogą tu wystąpić dwa przypadki. Pierwszy, gdy pary 

<!..p_ <k .. >,zi.p. <k .. », i=l,ln są niezależnymi zmiennymi losowymi 

' ' wyznaczonymi na poziomie ufności~ .. tzn. gdy 

P<!i.p_ (ki.> S zi.p. S zi.p. <ki.)}~ ~i. 

' ' ' 
i=l, m (15) 

Warunek (12) będzie spełniony gdy 

(16) 

Drugi przypadek, gdy pary <z. (k. >, z <k,) >, 
-..pi. ' i.p' • 

i=l„m„ są 

zmienny losowymi zależnymi. 

W tym przypadku należy korzystać z rozkładu łącznego (co jest 

praktycznie nierealizowalne) lub z przybliżeń np. Benferrniego 

zamieszczonych w pracy: Bickel J.P., Doksum 

p { ~ (k) 

gdzie 

s z 
p 

s z (k) 1 ~ 1 E 
p J i.=ll 

A.K. 

(1 -p 
( 1977) tzn. 

(17) 

~i. - poziom ufności granic dwustronnego przedziału ufności dla 

kwantyl i z,p_. 

' 
Dla spełnienia warunku (12> wystarczy aby~ .. 

Twierdzenie 2. 

1 -

Jeżeli granice 

przedziałów ufności 

spełniają warunek 

z. Ck . I, 
i.pi. \. 

dowolnego ki. 

i=l, m 

> O są 

1 - Q 

m 

dwustronnych 

skończone i 

I\ Pr, z, 0 ck. , - z . <k. , 1 > e. 1 
'-1 • '- , -, l' , , J t O, i=l,m (18) 

&. >o 
' 
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to dla zadanych & i a istnieje k* k* , ••• , k*> takie 
2 m 

:!:e dla k ~ k* 

Plf hii (k)) - h<i (k)) ~ 2&} ~ a • ( 19) 

Twierdzenie to 

• liczności ki. , 

pokazuje, :!:e istnieją dostatecznie du:!:e 

prób i =1.,m prób takie, :!:e wyznacŻone z tych 

granice dwustronnych przedziełów ufności spełniają warunki (12) 

i ( 13) dl a kwantyl i z. • Ponadto wyznaczona z wzoru ( 14> ,p, 
wielkość stanowi wymagane oszacowanie wartości f<x*>. Podane 

twierdzenia stanowią podstawę dostatecznie prostej procedury 

obliczeniowej wyznaczanie 

pracy: Chudy M. (1987>. 

3. Uwagi końcowe. 

<c,a> oszacowania podanej w 

Najczęściej oprócz wartości t* (&,a) oszaca..ania wartości 
f<x*>wyznaczonego dla prób liczności k*, istotne znaczenie ma 

równie:!: z~ajomość rozwiązania x0 odpowiadającego wielkość t*. 

Wektor taki mozna uzyskać rozwiązując np. zadanie postaci 

mintf(x) - t*> 2 (20) 

przy ograniczeniach 

i =l,m (21) 

X j ~ o, j=l,n (22) 

gdzie 

* z.,p_ granica górna dwustronnego przedziału ufności dla 

' kwantyla z. , wyznaczona dla próby o 1 iczności k*. 
\Pi ~ 

Z definicji t* oraz własności funkcji h(.), wyznaczone 

rozwiązanie zadania (20>-<22) będzie poszukiwanym wektorem x 0 • 
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