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2. Problemy optymalizacji
i algorytmy ich rozwiazywania




2.6 Tadan Oremacach | Ssiomch

METODA WYZNACZANIA {g,a) - OSZACOWANIA OPTYMALNEJ
WARTOSCI FUNKCJI CELU W ZADANIU OPTYMALIZACYJNYM z
PROBABILISTYCZNYMI OGRANICZENIAMI

Marian Chudy
Woiskowa Akademia Techniczna
01-489 Warszawa 49

Praca zawiera podstawy matematyczne metody wyznaczania
(€,a) — oszacowania optymalnej wartos$ci funkcii celu w zadaniu
optymalizacyjnym z probébilistycznymi ograniczeniami. Przyjeto
zatozenie, ze mozliwe Jjest uzyskanie przedziaiowych ocen
statystycznych kwantyli zmiennych losowych wystepuljacych w
ograniczeniach rozpatrywanego zadania.

1. Wprowadzenie :

Rozpatrywane zadanie optymalizacyine ma postad:

wyznaczy¢ x¥ (spetniajace poniZzsze ograniczenia) takie, ze
£x%) = min £00 H)

przy ograniczeniach

P { gi(x) < z, 321 - P, i=1,m (2)
) % 2 0 , 3= 1,n 3
gdzie
z, - zmienna losowa, i = 1,m,
g9, {x) funkcja rzeczywista zmiennej x € E" .

Dla przypadku gdy znane sa rozkiady zmiennych losowych z, ’
metody rozwiazywania takich zadan podane sa na przykiad w
pracy Judina (1979).

Oznaczmy przez

z,‘p = kwantyl rzedu P, zmiennej losowej Z:s Ji=1l,m .
i

Powyzsze zadanie (1) = (3 mozna rdéwnowaznie przedstawid
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nastepuiaco: wyznaczyd x‘ (speiniajace ponizZzsze ograniczenia)
takie, zZe
f(x‘) = min f({x) (4}

przy ograniczeniach

gt(x) < z, s i=1,m (5}

xj 20 , J=1,n" (&)
Zarszmy, ze wielkodci zip sa nieznane, lecz istnieje mozliwosd
i
dokonania eksperymentu statystycznego celem uzyskania
statystycznych ocen tych wielkosgci.
Nie znajac rzeczywistych wartosci kwantyli ztp nie jestesmy w
i

stanie wyznaczyd rzeczywistej wartodci f(x,), mozemy natomiast

wyznaczyd Jjeld statystyczna ocene opieraiac sie na
statystycznych ocenach wielkodci zip
i
Statystyczny odpowiednik zadania (4) ~ (&) ma postad:
min € (x) (7)

przy ograniczeniach

. )
< i=
gi(x) < ztpi(kt)’ i=i,m (€3]
xj 20, J=1,n (9)
gdzie )
~
z_Lp u&) - estymator kwantyla z,‘p dla préby o licznosci
i £

kt' Jest to w rzeczywistosSci rodzina zadann, gdyz dla rdéznych
~

wartosci estymatora zipi‘ki) otrzymamy rézna, postad
ograniczenia (8)
2. Podstawy metody.
Definicja 1.

Imienna losowa t spelniaijiaca warunek

- P (lf(xt) -tlf e}z a

naéywamy (e, a) - oszacowaniem wartosci f(x‘).

Takiego oszacowania bedziemy poszukiwali.
Potrzebnym do dalszych rozwazan jest lemat pochodzacy z pracy
Luenbergera (1974).
Lemat 1.

Jezeli F(.) Jjest wypukiym Ffunkcjonatem okreslonym na
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wypukiym podzbiorze D przestrzeni liniowej X oraz odwzorowanie
G = X » Y jest wypukie, gdzie
Y - przestrzen unormowana z wyrézZnionym stozkiem dodatnim P, to
funkcjonat

h(y) = inf { f({x) 2 x €e D, 6(x) =y, yeY 3
jest wypukty i nierosnacy, tzn. je$li y’ 2 y" (w sensie stozka
P), to h(y?) < hiy™ '

WprowadZmy oznaczenia
%p - granica gérna dwustronnego przedziaiu ufnos$ci kwantyla
i
ztp dla prdsby o licznosci ki’ oraz zdefiniujemy
i
wektory

Z (k) = €z (K)youasz _ (k D),
P p 1 mp m

1 m

z (k)
P

(gtp‘(k‘), bl "impm“‘m”’

~N ~ N
z2 (k) = (2 (kD)yeuasz _ (kD)
P 1p 1 mp m

s 1 m

Przyjimujac w zadaniu (7) - (9) zatozenie, ze f(.) oraz gl(.),
i=zl,m sa funkcjami wypukiymi oraz zauwazajac, z2e wielkosci
wystepujace w lemacie 1 maja w odniesieniu do zadania (7)—-(9)
posta¢ X = Em, Y = Em,

P=d{y = (y;,yz,...,ym) eE" 2 Y. 20, i=1,m)
,...,x“) €eE": x 2 0, 1i=1,n}, oraz

D= {x = (x ,x
1 i

2
6(x) = (g‘(x), gz(x),...,gm(x))f, mozemy uzyskad

nastepujacy wniosek:

jezeli _ ‘
P{z (k) <z <z (KV}2g (10)
o P P
to .
P{h(;P(k)) Shiz ) < h(z (kD3 2P (i
gdzie
z = (z goaeng Z ),
P tP1 .

gdyz z wiasnodci funkcijii h(.) wynika, ze dla kazdego zdarzenia,
dla ktérego zachodzi nieréwnosd w nawiasie szesciennym warunku
(10) zachodzi nierdwnosé w nawiasie szesciennym warunku (11).
Twierdzenie 1.

Jezeli dla pewnego k = (k’,kz,...,km) granice Ep(k’ oraz zp(k)
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dwustronnego przedziaiu ufnosci dla zp speiniaja warunki

P{z (k) =z <z (kK)}
4 P P

v

a (12)

oraz
hiz_ (k) - h(;p(k)) < 2e (13)

dla tych zdarzen, dla ktérych zachodzi warunek (12),to

h(z_(k)) + hiz_(k))
P =p

~
t = (14)

2
jest (g,0) - oszacowaniem wartosci f(x%) ®
Powstaje z kolei pytanie, kiedy speitniony Jjest warunek (12).
Moga, tu wystapié dwa przypadki. Pierwszy, gdy pary

(z, (k),z
=ip. 8 1|

p (k_‘)), i=zl,m sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
i i

wyznaczonymi na poziomie ufnosci [?_‘ tzn. gdy

P{z, (k) < z, < z, (k. . > 2p3 , i=1,m (15)
Sip, i ip, ip, i) i
Warunek (12) bedzie speitniony gdy
g = ‘\6‘ B, Za (16)
Drugi przypadek, gdy pary (Etp.‘(kt)’ ;ipi(k't))’ i=1,m, s

zmienny losowymi zalezZnymi.
W tym przypadku nalezy korzysta¢ z rozkiadu iacznego (co jest
praktycznie nierealizowalne) lub z przyblizen np. Benferrniego
zamieszczonych w pracy: Bickel J.P., Doksum A.K. (1977) tzn.
m
P { z (k) £z =<z (k) } 21- (1 -p3) (17)
=p P P J =1 N
gdzie

(% - poziom ufnodéci granic dwustronnego przedziatu ufnogci dla
kwantyli zipf

. 8 1
1 - «a
Dla speinienia warunku (12) wystarczy aby ﬁk =1 -

Twierdzenie 2.

Jezeli granice gipi(k.‘), zi.p.‘(ki)' i=l,m dwustronnych

przedziatéw ufnosci dla dowolnego k,‘ > O sa skoAczone i

spetniaja warunek

lim P{ z,_ (k) -z (k)| >e } =0, izl,m as)
e{>o Sl l' et e ol ‘11 ’ ’
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to dla zadanych ¢ i a istnieje k‘ = (k: 2 k: ,...,k:) takie
ze dla k = k'
P { hiz (k)) — hiz (k)) < 2e } Za = (19
C =P 3

Twierdzenie to pokazuje, z2e istnieja dostatecznie duze
licznosci k: s i=I:; préb takie, ze wyznaczone z tych prdéb
granice dwustronnych przedzieldw ufnosci speiniaja warunki (12)
i (13) dla kwantyli zip.' Ponadto wyznaczona z wzoru (14)
wielkosd¢ stanowi uynaga;; oszacowanie wartosci f(x‘). Podane
twierdzenia stanowia podstawe dostatecznie prostej procedury
obliczeniowei wyznaczanie {e,a) —~ oszacowania podanej w
pracy: Chudy M. (1987).

3. Uwagi koricowe.

Najczedéciej oprdécz wartosci tt (e,a) - oszacowania wartosci
f(x')wyznaczonego dla préb licznosci k‘, istotne znaczenie ma
réwniez zqajomo$¢ rozwiazania x° odpowiadajacego wielkosd tt.

Wektor taki mozna uzyskad rozwiazujac np. zadanie postaci

mintf(x) - t5H2 (20)
przy ograniczeniach
4 % e
< i=
gi(x) = zipi(ki)’ i=i,m (21)
xj 2 0, J=iyn (22)
gdzie
z:ﬂ (k:) - granica gdrna dwustronnego przedziatu ufnogci dla
i
kwantyla zip s Wyznaczona dla préby o licznodsci k:.
i
Z definicji tt oraz wiasnosci funkciji h(.), uyznaczoﬁe

rozwiazanie zadania (20)-(22) bedzie poszukiwanym wektorem xo.
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