




POLSKIE TOWARZYSTWO BADAŃ OPERACYJNYCH I SYSTEMOWYCH 

U ToM 1 ff 

@[?1f ~[r:)[iJ[b8~[;J(s8[;J 
!r:l~i@[!)~ 8 ~[;J§1f@§@OO[;J~8[;J 

~ 
~ 

I I KRAJOWA KONFERENCJA 

@)~@)~~ 
@~§~~©\1~~\J©G=D 

f:ei#i=l=i 

INSTYTUT BADAŃ SYSTEt!{OWYCH POLSKIEJ AKADEMII NAUK 

1989 
WARSZAWA 



• [r{[j@ln®~@l ir{®1ruq®li®IID®D@ 
ill@~@]OO ill~@[j@]@~DIID~@[}j] 

a IB~~~@lruil@~~@Oi) 

Organizator konferencji 
Polskie Towarzystwo Badań Operacyjnych i Systemowych 
priy współpracy 

Instytutu Badań Systemowych PAii 0 
1 

{ 

Komitet naukowy konferencji tJ, (7 , 

Jerzy Hołubiec . Andrzej [aluszko, Jerzy [isielnickl, Henryk [owalowski, 
Roman [ulitowsli. Franciszek Marecki, Zbigniew lahorsti, 
Stanisław Piasecki, Jarosław Sikorski, Jan Stachowicz. Jan Slaslersti, 
Andrzej Straszak. Maciej Systo, Ytadysław Świlalsli 

Redaktorzy naukowi ••~rlWłfłt;;;- · -
Andrzej Straszak, Zblgnle~ahorsU -łro1) w Sikorski 





- 47 -

2. Problemy optymalizacji 
i algorytmy ich rozwiązywania 
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2.4 

WYZNACZANIE OSZACOWANIA WARTOSc! OPTYMALNEJ W ZADANIU ZAł:.ADUNKU 

Z WIELOMA OGRANICZENIAMI PRZY POMOCY OGRANI~ ZASIĘPCZYcfł 

Jarosław Sikorski 

Inst.ytut. Badań Syst.emowych PAN 

ul. Newelska O 

01-4.47 .Warszawa 

W pracy opisano t.rzy algorytmy minimalizacji dualnej 

Cunkcji ograniczenia zast.ępczego. We wszyst.kich przedst.awionych 

algorytmach wykorzyst.ano poj~ie quasi-subgradient.u runkcji 

półciągłej z góry i quasi-wypukłej. Algorytmy t.e są przeznaczone 

do rozwia,z~ania pewnego zadania dualnego dla zadania załadunku 

z wieloma ograniczeniami . Wylcorzyst.anie ograniczeń zast.ępczych w 

t.ym zadaniu dualnym ~e prowadzić w prakt.yce do uzyskiwania 

oszacowań pierwot.nej wart.ości opt.yma.J.nej lepszych ni:t w 

przypadku dual ności· Lagrange• a. 

1. Wst.ęp 

Zadanie załadunku z wieloma ograniczeniami wyst.ępuje częst.o 

jako g lement. składowy w modelach mat.emat.ycznych t.worzonych dla 

rozwiązywania r~nych praktycznych problemów, w kt.órych 

rozm.leszczane są zasoby, wybierane alt.ernat.ywne projekt.y, 

ładowane i pakowane t.owary lub rozcinany mat.eriał. Skuteczność 

algorytmu t.ypu podziału i oszacowań, kt.óry najczęściej jest. 

konst.ruowany dla t.ego rodzaju zadań, w dużym st.opniu zale:ty od 

jakości oszacowania wart.ości opt.yma.J.nej w ka:!:dym z wyst.•puj,cych 

w wierzchołkach drzewa podziału podzadań. Dobre oszacowania 

pozwalają erelct.ywnie ograniczać rozwój t.ego drzewa. 

-------------·----· -------·------------------
' Praca zost.ała wylconana w ramach RP. I. 02 "Teoria st.erowania i 

optymalizacji ciągłych ulcładów dynamicznych i procesów 
dyslcret.nych" 
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W pracy przedstawiono w zarysie schematy algoryt.m6w 

wyznaczania oszacowań watości optymalnych. w których 

wykorzystywane Jest pojęcie ograniczenia zastępczego wprowadzone 

przez Glovera C1965).C1968). Oszacowanie uzyskiwane Jest poprzez 

rozwiązywanie pewnego zadania 

minimalizację fu!llccji quasi-wupukłej 

dualnego 

i półciągłej 

zawierajĄcego 

z góry. We 

wszystkich opisywanych algorytmach. 

rozwiązywane Jest klasyczne zadanie 

w każdej 

załadunku 

iteracji 

z Jednym 

ograniczeniem. Wykorzystanie dualności ograniczenia zastępczego 

pozwala na osiągnięcie lepszych oszacowań niż przy pomocy 

dualności Lagrange'a lub ci,e.głych relaksacji; Karwan i Rardin 

C1979). Sikorski C1984). 

Trzy opisane w pracy algorytmy można nazwać algorytmami 

dokładnymi. gdy:t ich zbiriność wsparta Jest odpowiednimi 

twierdzeniami. Istnieją ponadto metody przybliżone. które 

prowadzą do uzyskania oszacowania przy mniejszym nakładzie 

obliczeń niż w przypadku metod dokładnych a wykorzystują wiele z 

podstawowych rezultatów teoretycznych; Gavish i Pirkul C1985), 

Sikorski C1987). Nie prowadzą one oczywiście do uzyskania 

rozwiązania dualnego zadania ograniczenia zastępczego. ale mogą 

być żródłem dobrych oszacowań wart.ości optymalnych w niektórych 

typach zadań. 

2. Podstawo- sformułowania 

Rozważmy nast.ępuJ-.ce zadanie programowania całkowi to­

liczbowego z wieloma ograniczeniami. 

CP) vCP) - max < ex : Ax ~ b • X E X > • 
X .. < X E z" : X . ~ &. • i =1 •..•• n > • 

+ • • 

gdzie c E z: . A Jest. macierz, mxn o element.ach alei. e Z+ • 

b E Zm. 
+ 
Zadanie CP) nazywane Jest. zadaniem załadunku z wieloma 

ograniczeniami gdy & s 1 . W praktycznych zadaniach tego typu 

najczęściej m << n 

Zbiór rozwiązań dopuszczalnych w CP) można rozszerzyć przez 

wprowadzenie mnożnika c.> E IR: i utworzenie Jednego ograniczenia 

w miejsce m ograniczeń pierwotnych. Powstanie wtedy relaksacja 

zadania CP)• która jest. klasycznym zadaniem załadunku. 

CZ(,)) hCw „ max < ex : IAlCAx-b) ~ o • X E X > 
Wprowadzone ogranicze;iie nazywane Jest. zast.•pczym a funkcja 
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h : IR: -+ z. def'iniowana przez rozwi-.zania zadań cz,,? -
f'unkcją dualną ograniczenia zastępczego. Ze sposobu wprowadzenia 

re.laksacji wynika. że · hCw :!:: vCP) . Zadanie dualne CD) polega 

na poszukiwaniu takiego mnożnika (A) • który minimalizuje odstęp 

pomiędzy wart.ościami vCP) i hC(I)). Taki mno:tnik def'iniuje 

ograniczenie zastępcze najlepiej aproksymuj-.ce. w sensie 

wart.ości pierwotnej f'unkcji celu. zespół: ograniczeń pierwotnych. 

CO) vCD) = lllin < hC(I)) : (A) e IR"' > .. 
podstawowa relacja Z powy:tszych sformułowań '9'1Uka 

zachodząca pomi.,:izy wart.ościami optymalnymi 

vCD) :!:: vCP) . 

dla zadań CP) i CO): 

Zatem rozwiązanie dualnego zadania ograniczenia zast.-nx:zego lub 

jego przybliżenie może być wykorzystywane jako dolne oszacowanie 

pierwotnej wart.ości optymalnej. 

Aby scharakteryzować zadanie CD) przytoczono poniżej jego 

najistotniejsze właściwości ·. 

CW1) W ogólnym przpadku nie 1110żna si• spodziewać. że vCO) = 

vCP) ;, rncne istnieć niezerowy odstęp dualności. vCD) .. vCP) 

wtedy i tylko wtedy. gdy istnieje takie ~ e IR"' i t.akie ;;; 
A • A 

dopuszczalne w CP). że hCw • ex wtedy x jest. 

rozwiązaniem CP) a (A) - rozwiązaniem CD). 

CW2) Funkcja h jest. . półciągła z góry i quasi -wypulcła; zbiór 

nadwykresu < C(A).q) e IR:><IR : q :!:: hC(I)) > nie jest. zat.­

wypukły a dolne zbiory poziomico- < (A) e IR: : q :!:: hC(I)) > 
nie są domk ni ęt.e C h jest. obszar ami st.ał a) ; Dyer C 1 Q80) • 

Sikorski C1984). 

CW3) Wart.ość vCD) jest. osiągana przez f'unkcJ!_ dualnĄ h na 

wypukłym. względnie ot.wart.ym st.o:tku o wierzchołku w Oe IR"'. 
CW4) hCµ(I)) =- hC(I)) dla µ > O • gdyż skalowanie mno:tników nie 

zmienia zbioru dopuszczalnego w CZ(A)) . 

CW5) Jeśli xw jest. rozwiązaniem opt.ymalnym zadania CZ(A)). t.o 

-kt.or g "'b-Axw Ez"' Jest. quasi-subgradient.em f'unkcji h 
+ 

w punkcie (A) E IR: ; Gr--nberg i Pierskalla C1973). Sikorski 

(1986); dla wszystkich v e IR: zachodzi implikacja: 

vg :!:: (A)g • hCv) :!:: hCw 

CW6) Przy nast.•pujących oznaczeniach: T(q) "'< x e X: ex:!:: q > 
dla q E Z+ • RCq) = < Ax-b : x e TCq) > • R°Cq) = < v e IR: 
vy > O dla wszyst.kich y e RCq) >. zachodzi równość: 

vCD) max< q EZ : R°Cq) • 0 > ; Sikorski C1984). 
+ 
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CW7) Przy oznaczeniach z CW) zachodzi równość: 

vCO) • max< q Ez., : coRCq) n -IR: ,. 0 >; Sikorski C1Q84). 

Jak wynika z powyższego zestawienia. zadanie CO) nie jest. 

łat.we do rozwi-.zania z punkt.u widzenia -t.od nu-rycznych. Nie 

istnieje. na przykład. subgradient. :funkcji dualnej w każdym z 

punkt.ów jej dziedziny. Z drugiej jednak strony. część z 

wymienionych właściwości jest. pomocna przy konstruowaniu 

algorytmów rozwia,zywania zadania dualnego. Do takich nale:b, 

CW3) + CW7) . 

Właściwość :funkc~i dualnej s:formułowa.na w CW3) uzasadnia 

u:tycJ,e w dę:finicji zadania CO) symbolu "min" w miejsce bardziej 

ogóln~o "in:f" Cpor . Dyer C1Q80)) . CW4) pozwala na mocly:fikowanie 

zadania dualnego poprzez arbitralne normalizacje mnożników, 

które prowadzą do ograniczonych zbiorów dopuszczalnych. 

W -t.odach minimalizacji :funkcji wypukłych podstawowe 

znaczenie ma pojęcie subgradient.u, kt.óre jest. ściśle związane z 

t.eoria.. :funkcji sprz~onych. Dla :funkcji quasi-wypukłych 

stworzono analogiczną t.eori• t.zw. :funkcji z-quasi-sprzężonych. 

Na jej gruncie zde:finio-no pojęcie quasi-subgradient.u, które 

uogólnia pojęcie subgradient.u na klas• t.ych :funkcji, Gr-nberg i 

Pierskalla C1973) . Jeden z quasi-subgradient.ów :funkcji dualnej 

ograniczenia zast.ępczego w danym punkcie można łat.wo wyznaczyć 

na podst.awie CW6). Taki wektor wyznacza hiperpłaszczyznę 

ortogonalną. kt.óra dzieli ort.ant. IR: na dwie części: w jednej 

nie wyst.•pują mnożniki• dla których wart.ość t.ej :funkcji jest. 

mniejsza od aktualnie wyznaczonej hCw. a druga zawiera 

wszystkie mnożniki mające t.ę właściwość. Zatem przy poszukiwaniu 

mnożników minimalizujących :fukcję h można ograniczyć się t.ylko 

do drugiej z wymienionych części. Dwie dodatkowe charakt.eryst.yki 

dualnej wart.ości optymalnej podane w CW6) i CW7) są bardzo 

pomocne przy konstruowaniu algorytmów rozWia..zywania zadania CO). 

jako _ że wylcorzyst.ując jednopara-t.rową rodzinę zbiorów 

poziomicowych TCq) są opisami bardziej geometrycznymi. 

3.Prost.a -t.oda quasi-subgradient.owa 

Algorytm t.ej -t.ody naśladuje najprostszy schemat. 

optymalizacji · nieróżniczkowalnej. Kolejne przybliżenia 

najlepszego mnożnika ograniczenia zastępczego wyznaczane są 

przez przesunięcie się o zadany współczynnik lcrolcu wzdłuż 
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wybranego kierunlcu. Ponie~ nie jest wyznaczany w krldej 

i t.eracji kierunek .poprawy dla funkcji dualnej i. co za tym 

idzie, nie jest. prowadzona minimalizacja w kierunlcu, to ustalany 

jest zbie:tny do zera cia.g współczynników kroku o rozbie:tnym 

szeregu. Jako kierunek poruszania się wylcorzyst.ywany jest. wektor 

przeciwny do quasi-subgradientu w danym · punlccie. Test. 

zatrzymania w przedstawionym poni:i!:ej algorytmie jest · bardziej 

rozbudowany i wymaga rozwi4'Zywania w krldej iteracji 

pomocniczego zadania liniowego. Zadanie dualne rozwia,zywane jest 

w zmodyf"ikowanej postaci wylcorzystuja.cej właściwość CW4). 

CD2 ) vCD) = min < hC(ol) : <o> E F2 > • 
gdzie F2 = < <o> E IR: : llc.,IIL '" 1 ) 

z 
Tak więc. wyznaczane mno:tniki nale:ta. do wycinka sfery 

jednostkowej. W zwia.zku z tym wygodnie jest wylcorzystywać 

w algorytmie kierunki styczne do tej powierzchni w kolejno 

wyznaczanych punktach. Uzyskiwane sa. one przez rzut.owanie 

wektora przeciwnego do quasi-subgradientu na odpowiednia, hiper­

płaszczyznę. co dane jest. wzorem 

d = --g + CgT(o))c., , 

gdzie d oznacza wyznaczony kierunek, a g - quasi-subgradient. 

funkcji h w punkcie <o> • Jak wykazał Sikorski C198e) wektor d 

jest tak:te quasi-subgradientem funkcji dualnej w punkcie <o> E F2. 
Test. zatrzymania algorytmu oparty jest na charakterystyce 

wartości vCD) podanej w cvrn. W trakcie obliczeń nie ma 

oczywiście mo:tliwości dysponowania pełnym opisem zbioru coRCq) 

dla aktualnie wyznaczonej wartości parametru q . W jego miejsce 

wprowadzona jest wewnętrzna aproksymacja rozpinana przez zbiór 

wcześniej wyznaczonych wektorów przeciwnych do 

quasi-subgradientów. Poniewrl generowany w trakcie działania 

algorytmu cia.g wartości parametru q jest nierosna.cy. to 

stwierdzenie istnienia punktów wspólnych dla aktualnej 

aproksymacji i sto:tka -IR: pozwala na podstawie CW1') orzec, :te 

wyznaczona wartość q = vCO). 

Tak w poni:tszym, jak i we wszystkich dalej opisywanych 

schematach algorytmów. zbiór rozwi4'Zań optymalnych w zadaniu 

CZ,.} oznaczany jest przez 

QCw .. < X E X : <o>CAx-b) ~ o . i ex "" hCw > . 
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ALGORYTM OS 

Krolc O : wybierz mnożnik st.art.owy w1 e F2 • ust.al ciąg <t..i> 
00 

t.alci. że t.1 -+ O a I: t.1 = oo, przyjmij z0 = 0. 

ą1 
i.::;:t 

= 00 oraz i „ 1 

Krolc 1 
i 

E Q:w1 ) niech 
i 

b - Axi wyznacz X g 

Krolc 2 q 
1+1 := min Ccx1 ,q1 ) 

Krolc 3 -z:- : = -z:- -1 u <-l> ; jeśli co-Z:- n -!Rm .,. 0 t.o STOP. .. 
di i 

T 
a1 = d 1 /lldi li Krolc 4 niech = -g + cl w1 )w1 

L 

---1 i + t.1a1) 
2 

Krolc 6 (o)j : -= max CO,(o)j 
j 

dla j=l, ... ,m . 

Krolc 6 
i+1 ... i ... i 

i: =i+1 i wr~ do Jcrolcu 1 (o) , .. w /llw li 
L z 

w każdej it.eracji algoryt.mu rozwiązywane jest. zadanie 

zast.ępcze CZW) dla alct.ualnego mnożnika 
i Tworzony ciąg <i> (o) 

i le 
jest. nierosnący, a każdy jego element. q = min < ex 

lc=1, ...• i > i?: vCO) Zat.em wszyst.lcie wyznaczone rozwiązania 

zadań zast.ępczych xlc e TCq1 ) d l a lc-=1, . . . ,i . Oznacza t..o, że 
wszyst.Jcie welct.ory -gie E RCqi) . A więc co-Z:- c coRCq1 ) i 

spełnienie warunku z lcrolcu 3 pociąga z a soba. coRCq1 ) n -!Rm „ 0. „ i 
Zgodnie z (Wł) obliczenia mogą zost..ać wt.edy przerwane, gdy:;!: q 

= vCO) i zadanie coZ, zost.ało rozwiązane . .Sprawdzenie warunku 

zat.rzymania algoryt.mu wymaga rozwiązywania pomocniczego zadania 

liniowego w każdej it.eracji. Wprawdzie można t.en proces znacznie 

uprościć lcorzyst.ając ze szczególnych cech pojawiającego się 

ciągu zadań Cpat.rz Silcorslci (1986)), ale w prakt.yce t.en 

dodat.Jcowy nakład obliczeń mo:te okazać się zbyt. du:ty. Możliwe 

jest. wt.edy zast.a.pienie powyższego t.est..u prost..szym heuryst..ycznym 

t..est..em np. opart..ym na porównywaniu lcillcu lcolejnych wart.ości 

i 
ex. 

Wszyst..lcie mnożniki ograniczenia zast..ępczego wyznaczane w 

algoryt.mie OS należą do zbioru F2. Krolci 5 i 6, w Jct..órych jest. 

t.o realizowane mogą być modyf'ilcowan& (por. Silcorslci (1980)), a 

powyżej · prezentowana ich post.ać jest. raczej przylcładowa. 

Działanie algoryt.mu jest. wspart.e t..eoret..ycznym rl!tZult..at..em 

wylcazanym przez Silcorslciego (1980), dot.yczącym gen&rowanego 

ciągu <qi> . 

. TWIERDZENIE 1 

CP) nie jest. pust.y, 

vCD). 

Jeżeli zbiór rozwiązań dopuszczalnych w 
i 

t.o ist.nieje podciąg <q s> zbieżny do 
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Zalet., algoryt.mu QS Jest. prost.y sposób wyznaczania 

lcoleJnych przybli:!:eń rozwia,zania zadania co2,. Zasadnicza. Jego 

wa~ jest. nat.omiast. "zygzakowanie" poszulciwań. lct.óre mo:!:e 

wyst.ępować w pralct.ycznych zast.osowaniach. Powoduje ono 

niepot.rzebne zwiększenie liczby rozwia,zywanych zadań zast.ępczych 

bez ist.ot.nej poprawy uzyskiwanego oszacowania. 

4.Met.oda zanikaJ,cego wielościanu 

Schemat. t.ego algoryt.mu ma .zwia.zek z charalct.eryst.ylca. 

wart.ości v<D) poda.n.a. w ewe,. Poniewa.:t w pralct.yce obliczenio-j 

nie ma mo:!:liwości dysponowania pełnym opisem zbioru R°Cq) dla 

akt.ualnej wart.ości paraa.t.ru. t.o wprowadzono jego zewnęt.rz~ 

aproksymację w postaci wielościanu o skończonej liczbie ścian. 

Podczas przebiegu algoryt.mu wyznaczany Jest. cia.g <ą1 > • kt.óry 

spełnia warunek q1 2: vCD) oraz odpowiadaj,cy mu ci,g 

wielościanów oł> Za.stosowanie odpowiedniego ~hanizmu 

za~ania kolejnych aproksymacji t.alc. aby ~•i c ~ • pozwala 

wymusić wzr.ost. wart.ości ą1 

Zadanie dualne rozwia,zywane jest. w odpowiednio 

zmodyt'ikowanej post.ac!: 

CD~ v<D) '" min < hCW : w e ~ > • 
gdzie ~ • < w e IRm : llwll „ 1 > 

+ L._ 

Tale więc mno:!:niki ograniczenia zast.ępczego wyznaczane sa. z 

t'ragment.u hiperpłaszczyzny zawart.ego w nieujemnym ort.ancie. 

Krolc 

Krok 

Krok 

Krok 

Krok 

Krolc 

ALGORYllf ZW 

O: 

1 

a 
3 

4 

!3 

wybierz mno:!:nik st.art.owy w1 e ~ przyjmij -tP • F'-. 
ą1 '"~ oraz i a 1 . 

wyznacz x 1 e <:$.w1 ) ; niech g1 • b - Ax1 . 

qi+l : '" min Ccx1 .q1 > 
~ , • ~ -l n < v e ~ vg1 ~ O > . 
jrieli int.~ • e • t.o STOP • a jeśli nie. t.o wyznacz 

;i E int.wł 
wi+i : = ;:;1 i: =1+1 i wróć do lcrolcu 1 . 

w lca:!:deJ i t.eracJi algoryt.mu rozwia.zywane jest. w krolcu 1 

zadanie zast.ępcze CZ,;,) dla mno:!:nilca ,;,1 . Paniewa:!: cia.g <q1 > ma 

t.alcie same właściwości Jale w algoryt.mie as. t.o wszyst.lcie .... 1ct.ory 

-gie e RCą1) • dla lc-1, •.. • i . A zat.em R0cą1 ) n ~ c int.~ • 

gdzie ~ • < v e ~ : v 7 glc ~ O dla lc=-1 ••.• ,i > . Na t.eJ 

podst.awie warunek int.~ • e pocia.ga za soba, R0cą1 ) • e i 
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zgodnie z CW6) mcd:na orzec. :te qi „ vCD) . Sprawdzenie warunlcu 

zat.rzymania w kroku 4 mcd:e b~ realizowane poprzez rozwia.zanie 

pomocniczego zadania liniowego Cpat.rz Oyer C1980)). W przypadlcu. 

gdy nie Jest. on spełniony. t.o samo zadanie pozwala wyznaczyć 

punlct. z wnęt.rza tł. Różne wariant.y algoryt.mu ZW mog, powst.awać w 

wynilcu st.osowania różnych sposobów wyznaczania t.ego punlct.u. 

Sciany wielościanu tł nalria. do hiperpłaszczyzn 
ort.ogonalnych do quasi-subgradient.ów gie W i-t.eJ it.eracJi 

algoryt.mu ZW odrzucane sa. t.akie mno:tniki _ 'V • dla lct.órych 'VTgi 

?; O . Poniewu z konst.rukcJi zadania CZ ) 
i T i 

wynika. :te w g ?; o. 
. i "' 

t.o zgodnie z właściwości, g podan., w C W5) oznacza t.o 

odrzucenie t.akich 'V. dla kt.órych hC'V)?; hCwi) . 

Z rezult.at.u udowodnionego przez Dyera C1980) dla nieco 

bardziej rozbudowanej -rsJi algoryt.mu zanilcaja,cego wielościanu 

wynilca zbieżność schemat.u 'ZW. 

TifI ERDZENI E 2 

CP) nie Jest. pust.y. 

it.eracJi it. dla 

Jrieli zbiór rozwia.zań dopuszczalnych w 

t.o algoryt.m ZW zostanie zat.rzymany w pewnej 
i t, 

q = vCD) . 

Przy wylcorzyst.aniu algoryt.mu 'ZW liczba hiperpłaszczyzn, 

kt.óre pot.rzebne s, do opisu wielościanó,-, tł . rośnie wraz z' 

liczba. wylconanych it.eracJi. Powoduje t.o wzrost. nalcładów 

obliczeniowych koniecznych do wyznaczenia kolejnych mnożników. 

gdy:t rośnie rozmiar pomocniczych zadań liniowych. Jest. t.o 

zasadnicza wada t.ego algoryt.mu. Jego zalet.a., w porównaniu z 

algoryt.mem QS. Jest. dysponowanie coraz pełnieJsz, in!'ormacja. o 

!'unkcji dualnej w miar• kont.ynuowania obliczeń. In!'ormacja 

zbierana Jest. w !'ormie wielościennej aproksymacji zbioru 

R0 cqi) • na podst.awie kt.óreJ wyznaczane s, kolejne mno:2:nilci. W 

algoryt.mie QS wyznaczane S2' one w oparciu o lokalna. in!'ormację 

zawa.rt.a. ·w quasi-subgradiencie. przy arbit.ralnie przyjętym 

współczynniku kroku. 

5.Met.oda elipsoidalna 

Jak dot.,d brak Jest. e!'ekt.ywnego kryt.erium pozwalaja.cego 

ograniczać nadmierny wzrost. liczby ścian Cw czc,ści nie 

akt.ywnych) aproksymacji budowanych w algoryt.mie ZW. Porównanie 

s!'ormułowań zadań cz..,, i CI» z de!'inicJ-, zbioru R°Cq) prowadzi 

do st.wierdzenia. że R°Cq) ,. < v E IR'" : hCv) < q > dla q > vCD). 
+ 

Zat.em aproksymacja dot.yczy zbiorów poziomicowych !'unlccji 
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dualnej. Maja.c do dyspozycji odpowiedni lei subgradientów mo:tna 

próbować. przez analogi• z metodami optymalizacji 

nieró±niczlcowalnej. zastosować aproksymacje elipsoidalne w celu 

uniknięcia niedogodności zwia,zanych z aproksymacjami 

wielościennymi. 

Algoryt.m prezentowany poni:!:ej 

schemacie metody elipsoidalnej 

opiera się na podstawowym 

nierówności 

Rozwi a.zywane 

dla 

liniowych podanym przez 

jest zadanie CD) a 

rozwia,zywania układów 

Blanda i innych C198D. 

zawę:!:ony zbiór mno:!:nilców 

dopuszczał nych 

Fa,=((a)EIRm:1111 <1) 
+ Ca) Lao -

słu:!:y do określenia kuli. która. jako szczególny przypadek 

elipsoidy. ustalana jest w pierwszej iteracji rozpoczynającej 

działanie algoryt.mu. Zachowany jest mechanizm z algoryt.mu zw. 
który pozwala wyznaczać coraz większe wartości 

i 
q przy 

wektorów gi wykorzystaniu właściwości . Natomiast w miejsc 

wielościanów N1 wprowadzono elipsoidy opisane nieosobliwymi 

macierzami • Bi i środlcami (a)J. 

~ = < u E IRm : Cu4} )TCBi)-1.Cu-c}) ~ 1 > . 
+ 

w i-tej iteracj i algorytmu przez środek elipsoidy 

prowadzona jest hiperpłaszczyzna odcinająca. ortogonalna do 

wektora aj. Następna. zawę:!:ona. aproksymację stanowi najmniejsza 
T 

elipsoida zawieraja.ca zbiór punktów < u e ~: uTai ~ wi ai > 
Macierz det'iniuja,ca elipsoidę, ~•l oraz jej środek dane sa. 

wzorami: 
T 

Bi +1 = 6[ Bi -o<Bi ai)CBi ai) T /Cai Bi ai) l (WZ1) 

T 
wi+1 ,,. wi + -r-Biai/(ai Biai)o.s , 

gdzie 6 = m2/Cm2 -1) • o = 2/Cm+1) a -r- = 1/Cm+1) . 

Wykorzystanie wyła.cznie quasi-subgradientów t'unlccji dualnej 

do generowania hiperpłaszczyzn odcinaja,cych mogłoby prowadzić do 

naruszenia warunku (a)i e IRm . Nale:!:y zatem wprowadzić. tale jale 
+ 

zaproponował Gr6tschel i inni C1880) • dwoista. postać wektora 

ai. która zale:!:y od spełnienia warunku dopuszczalności. Je:!:eli 

wi ~ IRm • to przyjmuje się. :!:e: 
+ 

CWZ2) ai = _E, ajej 
JEI 

' i i 
gdzie I "' < j : (a)J < O > • e; .. CO •.•• 1, ..• Ol E IR: C1 dla 

J-tej współrz.,:Snej). aj ~ O i co najmniej jeden współczynnik 
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Je:teli alct.ualny mno:tnik 

ai „ -gi zgodnie z 

t.>i E IRm • t.o 
+ 

podst.awowa. ideą 

post.ępowania. . Schemat, a.lgoryt,mu elipsoidalnego dla. rozwia_zywania 

zadania CO) Jest. nast.ępuJa.cy. 

ALGORY'IM EL 

Krok O : wyznacz B1 t.ak, aby F00 c E:1 ; przyjmij q = 00 

oraz .i .. 1 . 

Krok 1 Je:teli t.>i e IR: , t.o przyjmij ai zgodnie z CW2'2) i 

Krok 2 

Krok 3 

Krok 4 

Tak:te 

i~ do 

wyznacz 

q i+1 : = 

kroku 4. 

xi E QCwi) ; niech ai = Axi - b . 

min Ccxi ,qi) . 

wyznacz ei ·H i t.>i +1 zgodnie z CWZ1) i: =i +1 i 

wr~ do kroku 1. 

w powy:tszym algoryt,mie, w ka:tdeJ it.eracji 

rozwiązywane Jest, zadanie zast.ępcze dla akt.ualnego mno:tnika. 

Dost.arcza ono nowej wart.ości progu q 1 oraz pozwala 

skonst.ruować h1 perpł a!':zczyznę odci naJ a.cą część bieżącej 

ef • kt.óre nie nale:ta. do IRm elipsoidy. Odrzucane są t.e punkt.y z 

lub nie nale:ta. do zbioru poziomicowego ( v: hCv) < qi) . 
+ 

W st.art.owej it.eracji algoryt,mu przyjmuje się najczęściej 

81 = rI , gdzie I jest, macierza. Jednost.kową mxm, a r jest, 
00 ~ 1 

dost.a.t.ecznie du:te, :teby F c ~ . Przyjęcie np. wJ = 1 • dla 

j=1, ... ,m, oraz r ~ m pozwala osiągnąć t,ę inkluzję. 

Z "Właściwości CW3) wynika, :te ist.nieje kula domknięt.a 

KC;;;&) Co środku w punkcie ;; i promiemiu 

KC;;;&) c ( V E F00 : hCv) ·= vCO) ) . Poniewa:t 

& > 0) t.aka, :te 

F 00 c E:1 , t.o ze 

sposobu konst.ruowania kolejnych elipsoid wynika, :te < v e F00 : 

hCv) = vCO) > c ef dla wszyst.kich i . Powy:tsze dwie inkluzje 

pozwalają odnieść ogólne t.W'ierdzenie o zbie:tności met.od 

elipsoidalnych podane przez Blanda i innych C1981) do algoryt,mu 

EL. 

TWIERDZENIE 3 W cia.gu <qi> wyznaczanym w algoryt,mie EL 

ist.nieJe element. 

Zalet.a. algoryt,mu EL jest. t.o, :te wylcorzyst.ywana jest. pewna 

globalna inf'ormacja o f'unkcji dualnej przechowywana w post,aci 

elipsoid, a jednocześnie nie wzrast.a nakład obliczeń w kolejnych 

it.eracjach. 

Algoryt,m EL mo:tna zmodyf'ilcować wprowadzaja_c hiper-

płaszczyznę odcina.Ja.ca., kt.óra nie przechodzi przez środek 
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elipsoidy. Jest. t.o t.zw. głębokie odcięcie Cpor. Bland i inni 

(1981)), kt.óre mo:!:e poprawiać zbie:!:ność met.ody. Wymaga t.o 

jedynie zmiany wzorów dla wyznaczania para.met.rów 6,u i T w 

CWZ1); Sikorski C1Q88). 
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