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2. Problemy optymalizacji
i algorytmy ich rozwiazywania
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I Krajne Nonferenca
2.4 TRl

WYZNACZANIE OSZACOWANIA WARTOSCI OPTYMALNEJ W ZADANIU ZALADUNKU
Z WIELOMA OGRANICZENIAMI PRZY POMOCY OGRANICZEN ZASI‘EPCZYCH"
Jarostaw Sikorski

Instytut Badan Systemowych PAN

ul. Newelska 6

01 -447 Warszawa

W pracy opisanc trzy algorytmy minimalizacji dualnej
funkcji ograniczenia zastepczego. We wszystkich przedstawionych
algorytmach wykorzystano pojecie quasi-subgradientu funkcji
péiciagtej z géry i quasi-wypukiej. Algorytmy te sa przeznaczone
do rozwia.zyyania pewnego zadania dualnego dla zadania zatadunku
z wieloma ograniczeniami. Wykorzystanie ograniczefi zastepczych w
tym zadaniu dualnym moze prowadzid w praktyce do uzyskiwania
oszacowali plerwotnej wartosci optymal nej lepszych niz w
przypadku dualnosci Lagrange’a.

1.VWstep

Zadanie zatadunku z wieloma ograniczeniami wystepuje czesto
jako =lement skiadowy w modelach matematycznych tworzonych dla
rozwiazywania réznych . praktyecznych probleméw, w  ktérych
rozmieszczane sa zasoby, wyblierane alternatywne projekty,
tadowane i pakowane towary lub rozcinany materiai. Skutecznos$dé
algorytmu typu podziaitu i oszacowarni, ktéry najczesciej Jjest
konstruowany dla tego rodzaju zadari, w duzym stopniu zaleZzy od
Jakodci oszacowania wartogci optymalnej w kazdym z wystepujacych
w wierzchotkach drzewa podziatu podzadari. Dobre oszacowania
pozwalaja efektywnie ograniczaé rozwdj tego drzewa.

* Praca zostaia wykonana w ramach RP.I.02 “Teoria sterowania 1

optymalizacji ciag:ych uktadéw  dynamicznych i proceséw
dyskretnych*
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¥ pracy przedstawiono w zarysie schematy algorytméw
wyznaczania oszacowan watodci optymalnych, w ktérych
wykorzystywane jest pojecie ograniczenia zastepczego wprowadzone
przez Glovera (19685),(1888). Oszacowanie uzyskiwane jest poprzez
rozwiazywanie pewnego zadania dual nego zawierajacego
minimalizacje funkcji quasi-wupukiej i pdiciagiej z gory. We
wszystkich opisywanych algorytmach, w kazdej iteracji
rozwiazywane jest klasyczne =zadanie =zaltadunku = Jednym
ograniczeniem. Wykorzystanie dualno$ci ograniczenia zastepczego
pozwala na osiagniecie lepszych oszacowart niZz przy pomocy
dualnogci Lagrange’a lub ciagiych relaksacji; Karwan i Rardin
C19789), Sikorski (1884).

Trzy opisane w pracy algorytmy moZzna nazwaé algorytmami
doktadnymi, gdyz ich zbieznoséé¢ wsparta jJjest odpowiednimi
twierdzeniami. Ist,nleja ponadto metody przyblizZone, ktdére
prowadza do uzyskania oszacowania przy mniejszym nakiadzie
obliczent niz w przypadku metod dokiadnych a wykorzystuja wiele z
podstawowych rezultatéw tecretycznych; Gavish i Pirkul (1985,
Sikorski C1987). Nie prowadza one oczywidcie do uzyskania
rozwiazania dualnego zadania ograniczenia zastepczego, ale moga
by¢ Zrédiem dobrych oszacowant warto$ci optymalnych w niektdérych
typach zadafi.

2. Podstawowe sformutowania
Rozwazmy nastepujace zadanie programowania . caikowito-
liczbowego z wieloma ograniczeniami.

<P v(P) = max { cx: Ax <b , xeX >,

X={er:: x.‘sbi.1=1.....n),
gdzieceZ: » A Jest macierza mxn o© elementach ak,‘ez* ’
beZ':.

Zadanie C(P) nazywane jest zadaniem zatadunku 2z wieloma
ograniczeniami gdy ‘& = 1 . W praktycznych zadaniach tego typu
najczesciej m << n .

2Zbidér rozwiazan dopuszczalnych w C(P) mozna rozszerzy¢ przez
wprowadzenie mnoznika « € R i utworzenie jednego ograniczenia
w miejsce m ograniczeli pierwotnych. Powstanie wtedy relaksacja
zadania CP), ktdéra jest klasycznym zadaniem zatadunku.

C.ZwD h(wd) = max { ex : KAX-b) <0, x € X >
Wprowadzone ograniczenie nazywane jest zastepczym a funkcja




- 80 -

h : IR': — 2, definiowana przez rozwiazania zadafh (20D -
funkcja dualna ograniczenia zastepczego. Ze sposobu wprowadzenia
relaksacji wynika, 2e hCw = V(P) . Zadanie dualne (D) polega
na poszukiwaniu takiege mnoznika w , ktéry minimalizuje odstep
pomiedzy wartos$ciami v(P) {1 hCw. Taki mnoznik definiuje
ograniczenie zastepcze najlepiej aproksymujace, w sensie
wartodci pierwotnej funkcji celu, zespdt ograniczert pierwotnych.

D> VD> = min ¢ h(w : & e R} >
Z powyzszych sformuiowali wynika podstawowa relacja

zachodzaca pomiedzy wartodciami optymalnymi dla zadank CP) i CDd:

viD) = vCP) .

Zatem rozwiazanie dualnego zadania ograniczenia zastepczego lub

jego przyblizenie moze by¢ wykorzystywane jako dolne oszacowanie

pierwotnej wartodci optymalnej.
Aby scharakteryzowa¢ zadanie (D) przytoczono ponizej jego
najistotniejsze wiasciwosci.

CWid> W ogélnym przpadku nie mozna sie spodziewaé, 2e V(D) =
VCP) ; moZe istniec niezerowy odstep dualnos$ci. vCDD = vCP)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnj;eje t.ak;le :) € R': i fakie ;c
dopuszczalne w (P, z2e hCw) = cx ;3 wtedy x Jest
rozwiazaniem CP) a (: - rozwiazaniem CDD.

C(Wa> Funkcja h jest pdiciagia z géry i quasi-wypukia; zbidr
nadwykresu < Cw,@ € R)xR : q 2 h(w > nie jest zatem
wypukiy a dolne zbiory poziomicowe < w € IR': : q 2 h(wd >
nie sa domkniete ¢ h jest obszarami sta:ad; Dyer (1680),
Sikorski C1884).

CW3) Warto$é V(D) jest osiagana przez funkcje dualna h na
wypukiym, wzglednie otwartym stozku o wierzchotku w O € R™.

CW4d hCuuwd) = hCwd dla u > O , gdyz skalowanie -moznikév nie
zmienia zbioru dopuszczalnego w CZ@) 3

(WS Jedli x° Jjest rozwiazaniem optymalnym zadania 2D, te
wektor g = b-Ax” e Z': Jest quasi-subgradientem funkcji h
w punkcie © € R] ; Greenberg i Pierskalla C1973), Sikorski
C€1986); dla wszystkich v € IR': zachodzi implikacja:

vg 2 wg » h(vd 2 hCw . .

(WS> Przy nastepujacych oznaczeniach: T(q) =( x € X : cx =2 q >
dlaqeZ , R(Q =< Ax-b : x € (g >, R =< veR:
vy > O dla wszystkich y e R(Q) >, zachodzi réwnosé:

WD> = max < q € Z,: R%Q = 0> ; Sikorski C1984.
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CW7) Przy oznaczeniach z (W& zachodzi réwnosé:

VD) = max ¢ q € Z_: coR(@ N —R] = O >; Sikorski C1884D.

Jak wynika z powyzszego zestawienia, zadanie (D) nie jest
tatwe do rozwiazania z punktu widzenia metod numerycznych. Nie
istnieje, na przykiad, subgradient funkcji dualnej w kazdym z
punktéw Jjej dziedziny. 2Z drugiej Jednak strony, czedé¢ =z
wymienionych wiasciwodci Jest pomocna przy konstruowaniu
algorytméw rozwiazywania zadania dualnego. Do takich naleza
CW3 + (W7D

Wiasciwosé funkcji dualnej sformuitowana w (W3) uzasadnia
uzycie w definicji zadania (D) symbolu "min” w miejsce bardziej
ogélnego “inf* Cpor. Dyer C186803). (W4) pozwala na modyfikowanie
zadania dualnego poprzez arbitralne normalizacje mnoznikdw,
ktére prowadza do ograniczonych zbiordéw dopuszeczalnych.

¥ metodach minimalizacji funkcji wypukiych podstawowe
znaczenie ma pojecie subgradientu, ktére jest dcisle zwiazane z
teoria funkcji sprzezonych. Dla funkecji quasi -wypuktych
stworzono analogiczna teorie tzw. funkcji z-quasi-sprzezonych.
Na jej gruncie zdefiniowanoc pojecie quasi-subgradientu, ktdére
uogélnia pojecie subgradientu na klase tych funkcji, Greenberg i
Pierskalla (1873). Jeden z quasi-subgradientdéw funkcji dualnej
ograniczenia zastepczego w danym punkcie mozZna latwo wyznaczydé
na podstawie (C(WSD. Taki wektor wyznacza hiperptaszczyzne
ortogonalna, ktéra dzieli ortant IR': na dwie czedci: w jednej
nie wystepuja mnozniki, dla ktérych wartosé tej funkcji Jest
mniejsza od aktualnie wyznaczonej hCw), a druga zawiera
wszystkie mnozniki majace te wiasciwod$é. Zatem przy poszukiwaniu
mnoznikdéw minimalizujacych fukcje h mozna ograniczyé¢ sie tylko
do drugiej z wymienionych czesci. Dwie dodatkowe charakterystyki
dualnej wartosci optymalnej podane w (W8 i (W7D sa bardzo
pomocne pl;zy konstruowaniu algorytméw rozwiazywania zadania CDD,
Jako 2e wykorzystujac Jednoparametrowa rodzine zbioréw
poziomicowych T(q) sa opisami bardziej geometrycznymi.

3.Prosta metoda quasi-subgradientowa

Algorytm tej metody nasladuje najprostszy schemat
optymalizacji - nierézniczkowalnej. Kolejne przyblizenia
najlepszego mnoznika ograniczenia zastepczego wyznaczane sa
przez przesuniecie sie o zadany wspéiczynnik kroku wzdiuz
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wybranege kierunku. Poniewaz nie Jest wyznaczany w kazdej
iteracji kierunek poprawy dla funkcji dualnej i, co za tym
idzie, nie jest prowadzona minimalizacja w kierunku, to ustalany
Jest zbiezny do zera ciag wspéiczynnikéw kroku o rozbieznym
szeregu. Jako kierunek poruszania sie wykorzystywany jest wektor
przeciwny do quasi -subgradientu w danym punkcie. Test
zatrzymania w przedstawionym ponizej algorytmie jest bardziej
rozbudowany i wymaga rozwiazywania w kazdej iteracji
pomocniczego zadania liniowego. Zadanie dualne rozwiazywane jest
w zmodyfikowanej postaci wykorzystujacej wtasdciwoesé CW4D.

o™ vCD) = min < h(w) : w € F* >,

gdzie F* =< o eR] : ol =1)>

Tak wiec, wyznaczane mnozniki naleza :do wycinka sfery
Jednostkowej. W zwiazku z tym wygodnie Jjest wykorzystywad
w algorytmie kierunki styczne do tej powierzchni w kolejno
wyznaczanych punktach. Uzyskiwane sa one przez rzutowanie
wektora przeciwnego do quasi-subgradientu na odpowiednia hiper-
ptaszczyzne, co dane jest wzorem
d=-g+ (g"we ,

gdzie d oznacza wyznaczony kierunek, a g - quasi-subgradient
funkcji h w punkcie w . Jak wykazal Sikorski C(1988) wektor d
Jest takze quasi-subgradientem funkcji dualnej w punkcie w € F".

Test zatrzymania algorytmu oparty jest na charakterystyce
war tosci v(D) podanej w CW7). W trakcie obliczeAi nie ma
oczywidcie mozliwodci dysponowania peinym opisem zbioru coRCqQ)
dla aktualnie wyznaczonej wartodéci parametru q . W jego miejsce
wprowadzona jest wewnetrzna aproksymacja rozpinana przez zbidr
wczednie]j wyznaczonych wek tor éw przeciwnych do
quasi-subgradientéw. Poniewaz generowany w trakcie dziatania
algorytmu ciag wartos$ci parametru q Jest nierosnacy, to
stwierdzenie istnienia punk téw wspdélnych dla aktualnej
aprcksymacji i stozka —RT pozwala na podstawie (W7D orzec, 2ze
wyznaczona wartogé q = vC(D).

Tak w ponizszym, jak i we wszystkich dalej opisywanych
schematach algorytméw, zbidér rozwiazah optymalnych w zadaniu
(2“)) oznaczany Jjest przez :

Aw) = xeX: CAX-D) =0 1 cx = hCw) > .
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ALGORYTM QS
Krok O : wybierz mnoznik startowy ool e F? » ustal ciag <t,1}
©
taki, 2e “t 0 a Pt =, przyimy 2 =0,
i=4
'qi =® oraz i =1

wyzZnacz x" =] QCwiD ; niech gi =b - Ax1

Krok 1 :
Krok 2 q"‘ﬂ‘ = min (cxi.qi)
krok 3 : Z' :=Z P u<g'y ; Jes1t coZ' n K" =0, to STOP.
T
Krok 4 : niech db = -g* + ¢g Wout . F = atndt i
~f i 1ad =
Krok S : wJ:=max(O.wJ+th) dla j=1,...,m .
Krok 6 : 'l = Z)‘/uo"')‘nl_ ; i:=141 1 wréé do kroku 1

) 2
¥ kazdej iteracji algorytmu rozwiazywane jest =zadanie

zastepcze CZwD dla aktualnego mnoZznika wi . Tworzony ciag (qi>

Jest nierosnacy. a kazdy Jjego element qi = min < cxk
k=1,...,4 > 2 v(D) . Zatem wszystkie wyznaczone rozwiazania
zadann zastepczych xk & T(qi) dla k=1,...,1i . Oznacza to, 2e

wszystkie wektory —gk € R(qj') . A wiec coZ1 & coRquD i

speinienie warunku z kroku 3 pociaga za soba coRCqJ') (2} —R:' = 0.
Zgodnie z (W7D obliczenia moga zostad wtedy przerwane, gdyzZ qi
= vC(D) i zadanie ¢D® zostaie rozwliazane. Sprawdzenie warunku
zatrzymania algorytmu wymaga rozwiazywania pomocniczego zadania
liniowego w kazdej iteracji. Wprawdzie moZna ten proces znacznie
uprodcié¢ korzystajac ze szczegdlnych cech pojawiajacege sie
ciagu zadanh C(patrz Sikorski (1888605, ale w praktyce ten
dodatkowy nakiad obliczent moze ockazad¢ sie zbyt duzy. Mozliwe
Jest wtedy zastapienie powyzszegc testu prostszym heurystycznym
testem np. opartym na pordéwnywaniu kilku kolejnych wartosci
cx".

Wszystkie mnozniki ograniczenia zastepczego wyznaczane w
algorytmie QS naleza do zbioru F-. Kroki 5 i 8, w ktérych jest
to realizowane moga by¢ modyfikowane Cpor. Sikorski (1986)), a
powyzZzej prezentowana ich postaé¢ jest raczej przykiadowa.

Dziatanie algorytmu jest wsparte teoretycznym rezultatem
wykazanym przez Sikorskiego (1988), dotyczacym generowanego
ciagu (q‘l> “

- TWIERDZENIE 1 Jezell zbidr rozwiazah dopuszczalnych w
i
(P> nie jest pusty, to istnieje podeiag {gq Sy zbiezny do

viDd.
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Zaleta algorytmu QS Jjest prosty sposéb wyznaczania
keclejnych przyblizeri rozwiazania zadania C D’? . 2asadnicza Jjego
wada Jjest natomiast ‘“zygzakowanie” poszukiwan, ktére moze
wystepowad w praktycznych zastosowaniach. Powodu je ono
niepotrzebne zwiekszenie liczby rozwiazywanych zadafi zastepczych
bez istotnej poprawy uzyskiwanego oszacowania.

4. Metoda zanikajacego wielodcianu

Schemat tego algorytmu ma =zwiazek =z charakterystyka
wartosci v(D) podana w C(WB). Poniewaz w praktyce obliczeniowej
nie ma mozliwodci dysponowania peinym opisem zbioru R°Cq3 dla
aktualnej wartosci parametru, to wprowadzono jego zewnetrzna
aproksymacje w postaci wieloscianu o skoficzonej liczbie $cian.

Podczas przebiegu algorytmu wyznaciany Jest ciag (qj') » ktéry

speinia warunek r.x1 2 WD) , oraz odpowiadajacy mu ciag
wielosciandw (Mi) . Zastosowanie odpowiedniego mechanizmu
zawezania kolejnych aproksymacji tak, aby N“'ﬂ' < Mi » pozwala
wymusi¢ wzrost wartosci q" .

Zadanie dual ne rozwiazywane Jest w odpowiednioc
zmodyfikowanej postaci:
3 p) V(D> = min < h(wd : w € F* >,

gdzie F‘-<oenz':: floll, =1 > .
1
Tak wiec mnozniki ograniczenia zastepczego wyznaczane sa 2z

fragmentu hiperp:aszczyzny zawartego w nieujemnym ortancie.
ALGORYTM 2ZW
Krok O : wyblerz mnoznik startowy o' e F' ; przyjmj M = F,

q1=oo oraz {1 =1

Krok 1 : wyznacz x‘l € (x«»") ; niech g‘ =b - Ax1

Krok 2 : '™ := min cext.qbd

krok 3: M =M T acveF : vl <o0>.

Krok 4 : Jjezeli intM' = 8 , to STOP , a jedli nie, to wyznacz
;‘l € 1nt.M1 s
14 ~t _

Krok 5 : = w ; i:=i+1 41 wréé do kroku 1 .

¥ kazdej iteracji algorytmu rozwiazywane jest w kroku 1
zadanie zastepcze (Zm) dla mnoznika u‘t. Poniewaz ciag <q1) ma

takie same wiadciwodci jak w algorytmie QS, to wszystkie wektory
-gk € chi) » dia k=1,...,i . A zatem R°(q1) nF < 1ntM“' »
gdzie M"‘ = ¢ veF : v’gk <= 0 dla k=1,...,1i > . Na tej

podstawie warunek .lnu!" = © pociaga za soba R°(q1) =0 |i
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zgodnie z (W8> mozna orzec, 2Ze qi = v(D) . Sprawdzenie warunku

zatrzymania w kroku 4 moze by¢ realizowane poprzez rozwiazanie
pomocniczego zadania liniowego (patrz Dyer (18803). W przypadku,
gdy nie jest on speiniony, to samo zadanie pozwala wyznaczyd
punkt z wnetrza Mi Réz2ne warianty algorytmu ZW moga powstawad w
wyniku stosowania réznych sposobdw wyznaczania tego punktu.
Sciany wieloscianu M naleza do hiperptaszczyzn

ortogonalnych do quasi-subgradientéw gk . W i-tej iteracji

algorytmu ZW odrzucane sa takie mnozniki v , dla ktdérych v'gi
2 O . Poniewaz z konstrukcji zadania (Zw) wynika, ze witgi =z 0,
to zgodnie z wiasciwoscia gi podana w CWS) oznacza to
odrzucenie takich v , dla ktérych hCw = h(wib

Z rezultatu udowodniocnege przez Dyera (19800 dla nieco
bardziej rozbudowanej wersji algorytmu zanikajacego wieloscianu

wynika zbiezno$é schematu 2ZW.

TWIERDZENIE 2 Jezell 2zbidér rozwiazan dopuszczalnych w
CP> nie jest pusty, to algorytm ZW zostanie zatrzymany w pewnej
i
iteracyi 1, dla q ' = wD

Przy wykorzystaniu algorytmu 2ZW liczba hiperptaszczyzn,

ktére potrzebne sa do opisu wielosciandw M‘l ,» roS$nie wraz z'

liczba wykonanych iteracji. Powoduje to wzrost nakladéw
obliczeniowych koniecznych do wyznaczenia kolejnych mnoznikdw,
gdyz rodénie rozmiar pomocniczych zadari liniowych. Jest to
zasadnicza wada tego algorytmu. Jego 2zaleta, w pordwnaniu 2z
algorytmem QS, jest dysponowanie coraz peitniejsza informacja o
funkcji dualnej w miare kontynuowania obliczeri. Informacja
zbierana jest w formie wielodciennej aproksymacji zbioru
Rotqj’). na podstawie ktérej wyznaczane sa kolejne mnozniki. W
algorytmie QS wyznaczane sa one w oparciu o lokalna informacje
zawarta ‘w quasi-subgradiencie, przy arbitralnie przyjetym
wspéitczynniku kroku.

S. Metoda elipsoidalna

Jak dotad brak jest efektywnego kryterium pozwalajacego
ograniczaé¢ nadmierny wzrost liczby $cian (w czesci nie
aktywnychd aproksymacji budowanych w algorytmie ZW. Pordéwnanie
sformutowarh zadafh czw> i (D> z definicja zbioru R°Cq) prowadzi
do stwierdzenia, zZe R°Cq) ={ v e IR': : hCv) < g > dla gq > v(Dd.
Zatem aproksymacja dotyczy zbioréw poziomicowych funkcji
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dualnej. Majac do dyspozycji odpowiedniki subgradientéw mozna
prébowad, przez analogie z metodami optymalizacji
nierdzniczkowalnej, zastosowad aproksymacje elipsoidalne w celu
unikniecia niedogodnosdci zwiazanych - aproksymac jami
wielosciennymi.

Algorytm prezentowany ponizej opiera sie na podstawowym
schemacie metody elipsoidalnej dla rozwiazywania ukiaddw
nierdwnog¢ci liniowych podanym przez Blanda i innych <C18981).
Rozwiazywane jest zadanie (D) a  =zawezony zbidér mnoznikdw
dopuszczalnych

FP =< weR": llol, <1 >
+ LQ
stuzy do okredlenia kuli, ktéra, Jako szczegédlny przypadek

elipsoidy, ustalana jest w pierwszej iteracji rozpoczynajacej
dziatanie algorytmu. Zachowany jest mechanizm z algorytmu 2V,
ktéry pozwala wyznaczaé coraz wieksze wartosci .qi przy
wykorzystaniu wiasciwosci wektordéw gl .Natomiast w miejsce
wielosgci andw Mi wprowadzono elipsoidy opisane nieosobliwymi
macierzami 'B" 1 dérodkami «*

E' = ¢ v e ®" : come>TeBb Mev-ul> 1> L
W i-tej 4iteracji algorytmu przez <&rodek elipsoidy Ei
prowadzona jest hiperptaszczyzna odcinajaca, ortogonalna do
wektora a‘j . Nastepna zawezona aproksymacje stanowi najmniejsza

elipsoida zawierajaca zbidr punktéw < v e E"‘ 5 vTai = wi a" >

Macierz definiujaca elipsoide E.'tﬂ' oraz jej sSrodek dane sa
wzorami :

Cwz1d 81 = srBl-ocntalscatal>Tcal Blaly: |

wj‘+1 = w1 + TB a /(al B"aj‘)° i N

gdzie & = m°Am’-1> , o = 24AmHDd a 7T = 1./Cm+D
Wykorzystanie wylacznie quasi-subgradientéw funkcji dualnej
do generowania hiperpitaszczyzn odcinajacych mogioby prowadzié do
naruszenia warunku (o‘t e R': . Nalezy zatem wprowadzié, tak jak
zaproponowa: Grétschel 1 inni (19800, dwolista postaé wektora

a". ktéra zalezy od speitnienia warunku dopuszczalnogci. Jezeli

ui = IR': » to przyjmuje sie, ze:
e

Wz :
Sniu Tty

gdzie I' = ¢ § . mf, 0.5 % e; = [0,...1,..,0] € R” 1 dla

J-tej wspéirzednejd, aJ 2 0 1 co najmniej jeden wspédiczynnik
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aJ > 0 . Natomiast jezeli aktualny mnoznik wi € R': FEl - |

przyjmuje sie, ze ai = -gi » 2zgodnie =z podstawowa idea

postepowania. Schemat algorytmu elipscidalnego dla rozwiazywania

zadania (D> jest nastepujacy.

ALGORYTM EL

Krok O : wyznacz mi . 31 tak, aby F® ¢ E‘t ; przyjmij q = o
craz .1 = 1.

Krok 1 : Jezeli «' « BT , to przyjmij a' zgodnie z Wz 1
idZz do kroku 4.

Krok 2 : wyznacz x1 eQCu“‘) ; niech ai = Axi e -

Krok 3 : - qt*1 .= min cext.qbd

Krok 4 : ' wyznacz Biﬂ' i 0"'+1 zgodnie z C(WZ1D ; {:=i+1 i
wréé do kroku 1.

Takze w powyZszym algorytmie, w kazdej iteracji
rozwiazywane jest =zadanie =zastepcze dla aktualnego mnoznika.
Dostarcza ono nowej wartosci progu qi oraz pozwala
skonstruowad hiperptaszczyzne odcinajaca czesd biezacej
elipsoidy. Odrzucane sa te punkty z E"' » ktére nie naleza do D?':
lub nie naleza do zbioru poziomicowego < v : hCw) < q- >

W startowej iteracji algorytmu przyjmuje sie najczesdciej

Bl =rl , gdzie I jest macierza jednostkowa mxm, a P Jest

dostatecznie duze, 2eby F® < 51 . Przyjecie np. w§ =1 , dla
J=1,...,m , ocraz r 2 m pozwala osiagnac¢ te inkluzje.

Z wiadciwosci (W3) wynika, 2e istnieje kula domknieta
K(;;s) (o $rodku w punkcie v i promiemiu £ > 0> taka, ze
KCU;8> € < v € F° : hCvd = vCDD > . Poniewaz F® c E' , to ze
sposobu konstrucwania kolejnych elipscid wynika, 2e { v € E® .
hCvd = V(D) > ¢ E"' dla wszystkich 1 . Powy2Zsze dwie inkluzje
pozwalaja odniedé ogdlne twierdzenie o zbieznosci metod
elipsoidalnych podane przez Blanda i innych (1981) do algorytmu
EL.

TWIERDZENIE 3 ¥ ciagu {q"> wyznaczanym w algorytmie EL

i
istnieje element q ° = vc

Zaleta algorytmu EL jest to, 2e wykorzystywana jest pewna
globalna informacja o funkcji dualnej przechowywana w postaci
elipsoid, a jednoczednie nie wzrasta nakiad obliczenn w kolejnych
iteracjach.

Algorytm EL mozZna zmodyf i kowad wprowadza jac hiper-

-piaszczyznq odcinajaca, ktéra nie przechodzi przez sSrodek
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elipsoidy. Jest to tzw. giebokie odciecie (por. Bland i inni
€1981)), ktdére moze poprawiaé zbiezno$éé metody. Wymaga to
Jedynie zmiany wzoréw dla wyznaczania parametréw 6,0 i T w
CWZ1); Sikorski (1988).
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