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2. Problemy optymalizacji 
i algorytmy ich rozwiązywania 
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Analiza probabilistyczna wybranych klas 

binarnych zadań załadunku 

Krzy sztof Szkatuła 

Instytut Badań Systemowych PAN 

01-447 Warszawa, ul. Newelska 6 

W pracy rozważono wybrane podklasy zadań 

załadunku na minimum i maksimim . Pokazano, 

że tak zwane algorytmy zachłanne uzyskują 

dla zadań o dużych rozmiarach rozwiązania 

bliskie do optymalnego z prawdopodobień

stwem dążącym do jedności. 

1 • Wprowadzenie 

Rozpatrzmy pare binarnych zadań załadunku: 

n n . 
~MAX(n)=max{ 1: c.x. j 1: a .x. :.b(n),x.=O · albo 1, i=1, ••. ,n} 

i=1 i i i=1 i i i 

( 1 ) 
n n 

.;:MIN(n)=min{ - 1: c.x; I 1: a.x. ~d(n), x.=O albo 1, i=1, .•• ,n} 
1~1 i i i=1 i~ i 

(2) 

Zakładamy, że c 1 ,a 1 >O, -i=1, ••• ,n, b(n),d(n) a:O. 

Są to ważne zadania optymalizacji dyskretnej, o dużym 

znaczeniu przy rozwiązywaniu problemów praktycznych [2] . 

Istotnym poler.i' zastosowań ( 1) lub (2) są różnorodne relaksa-

- cje i podzadania wielu ważnych zagadnień praktycznych takich 
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na przykład jak zadania szeregowania prac lub inne zadania 

występujące na przykład w elastycznych systemach produkcyj ~ 

nych. 

Pomimo swojej prostej postaci (1) i (2) są NP-trudn~i 

zadaniami optymalizacji dyskretnej [1]. Oznacza to koniecz

ność używania do rozwiązywania zadań praktycznych algoryt

mów przybliżonych. Szczegó lne znaczenie spośród nich mają 

algo rytmy zachłanne. 

Dla zadań (1 ) i (2) dz.i.ałanie algorytmów zachłannych 

mo ż e być przedstawione w następującej postaci: 

Bez utraty ogólności można założyć, że dla (1) współ-

tak, aby 

i=2 , •• • ,no 

Ci-1 Ci . -a-- ~-, 1=2, • • • ,n, 
i-1 ai 
Przyjmujemy na 

czynniki zadania są posortowane 

oraz w przypadku (2) ·: Ci- 1 :a ci , 
ai- 1- ai 

początku pracy a lgorytmów; s=0 , z=0 , xi =O, _ i=1,.,. ,n . Dalej 

rekurencyjnie dla i=1,2, • •• ,n ustalamy 

s:=s +ai , z :=z +ci, X. : =1 
l. 

j eśli 

dla zadania ( 1 ) 

s + ai ii: b (n) 

dla zadania (2) 

s+ai:ad(n) 

w przeciwnym przypadku s : =s, z :=z, x.=0. 
·l. 

Jeśli stosowaliśmy algorytm zachłanny do zadania (1) to, 

g MAX (n) =z jest wartością funkcji celu uzyskanego rozwiąza

nia . W przypadku zadania (2) gMIN(n)=z jest wartością uzy

s kanego rozwiązania. W przypadku zadania (1) algorytm za

ch łanny zawsze uzyskuje rozwiązanie dopuszczalne zadania . 

Dla (2) tylko w przy padku jeśli zbiór rozwiązań dopuszczał-
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n 
nych zadania jest niepusty (Ea. ~d(n)), 

i=1 1 

Przykłady 
n n -

zMAX(n)=max{2px.+ E qx1 lpxi+ E qx. ~q, x.=O albo 1 , 
1 i=2 i=2 1 1 

i=1 ,, •• , n} 

qMAX(n)=2p, Jeśli q >2p, to wtedy zMAX(n)=q 

n n 
zMIN(n)=min{pxi+ i: 2qx . lpxi+ i: qx. ~ q, x.=O albo 1 , 

. i=2 1 i=2 1 1 

i=1, ••• ,n} 

gMIN (n) =p. Jeśli p > 2q, to wtedy zMIN (n) =2q . 

Przyjmując 

gMAX(n) 

ZMAX(n) 

odpowiednie wartości . p i q można ilorazy 

ZMIN (n) 
(w przypadku zadania (1)) lub --..,..-.,.. (dla (2)) 

gMIN (n) 

uczynić dowolnie małymi . Oznacza to, że w tak zwanym ·najgor

szym przypadku algorytmy za~hłanne zachowują się dowolnie 

tle (to znaczy, że dla każdego n istnieje zadanie dla któ

rego te -ilorazy mogą być mniejsze od dowolnie małej wartości 

E: >o) • 

Lemat. 1 I 4 l 

Jeśl i 
n 

d(n)= E a. -b(n), to wtedy 
i=1 1 

n 
zMAX(n)= _J: .1ci -zMIN(n) 

i = 

o~ ZMAX (n) - g'MAX (n) ~ gMIN (n) - ZMIN (n) 

Liniowe relaksacje zadań (1) i (2) mają następującą postać: 

n . . n 
zMAX(nt=max { E c.x, I E a.x. ~b(n), O ~x1. ~1, i=1, • • • ,n} 

i=1 1 1 i=1 1 1 

n n 
zMIŃ(n)=min { J: c.x, I i: a . x. ii:d(n), O ~x1. ~1" i=1, • •• ,n} 

i=1 1 1 i=1 1 1 

(3) 

(4) 
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c ·. 
jedli ..2: > ;\, 

ai 
w przeciwnym przypadku 

je,śli 

w przeciwnym prżypadku 

n n 
sn ( ;\.) = E a. ( ;\, ) , z ( ;\,) = E c. ( ;\,) 

i=1 l. · n i=1 1 

a, (;\,) = 
, . {ai 

l. o 

jeśli Ci :a;\, 
ai 

w przeciwnym przypadku 

{
C. 

C '. ( ;\,) = l. 
l. o 

C. 
feśli ..2::. ;\, 

ai 
w przyciwnyrn przypadku 

n - n 
s'(;I.)= Ea'.(;\), z'.()d= E c'.(;I.), i=1, ••• ,n. 

n i=1 l. · l. i=1 l. 

Wtedy zadani~ dualn~ do (3) i (4) mogą być zapisane w nastę

pującej postaci: 

$MAX{n) = min{z (;\,)+;\,(b(n)-s (;\, ))} 
;\,;: O n n _ 

rj,M IN(n} = max{z' (;\,)+;\,(d(n)-s ' (;\,))} 
;\,;: O n n 

Lemat 2 [3,4] 

1) Jeśli istnieje ;\,n takie, że sn(;\,n) ~b(nl, -to wtedy 

+;\, (b(nl -s (;\, )l n , n n 

2) Jeśli istnieje ;\,~ takie, że s~(;\,~) ,:dfn) - to wtedy 
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z'(A')+A'(d(nl-s'(>,'))<4> (n) <z' (n) <z ( :, 
n . n n n . n - MIN - MIN - MIN 

2 . Analiza probabilistyczna zadań (1) i (2) 

Dla przeprowadzenia analizy probabilistycznej niezbędny 

jest probabilistyczny model zadania_. Aby go sformułować za

łożymy, że ai' ci są realizacjami wzajemnie niezależnych 

zmiennych losowych (w.n,z . l.) Ai' Ci z dystrybuantami 

Gi(x)=P{Ai <x}, Hi(x)=P{Ci <x}, , i=1,, •• ,n. Zakładamy także, 

że w.,n.z.l. · Ai, Ci są określone na (0,1]. Wtedy wszystkie 

zależne od ai, ci wielkości stają się również realizacjami 

odpowiednich z .l ., zmienne te dla odróżnienia od ich reali

zacji będziemy oznaczać dużymi literami. 

Dla dwóch nieskończonych ciągów liczbowych Un' Vn bę

dziemy pisać 

1 ) u ~V jeśli limlv -v I =O 
n n n->-00 n n 

u 
2) ::; V jeśli 

n u vn ~ 1 ,. n n 

Skrót a.s. (almost surely) oznacza, że zdarzenie . losowe za

chodzi prawie na pewno to znaczy, wszędzie za wyjątkiem być 

może zbioru miary O. 

Twierdzenie 1 [ 3] 

Jeśli istnieje An takie, że 

oraz 

n 
E(S (A))= l: 

n n i=1 

1/An _/:'"'2--:-:-
f x[1-H .(h)]dG . (x)=b(n)- Y ~ o · i i rr- (5) 
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1 
b(n) •A -O, to wtedy 

n 

a.s. (6) • 
Dla określonej założeniami Twierdzenia klasy probabilistycz-

nych z~dań (1) algorytm zachłanny jest asymptotycznie opty

malny prawie na pewno. 

Rozpatrzmy teraz zaburzone zadanie (1) 

n n 
zMAX(n) .=max{ i: c .x. I i: aix. :as (X ), x.=O albo 1, i=1, ... ·,n} 

i=1 l. l. i=1 l. n n l. -

gdzie zaburzenie prawej strcny ograniczenia jest równe 

Twierdzenie 2 (3) 

Jeśli zachodzi (5) oraz b (n) ., O, to wtedy 
An 

a.s. • 
Z Twierdzenia 2 wynika, że gdy spełnione są _je_go założenia, 

to zaburzenie dąży do zera wraz z n dążqcym do nieskończo

ności prawie na pewno, 

Twierdzenie 3 (4) 

Jeśli istnieją A' - n' tak-ie, że 

_ n - 1 
E(S'(A'))= l: / xHl..(>.nx)dGi(x)=d(n)+r(n) 

n n i=1 O 

oraz 
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d(n) ~O(r2 (n)), r(n)::: +oo 

to wtedy 

a,s, (7) 

• 
Z Twierdzenia 3 wynika, że przy spełnieniu założeri rozwiąza

nie zachłanne dąży do rozwiązania optymalnego zadania (2) 

prawie na pewno. 

3. Przykład 

Niech Gi (x), Hi (x), i=1, •• . ,n, mają rozkład równomierny 

na (0,1], to znaczy 

Gi (x) = Hi (x) = x, 0 <X:. 1, 

1) Jeśli O< b(n) :.¾ n, to wtedy 

przy spełnieniu założeń Twierdzenia 1, założenia Twierdzenia 

2 są spełnione tylko wtedy, kiedy 

b(n) =O(ln) 

- 2) Jeśli ¾n< b(n) :.½n, to wtedy 

i - tylko założenia Twierdzenia 1 są spełnione. 

3) Założenia Twierdzenia 3 są spełnione jeśli b(n)=O(n213 ) 

oraz r(n)=O(łn ) i wtedy 

2 
E (Z, (A,)) ~ l ~ 

n n 2 n 
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4, -Podsumowanie 

Założenia Twierdzenia .1 i 3 wyodrębniają dość szerokie 
/ 

klasy 'losowych binarnych zadań załadunku , dla których algo-

r y tmy zachłanne uzyskują rozwiązania bliskie optymalnym pra

wie na pewno . Oznacza to, że w tak zwanym średnim przypadku 

algorytmy zachłanne wykazują diametralnie odmienne od naj-

gorszego przypadku zachowanie . Oczawiście należy zachować 

ostrożność pr_zy wyciąganiu wniosków praktycznych , gdyż mode

le probabilistyczne nie zawsze ·są adekwatnym opisem zadań 

rzeczywistych. 

Bardzo ciekawą interpretacje mają wyniki Twierdzenia 2 . 

Mianowicie~ przy spełnieniu założeń Twierdzenia, dla klasy 

losowych binarnych zadań załadunku z .asymptotycznie zerowo 

zaburzoną prawą stroną ograniczenia algorytmy zachłanny i 

progowy uzyskują zawsze rozwiązanie optymalne ;· równe są też 

wartości rozwiązań optymalnych zadania ,dyskretnego i jego 

ciągłej relaksacji . 

z Twierdzenia 1-3 wynika, że _ funkcje rzeczywiste 

E(Zn(An)l i E(Z~(A~)) są dobrymi przybliżeniami tak rozwią

zań optymalnych jak progowych i zachłannych dla zadań (1) 

i (2) , Wykazują one w postaci funkcyjnej zależność tych r9z

wiązań od rozmiaru -zadania (n), prawej strony ograniczenia 

(b (n) lub d (n)) oraz w niejawnej postaci Od _ rozkładów pro

babilistycznych zmiennych 1osowych opisujących współczynniki ·· 

funkcj·i celu i lewej strony Ograniczenia . 

Przeprowadzono eksperyment obliczeniowy, w którym ,wspói~ -
. . . 

czvnniki funkcji celu i lewej strony ograniczenia były gene-
... . '· . . . . ·. 

rowane losowo z rozkładem równomiernym w prz~dziale J0,1] ~ 
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Uzyskane wyniki potwierdzają dla zadania (1) asymptotyczną 

optymalność algorytmu progowego, przy czym zbieżność jest 

·szybka już dla zadań o stosunkowo niewielkich rozmiarach 

(kilka tysięcy zmiennych). Eksperyment obliczeniowy potwier

dził również dobre zachowanie algorytmu progowego dla klas 

zadań nie opisanych założeniami Twierdzenia 1 , 
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