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Analiza systemow przestrzennych: wybrane zagadnienia

V. Metody teorii grafow i heurystyki kombinatoryczne

Barbara Mazbic-Kulma i Krzysztof Sep

V.1. Wstep

Rozmaito$¢ zagadnien, ktorych modele matematyczne sg problemami opty-
malizacji kombinatorycznej lub kombinatorycznymi problemami decyzyj-
nymi, doprowadzita do poszukiwania algorytmow, stuzacych do ich doktad-
nego lub przyblizonego rozwigzywania (Cormen, Leiserson, Rivest, 1997;
Cowen, 1998; Corte, Vygen, 2000; Jukna, 2001; Lund, Yannakakis, 1994;
Motvani, 1992; Vazirani, 1997; Williamson, 1999). Zazwyczaj zadania
decyzyjne sg problemami sformulowanymi w postaci zapytan, na ktore
mozna udzieli¢ odpowiedzi tak lub nie, czyli podja¢ decyzje. W problemach
kombinatorycznych, zwlaszcza w ich praktycznym zastosowaniu, istotna
jest kwestia efektywnego ich rozwiazania, przede wszystkim z punktu
widzenia czasu obliczen. Najbardziej zasadnicze pytanie, jakie si¢ nasuwa
to, czy dla rozwazanego problemu istnieje jakikolwiek rozwigzujacy go
algorytm. W zastosowaniach praktycznych jest to szczegolnie istotne, gdyz
nie wystarczy nam stwierdzenie, ze jaki$ problem jest obliczeniowo trudny,
lecz musimy jeszcze zaproponowaé sposob rozwigzania tego zadania,
uwzgledniajac ograniczenia czasowe, jak rowniez zadana doktadnos¢.

W niniejszym rozdziale przedstawimy zatem algorytmy wspomagajace po-
dejmowanie decyzji w konkretnych praktycznych zagadnieniach. W ostat-
nich latach zmiany na rynku przewozowym zaostrzyty walke konkurencyjna
pomiedzy przewoznikami i przyczynily si¢ do rozwoju systemoéw transpor-
towych. Stad tez przedstawione w koncowej czesci rozdziatu zastosowania
zaprezentowanych algorytméw dotycza gtdéwnie zagadnien transportowych.

V.2. Podstawowe pojecia

Dla dalszych rozwazan wprowadzmy teraz pewne podstawowe pojecia teorii grafow
(Berge, 1989; Wilson, 1996).

V.2.1. Graf

Graf jest para G = (V, E), gdzie V jest a niepustym zbiorem wierzchotkow, a
E jest zbiorem krawedzi. Kazda krawedz jest parg wierzchotkow (v;, v;)
takich, ze v;# v,.
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Rys. V.1 Przyktadowy graf Rys. V.2 Graf pelny

Zrodto: opracowanie wlasne

Dwa wierzchotki grafu G=(V, E) sa incydentne jezeli dla v;,v,€V mamy
vz} eE.

Graf G(V, E) nazywamy pelnym jezeli kazde dwa wierzcholtki v,,v,eV, i# j,
sg ze sobg incydentne.

Podgraf gratu G = (V, E) jest grafem G'= (V', E"), gdzie V'V i E'CE takim,
ze dla kazdego ec E i e={v,,v,} jezeli v;,v; eV’ to eckE".

Drogg(scietkq) w grafie G = (V, E) z wierzchotka s do wierzchotka ¢
nazywamy ciag wierzchotkow {v,, ... , v,} taki, ze: {s,v;} €E, {vi, vir;} €E
dlan=1, 2, ..., n-1, {v,,t} €E.

Graf G = (V, E) nazywamy grafem spojnym, jezeli dla kazdych dwoch
roznych wierzchotkdw istnieje droga taczaca te wierzchoftki.

Klikq (podgrafem petnym) Q =(V,, E,) w grafie G = (V, E) jest graf taki, ze
V,.cV 1 E,cE oraz kazda para wierzchotkow v,, v,€V, spetnia warunek
v ek,

Maksymalng klikg nazywamy klike¢ Oy =(V,, E,) w grafie G = (V, E) taka, Ze nie
istnieje wierzchotek ve V1 veV, taki, ze Q'=(V", E’) jest klika, gdzie V=V U {v} i
E'CF 1 gdzie kazda para v,, v, V' wierzchotkdw spetnia warunek {v;, v,} €E"
Struktura hub-and-spoke (O’Kelly, 1987; O’Kelly i Bryan, 2002) to graf
H=V, v Vy ,E) w ktérym niepusty podzbior V), wraz z odpowiednimi
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krawedziami wyznacza graf pelny. Kazdy wierzchotek z podzbioru V; ma
stopien 1 i jest potaczony z doktadnie jednym wierzchotkiem ze zbioru V.

Rys. V.3 Przyktadowy graf Rys. V.4 Podgraf petny grafu z Rys. V.3

Zrédlo: opracowanie wlasne

Rys. V.5. Przykiad struktury typu hub-and-spoke
Zrodto: opracowanie wiasne

W celu uzyskania struktury typu hub-and-spoke proponujemy nastgpujace
podejscie:
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Niech G(V, E) bedzie rozwazanym grafem.

1. Znajdujemy pokrycie niezaleznymi, rownomiernymi klikami A;(V;, E)), ...,
Ap(Vy Ey) spetiajacymi warunki: V; o... oV, =V i Vin..nV, =,
gdzie m jest liczbg klik.

2. W kazdej klice A; wybieramy doktadnie jeden wierzchotek y; o
najwyzszym stopniu w grafie G'( \Vi v {y;},E\E; ) — kazdy wierzchotek
¥ jest nowym hubem.

3.Laczymy kazdy hub ze wszystkimi wierzchotkami z kliki do ktorej ten
hub nalezy.

4.t aczymy huby kazdy z kazdym.

Strukturg typu hub-and-spoke uzyskujemy poprzez wybranie z kazdej kliki
wezta 0 najwyzszym stopniu w danej klice.

V.2.2. Hipergraf

Hipergrafem nazywamy par¢ uporzadkowang H=(X,F), gdzie X jest
niepustym, skonczonym zbiorem wierzcholkéw, a F jest niepusta rodzing
r6znych podzbioréw zbioru X spetniajacych warunek:

U f=x.
feF !
F nazywamy zbiorem hiperkrawedzi hipergrafu.

Stopniem wierzchotka hipergrafu nazywamy liczb¢ hiperkrawedzi, do
ktorych ten wierzchotek nalezy.

Gwiazdg wierzchotka x nazywamy zbior wszystkich hiperkrawedzi, do
ktorych ten wierzcholek nalezy.

Bazg wierzchotkowg lub Transwersalg Tr hipergratu H=(X, F), nazywamy
podzbior zbioru wierzchotkéw TrcX taki, ze dla kazdej hiperkrawedzi f
istnieje wierzchotek x eTr taki, ze x &f.

Dowolny zbior wierzchotkow T,,,;, takich, ze jezeli T,,;, jest transwersala, a zaden

podzbioér 7,; nie jest transwersalg nazywamy transwersalg minimalng ze
wezgledu na inkluzje ub transwersalg minimalng.
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Dowolny zbior wierzchotkoéw T, takich, Ze jezeli T, jest transwersalg, taka ,ze
kazda transwersala ma moc nie mniejsza niz 7,, nazywamy transwersalg
minimalng ze wzgledu na moc lub transwersalg najmniejszqg.

Problem najmniejszego zbioru testow polega na znalezieniu dla danej
funkcji n—argumentowej takiego podzbioru zbioru argumentoéw, aby funkcja
byta dobrze okreslona dla catej przeciwdziedziny.

Twierdzenie V.1. Problem najmniejszego zbioru testow jest NP trudny
(Btazewicz, 1988).

Twierdzenie V.2. Problem najmniejszego zbioru testow mozna, przy
pomocy algorytmu o zlozonosci wielomianowej, sprowadzi¢ do problemu
najmniejszej transwersali w hipergrafie (Blazewicz, 1988).

Z Twierdzen V.4 1 V.5 wynika, ze problem najmniejszej transwersali w
hipergrafie jest NP trudny.

Obecnie znane sg tylko algorytmy o ztozonos$ci co najmniej wykladniczej
rozwigzujace problem najmniejszej transwersali w hipergrafie (Eiter i
Gottlob, 1995; Slavik, 1996).

V.3. Algorytmy wyznaczania najmniejszej transwersali w hipergrafach
Omowimy trzy algorytmy znajdowania minimalnej transwersali: algorytm
doktadny — backtrackingowy, oraz dwa algorytmy aproksymacyjne:
algorytm Lovasza-Johnsona-Chvatala (Johnson, 1974; Lovasz, 1975;
Chvatal, 1979) i algorytm MSBT.

V.3.1. Algorytm doktadny

Opiszemy teraz algorytm doktadny, znajdujacy minimalng transwersalg w
zadanym hipergrafie, i przedstawimy jego $rednig ztozonosc¢ obliczeniowa.

Zasada dziatania algorytmu dokiadnego

Algorytm dokladny jest algorytmem z nawrotami (backtrackingowym), w ktérym
zastosowano wybor zmiennych wedtug porzadku leksykograficznego.

W algorytmie doktadnym zastosowano strategi¢ pelnego przeszukiwania w
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glab. Dzi¢cki metodzie z nawrotami tworzenia drzewa przeszukiwania
unikamy wielokrotnego tworzenia takich samych weztow, czyli tych samych
podzbiorow.

Pelne drzewo bactrackingowe dla n-wierzchotkowego hipergrafu bedzie
miato 2"-1 weztow. Algorytm z nawrotami dla hipergrafu H=(X, F) dziata
nastepujaco (Sapiecha, 1993; Sapiecha i Sapiecha, 1994):

Tr:=X;
V:=X;
procedure BT (V)
begin
for aeV wybrany w porzadku leksykograficznym do
if V\{a} jest transwersala hipergrafu H then
begin
if Card(V)\{a}<Card(Tr) then
Tr:=V\{a};
BT (V\{a});
end;
return Tr;
end;

Rys. V.6 pokazuje przykladowe drzewo backtrackingowe dla szeScio-
wierzchotkowego hipergrafu.

¢ ¢ € 9D ¢ G G O B Gl A G A\ ¢
& & obd OOAO & B 66 66 & Hd & &
5 3 Y O i A I

Rys. V.6. Drzewo backtrackingowe dla n=6
Zrédto: opracowanie wlasne

Aby przedstawi¢ zasade dzialania algorytmu =z nawrotami (back-
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trackingowego) rozwazmy hipergraf o czterech wierzchotkach: I, 2, 3, 4 1
trzech hiperkrawedziach: {/, 2}, {2, 3, 4} 1 {3}.

Macierz incydencji tego hipergrafu bedzie miata posta¢ (Tabela V.1):

hiperkrawedz
wierzchotek 12 3 234
1 X
2 X X
3 X X
4 X

Tabela V.1. Przyktadowa macierz incydencji hipergrafu. Znak x oznacza, ze
wierzchotek nalezy do hiperkrawedzi.

Rys. V.7. Hipergraf przedstawiony w Tabeli V.1

Zrodto: opracowanie wiasne

W przypadku hipergrafow zbudowanych z wigkszej liczby wierzchotkow i
wiekszej liczby hiperkrawedzi macierz incydencji bytaby, ze wzgledu na
rozmiary, nieczytelna, na przyktad dla /0 wierzchotkow liczba wszystkich
mozliwych hiperkrawedzi wynosi 10° — 1 = 1023 co nawet dla 1/10 liczby
hiperkrawedzi powodowaloby, ze rozmiary takiej macierzy bylyby znaczne,
dlatego dla wigkszych hipergraféw proponujemy inny zapis:

fir 1,2

S 3

f31 2,3,4

gdzie f; — jest i-ta hiperkrawedzig, a liczby po dwukropku oznaczajg numery
wierzchotkow nalezacych do hipekrawedzi. Zapis taki jest bardziej zwiezty.

Zadanie polega na znalezieniu najmniejszego zbioru wierzchotkoéw, w kto-
rym dla kazdej hiperkrawedzi bedzie istniat przynajmniej jeden nalezacy do
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tej hiperkrawedzi wierzchotek. Takim zbiorem co do incydencji z hiper-
krawedziami jest na pewno zbidr {/, 2, 3, 4}, czyli jest on transwersala
zadanego hipergrafu. Pojawia si¢ jednak pytanie czy istnieje podzbior tego
zbioru, ktory réwniez jest transwersalg. Mamy do rozpatrzenia cztery
podzbiory trzyelementowe: {2, 3, 4}, {I, 3, 4}, {I, 2, 4}, {I, 2, 3}.
Kontynuujac wybieranie podzbioréw powinniémy uzyska¢ ich 27 = 6.
Odrzucajgc zbior pusty mamy /5 mozliwosci.

Na Rys. V.8 pokazujemy drzewo bactrackingowe utworzone dla zadanego
wyzej hipergrafu przy permutacji wierzchotkow 7F=(1 2 3 4).

Rys. V.8

Zrodto: opracowanie wlasne

Czarnym kolorem zaznaczono liScie, ktore nie sa juz transwersalami.
Uzyskalismy trzy transwersale bgdace lis¢mi drzewa bactrackingowego: {2,
3}, {1, 3} 1 {1, 2, 3}. Najmniejsze transwersale to, zatem: {2, 3} i {/, 3}.
Transwersala {/, 2, 3} nie tylko nie jest najmniejsza transwersala, ale takze
nie jest minimalng transwersala, gdyz transwersale {2, 3} i {/, 3} sa pod-
zbiorami transwersali {/, 2, 3}. Pojawia si¢ tu dodatkowy ciekawy problem
wygenerowania wszystkich minimalnych transwersal hipergrafu.

Problem znalezienia najmniejszej transwersali jest problemem NP-trudnym.
Ztozono$¢ pesymistyczna problemu dla dowolnego n-wierzchotkowego
hipergrafu jest rzedu 2". Ztozono$¢ pesymistyczna algorytmu z nawrotami
(backtrackingowego) wynika z faktu, ze aby znalezé najmniejsza
transwersale w hipergrafie, trzeba wygenerowa¢ wszystkie transwersale,
liczba wszystkich transwersal w hipergrafie w pesymistycznym wypadku
jest rzedu liczby niepustych podzbioréw zbioru wierzchotkow, tj. 2" - 1.

Ztozono$¢ optymistyczna algorytmu doktadnego jest rzedu O(n). Wystepuje
ona wtedy, gdy caly zbior wierzchotkéw jest minimalng transwersala, zatem
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do sprawdzenia jest tylko n podzbioréw zbioru wierzchotkow.
V.3.2. Algorytm aproksymacyjny Lovasza — Johnsona — Chvatala

Algorytm Lovdsza—Johnsona—Chvatala jest algorytmem zachtannym - w
kazdym kroku wybiera wierzchotek pokrywajacy jak najwiccej
hiperkrawedzi. Stosujac algorytm Lovdsza—Johnsona—Chvatala zaktadamy,
ze w zbiorze wierzchotkow pokrywajacych hiperkrawedzie powinny
znajdowac si¢ te wierzcholki, ktore pokrywaja najwigcej hiperkrawedzi.

Zasada dziatania algorytmu

Niech funkcja deg(x) oznacza stopien wierzchotka x, a F(x) bedzie gwiazdg
wierzchotka x. Algorytm aproksymacyjny Lovdsza—Johnsona—Chvatala dla
hipergrafu H=(X, F) dziata w nastgpujacy sposob:

procedure LV (H)

begin
Tr:=J;
V:i=X;
E:=F;
while (E*J) do
begin
wybierz wierzchotek v: VzeV : deg(z)<deg(v)
Vi=V\{v};
E:=E\F (v);
Tr:=Tru{v};
end;
end;

Rozwazmy hipergraf, ktérego macierz incydencji przedstawia Tabela V.2.

hiperkrawedz
wierzchotek 1 2 3 4 15 25 35 45
1 X X
2 x x
3 X x
4 X X
5 X X X X
Tabela V.2.
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Rys. V.9. Hipergraf przedstawiony w Tabeli V.2.
Zrédto: opracowanie wlasne

Zgodnie z algorytmem Lovdsza—Johnsona—Chvatala powinni§my wybrac
wierzchotek 5. Macierz incydencji hipergrafu, po usunigciu wierzchotka 5 i
incydentnych z nim krawedzi: {I,5}, {2,5}, {3,5}, {4,5} pokazuje Tabela
V.3.

hiperkrawedz
wierzchotek 1 2 3 4

—_

X

N w 5]
X

Tabela V.3.

Kazdy z pozostatych wierzchotkéw nalezy tylko do jednej z niepokrytych
hiperkrawedzi, zatem dla tak zredukowanego hipergrafu jest tylko jedna
transwersala:  7r={1,2,3,4}. Uwzgledniajac usunicty na poczatku
wierzchotek 5 mamy transwersale dla rozwazanego hipergrafu: 7r = {1, 2, 3,
4, 5}, jednak tak uzyskana transwersala nie jest nie tylko transwersalg
najmniejsza, ale nawet transwersalg minimalna.

W  wyniku zastosowania algorytmu zachtannego Lovdsza—Johnsona—
Chvatala uzyskujemy transwersale, ktorej podzbior wlasciwy rowniez moze
by¢ transwersala.

Pozostaje jeszcze oszacowanie doktadno$ci uzyskanej aproksymacji. Ponizej

podajemy oszacowanie jako$ci aproksymacji uzyskanej w wyniku
zastosowania algorytmu zachtannego Lovasza—Johnsona—Chvatala.
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Twierdzenie V.3. Jezeli n jest mocg zbioru wierzchotkow, ¢,, jest moca
najmniejszego zbioru wierzchotkdow pokrywajacych hipergraf, a ¢, jest moca
zbioru wierzchotkoéw uzyskanym w wyniku przedstawionej aproksymacji, to
spetniona jest nastgpujaca nieréwnos$¢ (Johnson, 1974; Lovasz, 1975;
Chvatal, 1979):

topt St <* top (1F1gon).

Algorytm aproksymacyjny pozwala znalez¢ transwersale zblizong do rozmiaru
najmniejszej transwersali, w specyficznym hipergrafie moze on znalezé
najmniejsza transwersalg, lecz istniejg hipergrafy, dla ktorych algorytm
aproksymacyjny Lovdsza—Johnsona—Chvatala znajdzie transwersale, ktora nie
bedzie nawet transwersalg minimalng ze wzgledu na inkluzjg.

V.3.3. Algorytm aproksymacyijny MSBT

Algorytm backtrackingowy, bedacy algorytmem dokladnym, ma ztozonosc¢
wykladnicza, algorytm zachlanny Lovdsza—Johnsona-Chvatala ma
ztozono$¢ wielomianowa, ale znaleziona transwersala moze nie by¢ nawet
minimalng transwersalg. Zaprezentujemy algorytm o ztozonosci wielomia-
nowej, ktéry bedzie zawsze znajdowat minimalna, ze wzgledu na inkluzje,
transwersale.

Zasada dziatania algorytmu MSBT

Niech H=(X, F), bedzie hipergrafem, dla ktorego szukamy minimalnej
transwersali, gdzie X jest zbiorem wierzchotkow, a F' zbiorem hiper-
krawedzi. Niech m(X) bedzie wierzchotkiem ze zbioru X, ktory nalezy do
najmniejszej liczby hiperkrawedzi. Jezeli jest kilka takich wierzchotkow, to
wybrany zostanie dowolny z nich. Niech Z(X, F) begdzie zbiorem
wierzchotkéw w redukcie hipergrafu H=(X, F), nie nalezacych do Zadnej
hiperkrawedzi. Niech F(x) bgdzie zbiorem wszystkich hiperkrawedzi do
ktérych nalezy wierzchotek x.

procedure MSBT (H)
begin
Tr:=
V:i=X;
Q:=X;
E:=F;

dla kazdej hiperkrawedzi pokrytej przez doktadnie jeden wierzchoilek v
Tr:=Tru{v};
E:=E\F(v);
V:i=V\{v};
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while V*JJ and E*J: do

begin
k:=m (V) ;
V:=V\{k};
if V nie jest transwersala hipergrafu (Q, E) do
begin
Tr:=Tru{k};
E:=E\F(x);
V:=V\Z (V, E);
end;
else
begin
dla kazdej hiperkrawedzi pokrytej przez
doktadnie jeden wierzcholek v
Tr:=TrU{v};
E:=E\F (V) ;
Vi=V\{v};
end;
Q:=V;
end;

end;

Istniejg hipergrafy, dla ktérych algorytm LJC znajdzie mniejsza transwersale
niz algorytm MSBT, na przyktad:

X0t S5 S5 S5 J12:S17 f18 S0

Xr: Ji 135 fos I3, f10, f12, f13, f1: fi6: f185 f195 f20
X2 J1. 14 55 Jo [ S5 J115 f1as fi6 fro

X3 J0, S35 17, 19, f10, f12, f135 f15 f155 f185 f19: f0
X4t J3. S0 1o, 10, f10, 16, f17

x5t Js o Jss Jor J10, S115 S12: fi6 f175 f19: S0

xe: JuJnSo S11 S15 f15, f1o

X7 Jos 105 115 125 f135 145 f155 f165 175 J195 f20
Xs: J0s 12, 155 S35 5 f10: f135 f15: f16: f18

xot o Jo S5 J11, J13. f15: fi6, S17 fis Sr0

Algorytm Moc transwersali Transwersala
MSBT 4 1 2 5 8
LIC 3 2 3 9

Istnieja tez hipergrafy, dla ktoérych algorytm MSBT znajdzie mniejsza
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transwersal¢ niz algorytm LJC, na przyktad:

xot  JiSuto S5 Jo, f10. f11 S13 14 S15, f16: f175 Sis S19, S0
Xt Jo 31100 J115. 113 f15 f17: f18 f19: S0

X2t 12 S5 J12: f13 f1a fis Sro

X3 Jos J115 125 J135 145 [15: S 165 f175 S 195 f20

xXi S Su S5 Jo Js Joo 11 fi6 fi7 fis fro

X5t Jos f45 J95 f105 125 f16: J175 f185 f20

Xe: oS5 Ja S5 S12: S13: S1a S5 S0

X7 J1: I3 Jrs S50 135 f145 S

Xs: Jos S5, 75 Jo f10, f15 f17, f1s

Xg: S35 5 S, 7, S5 f115 f155 fi6

Algorytm Moc transwersali Transwersala
MSBT 3 1 2 4
LiC 4 0 6 8 9

Oznaczmy przez:

{x.}- ciag n-wierzchotkdéw hipergrafu uporzadkowany rosnaco ze wzgledu
na liczbe pokrytych hiperkrawedzi.

A - zbior wierzchotkow spetniajacych warunek
VxeAdfeF: fn X={x}.

Zbior A moze na poczatku by¢ zbiorem pustym i, przy odpowiednim
przygotowaniu, powinien nim byé. W pierwszym kroku z {x,} usuwamy
wierzchotek x;, jezeli x;e€ A, to z hipergrafu usuwamy takze wszystkie
hiperkrawedzie f, dla ktorych spelniony jest warunek x;ef, a wierzchotek x;
dodajemy do zbioru 77, ktory na poczatku jest zbiorem pustym.

Zatem w nowo powstatym hipergrafie nie ma juz hiperkrawedzi pokrytych
przez wierzchotek x;, oraz T, wraz z pokrytymi hiperkrawedziami tworzy
hipergraf dla ktérego jest on minimalng transwersalg. Poniewaz w kazdym
nastepnym kroku tworzymy nowy ciag wierzchotkéw {x;} z wierzchotkow
ktore pozostaty w zredukowanym hipergrafie, uporzadkowany rosnaco ze
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wzgledu na ¢;, oraz powtarzamy krok pierwszy, tylko dla coraz bardziej
zredukowanego hipergrafu, uzyskujemy zbior 7r spetniajacy warunek :

VxeTrdfeF: fn Tr={x}.

Zatem tak uzyskany zbior Tr jest minimalng, ze wzgledu na inkluzje,
transwersalg hipergrafu.

Rozwazmy dziatanie algorytmu MSBT dla drzewa:

Zauwazmy, ze
- kazda krawedz jest zbiorem dwoch wierzchotkoéw
- li§¢ ma stopien 1.

Dziatanie algorytmu MSBT dla drzewa mozna opisa¢ rekurencyjnie:

if zbidr krawedzi nie jest zbiorem pustym do
begin

usun 1lisé
dodaj do transwersali wierzchotek,
ktéry nalezy do tej samej krawedzi
co usuniety 1is¢
usun z drzewa wierzchoiek, ktéry nalezy
do tej samej krawedzi co usuniety 1is¢
oraz wszystkie krawedzie pokryte przez
ten wierzchotek
usun wszystkie wierzchotki
o stopniu réwnym 0O
wywotaj algorytm MSBT dla zredukowanego
drzewa i powiekszonej transwersali.

end;

Dzigki takiemu dzialaniu wybierany jest co drugi poziom drzewa liczac od
dotu co daje nam minimalne pokrycie.

V.3.4. Algorytm ztozony

Algorytm doktadny jest algorytmem o wyktadniczej ztozonosci i jako taki
moze mie¢ zastosowanie tylko w hipergrafach o niewielkiej liczbie
wierzchotkow. Algorytmy LJC, SBT oraz RSBT majg wilelomianowag
ztozono$¢ obliczeniowa i jako takie moga by¢ zastosowane do wiekszych
hipergraféw. W celu wykorzystania tych algorytméw proponujemy
nastgpujace podejscie:

Niech H=(X, F) bg¢dzie rozwazanym rozwazany hipergrafem.

Algorytm 1.
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Tr, := transwersala znaleziona algorytmem LJC

Tr, := transwersala znaleziona algorytmem MSBT

Tr; := transwersala znaleziona w hipergrafie H’=(Tr;,F) algorytmem MSBT
Tr := min(Tr,;, Trs3)

Dzigki takiemu zastosowaniu obydwu algorytméw zachtannych uzyskujemy
transwersale spelniajaca warunek oszacowania jakos$ci aproksymacji
algorytmu Lovdsza—Johnsona-Chvatala, bedaca jednoczesnie transwersalg
minimalng.

V.4. Zastosowania

V.4.1. Zadanie optymalizacji w logistyce

W ostatnich latach nastgpil burzliwy rozrost sieci centrow logistycznych na
wszystkich kontynentach, w postaci réznego rodzaju sieci hurtowni
specyficznych towaréw, dealeréw wyrobow poszczegdlnych firm, super-
marketow artykutow konsumpcyjnych itp. Spowodowato to powstanie wielu
przedsigbiorstw transportowych. Przedsigbiorstwa te sa badz jedng ze
sktadowych centrum logistycznego, badz $wiadczg swoje ushugi niezaleznie.
Istotnym elementem takiego przedsiebiorstwa transportowego jest liczba
rodzajow posiadanego taboru. Optymalizacja tej liczby ma ogromny wptyw
na kondycj¢ finansowa przedsigbiorstwa (Mazbic-Kulma, S¢p, Stanczak,
2006; Eiter, Gottlob, 1995).

Zalézmy, zatem, ze rozpatrywane przez nas przedsigbiorstwo miatoby
$wiadczy¢ ustugi w zakresie przewozoéw materialdow budowlanych i opa-
towych, surowcow, gruzu, wegla, zwiru, piachu itp. Srodkami transportu
beda samochody cigzarowe jednego typu wraz z wymiennymi naczepami
lub przyczepami. Jak wiadomo, nie wszystkie wspomniane materialy moga
by¢ wozone razem, niektore z nich wymagaja specjalizowanego sprzetu,
takiego jak np. betoniarka. Zakladajac szeroki wachlarz tych przewozow
firma w swoim biznes planie musi okre$li¢ minimalng liczbe rodzajow
naczep lub przyczep. Ponizej przedstawimy metode wyznaczania liczby
rodzajow naczep lub przyczep przy pomocy algorytmu znajdowania
minimalnej transwersalni w hipergrafie (Mazbic-Kulma, Se¢p, 2006a,b,
2007; Eiter, Gottlob, 1995).

Przyjmijmy, zatem nastepujace oznaczenia:
n — liczba towarow ktore firma zamierza przewozic¢
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f; - i-ty towar ktory firma zamierza przewozi¢ (i =1,2,.....,n),

F ={f1s[5ssf, } — zbior towaréw, ktore firma zamierza przewozi¢
m — liczba rodzajow naczep, ktore firma zamierza zakupié
x; -j-ta naczepa (j=1,2,....,m)

X={X;, X, ... , X,,} — zbidr rodzajow naczep.
Ponadto zakladamy, ze dla kazdej naczepy x; dany jest podzbior F; < F
towarow, ktore dana naczepa moze przewozic.

Jr, =F.
j=1

Dla dalszych rozwazan mozemy przyjaé, ze x; sa wierzchotkami hipergrafu.
Zbidr X bedzie wigc zbiorem wierzchotkdéw hipergrafu. Przypisany kazdemu
wierzchotkowi x; podzbior F; bedzie zbiorem hiperkrawedzi, czyli
UF,=x.
F,cF

Przyjmujac powyzsze oznaczenia nasze zadanie mozna sformutowac jako:

Dla danego hipergrafu (X,F) wyznaczy¢ minimalng transwersale.
Wyznaczona transwersala bgdzie stanowita odpowiedZ na pytanie, ktore
rodzaje naczep powinno zakupi¢ przedsigbiorstwo transportowe.

Zakladamy, ze dana jest lista #»=270 towardw, ktére firma zamierza
przewozi¢. Rozpoczynajac dziatalno$¢ gospodarczg, firma zmierza zakupic¢
samochody cigzarowe jednego typu wraz z wymiennymi naczepami lub
przyczepami. Firma ma do wyboru m=30 typow naczep lub przyczep,
ktorymi mogtaby przewozi¢ oferowane do przewozu materiaty. Niektore
materialy moga by¢ wozone tg samg naczepag lub przyczepa. Przyjmijmy
zatem, ze dana jest macierz 4 = [a;]xm, gdzie a; = 1, gdy towar i mozna
wozi¢ przyczepa (naczepa) j, zas a; = 0 w przeciwnym przypadku.

Omowione tutaj algorytmy daty nastgpujace wyniki:

Moc .
Algorytm transw. Wybrane rodzaje naczep
MSBT 12 116] 9 11 1314 ] 16 | 17 [ 20 | 22 | 24 | 26
LJC-MSBT |11 619 13 [ 14|16 |20 |22 |23 | 25| 26 | 28

LJC-MSBT to transwersala znaleziona przy pomocy algorytmu MSBT w
redukcie uzyskanym przy pomocy algorytmu LJC.
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V.4.2. Sie¢ transportowa — struktura ,,hub-and-spoke”

Zdefiniowana poprzednio struktura hub-and-spoke (HS) moze by¢ zastosowana
w wielu dziedzinach. Uzywajac tej struktury w systemach transportowych uzys-
kujemy duza koncentracj¢ ruchu pomigdzy wezlami oraz synchronizacje
potaczen, zwigkszajac jakos¢ ushug. Powoduje to rowniez obnizenie kosztow
przewozu pasazerow. I tak np. struktura hub-and-spoke zostata wykorzystana w
transporcie miejskim we Frankfurcie nad Odrg. Wydzielono tam cztery wezly
przesiadkowe (huby). Wprowadzenie hub-and-spoke spowodowalo znaczne
zwigkszenie czestotliwosci ruchu. Funkcjonalnos¢ tego systemu jest szczegodlnie
widoczna w godzinach pozaszczytowych, gdy oferta przewozowa jest juz z
powodow ekono-micznych ograniczona.

Lebuser Vorstadt

Europa-Universitét
Messegeldnde

Rys. V.10. Struktura komunikacji miejskiej typu hub-and-spoke we Frankfurcie
nad Odra

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie http:/zielonagora...

Innym przyktadem zastosowania struktury typu hub & spoke jest sie¢
potaczen lotniczych.
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Rys. V.11. Przykladowa sie¢ potaczen lotniczych typu hub & spoke

Zrodto: opracowanie wlasne

Linie korzystajace z koncepcji opartej na weztach tranzytowych (hub-and-
spoke) moga oferowac loty z wigkszg czestotliwoscig. Uzyskuja one mozli-
wo$¢ obstugi lotow dhugodystansowych, a takze umozliwiaja koncentracje
potoku, co pozwala uzyska¢ wicksze zapetnienie (load factor) miejsc
siedzacych w samolocie.

Jak juz wspomnieliSmy na wstepie, przedstawione powyzej algorytmy oraz
przyktady ich zastosowan nie wyczerpuja wszystkich aspektow
problematyki optymalizacji kombinatorycznej. Skoncentrowali$my si¢ na
tych metodach, ktore byly przedmiotem naszych badan i zostaly
opublikowane w pracach autoréw, wymienionych w bibliografii. Mamy
nadzieje, ze bedg one pomocne tym wszystkim czytelnikom, ktérzy pragng
si¢ zaznajomic¢ z ta tematyka, badz rozwigza¢ wlasne zadanie.
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