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ANALIZA 1 PREDYKCIA SZEREGOW CZASOWYCH

1. WPROWADZENIE

Szeregi czasowe sg podstawa do scharakteryzowania obserwowancgo
zlozonego zjawiska 1 do predykcji przyszlych stanow tego zjawiska. Poprzcz
obserwowane zjawisko rozumiemy tutaj zloZeny system, ktérego stan (lub
stany) moga by¢ obserwowane w postaci szeregu czasowego (lub szercgdw
czasowych). Do takich systemdw mozemy zaliczy¢ systemy ckonomiczne, a
obserwowanymi stanami takiego systemu sg stopy procentowe.

Predykcja oraz chec (albo czesto potrzeba) zrozumicnia przeszioscr
sklania nas do poszukiwania praw, kitore wyjasniajy istot¢ zachowania
obserwowancgo zjawiska. W przypadku, gdy sg znanc deterministyczne
rownania opisujace zjawisko to rozwiazanie tych rownan pozwala okresli¢
stan zjawiska na podstawie warunkow poczatkowych. W przypadku, gdy nic
sa zZnane réwnania opisujace obserwowane zjawisko, a jeste$my
zainteresowani w predykeji stanéw przysztych, musimy okreslic zaréwno
reguly rzadzace zjawiskiem (model) jak i aktualny stan. W tym rozdziale
ograniczymy si¢ do przypadku drugiego, tzn. gdy nic sg znane rdwnania
opisujgce interesujgce nas zjawisko, a poszukiwane reguly opisujace
dynamike tego zjawiska musza by¢ uzyskane z przebiegu historii tego
zjawiska. Dodatkowo, teoria informacji pozwala wyjasni¢ pewne cechy
charakterystyczne obserwowanego zjawiska. Metody sztucznej inteligencji,
takie jak sztuczne sieci nenronowe pozwalaja na konstrukcj¢ modelu - typu
black box - symulujacego zjawisko, za$ uczenic maszynowego uczenia
pozwalaja na opis zjawiska w postaci skonczoej liczby rcgut w postaci
JEZELI ... TO ... W obu przypadkach zalezy nam na narzedziach
pozwalajgcych wyjasni¢ obserwowane zjawisko.

Analiza szeregéw czasowych ma trzy zasadnicze celc:

* prognoze,
¢ modelowanie,
¢ analiz¢ whasciwosci.

Celem prognozowania (czesto tez uzywany jest termin predykcji) jest
“dos¢” dokladne przewidywanie zmiany stanu systemu dla “stosunkowo”
krétkiego horyzontu.

Celem modelowania jest znalezienic opisu zmian stanu systemu w
dlugim horyzoncie czasowym. Bardzo czgsto opis zjawiska stuzacy do
prognozowania moze zasadniczo roznié si¢ od opisu zjawiska stuzacego do
modelowania. Np. rOwnania opisujace krétkoterminowc zmiany systcmu z
regulty nie opisujg wiasciwie zmiany systemu dla dhugich horyzontéw
czasowych 1 odwrotnie - modele opisujace zmiany systemu w dhugich
przedziatach czasowych nie nadaja sie do krotkoterminowych prognoz.
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ANALIZA I PREDYKCJA SZEREGOW CZASOWYCH

predykcji  jak réwniez pod katem predykcji zmian  ggstosci
prawdopodobienistwa. Czgé¢ dsma poswigcona jest prognozowaniu w
szeregach czasowych, za$ w koncowej czgsci omawiane sg przyszte kierunki
rozwoju badan zwigzanych z predykcja. Rozdziat ten zawiera takze dwa
dodatki, dodatek pierwszy poswigcony jest krotkiemu opisowi nowego
algorytmu uczenia sieci neuronowych, za$§ dodatek drugi omawia idee
uczenia maszynowego pozwalajacego generowac reguly.

2. TEORIA STOP PROCENTOWYCH

Pojgcie rynkowej stopy procentowej rozpatrywanej dla danego
horyzontu czasowego wigze sie bezposrednio z wszelkiego rodzaju
inwestycjami dokonywanymi na réznego rodzaju rynkach; np. na rynku
finansowym. Kazda inwestycja wiaze sig z rezygnacja wydatkow w danej
chwili na rzecz przyszlych korzysci, korzysci jednak obarczonych pewnym
ryzykiem. W pracy Jajugi (1996) podkre$lono, Ze takie wlasnie ujecie
procesu inwestycyjnego uwypukla wszystkie najwazniejsze cechy tego co
rozumiemy pod pojgciem inwestowania. Efekty z inwestowania sa
spodziewane po pewnym okreslonym czasie, ktdry musi uptynaé, aby
okreslona inwestycja przyniosta pewne zyski. Nieodiacznym elementem
wszelkiego rodzaju inwestowania jest ryzyko, ktore nie moze by¢ pomijane i
z ktorym muwsi si¢ liczy¢ kazdy inwestor, gdyz przewidzenie przyszlosci z
duza dokladnoscig jest zupetnie niemozliwe,

2.1. Stopa procentowa

Z przedstawionych powyzej cech procesu inwestycyjnego
(Hirschleifera, 1965) wynika bezposrednio, ze warto$¢ pieniadza jest rozna
w 10znym czasie. Przykladowo, w chwili obecncj 1 mln zl moze by¢ duzo
wigecej warte od 1,5 mln zt ale po uptywie okreslonego czasu, mimo, ze ta
druga kwota nominalnie jest o 50% wigksza od pierwszej. Picniadz “lezacy”,
czylli nie zainwestowany. Przyczyna sa wszelkiego rodzaju procesy
inflacyjne wptywajace na obnizenie sity nabywczej pieniadza.

Procesy inflacyjne maja duzy wplyw na warto$é pieniadza, ale nie sg
one jedynymi sktadnikami wplywajacymi na wielko$¢ ora zzmiany stép
procentowych obowiazujacych na danym rynku. Nawet w przypadku
zerowej inflacji (Sierpinska i Jachna, 1994; Jajuga, 1996) mozna wyr6znié
kilka zasadniczych przyczyn zmienno$ci wartosci pieniadza w czasie:
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e biezaca konsumpcja —~ duza cze$¢ kazdego spoleczenstwa preferuje
biezaca konsumpcje na ustalonym poziomie niz odloiong w czasie
konsumpcji na wyzszym poziomie,

e mozliwos¢ inwestowania — tzn. odpowiednio zainwestowana kwota
pienigdzy (np. zlozona w banku, przeznaczona na zakup obligacji, akcji,
walut obcych itp.) moze w przysztosci wartos¢ tej kwoty (nie
uwzgledniajgc ryzyka),

e ryzyko — kazda inwestycja jest jednak obcigzona pewnym ryzykiem, z
reguly im wigksze sa spodziewane profity tym wigksze jest ryzyko nie
uzyskania tych profitéw,

e plynnoé¢ finansowa ~ kazde inwestowanie jest zwigzane z zamrozeniem
okreslonych $rodkéw finansowych, a tym samym zmniejszeniem
biezacej plynnosci finansowe;j.

Podsumowujac, kazdy inwestor inwestujac (odkladajac w czasie
uzyskanie zyskow) oczekuje pewna premie; ta premia jest stopa (rate of
return) z podejmowanej inwestycji, czyli stopa procentowa (interest rate).
Podstawowe dwa skladniki stopy procentowej to “cena czasu” i “cena
ryzyka” (Jajuga, 1996).

2.2. Stopy procentowe banku centralnego

Nalezy odrézni¢ pojgcie rynkowej stopy procentowej (tj. stopy
procentowej obowiazujacej dla zadanego okresu na rynku pienigznym) od
stép procentowych ustalanych przez bank centralny (np. stopy kredytu
redyskontowego, lombardowego). Stopy procentowe ustalane przez bank
centralny maja charakter normatywny sa pewnymi parametrami sterujacymi,
za pomoca ktorych ster : (w pewnym sensie) na stan rynku pieni¢znego w
danym kraju.

Na rynku pienigznym wystgpuje caly zlozony proces wzajemnych
oddzialywan pomigdzy poziomem stopy redyskontowej i lombardowej
banku centralnego, a poziomem rynkowych st6p procentowych,
obowiazujacych dla zadanych okreséw zapadalnosci podjetych zobowiazan
finansowych. Bank centralny dysponuje szeregiem instrumentéw
umozliwiajacych aktywna ingerencje w procesy wystepujace na rynku
pieni¢znym.

Kazdy inwestor moze positkowa¢ si¢ kredytem zacigganym w
bankach. Taki kredyt jest nie tyle nabyciem praw wlasnoéci do
wypozyczonego kapitatu, lecz uzyskanie prawa do dysponowania tym
kapitalen w okreslonym czasie na okre$lonych warunkach. Wiasnie zbycie
prawa do dysponowania okreSlonym kapitalem na okreslonych warunkach
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musi ile§ kosztowac, te koszty stanowia dochdd, jaki wiasciciel kapitatu
otrzymuje za zbycie tego prawa, a jednocze$nie stanowia cene kapitatu
pozyczkowego i jest nazywany jest procentem. W praktyce, w transakcjach
kredytowych cen¢ pozyczki ustala si¢ jako stosunek procentu do sumy
wypozyczonego kapitatu; stosunek ten nosi wilasnie nazwe stopy
procentoweyj.

2.3 Ryzyko stopy procentowej.

Wysoko§¢ procentu od kapitalu jest okres$lana na poczatku
rozpatrywanego kontraktu dotyczacego wypozyczenia na okreslony czas
tego kapitatu i jest ona ustalana na podstawie obowigzujacych w danej
chwili rynkowych stép procentowych. Ryzyko stopy procentowej wynika z
samego faktu, ze jedne podmioty finansuja swoja dziatalno$¢ z pozyczonych
srodkéw od innych podmiotow, np. bankow. W sytuacji wzrostu stop
procentowych, pozyczkobiorcy uzyskujg nizsze wyniki od przewidywanych.
To z kolei moze ujemnie wplywa¢ na wyniki finansowe uzyskiwane przez
podmioty udostgpniajace te srodki.

W teorii finansdéw czesto rozrdznia sig ryzyko stopy procentowej od
ryzyka inflacji. Ryzyko inflacji, zwane tez ryzykiem sily nabywczej
pieniadza, okre$lane jest czesto jako okreslona niepewno$é co do sity
nabywczej przysztych dochodow i taczy sig je z okreslonymi oczekiwaniami
inflacyjnymi. Mozna stwierdzi¢, Zze zmienno$¢ oczekiwan inflacyjnych ze
strony podstawowych podmiotéw rynku finansowego (a tym samym ryzyko
inflacji) wywoluje ryzyko nieoczekiwanych zmian rynkowych stop
procentowych; np. rentownosci do wykupu rocznych bondéw skarbowych.
Ryzyko inflacji oraz ryzyko rynkowych stop procentowych sa wiec ze soba
$cisle powiazane. Ryzyko inflacji jest w tym przypadku jednym z
podstawowych zrédet ryzyka stopy procentowej. W krajach rozwijajacych
si¢, wplyw ryzyka inflacji na ryzyko rynkowych stép procentowych jest na
tyle silny, Ze czesto ryzyka te sa czesto ze sobg utozsamiane.

Mozna wykaza¢ (Jakubowski, 1996), ze w warunkach rosnacych
oczekiwan inflacyjnych rentownos¢ do wykupu czysto dyskontowych
obligacji skarbowych wzrasta. Ale rentownos¢ do wykupu obligacji czysto
dyskontowych jest wlasnie miernikiem rynkowych stdép procentowych spor.
Tak wigc w przypadku, gdy oczekiwana stopa inflacji roénie, rosna rowniez
rynkowe stopy procentowe. Wzrost inflacji nie jest jednak warunkiem
koniecznym wzrostu tych stop. Czgsto bowiem zachodzi sytuacja, ze
rynkowe stopy procentowe wzrastaja w warunkach statej inflacji. Moze by¢
to na przykfad spowodowane naglym wzrostem popytu na Kkapitat
pozyczkowy,  wywolany  pewnymi  czynnikami  zewnetrznymi,
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oddziatywujacymi (w warunkach statych oczekiwan inflacyjnych) na dany
rynek finansowy.

Warto rowniez podkresli¢, ze rozpatrywane powyzej ryzyko inflacji
silnie oddziatywuje rowniez na inne - poza ryzykiem stép procentowych -
kategorie ryzyka inwestycyjnego; na przyklad - na ryzyko walutowe, ryzyko
rynku akcji itp.

2.4, Immunizacja portfeli inwestycyjnych

We wspolczesnej teorii inzynierii finansowej istnieje wiele metod
zabezpieczania si¢ przed ryzykiem stopy procentowej takich, jak
dywersyfikacja przedsigwzig¢ inwestycyjnych lub stosowanie pochodnych
instrumentow finansowych, tj. kontraktow terminowych i opcji dotyczacych
stép procentowych.

Oddzielna klasa metod, jakie sa w tym zakresie stosowane, to tzw.
immunizacja portfeli inwestycyjnych ze wzgledu na ryzyko stép
procentowych. W szczegélnosci, w odniesieniu do rynku obligacji, pod
pojeciem immunizacji rozumiemy takie zaprojektowanie udzialow
wartos$ciowych poszczegolnych obligacji (o réznych terminach wykupu)
wchodzacych w skiad analizowanego portfela, aby warto$¢ globalna tego
portfela byla jak najmniej wrazliwa na nieoczekiwane zmiany rynkowych
stép procentowych.

Zagadnienie to rozpatruje sie przy zadanym horyzoncie
inwestycyjnym wynikajacym z terminu platnoSci przysztych zobowiazan
finansowych. W najprostszych modelach immunizac: iych zaklada sig, ze w
przysztoSci wystgpowaé bedzie pojedyfncze zobowiazanie. Natomiast w
modelach bardziej ztoZzonych podstawowym problemem jest dopasowanie
strumienia przysztych dochodow wynikajacych z faktu posiadania
okre§lonego portfela obligacji (ptatnoSci odsetkowe) ze strumieniem
przysztych zobowiazan, rozpatrywanych w dyskretnych chwilach
czasowych. Zagadnienie immunizacji nie ma na og6! jednoznacznego
rozwiazania - istnieje wiele (lub nieskonczenie wiele) portfeli
umozliwiajacych dopasowanie przysztych dochodow do przysztych
zobowiazan. Umozliwia to dodatkowo sformutowanie pewnej funkcji celu -
np. maksymalizacja zysku lub minimalizacja kosztu utworzenia okreslonego
portfela obligacji. Zagadnienie immunizacji staje sig w rozpatrywanym
przypadku zagadnieniem optymalizacji, rozwigzywanym za pomocg jednej z
wielu technik programowania matematycznego. W zagadnieniu tym problem
immunizacji portfela formutuje sig w postaci okreSlonego zbioru ograniczen.

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji jest pewnym szczeg6lnym
(ale waznym) przypadkiem bardziej oglinej problematyki zarzgdzania
portfelowego obligacjami w warunkach ryzyka st6p procentowych.
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Podstawowe etapy rozwoju teorii immunizacji wyznaczaja prace Macaulay’a
(1938) - wprowadzenie pojgcia okresowosci obligacji, Redingtona (1952) -
pierwsze uzycie terminu ‘“‘irnmunizacja” w odniesieniu do zagadnien
inwestycyjnych, Coxa, Ingersolla, Rossa (1971) - model stochastyczny
dynamiki zmian struktury czasowej stép procentowych, Fishera, Weila
(1977) - vogdlnienie pojgcia okresowosci obligacji, Bierwaga (1983, 1987) -
koncepcja “‘okna okresowo$ci”, Brennana i Schwartza (1983) -
dwuwskaznikowe modele dynamiki zmian stop procentowych, oraz prace
Garbade’a (1986, 1989), Littermana, Scheinkmana (1991) i Dahla (1993) -
wprowadzajace koncepcje czynnikowej okresowosci 1 czynnikowej
wypuktosci obligacji oraz czynnikowy model zmian struktury czasowej stop
procentowych.

Ostatnie lata to burzliwy rozwdj zaréwno prac teoretycznych jak i
badan empirycznych w zakresie immunizacji porttela obligacji ze wzgledu
na ryzyko stop procentowych. Najnowsze wyniki z tego zakresu sa
publikowane w wielu czasopismach naukowych z teorii finanséw; m.in. w
Journal of Finance i Journal of Fixed Income Securities.

3. STRUKTURA CZASOWA STOP PROCENTOWYCH

Przedmiotem rozwazan niniejszej czgsci jest analiza podstawowych
czynnikow  wplywajacych na ksztaltowanic si¢ rynkowych stop
procentowych charakteryzujacych si¢ - w zaleznosci od rozpatrywanego
horyzontu inwestycyjnego - okreslona strukturg czasowa. Identyfikacja
struktury czasowej w chwili biezacej, jak rowniez analiza dynamiki zmian
tej struktury w przysztoSci ma ogromne znaczenie z punktu widzenia
wyceny tzw. warto§ci biezacej oraz wartosci przyszlej wszelkiego rodzaju
przedsiewzigé inwestycyjnych. Struktura czasowa stop procentowych
wplywa na:

e wartofci instrumentéw finansowych funkcjonujacych na rynku
pienigznym (bony skarbowe, bony pieni¢zne NBP, papiery komercyjne,
weksle),

e rynck kapitalowy (obligacje, akcje, kontrakty terminowe forward,
futures, opcje),

e warto§¢  biezaca netto (NPV)  projektow  inwestycyjnych
przedsigbiorstw,

e  wartos¢ biezgacg oraz przyszla platnosci dokonywanych w ramach
funduszy powierniczych, emerytalnych i ubezpieczeniowych.

Znajomo$¢ obecnej 1 przyszlej postaci struktury czasowej stop
procentowych jest réwniez niezbg¢dna dla sektora bankowego. Okreslenie
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4. LINIOWE MODELE SZEREGOW CZASOWYCH

Liniowe modele szeregow czasowych sa intuicyjnie latwe do
zrezumienia oraz sg tatwe do zastosowania. Jednak modele liniowe zupehie
nie nadajg sie do opisu trochg bardzie] ztozonych systemow. W te] czgsci
zostang krotko przedstawione podstawowe cechy oraz przyczyny ograniczen
zastosowania modeli liniowych.

Historycznymi pozycjami literatury dotyczacymi modeli liniowych sa
prace Kotmogorowa z 1941 roku i Wienera z 1947 roku, wspolczesna, ale
juz klasyczna, pozycja literatury jest ksiazka Boxa i Jenkinsa z 1976 roku.

4.1. ARMA

W pierwszym etapie przedstawimy ideg modeli liniowych, a nastgpnie
zadanie dopasowania modelu do rozpatrywanego systemu. Wprowadzimy
wejscia zewngtrzne do modelu (modele $redniej ruchomej - moving average
models), a nastgpnie tzw. pami¢é modelu tzn. modele auto-regresyjne
(autoregressive models).

4.1.1. Cechy modeli liniowych
Modele srednief ruchomej (Moving Average (MA) models)

Zatozmy, zZe jest dany cigg zewnetrznych wejsé {el}, ktére
oddzialywujg na obserwowany szereg czasowy {,\-,}. Nastepnie zaktadajac
liniowo$¢ systemu oraz obowiazywanie zasady przyczynowosci (tzn. ze na
aktualng wartoS¢ x ma wplyw zarowno aktualna wartos¢ ¢, jak i N
poprzednich wartodci zalozonego wejscia e, ,...,¢,_,) mozemy przytoczy¢
nastgpujacy zaleznosé miedzy wejsciem i wyjsciem modelu,

N
'XI = zbner~n = b()e( +blet—l + “+bNel~N : (1)
n=0

Zalezno$¢ (1) mozna przedstawi¢ w postaci prostego liniowego systemu -
liniowego elementu przetwarzajacego - Rys. 1.

W teorii systeméw réwnanie (1) opisuje filtr, tzn. generator nowego szeregu
czasowego X na podstawie szeregu ¢ przez liniowy filir, ktdrego
wspolczynnikami sa D,,...,b,. Specjalisci od ckonometrii lub statystycy
nazywaja rownanie (1) modelem $redniej ruchomej rzedu N (Moving
Average model) MA(N). Fizyczne znaczenie rownania (1) jest nastepujace,
filtr ktory jest usrednia kilku - kilkunastu ostatnich wartosci wejs¢. Wsrod
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N
Y. b, exp(~ i27mf ). 2)
n=0
Gestos¢ widmowa jest dana przez kwadrat amplitudy wyrazenia:
by + by 4 by |2 . (3)

Trzecia postaé modelu MA, ktéra przedstawia te same informacje, jest
opisywana w kategoriach wspolczynnikow autokorelacji, tzn. w kategoriach

e - Do 2 .
warto$ci Sredniej py = <x,> i wariancji ¢ + (xl —#) , W postaci

o, == ((x, ~ 1)x, - 1)). Q)

Nawias < > oznacza warto$¢ oczekiwana, czgsto oznaczang przez E{ }

Wspolczynniki autokorelacji okreslaja jak duzo dwie realizacje szeregu
czasowego, oddalone od siebie o 7 krokow, réznia si¢ od siebie w sensie
wartosci $redniej. W przypadku, gdy wejscie systemu jest procesem
stochastycznym o warto$ciach nieskorelowanych wzajemnie ze soba, tzn.

<e,.e j> =0 dla i j, wspOlczynniki autokorelacji sa okreslone nastgpujacym

wyrazeniem
b H
v ——2.bb T|<N
po=1 ) g : )
0 >N

Modele autoregresji (AutoRegressive) AR

Z punku widzenia teorii systemow filtry MA pracujg w petli otwartej,
tzn. bez sprzgzenia zwrotnego, dlatego sygnal wejsciowy jest przenoszony
bezposrednio na wyjscie modelu. Poprzez wprowadzenie do modelu
sprze¢zenia zwrotnego mozna otrzymac¢ model dynamiczny

M
X, = Eamx,_m te, . (6)

m=1
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Taki model jest nazywany w literaturze modelem autoregresyjnym rzedu M
{AR(M)), Rys. 2. W zaleznoscl od zastosowan czion e, moze oznaczaé atbo
wejscie, ktore moze by¢é w sposodb zamierzony zimieniane, lub tez moze to
by¢ szum. W przypadku, gdy e jest bialym szumem to wspolezvaniki
autokorelacji szercgu wyjsciowego v mozna wyrazié przez wspolezynniki
modelu,

Rys. 2. Model autoregresji.

Ze wzgledn na wyprowadzenie sprzgzenia zwrotnego azdy wspdlezynnik
autokarclacji jest rozwigzaniem odpowiednicgo ukiadu réwnan liniowych.
Poprzez pomnozenie réwnania (6) przez x _ . & nasigpnie wyznaczenie
warto$ci cczekiwanej 1 normalizacje (Box - Jenkins, 1976), wspotczynniki
autokorelacy modelu AR moina wyznaczyl rozwiazujae uklad réwnan
liniowych, zwany réwnaniami Yuia-Walkera:

M
pr = Zau;pr—m ’ T> U " (7)

m=|

W przeciwienstwie do modelu MA w olezynmiki autokorelagji nie musza
rownac si¢ zeru po M krokach., Wyznaczajac transformaty Fouriera rownania
(6) mozna otrzymac nastgpujaca z  znosé:

wejscie

1- E::lam c-\P(— f.zﬂlnf)’

()

wyjscie =

za$ gestosd widmowa wyjécia jest dana jako:
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|

3.
~i2nlf -i2aM "
B _..--—-aﬂle B

©)

l—a,e -

a,e
W celu wygenerowania okre$lonej realizacji szeregu muszg by¢ okre$lone
warunki poczatkowe, ktore z reguty przyymuje sig jako pierwsze M wartosci

szeregu .

Modele ARMA (AutoRegressive Moving Averege)
Nastepnym krokiem moze by¢ polaczenie modeli AR i MA w jeden
model, ktéry jest nazywany ARMA(M,N)

A N
'\./ = 2 a/n’\.l m + z b/lc‘lﬂ: * (10)

m=1 n=0

Zastosowarnie przcksztalcenia z (Oppenheim-Schafer, 1989), ktdre opisuje
dyskretng transformat¢ Fouriera,

x(z)= Yxe, (1)

=—oco

pozwala uzyska¢ ciekawe wyniki. Przeksztatcenie z, na jednostkowym kole
o= exp(— [27;[), ogranicza si¢ do dyskretnej transformaty Fouriera,

natomiast na zewnatrz jednostkowego kota przeksztatcenie 7 okre$la stopien
zbieznosci  szeregu. Przeksztalcenie z wyjscia modelu ARMA  daje
nastgpujace wyrazenie:

X(z) = A(z) X(2)+ B(z)E(2) E(z), (12)

“ - Az)

bez wwzgledniania warunkoéw poczatkowych.

Przeksztalcenie ¢ zastosowane do szeregu czasowego generowanego
przez rownanic (10) moze by¢ zdekomponowane na dwa cztony, pierwszy to
funkcja rzeczywista, drugi - czton zalezny od wejécia. Liczba biegunéw i zer
okresla liczbe stopni svwobody systemu.

4.2. Dopasowanie liniowego modelu szeregu czasowego
Dopasowanie wspolczynnikow

Uktad lintowych rownan Yule’a-Walkera (réwnanie (7)) pozwala na
wyrazenie wspolczynnikow autokorelacji szercgu czasowego w kategoriach
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systemie wystepuje chocby prosta nieliniowos¢, ktéra moze doprowadzi¢ do

bardzo ztoZzonej ggstosci widmowej.

Dwa rdzne szeregi czasowe moga mie¢ bardzo zblizona szerokosé
pasma widma, ale te szeregi czasowe moga charakteryzowaé sig zupelnie
odmiennymi cechami. Dzieje si¢ tak np. gdy porownujemy jeden szereg
czasowy opisujacy liniowy system zaklocony szumem i drugi nieliniowy
system deterministyczny (bez szumu) o malej liczbie stopni swobody. Jest to
wilasnie przyktad przypadkow, do ktérych nie moga byé stosowane
operatory liniowe.

Rozwazmy teraz dwa nieliniowe przyktady:

e Jako pierwszy przykiad zostat przytoczony podany w 1947 r. przez
Ulama i von Neumanna (1947) (Stanistaw Ulam byt wibitnym polskim
matematykiem ze stynnej Szkoty Lwowskiej). W tym przyktadzie model
jest nastgpujacy, mianowicie warto$¢ nastgpna w szeregu czasowym jest
okreslana z wartosci biezacej wykorzystujac prosta aproksymacjg
kwadratowa

x, = Ax_(1-x_,). (13)

Ten model zostat spopularyzowany jako model rozwoju populacji, czesto
w literaturze wspominany jako “prosty model charakteryzujacy ztozona
dynamikg systemu”.

Warto zwrécic uwage na fakt, Zze nawet takie proste rdéwnanie
dynamiki systemu generuje bardzo ztozony szereg czasowy, Rys. 3 dla
500 punktow, przyjmujac A =4,

©

warto$¢ szeregu
czasowego

3

Rys. 3. Szereg czasowy generowany przez réwnanie (13).
Kwadratowe rownanie (13) opisuje dynamikg wielu systemoéw, np.
dynamike¢ przeptywu cieczy, dynamike w reaktorach chemicznych czy

tez dynamikg¢ rynkéw finansowych. Rownanie to jest nazywane
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Dla przykiadowych parametréw: a =02, =09, ¢=10, s=18 oraz
warunkow poczatkowych x(0) = x(1) =...= x(18) = 0.7 przebieg czasowy
szeregu przedstawiony jest na Rys. 5.

1.4
= 1.2 4
o
58 .11
D
Dl)go.Sf
S W 4
Agso.s
800.4~
(U i
= 0.2 :
- NN M ¥ W0 O N 00O Q9 - N O ¥ W0 O N~
m © D N B 0 - ¥ ® - T N O M O O
~ T ™ ON N N O O M < 3 <
czas

Rys. 5. Pierwsze 500 punktéw rownania Mackey’a-Glassa.

Dziwny atraktor rt6wnania Mackey’a-Glassa przedstawiony jest na Rys. 6.

T U O

12+

0.8

x(t)

06 +
04 1

0.2 |

0 S s | 4 4 L
+ t t + t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
x(t-1)

Fig. 6. Dziwny atraktor rtéwnania Mackey’a-Glassa.
Oba przedstawione systemy sa catkowicie deterministyczne, tzn.
rozw0j tych systemow jest calkowicie okreslony przez warunki poczatkowe

x, (odpowiada to szerokopasmowej ggstosci widmowej). W przypadku
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modelu  ARMA wystepowanie szerokopasmowego skladnika gestosei
widmowej musi pochodzi¢ od zewngtrznego szumu oddziatywajacego na
wejScia systemu, jednak w rozpatrywanych tutay przypadkach dwoéch
jednowymiarowych systeméw odpowiada to paraboli i elipsy. W systemach
deterministycznych wlasnic nieliniowosci sg najbardziej interesujace i
charakteryzujace dynamike systemow, w takich przypadkach zatozenie o
lintowo$ci systemu 1 rozpatrywanie modeli liniowych jest bardzo
ograniczone.

W literaturze teorii systemow rozwazane sg m.in. dwa rodzaje
systeméw, mianowicie silne i sfabe modele. Modele silne to uklad kilku
rownan z kilkoma parametrami, opisujacych obserwowane zjawisko z
pewnym ‘“nadmiarem”. W modelach stabych wystepuje bardzo mato
zatozen, a brak wiedzy o obserwowanym zjawisku jest kompensowany
wprowadzaniem duzej ilo$ci parametrow, ktérych znaczenie trudno jest
okresli¢, a ktore nalezy wyznaczyd.

5. OPOZNIENIA I TEORIA INFORMACJI

Zagadnienie wystgpowania opdznien jest bardzo istotne w systemach,
w modelowaniu zjawisk. Najpierw omowimy powigzanie rekonstruowanej
przestrzenii standw z wewngtrznymi stopniami swobody, a nastgpnie
przedstawimy pokrotce pewne elementy teorii informacji, ktére moga byc¢
uzyteczne przy analizowaniu szeregdw czasowych.

Idea Yule’a dotyczaca predykcji w szeregach czasowych polega na
tym, ze przyszia warto$¢ szeregu jest okreSlona przez wartosci szeregu
bezposrednio ja poprzedzajace. Model ARMA opisany réwnaniem (10)
mozna przedstawié w nastegpujgcej postaci

x,=ax_,+b-e, (15)
gdzie
X, :(x,_x,_l‘...,xl(d_l).) la= (al,az,...,ad).

W przedstawionych rozwazaniach notacja jest trochg¢ zmieniona, tzn.
poprzednio uzywane bylo oznaczenie M ko rzad modelu typu AR, a teraz
oznaczylismy rzad tego modelu przez d i jest on rozwazany jako opdznienie.
W teorii informacji znany jest fakt wplywu opéznienia na dynamike
systemu, wplyw ten zostal zasygnalizowany przez Ruelle’a (1980), a sam
fakt zostat udowodniony przez Takensa (1981) oraz potem usci§lony przez

228



ANALIZA | PREDYKCJA SZEREGOW CZASOWYCH

Sauera, Yorka i Casdagliego (1991). Idea stosowania wektordw opézZnien,
wystarczajacej dfugosci, nie jest jedynie sposobem opisu systemu liniowego,
ale jest rowniez uzyteczna do wycksponowania pelniejszej geometryczne)
struktury systemu nicliniowego. Analizujac szeregi czasowe chcieliby$my
wyciagnaé mozliwie jak najwigce] informacji o obserwowanym systemie, ale
bez uprzednich zaloZzen o postaci rownan, zakladajac jedynie, Ze dane
generowane s przez system dynamiczny, ktérego dynamike moze opisywac
uktad nieznanych réwnan rézniczkowych.

5.1. Rekonstrukcja przestrzeni stanu
W analizie i predykeji szeregow czasowych rozwaza sig cztery rozne
przestrzenie:

1. przestrzen stanu - jest to przestrzen uktadu rownan opisujacych system;
przestrzen ta precyzuje maksymalng liczbg stopni swobody systemu, w
przypadku np. systemu opisywanego przez rownania rozniczkowe
czastkowe typu Naviera-Stokesa przestrzen konfiguracji ma wymiar
nieskonczony, a tym samym liczba stopni swobody systemu jest
nieskonczenie duza,

2. przestrzen rozwiqzan - jest to z reguly podprzestrzen przestrzeni stanu; ze
wzgledu na fakt, Ze czgsto nie wszystkie stopnie swobody sa
uaktywnione lub pewne stopnie swobody sa skorelowane, wymiar
przestrzeni rozwiazan moze by¢ znacznie mniejszy niz Wwymiar
przestrzeni stanu; wymiar przestrzeni rozwigzan oznacza liczbe
parametrow, ktore jednoznacznic okreslajg system; czesto zdarza sig, ze
dynamikg systemu opisuje uktad réwnan rézniczkowych czastkowych,
ktory moze by¢ zastapiony uktadem rownan rézniczkowych zwyczajnych
(Lorenz, 1963); redukcja wymiarowosci systemu jest bardzo
charakterystyczna dla systeméw dyssypatywnych (rozproszonych):
rozproszenie systcmu czg¢sto moze by¢ zmniejszone do podprzestrzeni
przestrzeni stanu,

3. przestrzen obserwacji - jest to przestrzen z reguly ograniczona jest do
jednego wymiaru; zdarza sig bardzo czgsto, ze jesteSmy w stanie
obserwowa¢ pewien system jako skalarna funkcje zmiennych
okreslajacych przestrzen stanu; przykladowo to moga by¢ wiasnie
obserwowana stopa procentowa, poziom bezrobocia czy tez inflacja,

4. przestrzen zrekonstruowana - jest to przestrzen otrzymana ze skalarnej
obserwacji systemu po uwzglgdnieniu obserwacji historycznych
(op6znienia).

Rozpatrujac pewnc zjawisko reprezentowane przez pewien system
mamy do dyspozycji obserwowany szereg czasowy i nie posiadamy zadnej
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przydatnych do analizy, modelowania i do prognoz. Poshuizymy sig
elementami teorii informacji w celu wprowadzenia podstawowej miary
predykcji dla szeregdw czasowych. Poczatki metod analizy szeregow
czasowych siegaja prac Schustera z 1898 roku. W przypadku prostych
linlowych systeméw tradycyjna analiza spektralna jest przydatnym i
dostatecznym narzgdziem, ale jednoczesnie inne systemy nieliniowe moga
mie¢ bardzo podobne pasma ggstosci widmowe;j.

Zwiazki miedzy teorig informacji i twierdzeniem o ergodycznosci sa
do$¢ dobrze znane, ale Shaw (1981) polaczyl dynamike systemow
dyssypatywnych z teoria informacji, zas Fraser (1989) uZzywajac teorii
informacji podal sposdb wyznaczania optymalnej wielko$ci opdznienia.

Zatozmy, ze szereg czasowy x(r) zostat zdyskretyzowany na N czgsci.
Jezeli n, oznacza liczbg obserwowanych punktow i poszczegodlne wartosci

szeregu powtarzaja si¢ n_ razy, to prawdopodobienstwo estymacji tej

warto§cl  wynosi pl(x)znr i (indeks / oznacza rozwazanie
T

jednowymiarowego rozkladu). Entropia takiego rozktadu jest okreslona przy

pomocy tego prawdopodobienstwa w nastgpujacy sposob:

H () =-3 p(3)log,py(x)- a7

x=1

Rozwazmy zatem dwa skrajne przypadki. W pierwszym zaktadamy,
ze istnieje tylko pojedyncza warto§¢ x 1 prawdopodobienstwo p
wystgpowania tej wartosci jest rowne I, log, p,(x)=0. O pozostalych
wartos$ciach zakladamy, ze wystepuja z prawdopodobienstwem réwnym 0.
W tym przypadku nastgpny stan jest okreslony z prawdopodobienstwem [ i
nazywany jest on przypadkiem najwigkszego uporzqdkowania. W drugim
przypadku rozwazmy wszystkie N wartodci tak samo prawdopodobnych. W
tym przypadku cntropia przyjmuje maksymalng warto§¢ roéwna
H,(N)=1log, N ijest on nazywany przypadkiem najwigkszego nieporzqdku
- poniewaz kazdy stan jest tak samo prawdopodobny. Oczywiscic wszystkie
pozostate przypadki znajduja sie pomigdzy tymi dwoma ekstremalnymi.
Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym M standw szercgu czasowego jest tak
samo prawdopodobnych. Ze wzrostem N warto$¢ entropii najpierw rosnic
odpowiednio do log, N (ze wzgledu na fakt, ze pojawienie sig¢ wszystkich

warto$ci  jest jednakowo prawdopodobne) az do asymptotycznego
osiagnigcia wartosci log, M. W przypadku bardziej zlozonego rozkiadu

prawdopodobienstwa warto$¢ entropii bedzie rosta do wartosci D, log, N,
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gdzie D <1. Wspodlczynnik 7, nazywany jest wymiarem informacji
(Hentschel i Procaccia, 1983),
Prawdopodobienistwo konkretnego wektora opéZnien w przestrzeni d-

wymiarowej x, «_(xr,;cr sy X ) jest szacowane w podobny sposdb

~Hd-1)r

p.(x )»- -2 . Catkowita entropia jest okreflana nastgpujacyin wyrazeniem
Hr

1' N)— Z 2 pd( XX e ,%dfm)logz pd(x,,xH,...xr_(dq}r).(IB]

=box =

Wyrazenie okresla érednia liczbg bitow potrzebnych do opisu szeregu
CZASOWEED.

Innym terminem znanym w  teorii informacji, ktéry znajduje
zastosowanie w analizie szeregdw czasowych, jest informacja wiajemna.
Informacja wzajemna miedzy dwiema probkamu jest okreslana jako roznica
miedzy ich entropig catkowitg a sumng ich skalamych entropii:

il N
L(z,N)= _E 2 (xr) log, p) (x: ) - E P:(x;-r)logz 2, (1;4)
- P
+2 Epl( r!'x:— | ng p]( r! : r] (]9)

=lx,_.=l

= 2H1 (z,N)- H,(r,N)
Jezeli probki sa statystycznie niezalezne

plxoxs) = (s )p x.)

to informacja wzajemna staje sig rowna zeru co Oznacza, € Nieé mozna
wyciagnaé zadnej informacji o ¢ giej probce znajac pierwsza. Jednak, gdy
pierwsza probka okre$la catkowicie druga probke, tzm. H = H,, wowczas
wspdlna informacja jest réwna entropii skalamej 7, = H,. Dla pozostatych
przypadkdw informacja wzajernna wyznacza w bitach stopien okreslenia
jednej zmiennej poprzez znajomosé drugie).

Informacja wzajemna moze by¢ uogolniona na przypadek
wielowymiarowy przez:
e polaczong informacje wzajemng
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1,(t,N)=dH,(t,N)- H,(t,N) (20)
e lub przez nadmiarows informacjg wzajemna
R,(t,N)=H(t,N)+ H,_ (z,N)-H,(1,N). 1)

Nadmiarowos¢ okresla $rednig liczbe bitéw obserwacji, ktéra moze by¢
okreslona na podstawie d-/ poprzednich obserwacji. Zalezno$¢ pomigdzy
polaczong informacjg wzajemna i nadmiarowoscig okre$la nastgpujacy wzor
Ry=1,—1, -

W przypadku  systemoéw  opisywanych ukiadem réwnan
rozniczkowych stany przeszte jednoznacznie okre$laja stany przyszie
systemu. Jezeli liczba d jest duzo mniejsza od minimalnego wymiaru
zanurzenia, to liczba d-1 okres$lajaca poprzednie obserwacje nie jest w stanie
okresli¢ nast¢pnej obserwacji i w takim przypadku warto$¢ nadmiarowosci
dazy do zera:

P (xr’xz—r" A x/—(d—l)r) =P (xz )pd~! (xt-r’ tee ’xr—(d-l)r)

—
H,=H +H,, (22)
—

R, =0

B

W przypadku za$, gdy d jest duzo wigksze niz wymagany wymiar
zanurzania, to nowa obserwacja staje si¢ nadmiarowa, wrecz zzbedna:

Pq ('xl 7xt—r LA "xr-(d—l)r) = P ('xl—r LR ’xt-(d~l)r)

=
23

H,=H,, (23)

=

R, =H,

Mozna pokazaé, ze minimalna warto§¢ nadmiarowosci jest rdéwna
minimalnemu wymiarowi zanurzania, tzn. takiej najmniejszej wymiarowosci
przestrzeni euklidesowej, w ktorej rozwigzania systemu (trajektorie) nie
przecinaja sig.
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Warto$¢ parametru 7, dla ktérego nadmiarowo$¢ znika szacowuje granicg
przewidywalno$ci zachowania si¢ systemu, tzn. horyzont przewidywalnosci.
Horyzont ten jest bardzo krotki, jesli d jest mniejsze niz minimalny wymiar
zanurzania. Gdy jednak warto$¢ parametru d jest wigksza niz wymiar
zanurzania, wowczas nadmiarowo$¢ bgdzie sig zmniejsza¢ znacznie wolniej,
a nachylenie dla matych 7 bedzie Zrédtem entropii:

R,(t,N)=H,(N)-h(1). (29)

W ten rownania (18) i (21) pozwalaja na oszacowanie (Bonnlander,
Weigend, 1994):

® rozwiazania,

* minimalnego wymiaru zanurzania,

e 7zrodta entropii,

¢ horyzontu prognozowania,

® liczby stopni swobody,

¢ wskaznika zapominania warunkéw poczatkowych przez system.

6. MODELOWANIE

Obserwacja  systemu  dynamicznego  opisanego  uktadem
deterministycznych réwnafn rdézniczkowych pozwala, na podstawie
obserwowanych wielkosci, tak dobra¢ wielko$¢ opoznienia (zwigzanego z
zanurzeniem), aby odtworzy¢ liczbg stopni swobody tego systemu. Wartosci
odtworzonych zmiennych pozwalaja uzyska¢ dokladne prognozy.
Przedstawimy teraz procedurg uzyskiwania doktadnych prognoz w
szeregach czasowych generowanych przez deterministyczny system. W tym
celu zostang wykorzystane poprzednio przedstawione narzedzia oparte na
teorii informacji.

Przedstawimy pokrotce rézne podejscia wyznaczajace najlepsze
punkty w modelach lokalnych i w modelach globalnych.

6.1. Modele lokalne
Prawdopodobnie najprostszym rozwiazaniem zagadnienia prognozo-

wania jest utworzenie bazy danych z historycznych ciagéw {(xf_] yees Xy )} 0
dhugosci d - ciagi te tworza wzorce wejsciowe 1 odpowiadajace tym ciggom
stany nastgpne {xi}. Rozpatrywanie nowego ciagu o dlugosci d polega na
przeszukaniu bazy danych i1 znalezieniu wzorca, ktory jest “najblizszy”
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(Threshold AutoRegressive models). W ostatnich latach populame sa takze
inne modele np.: MARS (Multivariate Adaptive Regression Splines)
wprowadzone przez Friedmana (1991). Tutaj jednak rozpatrzymy zupelnie
inne koncepcyjnie podejécie oparte na sztucznych sieciach neuronowych.

Sieci neuronowe sg czesto uzywane do klasyfikacji, tzn. dany jest
zbiér wzorcoOw wprowadzanych jako wejscia do sieci, a zadanie polega na
przyporzadkowaniu kazdego wejscia do odpowiedniej klasy. Inne bardzo
wazne zastosowanie sieci neuronowych to regresja nieliniowa, w tym
zastosowaniu zadanie polega na znalezieniu gladkiej interpolacji pomigdzy
punktami. W rozwazanych sieciach neuronowych informacja jest podawana
na wejscia sieci. W zastosowaniu sieci neuronowych do szeregdw
czasowych informacja o obrazach i historii tych obrazéw - wzorcéw jest
podawana cyklicznie. ‘Poczatki wykorzystania sieci neuronowych do
prognoz w szeregach czasowych siggaja poczatkowych lat wiedzy o
sztucznych sieciach neuronowych. W 1964 roku Hu wykorzystal rezultaty
prac Widrowa, a mianowicie jego liniowa adaptacyjna sie¢ do prognozy
pogody. Nastgpna era w sztucznych sieciach neuronowych jest okres
rozwoju gradientowego algorytmu uczenia sieci, zwanego algorytmem
wstecznej propagacji btedu uczenia (backpropagation). Algorytm ten
pozwala na uczenie nieliniowych sieci neuronowych. Lapades i Farber
(1987) zastosowali taka sie¢ 1 tego typu algorytm do uczenia sieci opisujacej
zalezno$¢ pomiedzy wyjéciem sieci (nastepny punkt w szeregu czasowym) a
wejsciem sieci (czyli sekwencja poprzednich punktow szeregu czasowego).
Do eksperymentu uzyli oni szereg czasowy generowany przez generator
komputerowy. Nastgpnie Weigend, Huberman i Rumelhart (1990) okreslili
pewne warunki, ktére powinna spetnia¢ sie¢ do prognoz rzeczywistych
szeregdw czasowych.

Podobnie jak w modelach stochastycznych (ARMA), takze sie¢
neuronowa musi ‘“znac¢” histori¢ calego szeregu czasowego. Najprostszym
sposobem wprowadzenia historii szeregu czasowego do sieci neuronowej
jest wprowadzanie ciggéw danych (o odpowiednie dtugo$ci - opdznienie) na
wejscie sieci neuronowej. Warto wspomnie¢, ze sie¢ neuronowa bez ukrytej
warstwy neurondéw jest roOwnowazna modelowi AR. Znane sa sieci, w
ktérych wprowadzono opoznienie (Lang, Waibel, Hinton, 1990) oraz inne
modyfikacje sieci, ktérych celem jest wprowadzenie zlozonych wag
(potaczen miedzy neuronami), a to wszystko, aby w potaczeniach zawrzeé
jak najwigcej informacji, np. prace: Cuna (1989), Wana (1994).

Algorytm uczenia wielowarstwowych sieci neuronowych - algorytm
wstecznej propagacji jest algorytmem gradientowym i wyznacze jedynie
lokalne minima bledu uczenia. W zaleznosci od zainicjowanych warto$ci
wag pofaczen sieci otrzymuje sig rézne rozwigzania. W pracach Krawczaka
(1994, 1998, 1999a, 2000a) przedstawiono nowy algorytm uczenia tej klasy
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sygnatu. Prawdopodobienstwo rozkladu wartosci obserwowanych bledu
ma rozklad Gaussa, przy zadanej predykcji nazywane jest czasami
blgdermn modelu lub catkowitym rozkiadem warunkowym (warunkowy
poniewaz zalezy bezpoSrednio od predykcji i posrednio od wejécia).
Dokonujac logarytmowania tego rozkladu otrzymujemy kwadrat
réznicy. Kwadrat réznicy mozna interpretowac jako kwadrat bigdu.

3. Biedy majg rozklady identyczne, tzn. zakladamy, Ze rozmiar przedzialu
bledu nie zmienia si¢ w przestrzeni stanu. (Bledy sumuje si¢ z tg sama
waga dla kazdego punktu danych).

Postaramy si¢ teraz wprowadzi¢ metodg estymacji przedzialéw
bledéw. Przyjmiemy pewnag parametryczng posta¢ catkowitego rozkladu
warunkowego (zalozenie zostanie pozniej ostabione). Bedziemy estymowaé
lokalne przedzialy biedow poprzez szukanie takich parametrow, ktore
maksymalizuja wiarygodno§¢ modelu dla rozwazanych danych. Przechodzac
do szczegoblow, jezeli stosujemy wyijscie sieci y do aproksymacji funkcji f{x)
to zakladamy, ze pozadane wyjscie d (wartosci obserwowanych) mozna
zmodelowa¢ jako

d(x) = f(x) +n(x)

gdzie n(x) jest szumem zgodnym z zalozonym wczesniej modelem rozkiadu
bledu. Gdy estymacja Sredniej tego rozkladu y(x) jest funkcja wejscia, to
wariancja 0° moze takze zmieniaé si¢ w wejéciowej przestrzeni x.
Natomiast, gdy poziom szumu zmienia si¢ W przestrzeni wejscia (tzn.
0°(x) zalezy od x i nie jest stale), to nie tylko chcemy, aby sie¢ nauczyla
si¢ i zapamigtata funkcje wyjéciowa y(x), ale rowniez chcemy nauczyé sie¢
odwzorowywac¢ funkcjg v(x), ktéra estymuje wariancjg o*(x) tego rozktadu.

Estymacje o”(x) mozemy uzyskaé poprzez dodanie dodatkowego
wyjécia v, ktére oblicza v(x). Poniewaz o?(x) musi byé dodatnie,
wybieramy wykladnicza funkcje aktywacji dla w(x), ktéra w naturalny
sposob zapewnia te ograniczenie

v(x) = exp[z w, b, (x)+ Bj| (30)

gdzie B jest dodatkowym wejsciem neuronu (bias), w,, jest waga migdzy
ukrytymi neuronami k i v.
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Tak wige sie¢ ma dwa wyjécia. Dla jednego z nich wzorcem jest d, dla
drugiego, mozemy wzorzec efektywnie otrzymaé przez maksymalizowanie
wiarygodnosci naszej sieci przy zatozonych danych. Zaktadajae statystyczng
niezaleznos¢ bleddéw (jest 1o pierwsze zaloZenic powyzej) réwnowaznie
mozemy minimalizowaé vjemny logarytm wiarygodnosci lub koszt

C=-Ylogp(d|x,,N) (1)

Koncowa posta¢ kosztu C zawicra tylko estymacyg y(x;) Sredniej zalozoncgo
bledu modelu jako funkcje wejscia,wiec zaktada sig, Ze wariancja jest stata,
oraz stale sa czlony otrzymane po zrézmicowaniu (Rumelhart, Durbin,
Golden, Chauvin, 1994),

Nastepnie zakfadamy Ze wariancja zalezy od wejdcia, i z zatozenia
pozostawione sa powyZsze czlony w wyrazeniu na koszt C. Przy dowolnej
architekturze sieci i dowolnym medelu bledu mozna wyprowadzi¢
poprawne, zalezne od zmian wag rdwnania, ktére w procesie uczenia sieci
beda powodowaé zmniejszanie sig gradientu.

W celu zilustrowania tego rozwazmy przypadck kiedy odchylenia
obserwowanych wartoéci od ére iej podlegajg rozkladom Gaussa, a ich
wariancja rdwna jest v(x), tzn. jest spelnione drugie zalozenic. ZatoZenie
normalnosci rozkladéw blgdu wokdt y=f{x} odpowiada catkowitemu,
warunkowemu rozkladowi prawdopodobichistwa o postaci

1 "[df - y(x, )]2

2 (x,) P 2v(x,)

gdzie wyjécie sieci yix;) = yx;) estymuje érednia, a v(x;) = o’ (x,)estymuje
wariancjg. Logarytmujac (z minusen otrzymamy monotonicznie ujemny
logarytm wiarygodno$ci

p(dl

x,N)= (32)

log 271'1’(.1%) 4 Zs - y(-x; )]2

~log p(d x, , N)=
g p(d;|x;, N) > o

(33)

Pozbywajac sig stalych czlondw, sumujac poprzez wszystkic wzorce
otrzymujemy catkowity koszt:
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~[d, = yo)I’

+ log[v(x,, )]] . (34)
v(x,)

1
c=%=2
23

W tym miejscu nalezy poczyni¢ zalozenie dotyczace funkcji przejscia
neurondow w sieci w celu sformutowania rownan zaleznych od zmian wag.
W tym celu wybieramy liniowa funkcje aktywacji dla neurondéw
wyjsciowych y, nastepnie tangens hiperboliczny jako funkcjg aktywacji dla
neurondw w warstwie ukrytej i wykladnicza funkcje aktywacji dla neuronéw
v. Teraz mozemy obliczy¢ pochodne funkcji kosztu C wzglgdem wag sieci.
Zmiana wag w odniesieniu do neurondéw y i v daje

Aw,\j = n;_(_l__)[d' - )’(X; )]hj (-xi ) (35)

Aw, =7 {[d,, —yG) - v(x,.)}hk (x,) (36)

2v(x,)

gdzie 7 jest wspolczynnikiem uczenia sieci. Rownania zalezne od zmian
wag dla wag nie potaczonych z wyjsciem mozna wyprowadzi¢ w taki sam
spos6b jak w standardowej metodzie backpropagation. Zauwazmy, ze
rownanie (36) odpowiada uczeniu oddzielnej sieci aproksymujacej funkcje
v(x). Zauwazmy takze, ze jezeli v(x;) jest state to réwnania (35)-(36)
redukuja sig do znanej, w standardowej metodzie backpropagation, postaci z
funkcja kosztu jako suma kwadratow bledu.

Wariancja v(x;), z uwzglednieniem wzorca i, powoduje zroznicowanie

wag dla kazdego wzorca. Czlon % (x) w otrzymanych rownaniach moze

by¢ interpretowany jako postaé wazonej regresji, zmniejszajac efektywny
wspolczynnik uczenia w obszarach o wysokim szumie.

Jezeli czton wazonej regresji ma znaczacy wplyw na zmniejszanie sie
gradientu, to czgsciej osiagane sa minima lokalne: sie¢ dopasowuje si¢ do
pierwszej statystycznej wiasno$ci, ktora moze napotkaé na drodze szukania
malych blgedow, nie biorac pod uwage innych wzorcéw bedacych duzymi
bledami. W celu odrzucenia wczesniej wazonych, réznych wzorcow (ktore
mogg mie¢ za podstawg niedokladne wartosci v(x;) zanim funkcja fix)
zgrubnic bedzie aproksymowana przez y(x)),: proces uczenia dzielimy na
trzy fazy:
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Trzy fazowe podejscie w sposob istotny moze zredukowaé
prawdopodobienstwo wystapienia minimoéw lokalnych w procesie uczenia
sieci.

7.2. Predykcje iterowane i bezpo$rednie
Rozwazymy problemy zwigzane z predykcja bezposrednia i predykcja

iterowang z fizycznego punktu widzenia, a nastgpnie z perspektywy sieci

neuronowych.

Fizycy czgsto przedstawiaja szeregi czasowe jako sekwencje
pomiaréw wyjscia pewnego ukladu dynamicznego. Na rozréznienie
predykeji bezposredniej 1 iterowanej ma wpltyw wprowadzenie dwoch skal
czasowych: skalg dynamiki systemu (np. wzrosty i spadki) i1 skale czasu
pomiaréw.

Rozwazmy skrajny przypadek, gdy pomiary zjawiska otrzymuje si¢ w
skali czasu znacznie szybszej niz wewngtrzna dynamika systemu. Iterowany
predyktor bedzie sig staral wychwyci¢ zmiany, ktére w istocie sg szumem:
system nie zmienia si¢ znaczaco w ciggu jednego kroku czasowego, zmienia
si¢ jedynie szum, poniewaz zwykle ma wiecej sktadowych o wysokich
czgstoSciach niz sygnat. Tak wige, w tym przypadku predyktor bezposredni
bedzie bardziej odpowiedni, poniewaz dtuzszy czas predykcji bedzie blizszy
dynamice systemu. Inny przypadek to, gdy dane z systemu sg pobierane zbyt
rzadko i skala czasu przy predykcji iterowanej jest blizsza wewnetrznej skali
czasu.

Zastosowanie do systemu predyktora iterowanego czgsto wymaga
wyzszej zlozono$ci funkcyjnej, np. wolne od szumu odwzorowanie
kwadratowe, réwnanie (13). Dla przypadku predykcji jednokrokowych
(nastgpnie poddawanych iteracji) wystarcza model, ktorego zachowanie
wejscie-wyjscie moze by¢ reprezentowane poprzez parabole (jest to tatwe
zadanie dla sieci neuronowej z kilkoma ukrytymi neuronami). Natomiast dla
przypadku predykcji bezposrednich o kroku h zaleznos¢ staje sie
skomplikowanym wielomianem stopnia 2". Przykladowo predykcja krokowa
dla A = 10 wymaga sieci neuronowej z liczbg ukrytych neurondéw rzedu
1000.

Mozemy rozroini¢ trzy przypadki sieci neuronowych do predykeji
(przypadki te roznia si¢ sposobem uczenia):

e w pierwszym przypadku parametry sieci sg optymalizowane ze wzgledu
na minimalizacjg blgdu w prognozie jednokrokowej, za$ iterowanie
dodawane jest pozniej, po nauczeniu sieci,

e w drugim przypadku, celem uczenia sieci jest minimalizacja bledu
iterowanej prognozy na h krokow naprzdd; mozna to sobie wyobrazié
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jako umieszczenie £ kopii identycznych sieci ,jedna na drugiej”, tzn.
druga kopia przyjmuje wyjscie z pierwszej jako jedno ze swoich wejsc
itd.; nastepnie wykonuje si¢ dopasowanie parametrow tak, aby btad po 4
iteracjach, czyli na szczycie rozlozonej sieci, byl jak najmniejszy
(Rumelhart, Hinton, Williams, 1986),

e trzecia sie¢ ma odmienne zadanie; przewiduje bezposrednio z punktu
biezacego do punktu w przysztosci odleglego o h krokow - bez zadnych
posrednich prognoz i sprzgzen.

Rozwazania przedstawione powyzej odnosza sig do przypadku, w ktorym
szum ma inng skale czasowq niz dynamika uktadu. Dla deterministycznych
systeméw chaotycznych (bez szumu) Farmer i Sidorowich (1988) dowodza,
ze prognozy iterowane daja | sze przewidywania niz bezposrednie.

7.3. Przeuczenie sieci
Przeuczenie sieci obserwuje si¢ podczas uczenia, gdy nauczona sieé
charakteryzuje wiecej cech, ktore Zle si¢ uogdlniaja, niz cech, ktore dobrze
sig uogolniajg (sie¢ nauczyla si¢ przypadkéw mocno zaszumionych - nie
niosacych zadnej informacj Intensywnos$¢ zjawiska zalezy od poziomu
szumu w danych i od rozr ru zbioru uczenia. Bardzo trudnym
przypadkiem bywaja finansowe szeregi czasowe.
Rozwaza sig trzy sposoby obrobki tego rodzaju szeregdw czasowych
przy prognozowaniu:
¢ wczesne zatrzymanie
najprostszy algorytm polega na uzyciu sieci nadmiernie duzej z liczbg
wag prawie tak duzg jak liczba punktow i zatrzymanie, gdy blad uczenia
przestaje sig polepszaé. Inicjalizacja sieci odbywa sig¢ z bardzo matymi
wagami - wystarczajaco duzymi dla unikni¢cia symetrii, ale na tyle
matymi by utrzymac si¢ w zakresie liniowym dla ukrytych neurondéw.
¢ dodanie szumu do wejscia
altematywa jest dodanie szumu do kazdego wejscia w kazdej iteracji
algorytmu backpropagation (Bishop, 1994).
* uwzglednienie zloZzonoSci sieci
do skfadnika btgdu w funkcji bke . uczenia dodaje sig¢ drugi sktadnik
kary za zlozono$¢ sieci. W podejsciu bayesowskim taki sktadnik ma
interpretacje a’priori, tzn. odpowiada naszej wiarze w rozklad, z ktorego
uzyskano wagi, np.:

Y (w, [ wy)?

> 37
T 1+ (w, Twy) G
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Znana jest tez technika tzw. pseodo-danych polegajaca na
mpodpowiadaniu” sieci spodziewanego wyjscia. Poshizyt si¢ on danymi
finansowymi z jednego kraju do ,podpowiedzi” dla predykcji dla innego
kraju. W trakcie uczenia funkcje bigdu uczenia byly przelaczane ze zwyklej
funkcji btedu na funkeje¢ biedu z ,podpowiedzia”.

Inng metoda (Weigend, 1992) jest dostarczanie dodatkowych informacji
do sieci, np. poprzez wprowadzanie na wejscie sieci informacji o znaku i/lub
wartosci bezwzglednych zmian stop procentowych.

7.4. Analiza sicci

W czesei 2.1 przedstawilismy, Ze liniowy system zalezny od czasu jest w
petni  scharakteryzowany przez swoja transformatg Fouriera (lub
rownowaznie przez swoje  wspotczynniki  ARMA  lub  funkcje
autokorelacyjna). Nast¢gpnie pokazalismy, jak to mozna uogdlni¢c dla
przypadku systemdw nicliniowych. W czgéci 3.2 opisaliSmy niezalezne od
modelu wilasno$ei punktéw obserwowanych bezposrednio w przestrzeni
zanurzonej, a w czes$ct 4.1 posrednia analize szeregu czasowego poprzez
obserwacj¢ zachowania bledow spowodowanych zmiana parametrow
lokalnych modeli liniowych. Obecnie podamy mozliwo$ci nauczonej sieci
neuronowej do analizy szeregdw czasowych. Zajmiemy si¢ ,,wyciaganiem”
charakterystycznych wtasnosci takich jak: minimalny wymiar zanurzenia,
estymacj¢ wykladnikow Lapunova, oceng ,,wielkosci” nieliniowo$ci procesu
(systemu) - zwigzanej z stopniem entropii systemu liniowego.

Wymiary

Poczatkowo, gdy byt uzywany algorytm backpropagation, zmieniano
liczbe neuronéw w warstwie ukrytej 1 wykreslano biad nauczenia (lub
testowania) jako funkcji liczby elementow ukrytych. Zwykle btad ten
poczatkowo spada, nastgpnie osigga minimum; a potem rosnie. Dla
osiagnigtej iminimalnej wartosci btedu nauczenia sieci (lub biedu testowania
nauczonej sieci) liczba ukrytych neurondw moze byc¢ traktowana jako rodzaj
miary stopni swobody systemu. W podobny sposoéb, zmieniajac liczbe
wejsctowych elementow, imozna okresli¢ wymiar zanurzenia.

Okreslane wymiary sa silnie zalezne od funkcji aktywacji algorytmu
optymalizujacego. Widmo warto$ci wlasnych macierzy kowariancji
aktywacji ukrytych neuronéw jest obliczane jako funkcja czasu uczenia.
Kowariancja

C,=((f, = F)f, - 1) (38)
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¢ oznacza nachylenie sigmoidy, a
) _ zd b
o j=1 Wi X h

oznacza wejScie “net” sieci. Weigend 1 in. (1990) podaja rozkiad tej
statystyki dla kilku szeregow czasowych, przedstawiajac rozne stopnie
nieliniowos$ci dla réznych szeregdw czasowych.

Po ustaleniu istotnos$ci nieliniowosei dla danego problemu, pojawiaja sig
nastgpujace pytania: Gdzie wystepuja nieliniowosci? Do czego one sa
uzywane? Sg takie szeregi czasowe, w ktorych cata nieliniowos¢ sieci mogta
by¢ usunigta przez ,preprocessing” kazdego wejscia z osobna, innymi stowy
sie¢ mogta by¢ zredukowana do liniowej superpozycji indywidualnie
przetransformowanych wejsé:

wyjscie y = ZWifk (x)) (41)

Takie nieliniowosci nazywane sa nieliniowosciami pierwszego rodzaju, i
moga by¢ usunigte przez wstgpna obrobke nazywamy nieliniowosciami
wstepnej obrobki. Istnieja jednak réwniez przypadki, gdy oddzialywania
migdzy wejSciami sa naprawdg istotne. Takie nieliniowo$ci nazywane sg
nieliniowo$ciami drugiego rodzaju lub nieliniowosciami interakcji.
Rozréznienie nielintowosci drugiego rodzaju od nieréwnosci
pierwszego rodzaju moze by¢ dokonana w nastepujacy sposéb: obliczmy
hesjan - macierz drugich pochodnych wyjscia sieci wzglgdem wej$¢ i oraz j

7y
o0

(42)

1 nast¢pnie obliczmy to dla danych punktow pomiarowych (gestosé
empiryczna). Jezeli, z jednej strony, wielko$¢ cztondw poza przekatna (tzn.,
suma ich kwadratéw) jest pomijalna w poréwnaniu z cztonami z gtdwnej
przekatnej, to sie¢ stosuje tylko wstgpna obrobke nieliniowosci. Jezeli
wielkos¢ cztonéw pozadiagonalnych jest duza, to sie¢ rzeczywiscie
wykorzystuje interakcje pomigdzy zmiennymi wejsciowymi.

W rozdziale 5.2 ustaliliSmy, Ze stopien zrodtowej entropii szeregu jest
dolnym ograniczeniem dla kazdego modelu. Dla modelu liniowego stopien
entropii jest dany przez (Cover 1 Thomas, 1991):
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2
X

ol =pol+o}.

Zakladajac, ze wariancje x, i X, s3 rowne otrzymujemy

MO

2

I-p° = (45)

QIQ

= o

Jedli Srednie x, i X, sa rOwniez zblizone, to p moze by¢ przyblizone
przez wspoétczynnik korelacji pomiedzy prognoza i wzorcem.

Wykreslajac (/-R°) i Exus W tej samej skali (np. jako funkcje czasu
uczenia niezbednego do monitorowania przeuczenia sieci), Eyums jest
ograniczony od dotu przez (1-R°).

Dla danych zblizonych do przypadkowego bladzenia, dobrg miarg
okreslajaca jakosé predykeji jest stosunek blgdéw kwadratowych:

Y. .. (cel, — predykcja, )’
Y, (cel, - predykcja, )’

(46)

W mianowniku uzyte sa ostatnie zaobserwowane wartosci jako predykcje.
Wartos¢ tego stosunku powyzej 1.0 odpowiada zatem predykcji gorszej od
bladzenia przypadkowego, za$ ponizej 1.0 - ulepszeniu w stosunku do
bladzenia przypadkowego. Jezeli wystepujgq istotne autokorelacje, zamiast
silnej hipotezy zerowej mozna sprobowaé wykorzysta¢ model AR niskiego
rzedu.

Czgsto mozna otrzymaé¢ wigcej informacji o biedach niz o ich
warto$ciach srednich. Rozkiad blgdow posortowanych wedtug wielkosci
utatwia rozréznienie prognoz o tym samym S$rednim bledzie, ale bardzo
réznym rozktadzie. W innych podstawowych testach wykresla sie biedy
predykcji wzglgdem prawdziwych (badz przewidywanych) wartoSci.
Rozklad taki powinien by¢ plaski gdy blgedy maja rozktad Gaussa, a
proporcjonalny do sredniej gdy bledy maja rozktad Poissona. Interesujace
moze by¢ wykreslenie wspolczynnikéw autokorelacji reszt wzglgdem liczby
training epochs i sprawdzenie jak to si¢ ma do bigdu zwiazanego z
przeuczeniem sieci.

8.2. Predykcja z przedzialami bledow
Jezeli dostgpne sy przedziaty biedéw predykcji x, to mozemy
zastosowaé jako miarg predykcji wiarygodno$¢ obserwowanych danych,
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dysponujac przewidywanymi wartosciami i przedziatami bledéw predykeji.
W kazdym przypadku trzeba zalozy¢ model bledéw. Czgsto stosowane
zalozZenia o niezaleznych bledach gaussowskich moga by¢ niewlasciwe, ale
daja prosty wynik. Prawdopodobienstwo zaobserwowania danego punktu x,
dane jest przez sc:é owanie rozkladu Gaussa po jednostkowym przedziale
(odpowiadajacym bledowi zaokraglenia jednego bitu w konwersji
analogowo-cyfrowej) scentrowanym w x;:

Ooxp(— e =E) e @)

1 X,
\/Zr&_} L,—o.s 2 G

Jezeli blad predykceji jest  Zzy, to obliczone prawdopodobienstwo bedzie
relatywnie mate, prawie niezalezne od wartoéci punktu z predykcji. Jezeli
blad predykcji jest maly i punkt z predykcji jest blisko obserwowanej
warto$ci, to prawdopodobienstwo bgdzie duze, ale jezeli btad predykgji jest
maty 1 warto$¢ przewidywana odlegla od rzeczywistej, to
prawdopodobienstwo bedzie bardzo mate. Przy zaloZeniu bledow
niezaleznych, wiarygodnos¢ catego testu dla pomiardw przy danych
warto$ciach prognozowanych i przedziatach bledu predykcji, wynosi:

p(x|%,.6,)=

p(DIM) =] plx2,.6,). (48)

W koficu, po zlogarytmowaniu (51) mozemy zdefiniowaé ujemny, sredni
logarytm wiarygodnosci

1 A ‘
_ —]—V_ E logp(x, lx, ,0,) (49)
1=l

Standartowe podejscie do wyboru modelu polega na podziale danych
na podzbiory: treningowy, weryfikujacy, testowy. Poniewaz nie ma jednego
sposobu podziatu danych j¢ mym sposobem jest metoda prob i bledow do
doboru wigkszosci parametrow sieci (liczba ukrytych warstw, liczba
neurondw w kazdej warstwie, poczatkowe wagi, itd., Weigend i LeBaron,
1994). W ten sposdb mozna wykonaé histogramy bledow uczenia. Z
pordéwnania histograméw sieci nauczanych dla r6znych podzialdw wynika,
ze losowo$¢ w podziale danych generuje znacznie wigksza zmiennos$¢ niz
losowos¢ w inicjalizacji sieci i jej architekturze. Zauwazmy, ze sie¢ jest w
stanie wyjasni¢ okoto 50% zmiennosci danych. Jednak wyniki sa podobne
do wynikéw uzyskanych przy =zastosowaniu modeli liniowych (przy
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wykorzystaniu tych samych danych (uczenie + weryfikacja). Jedna z
mozliwych przyczyn takiej sytuacji jest brak nieliniowosci, a inna to
niestacjonarno$¢ nieliniowo$ci, ktére zmieniajg si¢ w czasie, i1 moga by¢
usrednione przez metodeg bootstrap (Weigend i LeBaron, 1994).

9. PODSUMOWANIE

Przedstawilismy przeglad wynikéw, ktore zdajg si¢ tworzy¢ staly
postgp W przezwycigezaniu niewiedzy w analizie 1 predykcji szeregdw
czasowych. Najlepszym modelem do predykcji jest model, ktéry wymaga
jak najmniej informacji do jego opisu. Wtasnie celem Teorii Informacji
Algorytmicznej Kolmogorowa (1965). Klasyczna teoria informacji, opisana
w rozdziale 5.2, mierzy informacje w odniesieniu do rozkladu
prawdopodobienstwa zespolu  obserwacji  strumienia symboli. W
algorytmicznej teorii informacji, informacja jest mierzona w pojedynczym
strumieniu symboli poprzez liczbg bitéw potrzebnych dla specyfikacji
najkrotszego algorytmu, ktoéry moze je wygenerowa¢. Doprowadzita ona do
znacznego ulepszenia wynikéw uzyskanych przez Godela (1931) i Turinga
(1936) (za Chaitin, 1990). Jednakze nie wiadomo czy istnieje uniwersalny
algorytm znajdujacy najkrotszy program generujacy obserwowang
sekwencje.

Chociaz wystepuja glebokie teoretyczne ograniczenia w predykcji
szeregdw czasowych, to jednak uzyskiwane sa wyniki na tyle przydatne, ze
sq szereko wykorzystywane w instytucjach kapitalowych. W tym rozdziale
pomingliSmy wiele waznych probleméw szeregdw czasowych, miedzy
innymi:

e Budowg modeli parametrycznych
Dla systemu liniowego mozliwa jest identyfikacja wewnetrznej funkcji
przejScia niezaleznej od wej$¢ zewngtrznych, a dla systeméw
nieliniowych takie rozdzielenie jest niemozliwe. Sparametryzowana sie¢
pozwala scharakteryzowa¢ system w kategorii jego jakosciowego
zachowania (Kevrekidis i in., 1993).

e Sterowanie systeméw nieliniowych
Problem sterowania systemami nieliniowymi polega na tym, aby
obserwacje i dostep do niektorych wejs¢ systemu nieliniowego moglyby
by¢ uzyte do zbudowania modelu, ktory z kolei moglby by¢ zastosowany
poprowadzenia systemu w kierunku pozadanego stanu (Miller, Sutton,
Werbos, 1990; White i Sofge, 1992).
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Warto zwroci¢ uwage na kilka zagadnien zwigzanych z wykorzystaniemn

sicci neuronowych do predykcji szeregdw czasowych:

Lit
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Czyszczenie danych

W rozdziale w zasadzie zaktadalismy, 7e na wejiciach nie ma szurmu. W
przypadku zaszumionych szeregdw mozna zastosowac filtr: sie¢ uczy sig
przewidywac srodkowa wartos¢ okna przesuwajacego sie wzdhiz szeregu
czasowego od kilku poprzedzajacych i od kilku nastgpujacych wartosci.
Szeregi czasowe wielu zmiennych i niestacjonarne

Jak dotad rezpatrywane bylv jedynie szeregi :dnej zmiennej (jedna
zmienna w funkeji czasu). Twierdzenie Takensa (5.10) stwierdza, Ze
przeszle wartosci pojedynczej obserwacji sa  wystarczajace do
rekonstrukeji lokalnych wartosci rozwiazania - o ile rozwazamy system
dynamiczny wolny od szumu. W rzeczywistych systemach taka sytuacja
ma migjsce raczej rzadko. Uwzgled  enic wigkszej 1losel informaci moze
spowodowaé, ze problem okafe sig bardziej stacjonarny, a w wiclu
przypadkach istnieja zbiory zmicnnych, kiore wystepuja grupowo. W
litcraturze ckonometryczne] wlasnosé ta nazywana jest kointegracja
(Engle i Granger, 1987).

Sieci rekurencyjne

Praca ta nie objgla sieci rekurencyjnych. Jedna z istotnych przewag, jaka
maja one nad sieciami feed-forward, jest zdolnoéé odnalezienia stanu w
obecnosei szumu, podobnie jak w ukrytych modelach Markowa (Mozer,
1994).

W pracach Krawczaka (1999a, 1399b, 2000a, 2000b) przedstawiajacych
nowy algorytm uczenia sieci neuronowych dopuszcza si€ istnienie
sprz¢zen zwrotnych w sieci typu feed-forward i dodatkowo algorytm ten
wyznacza minimum globalne uczenia sieci. Wydaje sig, Ze tego typu sicé
moze znalezé zastosowanic przy predykeji finansowych szeregow
czasowych.
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