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PROCESY STOCHASTYCZNE W MODELOWANIU [ PROGNOZOWANIU...

Stacjonarno$¢  procesu stochastycznego w szerszym sensie nic
wymaga stabilnosci rozktadow, lecz tylko pewnych parametréw tych
rozktaddw.

Podstawowymi charakterystykami proceséw stochastycznych sg
momenty zwykle 1 centralne. Szczegdlng rolg w opisie procesu odgrywajs
momenty rzedu pierwszego i drugiego.

Moment zwykly pierwszego rzedu okreslamy nastgpujgco

3
li
b
>
o
—3

x,dF,(x) t=0t1,..., (6)

gdzie [(x) jest jednowymiarowa dystrybuanta zmicnnej losowej X,. Moment
plerwszego rzedu jest wartoscig przeciging procesu stochastycznego dla
dowolne] wartoéci t.

Moment zwykly drugiego rzedu procesu X, dla danego t okreéla sic
jako

m, =E{x2), (7

o
natorniast moment zwykly mieszany rzedu drugiego jako

my=E(X, X, ) ts=0+1,.., t#s. ®)

lomenty centralne rzedu drugiego okredlone nastepujaco

DE(X,)= E(X,-m,) = J.(x, —m, ) dF(x) t=0%1,..., )]
oraz b

K(.5)= E[(X, ~m, )X, -m,)]=

i (10)

J =, Xx, —ms)dF,_T(xr,xs), t,s=0xl,..., t#s

—go—on

nazywamy odpowiednio wariancjg i funkcja kowarianeyjna procesu
stochastycznego.

Dla procesu stacjonarncgo warto$é Srednia 1 wariancja sg stale,
niezaleznc od t, natomiast funkcja kowariancyjna zalezy tylko odwgmicy t-s.
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PROCESY STOCHASTYCZNE W MODELOWANIU I PROGNOQZOWANIU. ..

Zalozmy, iz relacja pomigdzy cena zero-kuponowego instrumentu a
obserwowana stopa procentowa jest nastepujgcej postaci:

P =—L—. (13)

R (E

Bezposrednia konsekwencja relacji (13) jest mozliwos¢ przedstawienia
odchylenia standardowego zmiany <ceny w funkeji  odchylenia
standardowego zmiany rentownodci:

o~ Na[ln(1—+)~)’—ﬂ. (14)
1+ Y

Na rysunkach 1 — 3 zostaly przedstawione trzy przykladowe szeregi
czasowe zbudowane na podstawie dziennych obserwacji indeksu gieldowego
{WI1G), kursu dolara amerykanskiego w stosunku do zlotowki (USD) oraz
ceny miesigeznych pozyczek na rynku miedzybankowym {WIBOR 1M) w
okresie od maja 1995r. do lutego 2000.

Analiza graficzne] prezentacji szeregdw czasowych zamieszczonych
na rysunkach 1 — 3 pozwala postawi¢ hipoteze o heteroscedastyczne]
warlancji procesdw rzgdzacych ksztaltowaniem sig badanych zmiennych.

Szczegdtowe omowienie wlasnosci finansowych szeregow czasowych
zostato dokonane w dalszej cze$ci rozdziahu.
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a) warto$¢ indeksu gietdowego b) dzienne stopy zwrotu

Rysunek 1. Ksztaltowanie sig indeksu gieldowego WIG w okresie maj
1995 — luty 2000 (zrodlo: opracowanie wiasne).
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PROCESY STOCHASTYCZNE W MODELOWANIU I PROGNOZOWANIU...

poréwnanie stochastycznych wilasnoscr tych szeregéw z Gausowskim
procesem bialego szumu, ktéry charakteryzuje sig nastgpujacymi cechami:

®  jest procesem stacjonarnym,

e charakteryzuje si¢ brakiem autokorelacii,

e charakteryzuje sig rozktadem normalnym.
W tabeli | przedstawiono wartoSci podstawowych statystyk opisowych
charakteryzujacych ksztattowanie sie analizowanych zmiennych.

Tabela 1 Podstawowe charakterystyki opisowe analizowanych zmiennych
(zrédlo: obliczenia whasne).

Szere Liczba Sredni Median Odchyleni Kurtoz Skos$nos$
obserwa standardo
WIG 11233 00757  0,1102 12089 2,70 - 0,25
us 1193 0,0459 06365 0,5722 10,76 0,30
WIBCR 1193 - - 0,2280 3290 - 0,87

Analiza wielkosci zamieszczonych w tabeli 1 wskazuje, iz dzienne
stopy zwrotu analizowanych instrumentow finansowych posiadaja bardzo
male warto$ci $redniej arytmetycznej i stosunkowo duze wartosci odchylenia
standardowego. Prawidlowo$¢ ta pozwala postawi¢ hipotezg, iz w przypadku
modelowania rozktadéw stop zwrotu w celach ich prognozowania nalezy
skoncentrowac sie na ich wariancji, a aie na ich poziomie $rednim.

W tabeli 2 i 3 przedstawiono zimiany odpowiednio w wartosci $redniej
oraz odchyleniu standardovwym obliczone dla kazdego roku kalendarzowego.

Tabela 2 Wartosci Sredniej arytmetycznej stop zwrotu w poszczegdlnych
fatach (zrodto: obliczenia wlasne).

Szereg 1995 1996 1997 1998 1999
WIG -0,0853% 0,2600% 0,0090% -0,0548% 0,1418%
ush 0,0160% 0,0622% 0,0814% -0,0016% 0,0675%

WIBCR 1M  -0,0133% -0,0115% 0,0137%  -0,0343%  0,0154%

Tabela 3 Warto$ci odchylenia standardowego stop zwrotu w poszczegdlnych
latach (Zrodto: obliczenia whasne).

Szereg 1995 1996 1997 1998 1999
WIG 1.9272%  1,5500% 1,6520%  2,3326%  1,6919%
usb 0,4980% 0,2551% 0,5685%  0,6741%  0,6912%

WIBOR1M  0,1438%  0,2518% 0,1648%  0,2076%  0,2528%
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Rysunek 6. Funkcja autokorelacji oraz autokorelacji czgsciowej wyznaczona

dla WIBOR {zrodto: obliczenia wtasne).

Analizujge, rysunki 4 — 6 mozna stwierdzié, iz Zaden z omawianych
szeregdw ¢zasowych nie charakteryzuje sig istotng autokorelacjg. Stad
mozna wnioskowac, iz stopy zwrotu finansowych szercgdéw czasowych nie
posiadaja ,pamigei” (przynajmniej liniowe)), Jak wiemy proces bialego
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Funkcja autokorelacji wyznaczona dla kwadratéw stép zwrotu
(zrodlo: obliczenia wlasne).
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6. Ekonometryczne modele rozkladéw zmiennych losowych'

Pierwszym rozkladem teoretycznym zmiennej losowe] byl typowy
przedstawiciel rodziny rozktadéw symetrycznych - rozklad normainy. W
pierwszej polowie XIX w. uwazano, ze krzywa normalna jest krzyws
idealna, do ktorej powinny przybliza¢ si¢ wszystkie inne rozklady. Sytuacje,
w ktérych nie wystgpowalo to przyblizenie uwazano za ,.dziwne” i
wymagajace szczegélnego wyjasniania. Jednak juz w drugiej potowie XIX
w. zebrano wiele faktow §wiadczacych o tym, ze rozklad normalny nie jest
rozkladem wystgpujacym czegsciej niz inne typy rozktadéw, a nawet fakt
jego wystgpowania byt zjawiskiem dos¢ rzadko spotykanym wéréd danych
empirycznych. Pomimo tych odkry¢ rola rozktadu normalnego byta nadal
bardzo istotna, poniewaz posiada on szczegllne znaczenie w rachunku
prawdopodobienstwa i statystyce matematycznej. Znaczenie to wiaze si¢ z
jego wlasnosciami matematycznymi, ktére sprawiaja, Ze jest on atrakcyjnym
typem rozkiadu ze wzgledu na prowadzenie obliczen. Jednakze jego
teoretyczne i praktyczne znaczenic wynika glownie z faktu, ze jest on
rozkladem granicznym wielu innych rozkladow. Zaznaczeniu roéwniez
podlega fakt, Ze przyjecie zalozenia o normalnosci rozkladu jest podstawa
stosowalno§ci wielu metod statystycznych, w tym i tych wykorzystywanych
w pomiarze ryzyka.

W literaturze znajdujemy kilka systeméw klasyfikowania krzywych
gestosci  rozkltadow zmiennej losowej. Do najbardziej popularnych
zaliczamy system opracowany przez Pearsona. Do tego systemmu naleza
najczgSciej stosowane rozklady teoretyczne, m. in.: normalny, beta, chi-
kwadrat, gamma, wykladniczy, F-Fishera, prostokatny, t-Studenta, Pareto i
odwrotnie normalny.

Dany typ rozkladu nazywamy pearsonowskim kiedy funkcja gestosci
tego rozkladu spelia rownanie rézniczkowe:

o __ (-a)f : (17)
dx  by+bx+byx
gdzie :
2
a=_ﬂ3@4+3ﬂz) (18)

A

' Szerokie oméwienie pozostatych typéw rozkladow znajduje si¢ w pracy Forlicz

S., Rozklady asymetryczne zmiennej losowej, Prace naukowe Akademii
Ekonomicznej we Wroctawiu , Wroclaw 1986.
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PROCESY STOCHASTYCZNE W MODELOWANIU 1 PROGNOZOWANIU...

Z wlasnoSci tych wynika podstawowa regula rozkiadu normalnego
zmiennej losowej ciaglej, zwana reguta trzech odchylen standardowych.
Okazuje sig, ze z prawdopodobienstwem bliskim jednosci nalezy oczekiwag,
Ze realizacje zmiennej losowej X nie beda sig roznily, in plus oraz in minus,
od warto§ci oczekiwanej wiecej anizeli o trzy odchylenia standardowe tej
zmiennej. Regule trzech odchylen standardowych mozna zapisa¢ jako:

P[E(x)-3D(x)]< X < P[E(x)+3D(x)]=0.9973 (25)

Z uwagi na swoje wlasnosci rozklad ten znajduje szerokie zastosowanie w
modelowaniu st6p zwrotu finansowych szeregéw czasowych.

Wiekszo$¢ metod stosowanych w statystyce opartych jest na rozktadzie
normalnym lecz jak juz wcze$niej zauwazono, nie jest on cz¢sto spotykany
w badaniach zjawisk empirycznych. Wiele rozkiadéw empirycznych to
asymetryczne, wielomodalne, badz majace grubsze ogony niz rozkiad
normalny (przyktadem sq finansowe szeregi czasowe).

W celu wprowadzenia pojecia mieszanki rozkladow (Jajuga, 1991)
zatézmy, Ze rozpatrujemy zbiGr obserwacji stanowiacy probe losowa,
pochodzaca z pewnej populacji I['l. Populacja ta moze by¢ podzielona na K
podpopulacji, tzn. M=I1, VII, u---VII, przy czym
I, =i, j=1,2,..,K ;i # j. Oznaczmy przez x realizacjg zmiennej
losowej X, a przez f; (x)= p(x/ j); j=12..K ggsto$¢ rozktadu zmiennej

losowej X w podpopulacji IT. Rozkiad ten traktuje si¢ jako rozktad
warunkowy uzalezniony od zdarzenia “wylosowanie podpopulacji IT;”.
Przyjmijmy , ze P; (j=1,...,K) to prawdopodobiefistwo tego zdarzenia.

Oznaczajac ggstosé rozktadu zmiennej losowej X w populacji I1 przez
f(x), otrzymamy

K K
fG =Y Pp(x!j)=Y P f;(x) (26)

j=1 j=I

W ten sposob uzyskaliSmy okre$lenie mieszanki rozktadéw zmiennej
losowej. Wspotezynniki P; nazywane sa wagami lub parametrami
mieszajacymi, a fj (x) gestodciami rozkltadow skladowych mieszanki.
Prostym przyktadem mieszanki rozkltadow jest kombinacja dwoch
jednowymiarowych rozkiadow normalnych. Jej gesto§¢ wyraza si¢ wzorem
-G-p) 1 -G-p, )

25¢ +p, e 253 @7)

8,\2m

1
fx)=p, me
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Z przedstawionych wykresow wynika, Zc mieszanki dwoch rozkltadow
normalnych moga by¢ przedstawione za pomoca krzywych o réznych
ksztattach. Mogg to by¢ rozklady zarowno jednomodalne jak t dwumodalne.
Zwigkszenic liczby skiadnikéw mieszanki, a takzZe przyjmowanie rdznych
parametrow rozkladéw skladowych daje bogaty zbidr rozkladéw
wiclomodalnych i rozktadéw asymetrycznych. Wszystko to sugeruje, zc
stosowanic mieszanek rozkiaddéw w analizic rozkladow charakteryzujacych
sie jednoczesnie wielomodalnoscia 1 asymetria moze by¢ konkurencyjne w
stosunku do stosowania bardzo skomplikowanych procedur badawezych.

Hustracja rozwazan po$wieconych typom rozktadow
wykorzystywanych w analizie szeregéw czasowych jest rysunck ©
przedstawiajacy ksztalt rozkiadéw dziennych sidp zwrotn wyznaczonych dla
analizowanych szeregdw czasowycl, tj. indeksu gieldowego WIG, kursu
dolara amerykanskicgo.
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Rysunek 1. Rozklady dziennych stép zwrotu wyznaczonych na bazie
indeksu gir lowego WIG, kursu walutowego USD (zZrodlo: opracowanie
wiasne).

Analiza rozkladow zamieszezonych na rysunku 9 wskazuje, i1z tylko
rozklad stop zwrotu indeksu gieldowego WIG pozwala na przyjecie
zalozenia o rozkfadzie normalnym. Pozostate dwie analizowane cechy,
charakteryzujg sig znacznie bardziej wysmuklymi rozktadami, tj. ich kurtoza
znacznie przekracza wartos¢ charakterystyczna dla rozktadu normalnego.
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-1<8,<1. (34)

Model éredniej ruchomej (MA) ma postac

Y, =6, =V ==Y iy (35)
lab
Y, =Cluk,, (36)

gdzie C(u) - operator $redniej ruchomej rzedu q
q
C(u)zl—}'lu—}fq_ug—...—}fqu"=1—Z}fkuk. (37)
k=1

Liczba q oznacza rzad $redniej ruchome;j.
Mieszany model autoregresji i $redniej ruchomej (ARMA)} ma postaé

Y, =0, +..+6,Y, , +& -VE  ~..~V.E . (38)
lub
D(u)Y, =Cuk, . (39)

Proces mieszany autoregres)i i $redniej ruchomej rzedu (p, q) jest
stacjonamy, jezeli pierwiastki rOwnania charakterystycznego D(u) = 0 lezg
poza okrggiem jednostkowym,

Procesy niestacjoname mozna przedstawi¢ za pomoca wogdlnionego
operatora autoregresfi F(u), tukiego, Ze r pierwiastkéw rownania F(u) = 0 jest
rownych jednosci, a pozostale leza poza okregiem jednostkowym'.

Flu)= D)t -u), (40)

gdzie D(u) — stacjonarny operator autorcgresji; F(u) — niestacjonarny
operator autoregresji

Proces niestacjonarny mozna opisaé za pomoca modely, w ktdrym r-ta réZnica
procesu jest stacjonama,
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F(u)=48D(u), 41
F)=1-pu-@u’* -...-@, u""", (42)

A jest operatorem réznicy

AY, =Y,-Y,  =(1-u), 43)
A’Y, = AY, - AY, itd. (44)

Proces niestacjonarny mozna przedstawi¢ nastepujaco

F),=Dw)l-u)?Y, = Clu,, (45)
czyli

D)z, =Cu)k,, (46)
gdzie

Z,=A"Y,.

Model (46) nazywamy modelem autoregresji i scatkowanej Sredniej
ruchomej (ARIMA).

Model ARIMA (p, r, q) w postaci réwnania r6znicowego wyglada
nastgpujaco

V=0 4t —ViEy — o~V TE, @7
Jezelir =0, to model (45) opisuje proces stacjonarny.

Ponadto wyréznia si¢ modele scatkowanej éredniej ruchomej rzedu (0,
1, q), tj. modele IMA(O, r, g). Ogdlna posta¢ modelu IMA jest nastepujaca

NY, =Clu), . 48)
Model ten jest prosty i powszechnie stosowany do opisu niestacjonarnych
proceséw.

Poza tym do opisu stacjonamych ciaggow zmiennych losowych
wykorzystuje si¢ modele, w ktérych zaklada si¢ wykladnicze rozktady
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brzegowe. Wyréznia si¢ wykladnicze modele autoregresji — EAR(p),
wyktadnicze modele $redniej ruchomej — EMA(q) oraz wyktadnicze modele
mieszane autoregresji i sredniej ruchomej - EARMA(p,q).

8. Modele klasy ARCH

Wprowadzenie przez R. Engla (1982) modeli klasy ARCH (ang.
AutoRegressive Conditional Heteroscedastic) wynikato z podjecia przez
niego prob modelowania wariancji zwrotow z akcji gietdowych oraz
wariancji  stép zwrotu innych instrumentéw finansowych. Préby te
przyniosty nadspodziewanie dobre rezultaty, czego konsekwencja byt
dynamiczny rozwdj =zastosowan tej klasy modeli. Dobre wlasnosci
predyktywne modeli ARCH znalazly zastosowanie migdzy innymi w
modelach wycen opcji oraz innych instrumentéw finansowych jak rowniez
w operacjach hedgingowych.

Przed przedstawieniem omawianego modelu zdefiniujemy glowne
pojecia i okreSlenia (Grzesiak, Konieczny, 1997).

W réwnaniu regresji Y; = f(X,,€) szereg € bedziemy nazywac
homoskedastycznym, jezeli jego warlancja jest stala po czasie, a
heteroskedastyczny, jezeli zalezy od polozenia chwil. W tym drugim
przypadku mozna zapisa¢, ze:

D’()=0c}, i=12,...N (49)

Przyjmujemy, ze €; sa parami nieskorelowane, co oznacza, ze

T 2 . . . .
E(ee )=s"Q, gdzie £ jest macierza o postaci:

ro'l?' O O
ol a? 0
0 0 ol

W ogolnym przypadku wariancja (49) jest funkcjg czasu, wyrazong w
postacio! =c?f,(0), a jej specjalne przypadki moga by¢ przyktadowo
nastepujace:
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Elzuto-l

g, =0, t+Q,¢E

o0 T L2, ., (51)
u, ~ N(0,1)

g |1, ~N©,0})

Jezeli rozwazamy model regresji z resztami typu ARCH, woéwczas mozna go
zapisa¢ w postaci:

y, =b"X, +¢,
Et =uto-r

t=1,2,...n, (52)
O', = Oto + 0616,_1

Y IIt—l = N(bTXr’O-;z)

Wtasciwoscia modelu (52) jest, ze reszty €; sa bezwarunkowo
heteroskedastyczne, ale warunkowo homoskedastyczne, co oznacza:
T
E(E[)= 0, E(Etl Et_1)= 0 s E(y[)= b Xt s
2 2
D (et €r-1)=D (vl yt-1)= 20 + 011 €1

2 2
D (ep=0ag+01D (g—1)

Nalezy zaznaczy¢, ze jezeli proces oryginalny jest homoskedastyczny,
to wariancja dana jest wzorem:

Z przedstawionych wyzej wyrazen mozna wywnioskowaé, ze jesli o,
= 0 to przedstawiony proces jest procesem ,biatego szumu”. Jezeli o jest
duze, to wariancja ta jest zbiezna do nieskonczonosci.

Naturalnym rozszerzeniem modelu ARCH pierwszego stopnia jest
stan, gdy reszty nie sa zalezne tylko od ostatniej poprzedzajacej reszty, lecz
rowniez od ostatnich g reszt. Taki model zwany ARCH stopnia g-tego
oznaczamy przez ARCH(q) i zapisujemy w postaci:
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nowo wprowadzony model jako GARCH(p,q) (ang. Generalised
AutoRegressive Conditional Heteroscedastic).

Definicja 2 Proces GARCH
Proces {r;} nazywamy procesemt GARCH (Generalised Autoregressive

Conditional Heteroscedastic) rzedu p i q jezeli

gdzie
g, jest Gausowskim procesem biatego szumu o Srednicj zero i jednostkowej
wariancji;
Grz Jest wariancjq stop zwrotu w czasie | warunkowq na zbiorze informacji
Y, ={r_.r_y,...) takich, ze
2 2 2 2
V(’?I‘Pr )= O =h =0+ O H o, ool B+t R
oy >0ie; 20,Vizli 8,20, Vjz1.
Zapisujac inaczej model GARCH mozna przedstawié

ol =o+a(L)e?, + Byl (57)

Zapisujac model w analogiczny sposob jak w (56} otrzymamy:

2
—

g =w+[a(L)+ B(LYe™, —B(Lv, | +v, (58)

czyli model klasy ARMA[max(p.q), p] dla €. Model (58) posiada
stacjonarng kowariancjg, wtedy i1 tylko wtedy, kiedy pierwiastki rownania
a(x)+ B(x)=1 sa mniejsze od jednosci (Bollerslev, Engle, Nelson,
1993).

Moedele klasy GARCH pozwalaja na dobre odzwierciedlanie
omawianych na wsigpie wlasciwosci finansowyeh szeregow czasowych z
wyjatkiem efektu dzwigniowego, ponicwaz warunkowa wariancja jest
funkcja tylko sity opdznionych reszt i nie uwzglednia ich znakow,

Rozwigzaniem tego problemu jest model EGARCH (ang. Exponential
GARCH) wprowadzony przez D. Nelsona (1991).
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Definicja 3. Proces EGARCH

Proces {r,} nazywamy procesemn EGARCH (Exponential Generalised

Autoregressive Conditional Heteroscedastic) rzedu p i g jezeli

r=0¢& t=1.,T

gdzie

g, Jjest Gausowskim  procesem biatego szumu o Srednief zero |
Jjednostkowej wariancji;

0',2 Jest wariancjq stop swrotu w czasie t warunkowq na zhiorze informacyi
‘¥, =(rl,}11,r2,hz,..., ,_,,hl_l) takich, ze

o ‘exp(lh }
[ 2 i

gdzie

hrtlyr =+ ja.'g(g:—l)*' rzﬁih:—!

=1 i=]
gdzie
g(‘s.‘—l ): WE,_ =+ ;{Qgr—li_ ElE:—ID

Warunkowa wariancja modelu EGARCH jest rézna od warunkowej
wariancji modelu ARCH poniewaz nie jest linlowa dla r,:. Funkcia g(*)
pozwala aby skladnik h, reagowal zardwno na wielkos¢ jak 1 znak
argumentow. Stad zaréwno wiclkosé jak 1 znak 7, oddzialywuje na
zmiennose h,.

Inng odmiang modelu GARCH stosowana w przypadku gdy suma
parametrow a(’l)+ B(I)zl jest model IGARCH.

Definicja 4. Proces IGARCH

Jezeli proces {r,}_,iest procesem GARCH rzedu p [ g ora:z a(l)+ B (l)=1 o
{q} nazywamy procesem IGARCH (Integrated Generalised Awtoregressive
Conditional Heteroscedastic) rzedu p i q.

Niech v, :rf -h, bedzie stacjonarnym procesem losowym. Jezeli 7 jest

procesent GARCH(p,q) mozemy zapisaé r,2 jako
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1.

model zaklada, ze dwie zmienne losowe &,17, sy niezaleznymi

. . N . - . . 2
procesami biatego szumu o wariancjach odpowiednio 11 o, ;

2. sktadnik h, jest stacjonarny co naktada warunek, ze ‘q)l <1,

Z faktu, ze h, jest stacjonarne wynika, ze o, jest rdwniez stacjonarna.

Przeanalizujmy podstawowe wlasnosci modeli SV na przykladzie
modelu autoregresy wnego.

1.

Srednia: Z definicji modelu SV wynika, ze sktadnik losowy &, jest
zmienna losowa o $redniej zero. Dodatkowo z uwagi na fakt, iz
obydwa czynniki losowe ¢, i 1, sa niezalezne to O, i &, sa
rowniez niezalezne. Dlatego $rednia procesu wynosi zero i moze
zosta¢ zapisana w nast¢pujacy sposob

Er,=EceE, =Eo,Ee, =0. (65)
Wariancja: Wariancja modelu SV okrelona jest przez o/.
Bezwarunkowa wariancja modelu SV wynosi

Er’ = EclEg! = Eo;, (66)
poniewaz Ee’ jest rowny jednosci. W celu wyznaczenia Eo;

nalezy okresli¢ rozktad o . Poniewaz o jest okreslona przez
stochastyczny proces h, rozktad tego procesu jest wystarczajgcy do
opisu rozktadu o7 . Sktadnik h, posiada bezwarunkowy rozktad

normalny poniewaz 1, jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym

0.2
no=n %, vow, (67)
1-¢"1-¢7 |

. . . 2
gdzie a,¢,0, to parametry modelu (64). Poniewaz 0, =exph,, O,

posiada rozktad logarytmiczno-normalny. Stad bezwarunkowa

wariancja modelu SV wynosi
2

Er’ =exp u, + ! o} |=exp ¢ + il (68)
! It B Izv 1_¢ 2(1_¢)2/.

Bezwarunkowa wariancja modelu SV jest zawsze dodatnia.

Jedynym warunkiem natlozonym na parametry modelu wynikajagcym

z warlancji procesu jest ¢ #1, gdyz dla ¢ =1 bezwarunkowa

wariancja procesu nie istnieje.
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3. Sko$nos$¢: Z zaloZenia, Ze zmienna losowa €, jest symetryczna
wynika, ze wszystkie nieparzyste jej momenty rowne begda zero.
Stad wynika, 1z sko$nos$¢ modelu SV jest rowna zero
Er’ = Ec'Ee} =0. (69)

4. Kurtoza; Czwarty moment modelu SV dany jest wzorem
E(# )= Ele? JE(o? )= Ele? JE(exp(2n, )= 3explou, +202)  (70)

r,47 , to kurtoza modelu SV wynosi

(B f
k =3explo?). (71)

Z uwagi na fakt, iz wariancja h, jest dodatnia to exp(o,%)>1 i
kurtoza modelu SV jest zawsze wieksza od 3. Wynika stad, ze model
SV posiada rozklad o grubszych od rozkladu normalnego ogonach,
co jest zgodne ze zidentyfikowanymi na wstgpie rozdzialu
wilasnosciami finansowych szeregéw czasowych.

Jezeli kurtoza réwna jest

Model blgdzenia losowego
Model zaktada, ze sktadnik h, posiada nastgpujaca postac

h =h_+n, (72)
gdzie

7, to stacjonarny proces Guasowski o $redniej zero i wariancji O'; .
Zaktada si¢ dodatkowo, ze €, i 1], sa niezalezne.

Najlepszym liniowym predyktorem modelu btadzenia losowego jest
wyktadniczo wazona srednia ruchoma (EWMA), ktdra kladzie wigkszg wage
na najswiezszych obserwacjach

. T
Iy = 30 7
j=0

gdzie @; sa wagami o sumie rownej jeden.

Poniewaz przeszte wartosci h, nie sg bezpo$rednio obserwowalne nie
moga zosta¢ wykorzystane do wyznaczenia wartosci biezacej h,. Dlatego tez
suma jest zmodyfikowana w taki sposéb aby logr,2 stanowito estymator
biezacej wartosci h,.

Zatbzmy, ze A jest stala wygladzania taka, ze 0< A <1 to
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(lub) zanikajace wykladniczo sinusoidy. Na przyktad funkcja
korelacji czastkowej procesu ARMA(],1) sklada sie tylko z jednej
glownej wartosci R(1,1) = R(1) i zachowuje si¢ podobnie jak R(z,7)
dla procesu MA(1). Przy dodatniej warto$ci parametru y, >0,
R(‘L’,T) monotonicznie gasnie od wartosci R(1), a znak pokrywa sie
ze znakiem (6, -y,). Przy ujemnej wartosci y, <O w funkcji
korelacji czastkowej przewaza wykladniczo gasnacy oscylujacy
wyraz, a znak R(T,T) okreslony jest przez znak (6, ~¥,).

4. Proces ARIMA — jezeli chodzi o proces autoregresji 1 scalkowanej
$redniej ruchomej to dla procesu ARIMA (1,r,0) R(’c) zanika
wykladniczo, a R(‘c,r) tylko dla R(1,1) nie rowna sie zero; dla
procesu ARIMA(O,r,1) R(T) tylko dla R(1) nie réwna sie zero, a w
funkciji R(r,'c) dominuje spadek funkcji wyktadniczych; dla procesu
ARIMA (2,1,0) funkcje korelacji czastkowej sa rozne od zera tylko
w przypadku R(1,1) i R(2,2), a funkcja korelacyjna przedstawia
natozenie sie funkcji wykladniczych i1 gasnacych sinusoid; dla
procesu ARIMA(0,1,2) przebieg funkcji R(T) jest taki jak przebieg
R(T,T) procesu ARIMA(2,r,0), natomiast przebieg funkcji korelacji
czastkowej jest taki jak przebieg funkcji korelacyjnej procesu
ARIMA (2,1,0); funkcja korelacyjna R(’c) i funkcja korelacji
czastkowej R(‘L‘,T) procesu ARIMA(],r,1) zanika wykladniczo od
pierwszego opdznienia.

Przedstawiona powyzej graficzna metoda identyfikacji typu modelu
klasy ARIMA moze zosta¢ uzupeiniona metoda analityczng bazujaca na tzw.
kryterium informacyjnym. W metodzie tej proces identyfikacji dokonywany
jest poprzez minimalizowanie warto$ci nastgpujacych funkcji

Ing2 +2(P—+‘1), (79)
n
11’16’2 + (p + q)lnn , (80)
n

gdzie 6% jest wariancja szumu uzyskang w procesie estymacji modelu
metoda najwigkszej wiarygodnosci, n to dtugo$é szeregu czasowego.
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0(g)=N(N +2) i(’( ) (82)

gdzie

i(ﬁf ~67 )52, —62)
rlis 02 )= ==t : (83)

267

r=1

—

PERLE -
WZ : (84)

=]

Test ten stosowany jest do wykrywania efektéw nieliniowych, np.
typu GARCH obecnych w resztach modelu opisujacego ksztaltowanie sie
analizowanego szcregu czasowego. Analogicznie jak w przypadku testu LM
statystyka Q posiada asymptotyczny rozklad yx’.

Znacznie mocniejszym testem jest test BDS wprowadzony przez
Brock’a, Dechert’a i Scheinkman’a (Engle, Nelson, 1993). Znalazl on
szerokie zastosowanie w analizie finansowych szeregéw czasowych, a jego
konstrukcji poswigcono wiele opracowan (Bollerslev, 1986; Kupiec, 1995).

Nalezy zaznaczy¢, ze wyzej wymienione testy pozwola jedynie na
sprawdzenie czy szereg czasowy charakteryzuje sie heteroscedastyczna
wariancja. Natomiast nie pozwola okre$li¢ rzedu modelu, ktéry dobrze
opisuje zaobserwowane witasnosci. Dlatego tez procedura wyboru klasy
modelu polega¢ bedzie na heurestycznym badaniu oszacowanych hipotez
modelowych, a nastepnie testowaniu otrzymanych wynikow. Poprawnie
okreslony model powinicn usuna¢ heteroscedastyczno$¢ wariancji i
pozostawi¢ jedynie gausowski proces biatego szumu.

11. Metody estymacji modeli proceséw stochastycznych
Najczesciej stosowang metoda estymacji modeli klasy ARCH jest
metoda najwigkszej wiarygodnosci. Zastosowanie tej metody estymacji jest

tatwe do implementacji w przypadku modeli klasy ARCH z uwagi na
normalno$¢ warunkowego ich rozktadu
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Estymatory QML dla modelu ARCH posiadaja asymptotyczny
rozktad normalny taki, ze

JT(6-6,)- N0,A"BA™), (89)

gdzie ©, jest wektorem prawdziwych parametréw,

M2
A= -E[M}, (90)
00007
T
o | e |
1(©)=1og £ (x,|0). (92)

Zgodnymi estymatorami A i B sa estymatory zaproponowane przez Weiss’a
(1986)

. [

A=t 01,6) : (93)
T < 96007

. 1%aLe) o))

B== ! L . 94
FeS el o0

W przypadku, gdy zatozeniu o warunkowym rozktadzie normalnym
jest prawdziwe to A = B i wyniki oszacowan metoda najwickszej
wiarygodnosci moga zosta¢ wykorzystane. Jednakze zalozenie to wydaje si¢
by¢ zbyt rygorystyczne, szczegdlnie w $wietle przeprowadzonych na wstepie
rozdzialu rozwazan o wlasnosciach finansowych szeregéw czasowych.
Zalozenie to jest szczegodlnie klopotliwe przy szacowaniu parametrow
modeli klasy ARCH wyzszego rzgdu, poniewaz redukuje przestrzen
parametrow z ktérej mozna budowac funkcje optymalizacyjna.

Interesujacym podejsciem relaksujacym wyzej omawiane zatozenie
byta procedura estymacyjna zaproponowana przez Lee i Hansena w 1994r.
dla modeli klasy GARCH(1,1) i IGARCH(1,1). Procedura ta pozwala na to
aby «, + B, byly réwne jednosci lub nawet troche wieksze od jednosci.

Zastosowali oni dwa estymatory QML. Pierwszy, lokalny estymator, Q)
bedacy wartoscia wektora parametréw maksymalizujacych funkcje celu w

ograniczonej regionie ©, przestrzeni parametréow © takim, ze
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Problem agregacji czasowej sprowadza sie¢ do transformacji
parametréw rozkladu zmian stop zwrotu szacowanych na podstawie danych
o wysokiej czestosci na ich odpowiedniki wlasciwe dla dluzszych okresow
czasu. Transformacji tej mozna dokona¢ na dwojaki sposob. Poprzez
modelowanie parametréw na podstawie danych gromadzonych w
pozadanych interwatach czasu, badz tez poprzez proces skalowania.

Agregacja poprzez skalowanie mozliwa jest tylko przy przyjgciu
zatozZenia, iz obserwowane zmiany stop zwrotu charakteryzuja si¢ brakiem
autokorelacji. Zatozenie to jest zgodne z teoria rynku efektywnego, ktora
twierdzi, iz biezacy poziom ceny uwzglgdnia wszystkie aktualne informacje
wobec czego zmiany ceny musza nastgpowa¢ w wyniku naptywu nowych
informacji, ktore nie sa przewidywalne, a co za tym idzie sa nieskorelowane.
Dodatkowo musimy zatozy¢, Ze rozklady zmian stop zwrotu sg stale w
czasie.

Na podstawie tych zalozen, mozna zapisac:
t

E(R,)=E(R

t.z

)+ER)=2E(R) (113)
V(R,,)=V(R,_)+V(R,)=2V(R) poniewaz Cov(R,_,,R,)=0 (114)

Zgodnie z powyzszym zalozeniem zaréwno warto$¢ oczekiwana jak i
wariancja sa liniowymi funkcjami czasu. Odchylenie standardowe natomiast,
skalowane jest pierwiastkiem czasu.

Nalezy zwrocié uwage, ze skoro odchylenie standardowe roé$nie wraz
z pierwiastkiem czasu a $rednia jest liniowa funkcja czasu to dominuje ona
w dhuzszych okresach. Wariancja natomiast jest dominujaca w krotkich
okresach.

Dokonywanie agregacji czasowej poprzez procedur¢ skalowania
obarczone jest jednak bardzo ostrymi zatozeniami. Jak wykazano na wstgpie
niniejszego rozdzialu, empiryczne wlasnosci finansowych szeregow
czasowych nie spelniaja wymaganych warunkéw. W rezultacie czego
otrzymane oceny parametrOw sg niepoprawne i powodowac¢ bgda biedy w
pomiarze ryzyka.

Rozwigzaniem zaistnialego problemu moze by¢ szacowanie
parametréw na podstawie obserwacji gromadzonych w odcinkach czasu
wlasciwych dla okresu pomiarowego. Podstawowa wada tego rozwiazania
jest koniecznoé¢ dysponowania dostatecznie dlugimi szeregami obserwacji,
co bardzo czgsto jest nie mozliwe do uzyskania na drodze bezposredniej
obserwacji. Dlatego tez, jedng z czgéciej stosowanych technik jest procedura
okre§lana mianem bootstrapping (RiskMetrics — Technical Document Fourth
Edition, 1996).
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13. Wyniki empirycznego modelowania finansowych szeregow
czasowych

Dotychczasowe rozwazania teoretyczne zostang zilustrowane
przykladem empirycznego zastosowania modeli proceséw stochastycznych
do opisu ksztaltowania si¢ dziennych stop zwrotu wyznaczonych na
podstawie ksztattowania si¢ indeksu gietdowego WIG, kursu dolara
amerykanskiego oraz stopy procentowej WIBOR 1M.

Proces modelowania rozpoczniemy od identyfikacji tj. sprawdzenia tezy o
heteroscedastycznej wariancji badanych szeregéw czasowych.

W tabeli 6 zostaty przedstawione wartosci statystyki TR testu LM.
Tabela 1. Wyniki testu LM na heteroscedastycznos¢ (zrodlo: obliczenia
wilasne).

Zmienna Statystyka LM
WIG 132.86
Ush 131.65
WIBOR IM 30.02

Wartos¢ graniczna testu (dla poziomu istotnosci 5%) jest réwna
warto$§¢ statystyki chi-kwadrat z jednym stopniem swobody i wynosi 3.841.
Stad hipoteza zerowa jest odrzucona dla wartoSci tesu wigkszych od 3.841.
Na podstawie otrzymanych wynikoéw mozna stwierdzi¢, iz wszystkie badane
cechy charakteryzujg sig¢ zmienna w czasie wariancja.

Kolejnym krokiem procesu modelowania jest postawienie hipotezy
modetowej. Punktem wyijscia jest model GARCH(1,1). W tabeli 7
przedstawiono wyniki szacunkéw hipotezy modelowej uzyskanych
omawiang wczesniej metoda QML.

Tabela 2. Warto$¢ oszacowanych parametréw modelu GARCH(1,1) (Zrédio:
obliczenia wlasne).

Zmienna (o a, ﬁl

&, T a T Bl t
WIG 335107 5.16 0.23 35.06 0.69 25.14
USDh 42910° 10.97 0.32 12.52 0.56 18.83

WIBOR 1M 728 100 35.08 0.69 22.34 0.30 17.91
9

Wartos¢ oszacowanych parainetréw sg bliskie jednosci dla wszystkich
badanych zmiennych co moze wskazywaé na konieczno$é zastosowania
modelu IGARCH. Nalezy rowniez zaznaczy¢, iz wszystkie parametry sa
statystycznie istotne.
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a) Modelowanie wariancji rynkowych
stép zwrotu modelem RWSV

c) Poréwnanie wariancji rynkowych
stép zwrotu oszacowanych
modelem RWSV i GARCH(],1)

e i [ R v

\ *
| I 4\ !
w,wﬁ, £ o },s,
] il %ﬁ&*
3 EE aw,- TR

”?ﬂfﬁ" ar
mis.mug E;Eéﬁ@f f

o

TR - P

b) Modelowanie wariancji rynkowych
stép zwrotu modelem GARCH(!1,1)

Rysunek 2. Wyniki modelowania wariancji stép zwrotu (USD) modelem
RWSYV i GARCH(1,1) (zrédlo: obliczenia wiasne).
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Rysunek  13). Jednakze funkcja autokorelacji wyznaczona dla
zestandaryzowanych stop zwrotu oszacowang warunkowa wariancjg nie
istotnie rozni si¢ od zera co wskazuje na wystgpowanie gausowskiego
procesu biatego szumu (zob. Rysunek 14).

Aulocartelatra Funclion Autocorrelation Funclion
{Stendard errars ara while-nois estimales) {S1andard errots are while-noise estmates)

0% (M 0.5 10

Autecorrelalion Fusction
(Standard ermurs arg white-00se eshmates|

c) WIBOR IM
Rysunek 4. Funkcja autokorelacyjna oszacowanej wariancji modelem
GARCH(1,1) (zrodto: obliczenia wiasne).
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Reasumujac otrzymane wyniki nalezy stwierdzi¢, iz zarbwno model
GARCH jak 1 RWSV w sposéb zadawalajacy opisujg ksztaltowanie sig
analizowanych zmiennych. Jak juz wspomniano szacunki zmiennosci
uzyskiwane z modelu GARCH sa znacznie bardziej zmienne niz te
otrzymane z modelu SV. Spowodowane jest to faktem, iz w modelu
GARCH zmienno$¢ zalezy bezposrednio od kwadratéw stop zwrotu z
okreséw poprzednich podczas gdy w przypadku modelu SV tak nie jest.
Roznica ta pozwala stwierdzi¢, iz w modele klasy ARCH sg lepiej
przystosowane do modelowania i prognozowania wariancji stép zwrotu dla
krotkich okreséw czasu (ze wzgledu na szybki stopien reakcji na naplyw
nowych informacji) natomiast modele klasy SV posiadaja cech pozwalajace
na otrzymywanie doktadniejszych prognoz o dtuzszych horyzontach.

14. Zastosowanie proceséw stochastycznych do budowy scenariuszy
rozwojowych wykorzystywanych w kwantyfikacji ryzyka stopy
procentowej

Przykladowym =zastosowaniem, modeli procesow stochastycznych
finansowych szeregéw czasowych jest budowa scenariuszy rozwojowych.
Na podstawie oszacowanych parametréw modelu procesu rzadzacego
zmianami stop procentowych oraz przyjgtej hipotezy modelowej dotyczacej
ksztaltowania si¢ stopy procentowej mozna wygenerowaC scenariusze
wykorzystywane pdzniej w procesie pomiaru ryzyka stopy procentowe;.
Procedurg t¢ przesledzimy na przyktadzie dwoch modeli:
a) geometrycznego modelu ruchéw Browna,
b) modelu dynamiki stép procentowych Cox’a, Ingresoll’a i Ross’a (1985).
Model ruchéw Browna zaktada, Ze innowacje w cenach aktywow sa
niezalezne w czasie, wystepuje brak autokorelacji, a co za tym idzie male
ruchy w cenie moga by¢ przedstawione nastgpujaco:

ds, =S dt+0,8,dz, (121)

gdzie: dz — jest liczbg losowa o rozkladzie normalnym ze Srednig zero i
wariancja dt.

Parametry p, i o, , tj. parametr dryftu oraz zmienno$ci w momencie
t, moga ulega¢ zmianom w czasie. Ich ewolucja w czasie moze by¢
modelowana za pomoca modeli klasy ARCH.

W praktyce proces o nieskonczenie matych przyrostach dt
aproksymowany jest poprzez dyskretne zmiany A¢. Oznaczmy przez t
moment biezacy, T moment docelowy, a przez T =T —f horyzont
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dr, =x 0 -r )t + o [rdz, (123)

ktory zostat wykorzystany przez Coxa, Ingresolla i Rossa do modelowania
struktury czasowej stop procentowych. Model (123) posiada t¢ zaletg, iz
zgodny jest z zaobserwowanymi empirycznie wlasno$ciami stop
procentowych, tj. ich oscylacji wokét dugoterminowe;j $redniej (ang. mean
reversion), proporcjonalno$ci wariancji procesu do poziomu stop
procentowych (wariancja procesu maleje wraz ze zblizaniem sie stop
procentowych do zera).

Utworzenie scenariusza ksztaltowania si¢ stopy procentowej jest
zagadnieniem stosunkowo prostym w przypadku generowania cen
pojedynczego instrumentu. W sytuacji, gdy tworzymy wielowymiarowe
scenariusze powstaje problem zwiazany z generowaniem liczb losowych y o
a priori okre$lonym wspdtczynniku korelacji. Problem ten mozna rozwigzaé
wykorzystujac techniki matematyczne np. dekompozyci¢ Choleskiego
(RiskMetrics — Technical Document Fourth Edition, 1996).

Inna metodg budowy scenariuszy jest metoda oparta na subiektywnej
ocenie badacza. Metoda ta pozwala na uchwycenie niemierzalnych zjawisk
oraz ich wplyw na ksztaltowanie si¢ stopy procentowej. Powstaje jednak
zagadnienie translacji subiektywnych oczekiwah co do ksztaltowania sig
parametréw mna ich statystyczne oceny. Szczegélne znaczenie tutaj ma
subiektywna korekta korelacji pomiedzy obserwowanymi zmianami stop
procentowych, gdyz zmiana jednego ze wspolczynnikdéw pociaga za soba
konieczno$¢ przebudowania calej macierzy korelacji.

W celu arbitralnego korygowania wspoétczynnikéw korelacji
rozwazmy zbior n aktywdé6w z ich macierza korelacji C. Niech I bedzie
podzbiorem {l, 2, ..., n} oznaczajacym aktywa, ktérych korelacje maja
zosta¢ zmienione, a m niech oznacza rozmiar tego podzbioru. Zalézmy dale;j,
ze O jest liczba z przedziatu od 0 do 1.

Zapiszmy S$rednig zmiang stopy procentowej dla m elementéw
podzbioru I:

=1
R —;ZR,. (124)

i€l

Nowe zmienne losowe R,R,,...,R, dane sa:

125
R, dlaigl (125)

1

P _{(1—@)&. +OR daiel
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