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Dodatek A

Uwarunkowanie liniowych
zadan

Uwarunkowanie liniowego zadania

Rozwazmy rownanie (A+eA)z(e) = b+eb, 2(0) = z # 0, gduie A, A € RV™
oraz b, b € R", przy czym b # 0,. W przypadku nieosobliwej macierzy A
odwzorowanie z : R — R" jest rozniczkowalne w otoczeniu € = 0, co
wiecej: 2(0) = A~Y(b — Az). Analizujac szerg Taylora tego odwzorowa-
nia, otrzymujemy oszacowanie |'z(c) — z|//||z]| < w(A)(pa + m) + O(€?),
gdzie k(A) = [|A]|||A7"] jest pewnym wskaznikim uwarunkowania macie-
rzy A, zas wielkosci pa = e[| All/||All oraz py, = le|||bll/!}b]| reprezentuia
wzgledne charakterystyki odpowiednich zaburzen (Bjorck [32], Golub i Van
Loan [139], Higham [177], Kato [214], Rump [345, 346], Stewart [381]). Przyj-
muje sie przy tym, ze maclerzowa norma stosowana w przestrzeni RPX7
jest zgodna z norma w przestrzeni R”. Rozwigzywanie nieosobliwego li-
niowego problemu nalezy zatem do klasy zadan ciggtych lokalnie w sensie
Lipschitza. Najchetniej nzywanymi tak zdefiniowanymi wskaznikami uwa-
runkowania sa: #a(A) = ||All2 |[A7 2 = omax(A)/omin(A) odpowiadajacy
macierzowej spektralnej normie indukowanej przez norme |||l w R™, a takze
Koo(A) = [|Allo |47 |o pPrzyporzadkowany macierzowej normic ||Alls =
max; ) .|G;;| indukowanej przez wektorowa norme || - [[o. Wyznaczanie
wskaznikéow uwarunkowania jest w ogélnym przypadku ztozonym zadaniein
obliczeniowym (Dhillon [88], Higham [177], Stewart |381]). Duze znaczenie
maja zatem takie algorytmy oceny wskaznika uwarunkowania, w ktérych nie
jest wymagane odwracanie macierzy. Mozna tu przyktadowo wymienié pro-
cedury xyyCON z pakietu LAPACK (Anderson et al. [4]), stosowane przy
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250 DODATEK A

szacowaniu k;{A). Dla dowolnej macierzowej normy zachodasi

+ AT AT 1
k(A) = lim sup (A ) Al —
0l € A=

co oznacza, ze wskaznik uwarunkowania x(A) jest pewng unormowang charak-
terystykg pochodnej Frécheta odwzorowania, ktore danej macierzy przy-
porzadkowuje jej odwrotnosé (Rice [335]). Warto podkresli¢, ze chociaz
wszystkie macierzowe normy w R*™*™ sa rownowazne, to jednak pytanie o
wybor normy 'whasciwej’ dla danego szczegdtowego problemu jest pytaniem
waznym (Golub i Van Loan [139], Grear [150], Stewart [381]).

Lemat D.1 (o ocenie wrglednego bledu rozwiazania nieosobliwego zadania
liniowego z nicstrukturalizowalnymi zaburzeniami; Higham [177]).  Niech
Az =b, Ae R"", be R oraz (A+A)y~ b+b, AeR™™ be R, pray
czym A jest macierzq nieosobliwg, ||A|| < €||E|| oraz ||b]| < (Hf|| dla pewnych
E e R feRY. Jezeli e|A7Y|[|Ell < 1, witedy dla dowolnej wektorowej
normy oraz odpowtednie] indukowane) normy macierzowe]

llz —yll €
< RE, (A,:l?)
Iz = 1= efa R
gdzie wskainik wvwarunkowania kg ;(A,z) zdefintowany jako
s (A,2) = lisup { W0 (4 Ao+ 2) =0+ 1A < B, 1 < 1}

dany jest wzorem

A IA _
ke, f(A, z) = el +ATHIE]. D
Lemat D.2 (o ocenie wzglednego bledu rozwiazania nieosobliwego zadania
liniowego ze strukturalizowalnymi zaburzeniami; Higham [177]-[178], Rump
[345]). Niech Az =b, A€ R*™" beR" oraz (A + Ay=b-+b, Aec R,
be R, pray czym A jest macierzq nieosobliwg, |Al < eE oraz |b} < ef dla
pewnych E > Opxn € RY™ oraz f >0, € R*. Jezeli €||A 'E |loo < 1,
wtedy

”I ~ Yllo < €

|z]loe  — 1 —¢€ |A—1IEHOON%OJ(A,$)

gdzie odpowiedni wskainik wwarunkowania r;%o’f(A,a:) zdefintowany jako

KE S (A2) = gg%sup{ Wlloe (4 4 Ay +2) = b+ 5, 1] < e, 1Bl < 6f}

ellz/lo
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dany jest wzorem
AT (Elal + ) s
[EIRS '

Zamiast || - ||eo mozna stosowaé dowolng absolutng norme wektorowa oraz
odpowiedniq indukowang absolutng norme macierzowg. U

F’:%O,f(Aa Z‘)

Symbole | |, <, > oraz > dotyczg teraz poszczegolnych elementéw macierzy
oraz wspolrzednych wektorow. Przyjmujac w lemacie D.2 macierz E = |4
oraz wektor f = |b|, otrzymujemy wskazniki uwarunkowania Skeela (Skeel
[362]), nazywane takze wskaznikami Bauera-Skeela (Bauer [23], Bjorck [32],
Pena [321], Stewart [381]):

AT AN
[EIPS

Ze wzgledu na znaczenie wskaznika rkoo(A) istotne jest pytanie o to, jak

dalece przez stosowne skalowanie danej macierzy A mozna poprawi¢ uwa-

runkowanic odpowiedniego liniowego zadania (Chandrasekaran i Ipsen [55],

Kietbasifiski i Schwetlick [219], Shapiro [358, 359], Van der Sluis [440, 441],
Watson [460]).

rs(A, ) ;o rs(A) =14A71A4] | -

Lemat D.3 (o wplywie skalowania na wskaznik uwarunkowania reo(A);
Bauer [23, 24|, Businger [49], Chan i Foulser [54], Highamn [177], Stewart i
Sun [383], Van der Sluis [440, 441]). Niech A € R*"*" bedzie nieosobliwg
macierzq, za$ D;; = {diag {d;}]'.,, d; > 0,1 <i <n} C RV,

(i) Zachodzi inf, p o p> koo(DrAD:) < p(|Al|A™)), gdzie p(|A||ATL]) jest
spektralnym promieniem macierzy |A||A7Y.

(i) Jezeli |A| oraz |[A™Y| sq¢ macierzami dodatnimi (Berman 1 Plemmons
[29]), wtedy minp,_ 1, ¢ p> Koo (Dr AD.) = p(|Al|A7Y)).

(131) Jezeli macierzy |A||A™Y| oraz |ATY|A] nie mozna przez kongruencie
P(PT, w ktorej P € R™™ jest macierzq permutacyi, sprowadzié do
macterzy o blokowej trajkqiney postaci, witedy ming, ¢ p> Koo Dy AD,)
= p(JA||AY)). W takim przypadku minimum wskaznika keo(DyAD,)
zapewniajq odpowiednie skalujgce macierze D, = diag (|A~Yzp) oraz
D, = diag (zp)~ !, gdzie wektor xp € R* o dodatnich wspétrzednych,
zp > 0,, jest prawym wektorem Perrona macierzy |A|\A™Y|, cayli wek-
torem, dla ktdrego |A||A"Yep = p(|A||A™ )z p (Berman i Plemmons
[29], Meyer [290]). O
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Numeryczna stabilnosé zadania liniowego

Uwarunkowania danego numerycznego zadania nie nalezy utozsamiac z ocena
tak zwanej numerycznej stabilnoéci algorytmow rozwiazywania tego zadania.
W literaturze przedmiotu odnajdujemy rézne definicje, zaréwno formalne jak
i nieformalne, pojecia numerycznej stabilnosci (Bjorck [32], Bunch [46], Hig-
ham [177], Stewart [381], Van der Sluis, [442], Wilkinson [469, 470]). Rozwa-
zajac uwarunkowanie liniowego zadania Az = b, zdefiniujmy dwa wskazniki
(wsteczne bledy), charakteryzujace dane (niedoktadne) rozwigzanie y tego
zadania odpowiednio dla zaburzen niestrukturalizowalnych (normuwise back-
ward error) oraz strukturalizowalnych (component backward error):

nef(y) = min{c: (A+ Ay =b+b, |4 <e|El, bl < ellfII}
wpfly) = min{e : (A+ Ay =b+b, |A| <eE, |b| < ef},
EZOHXH’ fZOn

Zaktadamy, ze macierzowa norma uzyta w tych definicjach jest norma indu-
kowang. Ponadto wprowadzamy pomocnicze oznaczenia 77%; (y) oraz 03 (y),

przyjmujac w definicji wstecznego bledu ng f(y) norme || - |2 oraz || - ||, 0d-
powiednio.

Lemat D.4 (o wstecznych bledach rozwigzania nicosobliwego zadania li-
niowego; Oettli i Prager [308], Rigal 1 Gaches [336]). Niech r = b — Ay
bedzie resztowym wektorem odpowradajacym danemu oszacowaniu y rozwig-
zania nieosobliwego uktadu réwnan lintowych Az = b, w ktérym A € R**"
oraz b € R™.

(z) W przypadku nicstrukturalizowalnych zaburzen (A + fl)y =b+b, gdzie
ANl < el E|| oraz [Ib]| < €llf]]. zachodzi

) e L —
” WENylh+ 1
(#1) W przypadku strukturalizowalnych zaburzen (A + Ay = b+ b, gdzie
|A| < eE, |b] < ef}, przy czym E > Opyp oraz f > 0y, mamy
wp f(y) = max % (A1)
’ 1<i<n (Elyl + f)s
przy czym indcks 1 odnosi sie do i—tej wspdlrzednej stosownego wek-
tora, a wyrazenie £/0 interpretowane jest jako 0, gdy £ = 0, zas jako
oo w kazdym innym przypadku. O
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Niech u, oznacza precyzje zmiennoprzecinkowej arytmetyki (Higham [177],
Overton [310], Stewart [381]). Przykladowa MATLABowa implementacja
standardu IEEE reprezentacji liczb o podwéjnej precyzji zapewnia u, ~
2.22 x 10716, Przyjmijmy, ze y € R" jest rozwiazaniem réwnania Az =
b, A € R**™ ugzyskanym przez zastosowanie danej numerycznej metody.

Metode te uznajemy za numerycznie stabilng (w sensie danego wskaznika),
jezeli odpowiednio:

nas(y) = Oue),  wpayp(y) = O(u)

dla wszystkich ’dopuszczalnych’ macierzy A oraz wektorow b. O danym
rozwiazaniu y spelniajacym powyzsze kryteria mowimy, ze jest rozwigzaniem
numerycznie stabilnym. Zaleta takiego sformulowania definicji numerycznej
stabilnosci jest to, ze opiera sie ono na wektorze resztowym r = b— Ay mozli-
wym do wyznaczenia jako pewna charakterystyka a posteriori rozwiazania y.
Wymaganie numerycznej stabilnodci ze wzgledu na wskaznik wy 4 5(y) jest
zadaniem silniejszym w zestawieniu z takim wymaganiem sformutowanym ze
wzgledu na 14 4(y). Stwierdziwszy zatem, ze uzyta metoda jest numerycznie
stabilna w omawianym sensie, zyskujemy przekonanie, ze y jest rozwiaza-
niem pewnego zaburzonego problemu dostatecznie ’bliskiego’ problemowi
postawionemu. W przypadku wstecznego biedu w4 p(y) mozna méwic o
zaburzeniu wejsciowych danych wywotanym ich konwersja na zmiennoprze-
cinkowa posta¢. Dla metody numerycznie stabilnej ze wzgledu na wsteczny
btad n44(y) obowiazuje gérne ograniczenie wzglednego bledu ||z — yl/||z|]
wyznaczone przez k(A)u.. Implikacja w druga strone nie musi jednak zawsze
zachodzi¢. Mozliwa jest bowiem taka sytuacja, w ktérej obliczeniowa metoda
dostarcza rozwigzania y opisanego ograniczona wartoscig btedu ||z —yll/||z|l,
lecz 'rzad’ wstecznego bledu 14 ,(y) istotnie rézni sie od "rzedu’ wielkoscl u.
Wynika stad potrzeba ’autonomicznego’ sformulowania definicji numeryczne;j
stabilnosci takze ze wzgledu na btad ||z — y||/||z|| (podobnie jak poprzednio,
stosowna definicja odnoszaca sie do strukturalizowalnych zaburzen jest sfor-
mutowaniem silniejszym w stosunku do definicji opartej na charakterystykach
zaburzen niestrukturalizowalnych). Odpowiednie kryteria numerycznej sta-
bilnosci maja teraz postac:
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Relacje miedzy podanymi kryteriami numerycznej stabiluosci ilustruje wzor
(Higham [177], Wilkinson [469])

o) = Olue) = Ul = Ol (4, )uc)
¢ I
naply) =0(u:) = Hzfyn

Siegajac po te kryteria numerycznej stabilnosci, w ktérych korzystamy ze
wskaznikéw uwarunkowania x(A4) oraz kg(A, z), musimy dokonaé oszacowa-
nia wzglednego bledu danego rozwiazania y. W tym celu pomocne sa lematy
D.1 oraz D.2, przy czym w micjsce e kladziemy teraz wiclkoéci wstecznych
btedéw 1.4 4(y) oraz odpowiednio w4, (y), wyznaczone na podstawie znajo-
mosci resztowego wektora r = b— Ay. Ponlewaz wektor z nie jest znany, wzoér
shuzacy ocenie btedu rozwigzania y w oparciu o lemat D.2 wymaga pewnej

modvfikacji. Mozna w tymn celu uzy¢ standardowvch oszacowar (Higham
[177], Stewart [381])):

%@“ < wlAHbl(‘U)Hﬁi\,M (A7 y)
lz — Yl A [l
P T

Znane sg cfcktywne przyblizone metody oceny gornego ograuniczenia biedu
|z —ylloc/ll¥lloc, w ktorych nie wystepuje potrzeba wyvznaczania odwrotnosci
A=Y (mowa tu przyvkladowo o procedurach xyyRFS dostepnych w pakiccic
LAPACK; Anderson et al. [4]). Przyjmujemy oznaczenia: eﬂ‘h(g{/) = 2775'47()(@/)
kp(A) /(1 =1 y()rp(A)) dlap = 2,00, &4 1 (y) = wia (WK (A, y) oraz

el o) = [11A7M1b = Ayl e/ I19lloc-

Uwarunkowanie liniowego zadania najmniejszych kwadratow

Rozwiazanie z = A¥b liniowego zadania najmnicjszych kwadratow Az = b,
gdzie A € R™"™ b #£ 0, € B, m > n, zas§ AT € R"™ jest macierza
pseudoodwrotng Moore’a-Penrose’a (Boullion i Odell [40], Meyer {290], Ste-
wart [381]), w ogélnosci nie jest ciaggla funkcja A 1 w przypadku osobliwego
zadania (rank A < n) nawet 'male’ zaburzenia A moga powodowac 'znaczue’
zmiany rozwigzania. Obowiazuje bowiem oszacowanic ||(A + A)T — AT ||p <
20| Al max{[JAT|3, (A + A)t|3}, z ktorego wynika, ze dla ||Alla — 0 po-
dane gornc ograniczenie nie musi dazy¢ do zera (Golub i Van Loan [139],

Wedin [461]). Ponadto. jezeli rank (A + A) # rank A, wtedy |[(4 + A)* —
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At|la > 1/||All2, co oznacza mozliwos¢ nieograniczonego wzrostu noriny
(A + A)" — AT||,. Gdy rank (A + A) = rank A oraz [|[A*|2||A2 < 1,
wtedy [[(A + A) 12 < A1 |l2/(1 = |A" |2l All2). Na tej podstawic wniosku-
jemy, ze gdy addytywne zaburzenie A nie zmienia rzedu macierzy A, to taki
nieograniczony wzrost nie jest mozliwy (Stewart i Sun [383]). Wrazliwos¢
zadania najmniejszych kwadratéw charakteryzujemy, badajac odpowiednie
wskazniki uwarunkowania (Golub et al. [137], Grear [150], Wedin [461]).
Dla A € R™™ (A # Opmxyn) definiujemy wskaznik xo(A) = [|A|2]|AT |2 =
Omax(A)/omin(A), przy czym obowigzuje notacyjna konwencja g, (A4) > 0.
Zakladajac nierosngce uporzadkowanie wartosci szczegdlnych macierzy A,
to znaczy przyjmujac, ze op > --- > op, > 0, gdzie r4 = rank A < n,
otrzymujemy ko(A) = o1/0,,.

Lemat D.5 (o ocenie wzglednego bledu rozwiazania liniowego zadania
najmniejszych kwadratéw z niestrukturalizowaluymi zaburzeniami; Higham
[177], Wedin [461]). Niech A, A € R™"™ m >n, rank A = rank (A+A4) =n
(zadanie nieosobliwe) oraz:

T = arg ;'gTiRr}Lllb—AzHg, r=0b—- Az

y = argmin[[(b+b) = (A+ Az, 1y = (b+b) (A4 A)y
z n

a ponadto ||Ally < €||All2, I1bll2 < c||bll2. Jezeli ery(A) < 1, wtedy:

e - yll ol A) Il
e = T—era(A) (“( Z(A)“)nAnanng)

7 —ryll2

ol < €1 +2k2(A)). O

Zaltozenia lematu D.5 mozna ztagodzi¢ przez odstapienie od zadania
pelnego kolumnowego rzedu macierzy A oraz A + A, zachowujac wszelako
postulat rank A = rank (A + A) Ponadto, gdy rank A = n, spelnienie nie-
rownosci ||A 12|\ All, < 1 wystarcza do tego, aby rank (A 4+ A) = rank A.
Inng ocene btedu ||z — y|l2/]|zll2 podano w (Demmel [84], Golub i Van Loan
[139], Grear [150], Lawson i Hanson [269] - algorytm wykorzystywany w
procedurach pakietu LAPACK, Stewart i Sun [383], Van der Sluis [442], Wei
[462] — algorytm mozliwy do zastosowania takze w przypadku osobliwych
zadan najmniejszych kwadratow). Analize wzglednego bledu rozwigzania
nieosobliwego liniowego zadania najmniejszych kwadratéow dla strukturali-
zowalnych zaburzen znajdziemy w (Bjorck [32, 33], Higham [177], Stewart
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i Sun [383]). Skalowanie liniowego zadania najmniejszych kwadratéow omo-
wiono w (Golub i Van Loan [139], Higham [177], Lawson 1 Hanson [269]).

Istotnym krokiem przyblizajacym do dostatecznie ogdlnego rozwiazania
problemu analizy wstecznych bledéw liniowych zadan najmniejszych kwad-
ratow byly prace (Grear [150], Gu [156], Sun [421], Waldén et al. [454]). W
chronologicznie pierwszej pracy (Waldén et al. [454]) wyr6zniono dwa przy-
padki wstecznych btedéw. W pierwszym z nich dany wektor y interpretuje
sie jako doktadne rozwigzanie pewnego 'najblizszego’ zaburzonego zgodnego
uktadu réwnan. Drugi przypadek dotyczy sytuacji, gdy takie 'najblizsze’ za-
burzone zadanie, ktérego rozwigzaniem w sensie najmniejszych kwadratéw
jest y, nie jest zgodnym uktadem réwnan (zob. takze Bjorck [32] oraz Hig-
ham [177]). Niech zatem A € R™*" (m > n), b € R™, oraz y # 0, € R,
Wsteczny biad dla niestrukturalizowalnych zaburzen liniowego zadania naj-
mniejszych kwadratéw definiujemy jako

nap(y) = min{[[ A 6b ]lir : y = arg min [|(b+b) ~ (4 + 4)z[»}

przy czym parametr 6 pelni tu pomocnicza role: dla 8 — oo uzyskujemy
mozliwoéé badania sytuacji, w ktorej wektor b nie podlega zaburzeniom.

Lemat D.6 (o wstecznym bledzie rozwiazania liniowego zadania najmniej-
szych kwadratéw dla niestrukturalizowalnych zaburzen; Grear [150], Higham
[177), Waldén et al. [454]). Niech r = b— Ay bedzie resztowym wektorem od-
powiadajgcym pewnemu rozwigzaniu y nieosobliwego lintowego zadania naj-
mniejszych kwadratéw Az = b. Przy zalozeniu niestrukturalizowalnych za-
burzeri danych tego zadania, obowigzuje nastepujgca ocena wstecznego bledu
TOZWIGZANA Y
Nap(y) = min{no, omin([ A 70C ])}

gdzie

Il T 02|y
R O P ] 2
™= Vi Ty T+ 62y

Podejmowano takze liczne proby wyznaczania przyblizonych ocen wstecznych
bledéw rozwiazan liniowych zadan najmniejszych kwadratéw przy zreduko-
wanym obliczeniowym wysitku (Gu [156], Karlson i Waldén [213], Maly-
shev i Sadkane [281] - algorytm Lanczosa). Asymptotyczna ocena 74 ,(y) =
11 = Ayl3La + Iy 3AT A) /24T (b — Ag)lls tego bledu dla praypadku, w
ktorym: x # 0,, b — Az # 0,,,, y = © oraz b — Az = b — Ay, pochodzi z
(Grear [150]).
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Dla strukturalizowalnych zaburzen korzystamy z nastepujacej definicji
wstecznego bledu liniowego zadania najinniejszych kwadratow

wp (y) = min {e : y = argmin (b +b) — (A + A)z| A} < eE, b| <ef}.

Dla zgodnego zadania (b € Im A) obowigzuje forinuta (A.1) ustalona w {Oct-
tli i Prager [308]). Natomiast w przypadku, w ktorvm b € Iin A, kompletne
rozwigzanie problemu wstecznej analizy btedu wg ;(y) nie jest znane (Bjérck
[32], Higham [174], Kiclbasinski i Schwetlick [219]). Przyktadowo, w (Bjérck
[32]) proponuje sig oszacowanie wy,p(y) = Wiay e (y). gdzic

o (y) = max LAM
ALY i<i<n (JAT][D — Ayl);

Taka ocena wsteczuego bledit ma znaczenie tyltko dla zadan, w ktorych b €
Iin A. W przypadku 'niemal’ zgodnych ukladéw rownan (przyktadowo dla
m = Nj w algorylmie 3.1) nic mozna bowiemn oczekiwaé, aby resztowy
wektor b — Ay bvi ortogonalny do Tin A, taki wektor zalezy teraz tylko od
numerycznego szumu’, a zateni nie ma zadnej ‘struktury’,

Numeryczna stabilnoéé¢ liniowego zadania najmniejszych kwadratow

O danej metodzie wyznaczania rozwiazania y € R* liniowego zadania naj-
mniejszych kwadratow Az = b, A € R™*" moéwimy, ze jest numerycznie
stabilna, jezeli istnieje taka macierz A € R™*™ oraz takie wektory be R i
g € R*, ze

16+ 0) = (A+ A)(y + Dl = min [(b+b— (A + )z

pray czvm 1Alle < ellAlls, [ls < eblla, [7ls < ellylls, 788 ¢ = Ofue).
Gdy spelniony jest powyzszy waruuek, takze o rozwiazaniu y mowimy, ze
jest rozwiazaniem stabilnym. Innymi siowy, y jest stabilnym rozwigza-
niem, jezeli istnieja ‘'male’ zaburzenia A. b oraz §, przy ktorych y + § jest
doktadnyn rozwigzaniem odpowiedniego zadania najmniejszych kwadratow.
Nalezy pamictac, ze w przypadku zle uwarunkowanego zadania rozwiazanie
y moze znaczaco roznic¢ sig od doktadnego rozwigzania z = A*b.

Dany wektor y jest nazywany wstecznie stabilnymn (backward stable)
rozwigzaniem nieosobliwego zadania najmniejszych kwadratow, gdy istnieje
taka macierz A € R™*™ | dla ktore]

b= (A+ A)ylla = min b= (4+ )zl
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przy czym ||Alls < €||All2, zas € = O(u,) (Gu [156]). Jest oczywistym, ze
rozwigzanie wstecznie stabilne jest rozwigzaniem stabilnym. Minimalny (w
sensie normy Frobeniusa) wsteczny biad 74 (y) odpowiadajacy tej definicji
wstecznej stabilnosci dany jest wzorem (Gu [156])

0 gdy r =0y,
~ ATl
flanly) = d HbHZHZ gdy y =0p

min{ng,omin([ 4 n0C |)} w pozostatych przypadkach

przy czym r = b— Ay, no = ||rll2/|lylle oraz C = L,—rrT /(rTr). Rozwiazanie
y jest zatem wstecznie stabilne, jezell wsteczny blad 74,(y) jest dostatecz-
nie 'maly’. Czy y moze byé¢ rozwigzaniem stabilnym, gdy odpowiadajacy
mu wsteczny blad 74,4(y) 'maty’ nic jest? Okazuje sig, ze stabilne rozwia-
zanie y jest takze rozwiazaniem wstecznie stabilnym. Oznacza to, ze y jest
rozwigzaniem stabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy przyporzadkowany mu
wsteczny blad 74 4(y) jest 'maly’. Zauwazmy, Zze C' jest macierza ortogonal-
nego rzutu na podprzestrzen Imr+. Mozliwa jest zatem sytuacja, w ktorej
Z{b,Im A} przyjmuje ’duza’ wartos¢, a pomimo tego wsteczny blad 74 4(y)
jest 'maly’. Numeryczne wyznaczanie minimalnej wartosci szczegblnej w
przypadku macierzy o duzych wymiarach moze sprawia¢ ktopoty (procedury
xGESVD dostepne w pakiecie LAPACK wymagaja O(m?) arytmetycznych
dziatan). Pewien uproszczony algorytm szacowania omin([ A 10C ]) przed-
stawiono w (Gu [156]); algorytm ten wymaga wykonania O(mn?) dziatan.











