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Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy sg zagadnienia zwigzane z synteza liniowych
algorytméw odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zaklada sie, ze
poszukiwane rozwigzania (paranetry algorytmoéw o zalozonej strukturze,
nastawy regulatorow) uzyskuje sie, stosujac komputer w celu wykonania od-
powiednich obliczern wymaganych przez dang metode syntezy. Jakosé takich
rozwiazan zalezy od trzech podstawowych czynnikow:

(1) wlasciwosci realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu
reprezentowanych liczb),

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrazliwosci rozwiazania na zmiany
wejsciowych danyclh),

(8) wlasciwosci algorytmu uzytego do rozwigzywania postawionego zadania
(numerycznej stabilnosci metody pozyskiwania rozwiazar).

Wrymaga podkreslenia, ze w rzetelnej analizie cech danego konkretuego spo-
sobu dochodzenia do pozadanych rozwiazan, nie mozna zaniedbaé zadnego
z wyzej wymienionych aspektow. Przyktadowo, nawet numerycznie stabilna
metoda obliczeniowa implementowana w ‘silnej’ arytmetyce moze, w przy-
padku zle uwarunkowanego zadania, prowadzi¢ do wynikéw nieakceptowal-
nych ze wzgledu na zakladany cel sterowania.

Wspodlczesnie obserwuje sie intensywne dazenie do zapewnienia metodom
syntezy algorytmow sterowania odpowiednio wysokie] numerycznej jakosct.
Zabieganie o wymieniony walor dostepnych narzedzi projektowania systeniow
automatycznego sterowania procesami jest gteboko uzasadnione rola odgry-
wana przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenic
jakie uzyskala omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia
sie w: (i) randze licznych publikacji poswieconych tej tematyce (Datta [78],
Higham et al. [180], Mehrmann 1 Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al.
[323], Van Dooren [447|, Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (i¢) powodzeniu
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8 WPROWADZENIE

oraz zywotnos$ci inicjatyw stuzacych promowaniu stosowncgo oprogramowa-
nia — zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et
al. [448], http://www.win.tue.nl/ niconet/niconet.html; por. takze bibliotcka
NETLIB, http://www.netlib.org/ master counts2.html, Ehuroth et al. [103]).

W niniejszej pracy skupiono sie na wybranych algorytmach odpornego
sterowania w czasic dyskretnym, wywiedzionych gltéwnic z metod przestrzeni
Heoo- Akcentujac potrzebe i znaczenie analizy bledéw oraz uwarunkowa-
nia proponowanych metod syntezy algorytmow sterowania, wskazuje sie na
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczegoélnodei, dowodzi sie,
ze cel ten w wielu praypadkach mozna osiggnac¢ przez zastosowanie modelo-
wania sterowanych obiektéw opartego na operatorze delta (4).

Merytoryczna tresé¢ pracy ujeto w szesciu rozdziatach oraz dodatku.

Wstepny rozdziaf 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym — w tym
glownie modeli zwigzanych z operatorem é. Podano tu podstawowe definicje
oraz pojecia wykorzystywane w dalszych rozdziatach.

Rozdziat 2. poswiecono problemom syntezy dyskretnych algorytmoéw ste-
rowania, w ktorych stosuje sie metode rozmieszczania (pozycjonowania) bie-
gunéw odpowiedniej funkeji przenoszenia uktadu zamknietego. To klasyczne
zadanie rozwigzuje sie, rozwazajac niezbedne réownania diofantyczne zdefi-
niowanc dla operatora . Zbadano wlasciwosci dwéch rodzin par takich
rownan, przyporzadkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz
minimalnofazowym i nicminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa-
nych obiektéw. Pokazano w jaki sposéb, modyfikujae znang metode Youli-
Kucery, zapewni¢ danemu ukladowi odporna stabilnosé oraz odporng jakosé
przy zalozeniu typowych charakterystyk niepewnosci nominalnego modelu
obiektu. Podano oszacowanic wzglednego btedu rozwigzania zadania roz-
mieszczania biegunéw dla scisle strukturalizowalnych zaburzen danych tego
zadania. Rozwazono trudnosci, ktére pojawiajq sie przy rozwigzywaniu row-
nan diofantycznych sformutowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli
sterowanych obiektow. Przedstawiono takze stosowne numerycznie stabilne
algorytmy upraszczania takich modeli.

Rozdzial 3. podwiecono algorytmom sterowania predykeyjnego w oparciu
0 prognoze sterowanego procesu uzyskiwana na podstawie odpowiedniego
modelu tego procesu. Podano analityczne formutly opisujace rodziny cha-
rakterystycznych wielomianéw tak uksztaltowanych optymalnych uktadow
zamkni¢tych. Omowiono metody parametryzacji takich prototypowych wie-
lomianéw przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorow predykeyj-
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nych. Parametryzacja, o ktorej mowa, stuzy dazeniu do zapewnienia projek-
towanvm ukladom sterowania zalozonych cech — a wiec wymaganego zapasu
stabilnosci oraz pozadanego charakteru proceséw przejsciowych. Rozwazania
tego rozdziatu, dotyczac przede wszystkim regul sterowania w czasie dyskret-
nym, obejmujg takze analize asymptotycznych cech ukladéw zamknietych
odpowiadajacych predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie
ciaglym.

Tematem rozdziatu 4. sa wlasciwosci rownan Riccatiego oraz Lapunowa
zdefiniowanych dla modeli zwigzanych 2 operatorem ¢§. Sformulowano tu
lematy dotyczace stabilizujacych rozwiazan réwnan Riccatiego, a takze omo-
wiono cechy uogélnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi row-
naniami. Rozwazajac wrazliwo$¢ dyskretnych réwnan Riccatiego oraz La-
punowa na zaburzenia elementéw macierzowych pekoéw definiujacych takie
rownania, pokazano, ze przy dostatecznie malym okresie prébkowania roz-
wigzania réwnan przyporzadkowanych standardowemu operatorowi przesu-
niecia charakteryzuja sie znacznie gorszym uwarunkowaniem, a wiec 1 mniej-
szg odpornoscig na wplyw zaburzen, w zestawieniu z odpowiednimi réwna-
niami wywiedzionymi dla operatora §. Pokazano tez w jaki sposéb, korzys-
tajac z rozwigzan pewnych pomocniczych réwnan Lapunowa, oceni¢ zakres
niestrukturalizowalnych zaburzen nominalnego modelu sterowanego obiektu,
dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé uktadu zamknietego.

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy uktadu zamknietego, w kté-
rym uogoélniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo-
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardowa
macierz rozproszenia oraz tancuchowe macierze rozproszenia. W nastepnej
kolejnosci wprowadzono ceche tak zwanej J—bezstratnosci operatora opisu-
jacego dany obiekt, co stanowi podstawe definicji stosownych J—bezstratnych
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano wtasciwosci J—bezstratnych sta-
bilizujacych koniugatoréw, a takze dokonano pewnego uogolnienia definicji
tanicuchowych macierzy rozproszenia.

Rozdziat 6., ostatni i najobszerniejszy rozdzial pracy, poswiecono proble-
mom syntezy dyskretnych uktadéw sterowania oraz estymacji optymalnych
ze wzgledu na norme H.,. Rozwazano standardowe zadania formulowane
dla roznych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogélnionego obiektu,
koncentrujac sie przede wszystkim na zadaniach dotyczacych taricuchowych
macierzy rozproszenia. Podstawe rozwiazania omawianych zadan stanowia
odpowiednie J—bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia
sformutowane w tym rozdziale odnoszg sie do problemu istnienia oraz witas-
ciwosci rozwigzan dwoch ’sprzezonych’ dyskretnych rownan Riccatiego po-
danych w postaci stosownej dla operatora 6. W przypadku, w ktérym model
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obiektu nie nia zer nalezacych do brzegu obszaru wyznaczonego definicja sta-
bilnosci liniowych systemow modelowanych za pomoca operatora 4. poszuki-
wane sa stabilizujace rozwiazania odpowicdnich réwnan Riccatiego. Gdy
model obiektu ma takie zera, interesuja nas takze rozwiazania niestabi-
lizujace stosownych réwnan Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano
takze analizy podstawowych strukturalnvch cech tak uzyskiwanych optvmal-
nyvch regulatordéw oraz estviuatorow. Wskazano wreszcie na pewien typ os-
obliwych probleméw, ktore — pomimo stosowania regut modelowania odwotu-
jacego sie do operatora 0 — miogq charakteryzowa¢ sie ztym numneryveznyin
uwarunkowanicm.

W dodathu A zcbrano podstawowe informacje dotyezgee uwarunkowa-
nia, oceny wzglednych bleddéw, numerycznej stabilnosct. a takze wstecznych
bledéw rozwiazanl nieosobliwvch zadan liniowych oraz nieosobliwycli linio-
wych zadai najmnicjszych kwadratow. Dodatek B zawiera spis oznaczen.

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy maja analityczue
ugruntowanie. Prezentacja materiatu zasadza sic na ukladzie twierdzen,
lematow oraz wwag, czyli podziale odwzorowujacyin merytoryczna wazkosé
odpowiednich sformutowari. Integralng czesé pracy stanowig numeryczne
przyktady, lustrujace uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszvstkie twier-
dzenia oraz lematy sa wszakze dowodzone ¢ jednakowa szezegdtowosciy. W
kazdym przypadku podano jednak zrodto danej tezy, co minozliwia Czytel-
nikowi gledzenie wktadu autora ninicjszej pracy w rozwoj referowanej tema-
tyki.

W pracy umieszczono szereg nowych 1 nigdzie nie publikowanych ele-
mentdédw. Dotyezy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal-
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnient numerycznego uwarunkowania
zadania rozmieszczania bicgunéw, wilasnodci oraz syntezy J—bezstratnych
stabilizujacych koniugatoréw oraz wiasnosci rozszerzonych modeli obiektow
opisanych ancuchowymi macierzami rozproszenia.




Rozdzial 6

Metody przestrzeni H o

Niniejszy rozdzial poéwiecono problemom syntezy dyskretnych uktadéw ste-
rowania oraz estymacji w przypadku obiektéw modelowanych w dziedzinie
operatora §, przy czym norma FH., Wystepuje tu jako podstawa definicji
stosownych wskaznikéw jakosci.

Paradygmat ksztaltowania charakterystyk liniowych ukladéw ze sprzeze-
niem zwrotnym, wywiedziony z wlasciwosci przestrzeni Ho, funkcji anali-
tycznych w odpowiednim obszarze oraz zapoczatkowany znana praca (Zames
[483]), odgrywa wiodaca role we wspolczesnej teorii sterowania, w tym przede
wszystkim sterowania odpornego. Wskazujac na gtéwne przyczynki do roz-
woju metod syntezy odpornych ukladéw sterowania w czasie dyskretnym
(g), nalezy wymieni¢ nastepujace pozycje: Chen [56], Green i Limebeer
[153], Gu et al. [157], Hung i Chu [187], Iglesias i Glover [190], Ionescu i
Weiss [194], Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Liu i Mita [276], Paz i
Madani¢ [320], Stoorvogel [386], Takaba i Katayama [429], Tsai et al. [436]
oraz Yaesh i Shaked [478]. Fundamentalne znaczenie przypisuje sie pracy
(Stoorvogel [386]), w ktorej pokazano, ze (sub)optymalny regulator, reali-
zujacy sprzezenie od wyjécia obiektu oraz zapewniajacy zamknietemu ukla-
dowi wewnetrzng stabilno$é¢ przy ograniczonej wartosci normy oo, stosownej
funkcji przenoszenia, uzyskuje sie po rozwigzaniu dwoch odpowiednio powia-
zanych dyskretnych (g) réwnarn Riccatiego. Jako standardowy, dyskretny
algorytm sterowania optymalnego ze wzgledu na norme Ho przyjmuje sie
obecnie algorytm, w ktérym macierz rozproszenia zdefiniowana dla operatora
¢ jest modelem sterowanego obiektu (Green i Limebeer [153]). Zastosowanie
J—bezstratnych faktoryzacji laricuchowych modeli do syntezy dyskretnych
(g) algorytméw sterowania bylo przedmiotem badan opisanych w (Hung i
Chu [187], Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Takaba i Katayama [429)).
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176 ROZDZIAL 6. METODY PRZESTRZENI H,

Rozwazania, dotyczace modeli z operatorem 4, zaczynamy od prezentacji
‘standardowego zadania syntezy optymalnego regulatora. W zadaniu tym,
sformutowanym dla macierzy rozproszenia uogélnionego obiektu P podle-
gajacego sterowaniu, poszukuje sie takiego regulatora K, ktory zapewnia
ukladowi zarmnknietemu dobra okreslonoé¢, wewnetrzng stabilno$é, oraz za-
tozone ograniczenie normy H., operatora liniowej frakcyjnej transformaciji
LF(P,K). Odpowiednie twierdzenie o optymalnym regulatorze K opiera
sie na badaniu istnienia oraz wlasciwosci stabilizujacych rozwiazan dwoch
'sprzezonych’ dyskretnych (§) réwnan Riccatiego.

W kolejnym podrozdziale pokazano, ze formulujac standardowy problem
syntezy regulatora K dla laiicuchowego G oraz dualnego laiicuchowego H
modelu rozproszenia danego obiektu, ujawniamy nowe mozliwosci analizy
strukturalnych cech tak uzyskiwanych rozwiazan, a takze wynikajace stad
systematyczne zasady parametryzacji odpowiednich algorytmoéw sterowania.
Zadanie optymalizacji regulatora K ma teraz posta¢ zadania ograniczenia
normy He, operatora homograficznej transformacji HM (G, K), lub odpo-
wiednio normy H., operatora dualnej homograficznej transformacji DHM
(H,K). Podstawg rozwiazania takiego zadania jest J—bezstratna (dualna
J—bezstratna) faktoryzacja stosownego tancuchowego modelu rozproszenia
sterowanego obiektu. Sformulowano szereg twierdzeri odnoszacych sie do
wymaganych faktoryzacji w dziedzinie operatora 4. Twierdzenia te mowia
o istnieniu oraz wlasciwo$ciach stabilizujacych rozwigzan odpowiednich dys-
kretnych réwnan Riccatiego. Analiza czynnikéw wymienionych J— bezstrat-
nych faktoryzacji stala sie podstawg studium struktury algorytméw optymal-
nego sterowania. Tego zakresu dotycza w szczegdlnosci podane wystarcza-
jace warunki istnienia wymiernych regulatoréow K o $cisle wladciwej postaci.

Wazne fragmenty niniejszego rozdzialu poswiecono syntezie sterowania
optymalnego ze wzgledu na norme Ho, w przypadku obiektéw, ktérych
modele majg zera nalezace do Da. Odpowiednie algorytmy zbudowano
w oparciu o uogo6lnione J—bezstratne faktoryzacje taricuchowych macierzy
rozproszenia takich obiektéow. W sformulowanych twierdzeniach glosi sie,
ze poszukiwanie wymaganych faktoryzacji jest réwnowazne rozwiazywaniu
dwéch dyskretnych réwnan Riccatiego, przy czym w przypadku pierwszego
z tych réwnan zalezy nam na rozwiazaniu, ktére nie jest rozwigzaniem sta-
bilizujacym.

W kolejnym podrozdziale wykazano w jaki sposéb J—bezstratne fakto-
ryzacje taficuchowych macierzy rozproszenia obiektéw dynamicznych wyko-
rzystaé przy projektowaniu optymalnych estymatoréw stanu. Udowodniono
takze, iz prosty algorytm tak zwanego centralnego estymatora jest niewystar-
czajacy, gdy model (macierz rozproszenia) niestandardowego obiektu ma zera
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nalezace do dDAa.

Ostatni podrozdzial poswiecono zagadnieniom, w ktérych — ze wzgledu
na nieregularno$¢ modelu bedacego podstawa danego problemu optymali-
zacji — wystepuja osobliwosci, sprawiajace, ze odpowiednie numeryczne zada-
nia syntezy staja sie zadaniami Zle uwarunkowanymi.

Wszystkie rozwazane rownania Riccatiego sformutowano w postaci od-
powiednich uogélnionych, badz tez, gdy jest to niezbedne — rozszerzonych
uog6lnionych zagadnient wlasnych. Druga z wymienionych sytuacji zachodzi
w przypadku niestandardowych obiektéw z zerami nalezacymi do 0DA.

Wywody o teoretycznym charakterze sa ilustrowane licznymi obliczenio-
wymi przykladami. W tym celu rozwigzano proste zadania projektowania
regulatoréw w oparciu o postulat optymalnego, lecz kompromisowego, ksztat-
towania funkcji wrazliwosci uktadu zamknietego. Podjeto takze prébe syn-
tezy odpornego ukladu sterowania metodsa (Q—parametryzacji nominalnie
stabilnego ukladu zamknietego, uzyskanego w wyniku zastosowania reguly
rozmieszczania biegunoéw. Wskazano na pewna mozliwos$é¢ uproszczenia (ob-
nizenia rzedu) wymaganego (Q—parametru przez racjonalne modelowanie
niepewnosci dostepnej wiedzy o sterowanym obiekcie. Rozwazano zaréwno
obiekty opisane modelami bez zer nalezacych do 0Da, jak tez obiekty, kto-
rych modele charakteryzuja sie obecnoscia takich zer. W kazdym przypadku
badano uwarunkowanie stosownych numerycznych algorytmoéow wyznaczania
poszukiwanych rozwigzan.

6.1 Synteza na podstawie modelu rozproszenia

Rozwazmy standardowy problem syntezy regulatora K (sub)optymalnego ze
wzgledu na norme Ho, sformutowany dla macierzy rozproszenia uogélnio-
nego obiektu P: |[LF (P, K)|ls < 7, 7 > 0. Ponizej podajemy konieczny i
wystarczajacy warunek istnienia rozwiazania tego problemu Hyo (Suchomski
[397, 406]). Sformutowane twierdzenie o-istnieniu oraz lemat o postaci tego
rozwigzania stanowia odpowiedniki w dziedzinie operatora § klasycznych
wynikéw znanych z pracy (Green i Limebeer [153]), por. takze (Collins et
al. [68], Collins i Song [69], Song [372], Suchomski i Kowalczuk [414, 419]).
Twierdzenie to glosi, ze.odpowiedz na pytanie o mozliwo$¢ syntezy poszuki-
wanego regulatora wymaga badania wlasciwosci stabilizujacych rozwigzan
dwoch dyskretnych réwnan Riccatiego o parametrach zapisanych zgodnie
z notacja macierzowych pekéw (pomijamy latwe do uzyskania formuly, w
ktérych odwolujemy sie do notacji rozszerzonych macierzowych pekéw).
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Twierdzenie 6.1 (o rozwigzaniu standardowego problemu syntezy regula-
tora; Suchomski [397, 406]). Standardowy problem syntezy regulatora K op-
tymalnego ze wzgledu na norme Hyoo, sformutowany dla uogdinionego obiektu
P opisanego macierzq rozproszenia P({) € REE,ZLH)X(HP) o minimalnej re-
alizacji (A, B, C, D), A € R**", danej wzorem (5.2), ma rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy:

(1) (Uz,Wg) € dom (0Ric) oraz X = 6Ric(Uy, W3) > 0, gdzie:
P, = A-BL7'DTJI C
Q: = CT(Imyr—J).DL'DTYJ) C

R, = BL'BT
pray czym:
~ Cz A Dzw Dzu T_NT17v N.
C = [ Orxn]’ D—[ L. 0r><p]’ L=D"J).D;

(i1) Mooy < 0 oraz \(A — BM~IN) C Da, gdzie:
My M, }

M ” “
M, My

I_}+ABTXB:[

N AT 5 T N

N = DTJLC+BTX(IL+84) = | &
2

przy czym Mll e RT*7, Mlg € R'*P, za$ M22V = Mll—MlgMQ_QIMS €
R™*T jest dopeinieniem Schura podmacierzy Moy € RP*P a ponadto
N1 € R"™*™ oraz Ny € RPX";

(z23) (U,,W,) € dom (6Ric) oraz Z = 6Ric(U,, W,) > 0, gdzie:
P, = AT-CTL™'DJYBT
Q. = B(I4,—JLDTL™'D)J) BT
R, = CTL¢C

przy czym L= ﬁJﬂpﬁT oraz

AlB]

cC|\D |
A-— Bwﬂ—l_z‘zlvl_\_fv - 2 Onxp

= | Vil (Ny — MLM5oNy) | VMg MLV, T T,
Cy - DwaQ_zlvNV Dywvﬂl Ogxp
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gdzie C; € RP*™ Gy € RI*™ | za$ Vip € RP¥P oraz Vo1 € RT™7 sq cayn-
nikami Cholesky’ego odpowiednich podmacierzy My oraz —y 2 My,
a ponadto Ny = Nq — M12M2_21N2 € R,

(iv) Mgy <0 oraz M(A— NM~1C) C Da, gdzie:

~

M = fi+AéZéT=[M“ M”]

ML Mo,
N = BJLDT + (I, + AA)ZCT
przy czym My € RP*P, M, € RPXY 20 MQQVA= MH—MQM{;J\;IE; €

RPXP jest dopetnieniem Schura podmacierzy May € R7*?. [

Zaktadajac, ze rozwigzanie, o ktérym méwimy, spelia zalozenia twier-
dzenia 6.1, otrzymujemy nastepujacy lemat.

Lemat 6.1 (o postaci optymalnego regulatora; Suchomski [406]). Prosty
(tak zwany centralny) requlator K, optymalny ze wzgledu na norme Heo,
opisany jest modelem:

53(t) = Adi(t) + Bay(t)
u(t) = C.z(t) + Dcy(t)

o elementach:

A, = /i - N2M2_2162 — BuVlgl(C‘l — MleQ—élCA'Q) e Rnen

B, = (Ny— B,V Mio)My,' € R4
C, = —‘/151(01 — MlgMz_zléz) c RP*™
D, = _‘/151]\2[12]\2[2—21 c RP 4

dzie podmacierze Ny € R"™? oraz Ny € R"™ wynikajg z podziatu N =
g
[Ny Ny | e Rexteta) O,

W opisanej metodzie syntezy sterowania optymalnego ze wzgledu na
norme Hq, wykorzystuje sie rozwigzania dwoch dyskretnych rownan Riccat-
iego, ktérych parametry wyznaczane sg w toku nieztozonych (co jest zalety
uzytej notacji macierzowych pekéw), lecz niestety i niezbyt tatwych do in-
terpretacji przeksztalcen algebraicznych. Utrudnia to dyskusje uzyskanych
wynikéw oraz komplikuje analize ’struktury’ odpowiednich algorytméw ste-
rowania (dotyczy to takze najprostszych przypadkéw algorytméw central-
nych). W kolejnych czesciach tego rozdziatlu pokazano, ze przyjecie tancu-
chowych modeli rozproszenia sterowanego obiektu oraz ich J—bezstratnych
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faktoryzacji pozwala na daleko idaca strukturalizacje stosownych algoryt-
moéw sterowania, utatwiajaca ich analize oraz parametryzacje.

Przyklad 6.1 (wielokryterialna synteza regulatora (I); Suchomski [397]).
Obiekt o modelu P5(¢) € Rp* jest sterowany w ukladzie zamknigtym (rys.
6.1) za pomocy dyskretnoczasowego regulatora K (¢) € RE". Wektor kry-
terialnych zmiennych ma posta¢ z = [ u” y7 |7. Postawione zadanie, w
ktérym dazy sie do ograniczenia wplywu obiektowego zaklécenia w przy
uwzglednieniu wysitku sterowania u, sprowadza, sie zatem do standardowego
problemu odpowiedniego ksztaltowania funkcji wrazliwosdci projektowanego
uktadu (Heo mized sensitivity; zob. np. Green i Limebeer [153], Kwakernaak
[254], Skogestad i Postlethwaite [363])

1Cew(O)loo = “ g:gg Hw _ ” KO- U= PO kg)(_cl))—l

Model uogélnionego obiektu, w ktérym g = r oraz m = p + r, dany jest

wzorem
P(¢) = [ 0? ] [ 1;%8 ]
r &

<.

o0

A A

i w
WK(@) u, Pa(c)—éy—y

Rys. 6.1. Przyklad 6.1. Strukturalny schemat ukladu sterowania.

Rozwazmy prosty przyktad uktadu z niestabilnym oraz nieminimalnofa-
zowym obiektem SISO opisanym nastepujacym modelem czasu ciaglego

0 10
P,(s) = 2 —111
-3 1]0
Na rys. 6.2 przedstawiono wskaZniki uwarunkowania rozwigzan odpowied-

nich réwnan Riccatiego, uzyskane dla v = 6.5. Mamy do czynienia ze
standardowym obiektem, zatem dla dostatecznie malych wartosci okresu
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probkowania uwidacznia sie wyrazna przewaga podejscia, w ktorym wyko-
rzystuje sie modele zwigzane z operatorem §. Dodatkowa charakterystyke
wrazliwoéci rozwazanych réwnan Riccatiego stanowia wykresy dane na rys.
6.3. Pokazano na nich nastepujaco zdefiniowang funkcje bledu rozwigzania
danego réwnania Riccatiego: € = || X — X||p/||X||F, przy czym X ozna-
cza 'dokladne’ rozwigzanie, za§ X jest rozwiazaniem przyporzadkowanym
modelowi o elementach reprezentowanych z mniejsza numeryczng precyzja.
Wykresy pokazane na rys. 6.3a dotycza zmiennoprzecinkowej reprezentaciji
o o$miu znaczacych cyfrach dziesietnych, z kolei wykresy przedstawione na
rys. 6.3b opisuja rozwigzania, ktore odpowiadaja modelom danym z szescio-

cyfrows precyzja.

10°

103}
— rozwigzanie X
- — rozwigzanie Z

operator &
10 I { -
Als]
107 107 102 107

Rys. 6.2. Przyktad 6.1. WskaZniki uwarunkowania réwnan Riccatiego.

Postulat skutecznego tlumienia wplywu zaklécenn w z reguly nie daje
si¢ pogodzi¢ z zadaniem istotnego ograniczenia wysitku sterowania u (por.
Doyle et al. [94], Hassibi et al. [169], Helton i Merino [170]). Stosowne
zadanie wielokryterialnej optymalizacji regulatora (optymalizacji w sensie
Pareto) mozna sformutowaé dla funkcji celu zdefiniowanej jako odpowied-
nio sparametryzowana wypukla kombinacja norm obu rozwazanych funkcji
wrazliwosci ||Guw(C)|leo 0raz ||Gyw({)|leo (Suchomski [395]). O
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& @) ” operator q (b)
2 operator q . 10°
— rozwigzanie X
4 - — rozwiazanie Z 107 operator &
T A A I e (AT TV T
10-5 V/ \/ \ \/ v \/‘\/l
-8 ' )
10 — rozwigzanie X
~— rozwiazanie Z Als]
10 10° 102 10"

Rys. 6.3. Przyktad 6.1. Funkcje bledu rozwigzan réwnari Riccatiego: a) modele o
o$miocyfrowej reprezentacji, b) modele o szesciocyfrowej reprezentacii.

6.2 FLancuchowe macierze rozproszenia jako pod-
stawa syntezy

Podstawa omawianej metody syntezy ukladéw optymalnych ze wzgledu na
norme Ho, sa J—bezstratne faktoryzacje tancuchowych macierzy rozprosze-
nia odpowiednich uogélnionych obiektéw. Obiekty takie w kazdym przy-
padku zdeterminowane s specyfikg konkretnego problemu sterowania.

Niech funkcja G(¢) € RLHT)* (4T bedzie taricuchowa, zas H(() €
'RLE,T +)x(m+r) dualng laiicuchows macierza rozproszenia danego uogolnio-
nego obiektu P. Standardowy problem syntezy regulatora K optymalnego ze
wzgledu na norme H , formutuje sie w postaci zadania, aby ||HM (G, K)||eo <
7, lub odpowiednio |DHM(H, K)||c < 7, gdzie v > 0 jest parametrem pro-
jektu. Idea przedstawianego podejscia w dziedzinie operatora ¢ jest zgodna
z klasycznymi rozwigzaniami, w ktérych stosuje sie opis obiektu w postaci
taricuchowych macierzy rozproszenia (Devilde i Dym [87], Genin [130], Green
[151], Green et al. [152], Kimura [221, 224, 225|, Kimura i Okunishi [227],
Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Lee et al. [270], Suchomski [389]-[391],
Tsai i Postlethwaite [432], Tsai i Tsai [433]-[435], Tsai et al. [436]).

Zal6zmy zatem, ze dla danej tancuchowej macierzy rozproszenia G(¢) €
RLS,ZHT)X(DH) istnieje jej (Jmr, Jpr)—bezstratna faktoryzacja G(¢) = ©(() -
II(¢). Elementy K € R’I’,xr zbioru wszystkich regulatoréw, dla ktérych za-
chodzi |HM (G, K)||oo < 1, maja postaé

K(¢) = HM(I(O) ™, @(¢))
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gdzie () € BHEX" jest dowolng funkcjg (parametrem). W tym przypadku
HM(G,K) = HM(OII, HM(IT7!,®)) = HM(©,d) - a zatem wymagamy
teraz, aby spelniona byla nieréwnosé¢ |[HM(©,®)|lc < 1. Podobne rozu-
mowanie dotyczy sytuacji, w ktorej dla dualnej laicuchowej macierzy roz-
: (m+q)x(m+r) . S

proszenia H(() € RLs istnieje jej dualna (Jpmg, Jmr)—bezstratna
faktoryzacja H(¢) = Q(¢) - ¥(¢). Elementy K € RE™7 zbioru wszystkich
regulatoréw, dla ktérych |DHM(H, K)|loo < 1, majg postaé

K(¢) = DHM(2(¢)™", 2(¢))

gdzie dowolna funkcja ®(¢) € BH ! pelni role parametru. Zachodzi teraz
DHM(H,K) = DHM(QU,DHM(Q™!,®) = DHM (¥, ®), co oznacza, ze
zadamy, aby obowiazywatla nieréwnosé¢ ||DHM (¥, ®)||c < 1. Rozwiazania,
w ktérych zaklada sie zerows warto$¢ parametru projektu, odpowiednio ® =
Opxr Oraz ® = 0% 4, Nnazywane s rozwigzaniami centralnymi.

Opisane podejscie, w ktérym stosuje sie wymienione J—bezstratne fak-
toryzacje odpowiednich tancuchowych macierzy rozproszenia, pozwala na
ujawnienie strukturalnych cech uzyskiwanych rozwigzan (rys. 6.4), a takze
ulatwia ich parametryzacje (doboér czynnika ®).

: G() b K(©) |
Z | | <! u! 1l [
wi|eo [Tl no [y ne | ew ||
L o |
a)
:F"“;Z(Z)""_i L HE) |
L N [ 12,
o [Mew Ty e [ v@ [Tw
i i
b)

Rys. 6.4. Strukturalne cechy uktadu z uogo6lnionym obiektem opisanym: a)
laricuchowg macierzg rozproszenia, b) dualng laficuchowa macierza rozproszenia.
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6.2.1 J-—bezstratne wzglednie pierwsze faktoryzacje

W niniejszym podrozdziale rozwaza sie podstawowe twierdzenia o wzglednie
pierwszych J—bezstratnych faktoryzacjach stosownych taicuchowych macie-
rzy rozproszenia. Twierdzenia te dotycza rozwigzan odpowiednich dyskret-
nych réwnail Riccatiego w dziedzinie operatora ¢ i opieraja sie na postula-
tach istnienia stabilizujacych rozwiazan, charakteryzujacych sie pewnymi do-
datkowymi wtadciwosciami. W szkicowy sposéb dowodzi sie tylko pierwszego
z czterech kolejnych twierdzen, dowody pozostalych twierdzer przebiegaja
w podobny sposob.

Twierdzenie 6.2 (o prawostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji (I);

?

Suchomski [400]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R**" bedzie minimalng
realizacjg funkcji G(C) € RE(O?M)X(’HT). Zaktada sie, Ze realizacja ta nie
ma zer nalezgcych do ODa. Prawostronna wzglednie pierwsza faktoryzacja
G(C) = N(C) - M(C)™! tej funkcji, taka e M(C) € R’HE,{;H)X(’)H), za$
N(¢) € R’]—L(O?+T)X(p+r) jest (Jmr, Jpr)—bezstratng funkcjg, istnieje wtedy i
tylko wiedy, gdy:

(2) (Uz, W3) € dom (6Ric) oraz X = §Ric(U,,Wy) > 0, gdzie:

P, = A-BS;'DTJ,,.C

Q: = CTJpr(Jmr — DS;1DTVJ,C
R, = BSleT

S, = DTJ,.D;

(i1) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RPTIX(P+7) 3o
MI(S, + ABTXB)M, = J, .

Czynniki tej faktoryzacji opisane sq wzorem

'A T T
g - [

C+ DF, | DM,
w ktérym F, € RPHIX" orgs:

A+BF, = (I,+AR.X)"}(P, — R,X)
F; = —(So+ABTXB) (D" Jn,C + BTX(I, + AA)).
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Dowdd. Przyjeta realizacja funkcji M (¢) oraz N({) jest zgodna z po-
dang w rozdziale 1. ogblng postacia czynnikdéw prawostronnej wzglédnie
pierwszej faktoryzacji. Macierze F, oraz M, nalezy dobra¢ w taki spo-
sob, aby czynnik N(C) byt funkcjg (Jmr, Jpr)—bezstratng. Odpowiednie
wymagania czerpiemy z lematu 5.3. Macierz X € R**™ spelnia rownanie
(A+BF,)T X+ X(A+BF)+A(A+BF,) T X(A+BF;)+(C+DF.)T Jpmr (C+
DF,) = 0,xn. Rownanie to nalezy przeksztalcié¢ do formy stosownego réwna-
nia Riccatiego (zauwazmy, ze macierz Fy zalezy od X). W tym celu bierzemy

rownos¢ A+ BF, = A—B(I,1,+AS;'BTXB) 15, Y(DT J,,, C+ BT X (I, +
AA)). Korzystajac z lematu o odwracaniu macierzy, wyznaczamy odwrot-
n0sé (Ipyr + AS;'BTXB)™ ' = I, — AS;'BTX (I, + ABS;'BTX)B, co
prowadzi do zaleznosci A+ BF, = (I, + AR, X) (P, — R;X). Na tej pod-
stawie, w oparciu o formuly podane w podrozdziale 4.1, otrzymujemy pare
macierzy (Uz, W,) zwigzanych z badanym réwnaniem Riccatiego. O

Twierdzenie 6.3 (o lewostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji (I'); Su-
chomski [400]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R**"| bedzie minimalng re-
alizacjg funkcyi H(C) € RLETFDE) - Zoktada sig, ze realizacja ta nie
ma zer nalezqcych do 0DaA. Lewostronna wzglednie pierwsza faktoryzacja
H() = M(¢)™' - N(¢) tej funkcji, taka ze M(C) € RH&’.Z”"”X("‘*"), zas

N(¢) € RH&’.?*")X("‘“) jest dualng (Jmgq, Jmr )—bezstratng funkcjg, istnieje
wtedy 1 tylko wtedy, gdy: '

(2) (Uy,Wy) € dom (6Ric) oraz Y = §Ric(Uy, Wy) > 0, gdzie:

P, = AT -C"S;'DJn. BT

Qy = —BJne(Jpr — DTS;'D)J . BT
R, = -CTs;'C

S, = DJ,,DT;

(i1) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RIMHOx(m+a) ¢

My(Sy — ACYCT)M] = Jmg.
Czynniki tej faktoryzacyi opisane sqg wzorem

[ M) N

©]= A+H,C|H, B+ H,D
0 1= M,C |M, M,D
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w ktorym H, € R(M+0) orqy:
AFBC = (B YR+ VR,
Hy = _(BerDT - (In + AA)YCT)(Sy - ACYCT)_I - O

Twierdzenie 6.4 (o prawostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji (II);
Suchomski [400]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R™", bedzie minimalng

realizacjg funkcji H(C) € Rﬁg?+q)x(m+r). Zaktada sie, ze realizacja ta nie
ma zer nalezgcych do 8Da. Prawostronna wzglednie pierwsza faktoryzacja
H(C) = N(C) - M(¢)™" tej funkeji, taka ze N(¢) € RHETV™ | sas
M(¢) € R%SJ.I‘”)X("‘”) jest Jour—bezstratng funkcjg, istnieje wtedy 1 tylko
wledy, gdy:

(1) (U,,W,) € dom (dRic) oraz Z = §Ric(U,,W,) > 0, gdzie:
P, =A, Qz = Opxn, R;= BerBTf
(i3) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RIm+m)x(mir) - e

MT (Jpr + ABTZB)YM, = Jpr .

Czynniki tej. faktoryzacji opisane sg wzorem

g 1[5
N () C+ DF, l DM,

w ktérym F, € RIIX" orag:

A+ BF, = (I,+AR,Z)"Y(P, - R,Z)
F, = —(Jmr +ABTZB)'BTZ(I, + AA). O

Twierdzenie 6.5 (o lewostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji (IT);
Suchomski [400]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R™", bedzie minimalng
realizacjg funkcji G(¢) € REEQ*”X“’”). Zaktada sie, ze realizacja ta nie ma
zer nalezgcych do 8Da. Lewostronna wzglednie pierwsza faktoryzacja G(¢) =
M)~ - N(¢) tej funkeji, taka ze N({) € R’nglw)x(pw), zas M(C) €
RH&?H)X(mH) jest dualng Jr—bezstratng funkcjq, istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy:
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(2) (U,,W,) € dom (éRic) oraz Z = §Ric(U,, W) > 0, gdzie:

P, = ATa Qz = Onxna R, = —CTerC;

(1) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € Rm+m)x(m+r) - 5,

b

M,(Jmr — ACZCT)MT = Jpy

Czynniki tej faktoryzacjt opisane sq wzorem

~ - A+H,C|H, B+H,D
RGIRGRE 1Mz T

w ktérym H, € R¥>H) orgy:

A+ H,C = (PT—ZR,)I,+AZR,)!
H, (I, + AA)ZCT (J — ACZCT)™L. O

I

Uwaga 6.1 (Suchomski). Z lematu 5.10 wynika, ze w sytuacji, o
(m4r)x(m+r)

ktérej mowi twierdzenie 6.4, jako funkcje M(¢) € RHgo wystar-
czy przyjaé stabilizujacy Jmr—bezstratny prawostronny koniugator dla pary
(A, B) wyznaczone]j realizacjg funkcji H({) € RLimHOX(mar) Rozumujac

w podobny sposob, na podstawie lematu 5.11 wnioskujemy, ze w twierdzeniu
6.5 jako funkcje M(¢) € RH&Z‘“)X(’”“) mozna wzigé stabilizujacy dualny
Jmr—bezstratny lewostronny koniugator dla pary (A, C) odpowiadajacej za-
tozonej realizacji funkcji G({) € Rﬁg’g‘“)x(””). O

Przesledzmy teraz w jaki sposéb wykorzystaé powyzsze twierdzenia do
wyznaczania zgdanych J—bezstratnych faktoryzacji danych lancuchowych
macierzy rozproszenia. W tym celu rozwazymy dwa podejscia, w ktoérych
odwotujemy sie do odpowiednio zdefiniowanych dwuetapowych wzglednie
pierwszych faktoryzacji (Suchomski [389]-[391], {396, 399, 400]). Pierw-
sze podejscie jest bardziej 'naturalne’ i polega na dwuetapowej faktoryzacji
wykonywanej w taki sposob, ze faktoryzacja stanowigca tresé drugiego etapu
dotyczy odwrotnoéci macierzowego czynnika uzyskanego w etapie pierwszym.
Drugie z omawianych podejé¢ jest bardziej efektywne, lecz wymaga sfor-
mutowania pomocniczych lematéw. Podejécie takie stanowi podstawe algo-
rytmoéw syntezy opisanych w dalszych fragmentach tego rozdzialu. Istotnym
wynikiem prezentowanych rozwazan sa réwniez konicowe wnioski, odnoszace
sie do strukturalnych cech odpowiednich uktadéw zamknietych.
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Metoda XY

Zatozmy, ze funkcja M (¢) € RHE,%H)X@ +T), pozyskana w wyniku zastosowa-
nia twierdzenia 6.2 o prawostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji do funk-
cji G(¢) € 'Rﬁggl Fr)x(p +T), ma odpowiednia lewostronna wzglednie pierwsza
faktoryzacje opisana w twierdzeniu 6.3. Zgodnie z tym, co glosi to twierdze-
nie, mamy zatem M(¢) = M(¢)™1- N(¢), gdzie M(¢) € RHE,’;”)X(”“), zas
N(¢) e R%éﬂ*’)x(” +7) jest dualna J,,—bezstratng funkcja. Ponadto

[ 3(¢) N(<)}=[A+(f}jpf")ﬂ{fﬁ (BL%MI]

gdzie R*™*(P+7) 5 [, = (I, +AA)Y FI(S,—AF,YFI')~1-B, za nieosobliwa
macierz M, € RP+7*(P+7) spelnia réwnanie My (S, — AF,Y FI)MY = J,,
przy czym S, = MyJp MT € RPFX(P+7) | Rogwiazanie Y = SRic(U,, W,)
odpowiada teraz rownaniu Riccatiego skojarzonemu z parg macierzy (U, Wy)
€ dom (8Ric) o nastepujacych elementach: P, = AT, Q, = Opxn oraz
R, = ——FfSJlFm.

Ze wzgledu na cel, ktory sobie stawiamy, podstawowe znaczenie majg
cechy czynnikéw odwrotnosci M(¢)~™! = N(¢)~! - M(C). Stosujac uprosz-
czong notacje, dla N mamy N = Fu(S), gdz1e S € R( ptr)x(r+p) Jest
pewna dualng bezstratna funkcja. Teraz N1 = F/(8) = F,((8™)™),
co oznacza, ze N~! jest Jpr—bezstratng funkcja. Poniewaz iloczyn funk-
cji J—bezstratnych jest funkcja J—bezstratna, zatem czynniki poszukiwanej
(Jmr, Jpr ) —bezstratnej faktoryzacji funkeji G(C) przyjmujq postaé: ©(() =
N(@¢)-N() ' e RLIITIEED) orag II(¢) = M(C) € GHES™. Regulator
uzyskany w oparciu o te faktoryzacje opisany jest przeto formula K(¢) =
HM(M()™L, ®(C)), ®(¢) € BHEX™ (por. rys. 6.5a).

Rozwigzanie X > 0, skojarzone z pierwszg wykonana faktoryzacja, spet-
nia réwnanie Riccatiego AT X + X A+AATXA—(CT Jppr D+ (In+AAT)X B)
(S; + ABTXB)~"Y(DT J,,, C + BT X (I, + AA)) + CTJmrC = Opxp. Ponie-
waz Sg + ABTXB = (Mg Jp,y M)t = S, zatem R, = = —(ATX + XA +
AATX A + CT J, C). Powyzsze rozumowanie jest podstawa nastepujacego
pomocniczego lematu.

Lemat 6.2 (o lewostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji w metodzie
XY; Suchomski [400]). Niech M(() € RUET*PH) wynika z twierdze-
nia 6.2 o prawostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji zastosowanego do
funkeji G(¢) € Rﬁ(m+r)x(p+r) Lewostronna wzglednie pierwsza faktory-
zacja M(C) = M(¢)™ - N(¢), gdzie M(C) € RHSQ“)X(]’H), za$ N(¢) €
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R’?-{(()’é+r)x(p +) jest dualng J,. —bezstratng funkcjqg, istnieje wtedy i tylko wiedy,

gdy:
(¢) (Uy,Wy) € dom (dRic) oraz Y = dRic(Uy, Wy) > 0, gdzie:
P, =AT, Qy=0nxn, Ry=—-(ATX+XA+AATXA+CT I, C);
(12) istnieje taka nieosobliwa macierz My € R(PT)X(+7) e
My(Sy — AFRYF)M] = Jp,
gdzie Sy = MyJpy MT € RP+7)x(p+7),

Ponadto obowigzujg wzory:

[ M) NQ)]= [ A}j‘% }AZZ MfM ]

/ A+ BF, | H,M,' N A | S,Mm;1
V - - . vy -1 = ¥y
gdzie:
Ay=A+8,F,, B,=5M, H,=S5,-B
Sy = (In+ AA)YFL (S, - ARYF)™ e R0 O
Metoda Y X

Analogiczne wyniki uzyskuje sie, stosujac do funkcji H({) € R[,g?ﬂ)x(m”)
kolejno twierdzenia 6.3 oraz 6.2. W ten sposob dostajemy prawostronng
wzglednie pierwsza faktoryzacje M(¢) = N(¢) - M(¢)~! funkeji M(() €
’R’H(()Zl +q)x(m+q), ktora pochodzi z lewostronnej wzglednie pierwszej fakto-
ryzacji wykonanej we wstepnym etapie rozwazanej metody VX, przy czym
M) € RHE,’.I‘*")X("L“’), za§ N(¢) € Rt (m+a) jest Jmg—bezstratna

funkcjg. Zachodzi przy tym

= F, M,

[ M(Q)
M/(C+Fy) | MM,

A+ Hy(C+F,) | HM,
N(¢) ]
gdzie R™(m+9) 5 Fy = —(S; + AHT X H,) ' HI X (I, + AA) — C, zas nie-
osobliwa macierz M, € R(M+a)x(m+a) gpetnia rownanie Mg(Sz+AHyTXHy)
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, lr _______ Gl) ‘I Ir_"_E(E)_"“}
u
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w | | N©) N (&) M(&) : y I M) N (&) i
e I ;
a)
K@ %r _______ HE 7:
| ) p Ul L | ~ z
[ N -1 T -1 ——>
| o) [ 7M@) : y [ me [ INeT N [ Tw
L | | _________________ |
b)

Rys. 6.5. Struktura ukladu z uog6lnionym obiektem reprezentowanym przez: a)
lancuchowg macierz rozproszenia, b) dualng laiicuchow macierz rozproszenia.

My = Jmq, W ktorym Sz = M] JmgM, € RM+9)x(m+9)  Rozwigzanie
X = 6Ric(Uz,W;) odpowiada teraz réwnaniu Riccatiego zwigzanemu z
parg macierzy (Uz, W;) € dom (§Ric) o nastepujacych elementach: P, =
A, Qp = Ouxn oraz R, = HyS;IHE. Czynniki poszukiwanej dualnej
(Jmq, Jmr)—bezstratnej faktoryzacji funkeji H({) maja postaé: Q(¢) = M(()
€ GHT oraz U(¢) = N(¢)™' - N(¢) € RLmTOxmEr) Odpowiedni regu-
lator opisany jest zatem formuta K({) = DHM(M(()™L, ®(C)), () €
BH*? (por. rys. 6.5b). Otrzymujemy w ten sposéb kolejny pomocniczy
lemat.

Lemat 6.3 (o prawostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji w metodzie
YX; Suchomski [400]). Niech M(¢) € RHTTOD ymika 2 twier-
dzenia 6.3 o lewostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacyi zastosowanego do
Junkcji H(C) € ’RES..T FOXMET) - prowostronna wzglednie pierwsza faktory-
zacja M(¢) = N(¢) - M(¢)™Y, gdzie M({) € RHS,ZHQ)X("IH), za$ N(C) €
RHS,’.Z‘*")X‘"‘”) Jest Jmg—bezstratng funkcjq, istnieje wtedy 4 tylko wtedy,

(2) (Uy,W;) € dom (6Ric) oraz X = dRic(U,, W) > 0, gdzie:

Pr=A, Qz=0nxn, Re=—(AY +YAT + AAY AT — BJ,,.BT);
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(i) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RIM+a)x(m+a) ¢
MI(Se + AHI XH)My = Jpg
gdzie Sy = MyTquMy € R(m+a)x(m+q)

Ponadto obowigzujg wzory:

N(¢)
_ A+H,C| H _ A | HM!
1 y y 1 Yy
M(C) _[—Mz_lFiB'Mz—ljl’ N(C) —[—MflsﬂM;lMy:r
gdzie:

A$=A+Hyg:c, Cz:Myga:a F:c:g:c_c

Sy = —(S; + AHI X H,)"'HI X (I, + AA) € R(toxn O

- Przechodzac do ostatniej czesci tego podrozdzialu, zakladamy, ze dla
danej funkcji G(¢) € RLE,Z‘ +r)x(ptn) istnieje lewostronna wzglednie pierw-
sza faktoryzacja G(¢) = M(¢)~'- N(¢) o cechach opisanych w twierdzeniu
6.5. Oznacza to, ze N(¢) € RHHV®4) zag B1(¢) € RUGH*(mH7)
jest dualng Jp,,—bezstratng funkcja (w uwadze 6.1 wskazano na zwiazek
omawianej faktoryzacji z istnieniem odpowiedniego stabilizujacego koniu-
gatora). Rozwazmy relacje miedzy para (Uy,Wy) z drugiego etapu me-
tody XY oraz parg (U,,W,) wystepujaca w twierdzeniu 6.5. Analizujac
posta¢ macierzy wymienionych par, stwierdzamy, ze obowigzuje réwnosé
(Uy, Wy) = (MU, M, MW, M,), w ktorej

_ T
Mz:[l" (In+AA)X], MT:[OIn X].

OTLXH ITL nXxXn ITL

Zauwazmy, 7e nieosobliwe macierze M; € R2™*?" oraz M, € R¥X2" tej
relacji uogélnionego podobienstwa (M; # M ! przy A > 0) zalezg od rozwia-
zania X z pierwszego etapu metody X'Y. Ponadto, widoczna jest jawna za-
lezno$¢ macierzy M; od okresu prébkowania A. Mamy tu zatem do czynienia
z sytuacjg znacznie bardziej zlozona w stosunku do tej, ktéra odpowiada
analogicznemu zadaniu sformutowanemu dla modeli czasu cigglego. Relacja
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podobienistwa lgczy natomiast uogélnione macierze Hamiltona przyporzad-
kowane omawianym parom macierzy: Wy"lUy = M7 Y(W,;1U,)M,. Oznacza
to, miedzy innymi, ze AUy, Wy) = MU,, W;). Na tej podstawie stwier-
dzamy, ze w przypadku, w ktérym (U,, W) € dom (6 Ric), Z = § Ric(U,, W,)
>0,R*? 3 X =XT >0o0raz I, — XZ > 0, wtedy (Uy, Wy) € dom (dRic),
Y = 6Ric(Uy, W) oraz Y = Z(I, — XZ)™*.

Nietrudno wywies¢ analogiczne wnioski o prawostronnej wzglednie pierw-
szej faktoryzacji funkcji H(() € R.ngn+q)x(m+r) (por. uwaga 6.1). W tym
przypadku, zgodnie z twierdzeniem 6.4, mamy (Uy, W) = (MU, M,, MiW,
M,), gdzie:

[ I -+ AAY [ L Y
M= 1 0n I, M=l

nxXn ITL

przy czym para (Uz, W,) obejmuje teraz macierze pojawiajace sie w drugim
etapie metody YX. Odpowiednie wymagania maja postac: Z = dRic(U,,
W,)>0oraz I, —-YZ > 0.

Z powyzszych ustalen wynika, ze metody XY oraz Y X mozna sprowadzié¢
do réwnowaznych odpowiednich metod X Z oraz YZ (por. Ionescu i Weiss
[194], Walker [457]). Wladnie owe (algorytmicznie prostsze) metody uczy-
niono podstawg 'uzytkowych’ twierdzen podanych w nastepnym podroz-
dziale.

Pokazemy, ze w przypadku metody Z spelnienie warunku Z = 6 Ric(U,,
W,) > 0 zapewnia istnienie takiej nieosobliwej macierzy M, € R(m+m)x(m+r)
ze M,(Jpr — ACZCT)MT = J,,. Zauwazmy, ze dla metody syntezy
odpowiedniego regulatora czasu ciaglego analogiczny problem nie wyste-
puje (por. Kimura [225]). Ze wzoru (4.7) wynika, ze Z spelnia réwnanie
Z = (I, + AA)I, — AZCTJ,,,C)"1Z(I, + AAT). Poniewaz Z > 0,
zatem (I, — AZCTJ,,,C)"1Z > 0 (zakladamy, ze A jest macierza regu-
larng). Symetryczna macierz (I, — AZC7TJ,,,C)™! musi byé¢ macierza do-
datnio okre$long. Przypusémy bowiem, ze A < 0 jest warto$cig wiasng
te] macierzy, a £ € R" oznacza odpowiedni lewy wektor wlasny. Wtedy
eT(I,~AZCT J,,,C) 1 Zx = \aT Zz < 0, co jest niezgodne z wczedniejszymi
ustaleniami. Réwnoé¢é z7Zz = 0 odrzucamy bowiem, jako réwnowazng
rownosci Zz = 0, przeczacej przyjetemu zalozeniu A < 0. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, ze ACTC,Z < I, + ACLC,Z, gdzie C, € R™ ™ oraz
Cw € R™™ s3 podmacierzami macierzy C = [ CT CI | € Rim+mxn 74
l6zmy teraz, ze macierz M, ma blokowa tréjkatng strukture

M1 M2 }

M, =
[ Or xm Mz22 »
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o podziale (m+r)x (m+7). Macierz M,92 € R™*" spelnia réwnanie M99 (I +
ACwZCZ:)M;-’;2 = I, co przy Z > 0 oznacza, ze rozwiazanie M, oo > 0 zaw-
sze istnieje i moze by¢ wyznaczone przez faktoryzacje Cholesky’ego. Macierz
M1, € R™*™ spelnia rownanie M1, (I, —AC, Z(I,+ACTCZ)~ 1 CTYMT
= I,,,, wynikajace z lematu o odwracaniu macierzy. Rozwigzanie M,;; > 0
istnieje, jezeli AC,Z(I,+ACTC,Z)~1CT < I,,,, co z kolei jest konsekwencja
juz poczynionych ustalen. Po wyznaczeniu metodg Cholesky’ego macierzy
lela obliczamy M212 = ——AMZHCZZC,EM;;QMZQQ.

6.2.2 Metoda uogélnionego zagadnienia wlasnego

W niniejszym podrozdziale przedstawiono dwa twierdzenia o J—bezstratnych
faktoryzacjach funkcji przenoszenia obiektéw o standardowych modelach.
Konieczne i wystarczajace warunki takich faktoryzacji, wynikajace z rozwa-
zan przeprowadzonych w poprzednim podrozdziale, sformutowano w oparciu
o odpowiednie uogélnione zagadnienia wiasne. Twierdzenia te opatrzono
komentarzami o postaci stosownych algorytmow sterowania. Teoretyczne
rozwazania zilustrowano dwoma numerycznymi przykladami. W pierwszym
z nich przywotuje sie problem wielokryterialnej optymalizacji prostego regu-
latora. Drugi przyktad jest bardziej ztozony i dotyczy syntezy odpornego
regulatora metoda rozmieszczania biegunoéow.

Twierdzenie 6.6 (o J—bezstratnej faktoryzacji (I); Suchomski [406]).
Niech (A, B, C, D), gdzie A € R"*" bedzie minimalng realizacjg funkcji
G(¢) € RE&"H)X(”H). Zaktada sie, ze realizacja ta nie ma zer nalezgcych
do ODA. (Jmr, Jpr)—bezstratna faktoryzacja G(¢) = ©(C) - II(¢) tej funkesi
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy:

(2) (Ugy,Wy) € dom (6Ric) oraz X = 6Ric(Uy, Wy) > 0, gdzie:
P, = A-BS;'DTJ,.C
Qz = CTer(er - DS;IDT)erC
R, = BS;'BT
S, = DTJ,.D;
(ii) (Uz, Wz) € dom (6Ric) oraz X = 6Ric(Uz, Wz) > 0, gdzie:
P = AT, Qz = Onxn, Rz = "CTerC;'

(id) |1 XX]l2 <1
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(iv) istnieje taka nicosobliwa macierz M, € RPFT*(@+7) e

MZT(S,+ ABTXB)M, = J,, .

Unimodularny czynnik I1(¢) € GHPIT™ ma postaé

- A+ H;C |-B:
— 1 z I
Q) = Naz [ FI(IW»_XX)_1 | IP+T ]

gdzie:

F, = —S;YDTJ.C+ BT (I, + AXR,)"'X (I, + AP,))
—(S; + ABTXB)"Y (DT J,,,C + BTX (I, + AA))
(In + AA)X (I, + AR X) ' CT Jppr

(In + AA)XCT (Jrr — ACXCT) !

B: = B+ H;D

i
I

za§ Ngz € RETIX®H) jest pewng nieosobliwg macierzq, spetniajgcq row-
nanie

NZ(DT (T = ACXCT) ™D + ABEX(In = XX) ™ Ba)Nyz = Jpr . O

Twierdzenie 6.7 (o dualnej J—bezstratnej faktoryzacji (I); Suchomski
[406]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R**™, bedzie minimalng realizacjq
funkcji H(C) € RL(()ZLH)X("IH). Zaktada sie, Ze realizacja ta nie ma zer
nalezqcych do ODa. Dualna (Jpmg, Jmr)—bezstratna faktoryzacja H(() =
Q(¢) - ¥(C) tej funkcji istnieje wtedy © tylko wiedy, gdy:

(i) (Uy,W,) € dom(dRic) oraz Y = dRic(Uy, Wy) > 0, gdzie:
P, = AT-C"S;'DJpm.B"
Qy = —BJmr(Jpnr — DTS, D) I BT
R, = -CTs;'C
Sy, = DJuDT;

(ii) (Uy, Wy) € dom (SRic) oraz Y = §Ric(Uy, Wy) > 0, gdzie:
Pg = A, Qg = Oan, Rg = BJmTBT,

(igd) VY2 <1;
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(iv) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RIM+9x(m+a) ¢

My(Sy — ACYCT)M = Jpny.

Unimodularny czynnik Q(¢) € GHTTY ma postaé

A+ BF; |(I,-YY)"'H,

Q (C) = Cg I Im+q

-1
Nyﬂ

Hy = —(BJmDT — (I, + AP])Y (I, + AR,Y)"'CT)S;!
= —(BJm:DT — (I, + AA)YCT)(S, — ACYCT)™!

~Jmr BT (I, + AY Ry) 'Y (I, + AA)

—(Jmr + ABTYBY'BTY (I, + AA)

C; = C+DF,

<
I

I

za8 Ny € RmHOX(M+9) jest pewng nieosobliwg macierzq, spelniajgcq réw-
nanie

Nyg(D(Jmr + ABTY B)'DT — ACy§(I, = YY) 'Y CJ )N}y = Jmg . O

Uwaga 6.2 (Suchomski). Niech X,, X,, Y, oraz Y, oznaczaja roz-
wigzania stosownych dyskretnych réwnan Riccatiego, sformutowanych dla
modeli odwolujacych sie do standardowego operatora q. Zachodzi (por. pod-
rozdziat 4.1):

(R) X=A-X,, Y=A'Y,
(R2) X=A‘1-)_(q, Y =A"1Y,.

Gdy spelnione sg zalozenia twierdzenia 6.6 oraz 6.7, macierze F, €
R(p—l—r)xn’ H; € ]Rnx(m+r)’ Hy € RX(m+q) oraz Fg c R(m+r)><n Zapew-
niaja stabilno$¢ odpowiednich macierzy: A+ BF;, A+ H;C, A+ H,C oraz
A+ BFj.

Z lematu 4.7 wynika, ze w przypadku regularnej macierzy A:

Hy = XIACTJ,,
Fy = —JnBTILY .

Dla stabilnej macierzy A mamy X = 0,4n 0raz Y = 0pxn, co w konsekwencji
prowadzi do: Hz = 0n><(m+‘r)a Bz = B, Ngz = My, Fj = O(m+r)><m Cy=0C
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oraz Ny = M. Na tej podstawie latwo jest wyznaczy¢ uproszczone postacie
czynnikéw II(¢) oraz Q(¢), a takze ich odwrotnosci:

[ A]-B _ A+BF,| B ]
) = M- 1 M,
(C) Mz [ F:l: Ip—{—r :| ’ H(C) [ FI l Ip+r

A
20 = [Lofri | a0 - | IS

W przypadku A > 0 macierz M, zalezy od rozwigzania X pierwszego réwna-
nia Riccatiego sformulowanego w twierdzeniu 6.6 (analogiczne spostrzezenie
dotyczy macierzy M, oraz rozwiazania Y, o ktoérych moéwi twierdzenie 6.7).
Z kolei, przy A > 0 macierz N,z zalezy zaréwno od rozwigzania X, jak tez
od rozwigzania X drugiego réownania Riccatiego sformutowanego w twierdze-
niu 6.6 (w przypadku macierzy N,y mamy zalezno$¢ od rozwigzan Y oraz
Y wymienionych w twierdzeniu 6.7). Powyzsze fakty przyczyniaja sie do is-
totnego skomplikowania syntezy oraz analizy wtasciwosci regulatoréow czasu
dyskretnego (d) w stosunku do ich asymptotycznych odpowiednikéw czasu
ciggtego. U

Struktura algorytmu sterowania

Zalozmy, ze istnieje optymalny regulator K = HM(II7!,®). Zgodnie z
tuterdzeniem 6.6 zachodzi

A+ H;C + B3 F,(I, - XX)™' | B; ]N )
Fo(I, - XX)1 e | F

) = [

oraz ®(¢) € BHE". Poniewaz A + HzC + Bz Fy(In — Xx) ' = (I, -
XX)(A+ BF,)(I, — XX)™!, zatem funkcji II(¢)~! mozna przypisa¢ odpo-
wiedni model podobny

XX\ 1B
H(C)_IZ[A+BF$|(I,, XX) BI]Nx
F, | .

potwierdzajacy jejb unimodularno$é. Czynnik II;(¢) € GHPI™ ma postaé

A+ BF; | Uz, B2 Uz BY
Hz(C) = F: Ip Opxr
FY | Oy
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gdzie:
B = [ B¢ B}, BZeRYP, BIcR™
F‘u
F, = FE, , FleRP", FYeRT.

Optymalnemu regulatorowi K{(¢) = HM(II;(() - Nzz, ®(0)) = HM (11 (),
HM{Ngz, ©(¢))) prayporzadkowujemy strukturalny schemat dany na rys.
6.6a, przy czym wyrdéznione pomocnicze sygnaly sygnaly a; oraz b;, zwiazane
relacja az(¢) = HM(Nyz, ©)({)b:(¢), maja wymiary odpowiednio p oraz r.
Warto podkresli¢, ze w przypadku optymalnego regulatora czasu ciaglego
relacja ta ma prostszg postaé i nie zalezy od rozwigzan X oraz X stosownych
ciggtych réwnan Riccatiego. Ponizsze formuly opisuja algorytm rozwazanego
regulatora (Suchomski [410]):

§2(t) = (A+ BF,)&(t) + Uzo(BEHM(Nyz, ®) + BY)b. (1)
bz (t) —FY2(t) + y(t)
u(t) = FpE(t) + HM(Nzg, ®)bs(t).

Il

|
— 2 . !
v m@ [ o] e [ e |
[ |
a)
‘F ___________
| Ay | u
i — ——»
: ‘D(C)_‘_ Nﬁ }by Qy(g) y
\
P ]
b)

Rys. 6.6. Struktura optymalnego regulatora: a} algorytm wyprowadzony dla
fancuchowej macierzy rozproszenia, b) algorytm wyprowadzony dla dualnej
kancuchowej macierzy rozproszenia.

Analogiczne wnioski obowiazuja dla regulatora K = DHM(Q™, &) wy-
znaczonego w oparciu o metode dualnej bezstratnej faktoryzacji. W tym
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przypadku, zgodnie z twierdzeniem 6.7, mamy

A+ BF;+ (I, — Y}—’)_IHng | (I, — Y}_’)‘IHy
Cz? ‘ Im+q

Q)" = Nyg [

oraz ®(¢) € BHZ"9. Teraz A+ BF;+ (I~ YY) 'H,C; = (In-YY) 1 (A+
H,O)(I, — YY), zatem funkcji 2(¢)~! odpowiada podobny model

1 A+HC | H ] _
0 = Nug [ Cﬂ(In - YyY)_1 1 Imiq ] a Nyg . Qy(C)

upewniajacy nas o jej unimodularnosci. Czynnik Q,(¢) € GHZ"? ma posta¢

A+H,C| H* Hy

Qy(C) = Cg‘in:tj Inm Oqu
CiUys | Ogxm I
w ktorej:
Uy = (n— YY)_l
H, = [ HY HY ]7 H;j € V™, HS,’ c RX4

a
Cy = [g%], C¢ e R™™, CheR™.
Yy

Regulatorowi K (¢) = DHM(Ny5-(¢), ®(¢)) = DHM(,,(¢), DHM (Nyg,
®(())) przyporzadkowany jest strukturalny schemat przedstawiony na rys.
6.6b, przy czym sygnaly a, oraz b,, powigzane relacjy a, (() = DHM (Ny;, ®)
(€)by(¢), majg wymiary m oraz ¢, odpowiednio. Analogicznie jak poprzed-
nio, w przypadku optymalnego regulatora czasu ciagltego relacja ta nie zalezy
od rozwigzan Y oraz Y stosownych ciggtych réwnan Riccatiego. Algorytm
rozwazanego regulatora ma postaé (Suchomski [410]):

65(t) = (A+ H,C)a(t) + Hiu(t) + Hiy(t)
by(t) = CyIZUyﬂj(t) +y(t)
’U.(t) = _CgUygﬁ(t) + DHM(Nyg, q))by(t) .

~ Sformutujmy warunki, przy ktérych K({) jest dogodng do implemen-
tacji scisle whasciwa funkcja (por. Mirkin [295], Stoorvogel [386], Stoorvo-
gel et al. [388]; a takze Kimura [226]). Poniewaz II;(co) = Ipi,, zatem
w przypadku regulatora K = HM(Il;, HM(N;z,®)) na podstawie uwagi
5.2b wnioskujemy, ze konieczny i wystarczajacy warunek, aby funkcja K ()
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byta funkcja $cisle wlasciwa ma postaé¢ rownosci HM (Ngz, ®)(00) = Opxr.
Z wwagi 5.2d wynika, ze pozadany czastkowy cel osiggniemy, ktadgc & =
HM(N_!,0,x,) € RPX" . Uwzgledniajac podziat (p +7) x (p + r) macierzy
N e R+n)x(p+r)
NG = [ JJ\_\;:::H N2 ]
z21  Ni22

stwierdzamy, ze ® = N“gN;zlz. Aby zatem spelni¢ wymaganie ® € BHEX",
na nieosobliwag macierz N,z musimy nalozy¢ dodatkowe ograniczenie, ma-
jace posta¢ nieréwnosci ||Nz12N5]l2 < 1. Odpowiednie réwnanie z twier-
dzenia 6.6 dogodnie jest zapisaé w réwnowaznej postaci N;;—BTJPTN;; =
DT (Jpnr — ACXCT)™1D + AB;{XUg-mB,—:z w ktorej odwrotnosé N, petni
role niewiadomej. Zauwazmy, iz zakladajac dolng blokowa tréjkatna postaé
macierzy NI}I, to znaczy zadajac, aby Ngo = Opxr, uzyskujemy zerowy
parametr ® = 0py,, ktéry oczywiscie spelnia ograniczenie na jego norme
_(Suchomski [410]).

W przypadku regulatora K = DHM (2, DHM(Nyz, ®)) mamy Q,(oco)
= Ijntq. Zatem przyjmujac ® = DHM(Ny"gl,Oqu) € R™*4, zapewnimy
temu regulatorowi zadana $Scisle wlasciwg posta¢. Nastepnie, biorac pod
uwage podzial (m + q) x (m + ¢) odwrotnosci Ny"gl € R(m+a)x(m+q)

N-L = [ Ny Ny ]
vy Nyo1 Nyoo

otfzym_ujemy réwnosé ¢ = —J\_fy_llll\_fylz, przy czym wymaga sie ponadto, aby
]|Ny‘111Ny12||2 < 1 (co wynika z warunku & € BH7.*?). Obowiazuje przy tym
spostrzezenie analogiczne do poczynionego wyzej, ze istnienie nieosobliwego
rozwiazania Ny_g1 o zerowej podmacierzy Nyi12 = Op,xq, speiniajacego row-
nanie Ny_glquNy_gT = D(Jpmr + ABTY B)"1DT — AC’gUyyYC’g, pozwala na
skuteczne stosowanie zerowego parametru ® = Opyq (por. twierdzenie 6.7).

Powyzsze ustalenia prowadza do pytania o wlasciwosci centralnych re-
gulatoréw odpowiadajacych zerowym parametrom ®. Rozwazajac regulator
K = HM (I, HM(Ngz, ®)), zalézmy dodatkowo Nyja = Opxr. Na tej
podstawie, biorac pod uwage rownos¢ ® = HM (N}, HM(Nyz, ®)), otrzy-
mujemy ® = Ny HM (Nyz, ®)(Nyo1 HM (Nyz, ) + Nygo)~'. Teraz ktadac
® = 0,x, oraz uwzgledniajac fakt, ze podmacierz N1 jest nieosobliwa,
uzyskujemy rownos¢ HM (Nyz,®) = Opxr. Do tego samego wniosku latwo
dochodzi sie po stwierdzeniu, ze przy Ngg = Opxr macierz Ngz jest ma-
cierza dolna blokows trojkatna (por. Ionescu i Weiss {194]). Oznacza to,
ze uzyskany w ten spos6b centralny regulator ma postaé Scisle wiadciwej
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funkcji K = HM (I, 0px,), ktérej odpowiada nastepujacy prosty algorytm
(Suchomski [410]):

§&(t) = (A+ BFy— Uz B3FY)2(t) + Uz BRy(t)
u(t) = Fpa(t).

W przypadku regulatora K = DHM (Q,, DHM (Nyg, ®)) oraz nieosobliwej
dolnej blokowej tr6jkatnej macierzy N5, dla ktorej Ny12 = Omxgq, Przyjmu-
jac @ = Opyxq, otrzymujemy rownos¢ DHM(Nyg, ) = Omxq. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, ze uzyskany w ten sposob centralny regulator opisany
jest scisle wlasciwa funkcja K = DHM (2, 0, %q), ktorej przyporzadkowany
jest ponizszy prosty algorytm:

52(t) = (A+ H,C — H'CoUy)3(t) + Hiy(t)
u(t) = —CoUua(t).

Lemat 6.4 (o scisle wlasciwej postaci centralnego regulatora; Suchomski
[402, 407, 410}).

(2) Zatdimy, ze speinione sq zatozenia twierdzenia 6.6. Wystarczajgcym wa-
runkiem tego, aby centralny regulator K = HM (Il 0,4, ) miat postaé
funkcji Scisle wtasciwej, jest istnienie dolnej blokowej (p+1) X (p+7)
trdjkgtnej macierzy Nyz.

(22). Zatézmy, ze spelnione sq zalozenia twierdzenia 6.7. Wystarczajgcym
warunkiem tego, aby centralny regulator K = DHM(Qy,0mxq) miat
postaé funkcji $cisle wltasciwej, jest istnienie dolnej blokowej (m + q) X
(m + q) tréjkgtnej macierzy Nyg. O

W podrozdziale 6.4 pokazano, ze centralne rozwiazania sg niedopuszczalne
w przypadku niestandardowych obiektéw z zerami nalezacymi do 9Da.

Przyklad 6.2 (wielokryterialna synteza regulatora (II); Suchomski [400,
406]). Powr6émy do standardowego problemu syntezy regulatora wystepu-
jacego w zamknietym ukltadzie pokazanym narys. 6.1 (por. takze Suchomski
[389, 390]). Sterowany obiekt opisany jest modelem Pj(¢) o minimalnej re-
alizacji (As, Bs, Cs, Ds), As € R™". Niech z = [ uT 4T |7, gdzie u € R?
oraz y € R", a ponadto w € R". Zachodzi zatem m = p + r. Wyskalowana
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lanicuchowa macierz rozproszenia uogélnionego obiektu przyjmuje postac

G ({)

’Y_llp Opxr i
Orxp ’Y—IIT
_PJ(C) I,

AJ ‘ BJ Onxr
ElIENaR A
Orxn Orxp X 'Y._lIr

—Cj —Ds I,

Rozwazmy prosty model niestabilnego oraz nieminimalnofazowego obiektu

0 1]0
Py(s) 2 141
5 =110
Niech v = 7.5. Przyjmujac rézne wartodci okresu probkowania A, uzysku-
jemy rozwigzania X oraz X odpowiednich réwnan Riccatiego. Wskazniki
uwarunkowania tych rozwigzan przedstawiono na rys. 6.7, konfrontujac je

ze wskaznikami charakteryzujacymi rozwiazania przyporzadkowane standar-
dowym dyskretnym (¢q) modelom.

™~ — rozwigzanie X

10* ~~._-— fozwiazanie X

operator q

I _j¥ ______

-3

10° y
10°

10

Rys. 6.7. Przyklad 6.2. Wskazniki uwarunkowania réwnan Riccatiego.

Przyklad 6.3 (synteza regulatora metoda rozmieszczania biegunéw (IT);
Suchomski [406]). Rozwazmy po raz wtoéry uklad sterowania, ktérego pod-
stawowy schemat pokazano na rys. 2.1. Zakladamy, ze tor sterowania
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P,, : U — Y obiektu SISO opisany jest nominalnym modelem Py, (() =
B(¢)/A(¢), gdzie A(C) oraz B(({) sa wielomianami wzglednie pierwszymi,
przy czym A({) to wielomian moniczny stopnia deg A(¢) = N4 bez zer
nalezacych do 8Da; zatem P, ({) € RLw, co wyklucza obiekty catku-
jace. Charakterystyczny wielomian zamknietego uktadu ma postaé¢ T({) =
A(C) - C(C)+ A(Q) - Lu(Q) + B(C) - Ly (<), gdzie Ly(C) oraz Ly(€) sa posauki-
wanymi wielomianami stopnia deg L,(¢) = deg Ly({) = Na — 1, za$ mo-
niczny wielomian C(¢) stopnia deg C(¢) = Na jest zalozonym stabilnym
wielomianem obserwatorowym.

Niech Py, oznacza zbiér dopuszczalnych (mozliwych) operatorowych mo-
deli 'rzeczywistego’ obiektu sterowania, za$ Py, ({) bedzie zalozonym zbiorem
nominalnych modeli tego obiektu. Zauwazmy, ze w ogélnosci moze zachodzié:

Pyu # Pyu, Pyu € Pyu, lub nawet Py, N Py, = B (Suchomski [411]).

Ktadac T(¢) = C(¢) - To((), gdzie stabilny moniczny wielomian Ty(¢)
stopnia deg To(¢) = N4 wynika z przyjetych specyfikacji, otrzymujemy dio-
fantyczne rownanie A(C) - Lu(¢) + B(O) - Ly(Q) = C(O) - (To(¢) — A(0)).
Rozwiazujac to réwnanie dla ustalonej pary (C((),To(¢)), nominalnemu
modelowi Py, (¢) € Pyy przyporzadkowujemy pare (Lu(¢), Ly(¢)) = (Lu(Fyu)
(€), Ly(Pyy)(¢)) licznikowych wielomianéw filtréow (M, (C), My({)) podsta-
wowej petli sterowania (rys. 2.1). Wzmocnienie regulatora wyznacza sie ze

wzoru g = Tp(0)/B(0).

Przyjmijmy dogodna multiplikatywng charakterystyke niestrukturalizo-
walnej niepewnosci modeli Py, (¢) € Py, wyrazona formuta Py, (¢) = Py (()-
(1 + Win(Q) - W5(C)), w ktorej Win(C) = Win(Pru | Pya)(C) € RHoo jest
zalozong funkcjy wazaca, zas Ws(¢) = Ws(Pyu, Pyu | Pyu)(() € RHoo 0zna-
cza odpowiednig funkcje o jednostkowo ograniczonej normie ||W5(¢)|loo < 1.
Funkcja W, (¢) definiowana jest przez projektanta i reprezentuje dostepng
(ekspercka) wiedze na temat niepewnosci modelowania sterowanego obiektu
(por. podrozdziat 2.4).

Konieczny i wystarczajacy warunek odpornej stabilnosci rozwazanego
uktadu zamknigtego ma posta¢ nieréwnosci [|Gyn (¢) - Win({)llo, < 1, w ktorej
Gyn(¢) oznacza nominalng szumowg funkeje wrazliwosci tego uktadu.

Synteze odpornego ukladu opieramy na metodzie Q—parametryzacji (por.
podrozdziat 2.5). Niech zatem Q(() € RHoo 0znacza szukany Q—parametr.

Ktadac Qu(¢) = —B(¢) - Q(C), @y(¢) = A(¢) - Q(C) oraz
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gdzie Qo(¢) € RH pelni role efektywnie strojonego filtru, otrzymujemy

~B() - My(O) (1 L AQ)

T0(0) O Q‘)“’) '

Afiniczna zaleznosé¢ funkcji Gyn(¢) od parametru Qo(¢) pozwala na prze-
ksztalcenie rozwazanego zadania odpornej stabilizacji w standardowy prob-
lem dopasowania modelu (Ho, model matching; Francis [116], Hung [185],
Kwakernaak [254], Liu i Mita [276], Skogestad i Postlethwaite [363], Zhou et
al. [487])

Gyn(g) =

1T (¢) + T1(¢) - T2(€) - Qo({llo £ 1
gdzie (Suchomski [406]):

BQ)- MO WnlQ) 1 AQ)

To(<) ’ C({)’

Odpowiedniemu uogélnionemu obiektowi przyporzadkowujemy tancuchowa
macierz rozproszenia

T1(¢) =

0

Przyjmujac dowolng minimalna realizacje tej macierzy oraz stosujac opisana
metodologie syntezy wywiedziong z J—bezstratnej faktoryzacji, mozemy wy-
znaczy¢ (o ile istnieje) poszukiwany parametr Qo(¢). Niedostatkiem takiego
'bezposredniego’ podejscia do problemu ()—parametryzacji jest wysoki rzad
wypadkowego optymalnego regulatora (por. Anderson [3], Morari i Zafiriou
[297], Suchomski [405], Zhou et al. [487]; zob. tez podrozdziat 2.5). W
celu uproszczenia struktury regulatora zakladamy, ze mozna znalezé taks
wlasciwg funkcje majoryzujaca War(¢) = W (Pyu | Pyu)(¢) € RHoo 0 do-
statecznie niskim rzedzie Ny, dla ktoérej zachodzi

\B(C) Ly(¢) (eyu(o -
C(C) : TO(C) Pyu(g)

1)\ <War(©)l, VPpulC) € P

gdzie ( = (e/¥? — 1)/A, Yw > 0. Zwraca uwage postulowany ’subtelny’
(<) spos6b dobierania poszukiwanej funkcji majoryzujacej (Suchomski {406,
411]). Na tej podstawie otrzymujemy funkcje wazaca

Win(Q) = o l)

Q- My VM)
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co pozwala na przyjecie T1(() = Was(¢). Zauwazmy ponadto, ze tak pozys-
kana funkcja Wy, (¢) = Wi(Pyu | Pyu)({) moze okazaé si¢ niestabilna, nie
jest to jednak grozne, gdyz '2rédlem’ owej niestabilnosci moga by¢ tylko te
zera wielomianéw B(() oraz Ly((), ktore lezg poza Da. Poniewas

Cyn(C) - Win(€) = — (1 + gg - (c)) War(0)

zatem rozwazany uklad sterowania wymaga uodporniajacej stabilizacji (Qq
(¢) # 0) tylko wtedy, gdy |[War({)lleo > 1. Pewna mozliwoé¢ dalszego
uproszczenia regulatora pojawia sie w przypadku, gdy niektére zera mia-
nownika nominalnego modelu obiektu naleza do Da (przypadek stabilnego
obiektu sterowania pomijamy jako trywialny). Zal6zmy zatem, ze A(() =
A=(¢)- AT ({), gdzie czynnik A~ (¢) jest wielomianem stabilnym, za$ czynnik
AT (() jest wielomianem niestabilnym stopnia deg A1 (() = NZ > 0. Teraz,
bioragc pod uwage 'interpolacyjne’ wlasnoéci uktadéw optymalizowanych ze
wzgledu na norme Ho, (Kondo i Hara [228], Sefton i Glover [356], Suchomski
[404, 406]), wyznaczamy nastepujaca ogélng posta¢ poszukiwanego rozwia-

zania
(C) QOn(C)
A=(¢) - Qoa(<)

gdzie Qon(¢) oraz Qo4(¢) sa wielomianami stopnia Nw oraz Nw + NI,
odpowiednio. Dokonujac faktoryzacji wielomianu obserwatorowego C({) =
C=(¢) - C=(¢) w taki sposéb, ze deg C=(¢) = NI, uzyskujemy zmody-
fikowany problem dopasowania modelu (Suchomski [404, 406))

IT2(¢) + T1(¢) - T2(¢) - Qo (Olloe < 1

Qo(¢) =

gdzie:
Ti(¢) = Wu(Q), Ta(¢) = AT(()/CT(Q)
= _ Q) _ C7(9) - Qon(l)
DO 0O T O
Zauwazmy, ze postulowana faktoryzacja wielomianu C({) nie jest jedno-

znaczna. Przykladowy schemat (algorytm) rozwazanego regulatora poka-
zano na rys. 6.8, przy czym:

B(¢) - Qon(¢) AT(¢) - Qon(Q)
A=(¢) - Qua(¢)’ Qoal¢)

W schemacie tym dostrzegamy zewnetrzng petle stabilizacji zamknietego
ukladu dla nominalnego modelu sterowanego obiektu oraz dodatkowe ele-
menty (filtry), ktére stuzg zapewnieniu odpornej stabilnosci (por. rys. 2.3
oraz 2.4).

(6.2)

Fy(¢) = Fy(Q) =1+



6.2. ROZMIESZCZANIE BIEGUNOW 205

r u
—> g ® » Obiekt
Fu(©
M. () M)
3. |
+

Rys. 6.8. Przyktad 6.3. Strukturalny schemat odpornego ukladu sterowania.

Cze$é numeryczna przyktadu dotyczy syntezy regulatora dla niestabil-
nego i nieminimalnofazowego obiektu o niepewnym modelu czasu ciagtego

e—STo

Poyu(s) = (14 sTh)(1 + sTo)(1 + sT3)

gdzie Timin < T; < Timax, t € {Oa- e a3}- Niech: T} min = Tomin = 0.15s,
Timax = Tomax = 0.355, T3min = —1.58, T3max = —0.95, Tomin = 0.255,
Tomax = 0.35s, co prowadzi do przykladowego nominalnego modelu

_ 3 (1 - sTp/2)
Forn®) = SRy 0+ s (1 + 5T (1 + oTo2)

gdzie T; = (Timin + Tymax)/2, i =€ {0,...,3}. Dla A = 0.002s wy-
znaczamy nominalny dyskretnoczasowy model Py, () = B(¢)/A(¢) rzedu
N4 = 4. Mianownik A(¢) ma czynniki A7(¢) = 105.11498 + 68.640595¢ +
14.590504¢% + ¢3 oraz A*(¢) = —0.83402816 + ¢, NT = 1. Niech C(¢) =
1.6586324 + 6.1435771¢ + 8.3115904¢? + 4.8266459(3 + (%, zatem C~(¢) =
(1.9960053+¢)(0.99900067+¢ )2 = 1.9920180-+4.9860236¢ +3.9940067¢2 +¢3
oraz C=(¢) = (—0.83402816)™ + ¢ = 0.83263927 + ¢. Kladac Tp(5) = (6 +
Ot = 1296 +864¢ +216¢2 +24¢3 +(4, obliczamy ¢ = —14.782901, a nastepnie
wielomiany filtrow podstawowej struktury regulatora: L, (() = 254.64763 +
156.65042 +68.05538¢2+10.243524¢3 oraz Ly (¢) = —280.82566—171.29820¢
—35.149497¢% — 2.3661318¢3.
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Dla zalozonej (parametrycznej) niepewnosci nominalnego modelu stero-
wanego obiektu wyznaczono przykladows funkcje wazaca rzedu Ny = 2

(47.153388 + ¢)(76.178835 + )

. —4

odpowiadajaca prostej funkcji W,(s) = (60 + s)?/(1075(1.1 + s)?) o trzech
parametrach ustalonych w oparciu o widmowe charakterystyki niepewnosci
tego modelu (Suchomski [406]). Niech (A1, By, C1, D) oraz (As, Bs, Co,
D5) beda minimalnymi realizacjami funkcji T1(¢) = W (C) oraz To(¢) =
AY(¢)/C=({), odpowiednio. Na tej podstawie otrzymujemy laricuchowy
model stosownego uogdlnionego obiektu

A1 B0, ' B,D; B

(o) = A|B]_ | Oixz A By 0
Cc|D Ci D.C, | DiD; D,
Oixz2 O 0 1

Poniewaz A(A) = A(A;) U X(4y) C Da, zatem X = O3x3. Ponadto: D jest
macierza nieosobliwa, za§ @z = 03«3 (Suchomski [406]). Widzimy przeto, ze
synteza filtru Qg({) polega na rozwigzaniu tylko jednego dyskretnego row-
nania Riccatiego. Przyjmujac dogodne kononiczne sterowalne relizacje:

0 1 0
A= [ —1.2073414 —2.19758178 ] » Br= [ 1 }
Ci = [ 33403561 0.11268339 |, D; = 9.3023256 x 10~*
A; = —0.83263927, By =1, Cp = —1.6666674, Dy =1

uzyskujemy nastepujaca posta¢ elementu P; odpowiedniego macierzowego
peku

—aByCy Ay — By(Cs

gdzie @ = 1/D; € R. Nietrudno zauwazy¢, ze zera funkcji T1(¢) oraz T2(¢)
sa warto$ciami wlasnymi macierzy P,. Macierz ta jest zatem macierza nie-
stabilng, co z kolei oznacza, Ze rozpatrywany problem syntezy odpornego
regulatora nie ma trywialnego rozwigzania. Rozwigzujac pierwsze réwnanie
Riccatiego podane w twierdzeniu 6.6, obliczcamy X > 0, co stanowi pod-
stawe do wyznaczenia poszukiwanych wielomianéw centralnego filtru Qg (¢):
Qon(() = 27923.503+10722.575¢+0.019238371¢? oraz Qpq(¢) = 36394.576+
4875.2296¢ + 134.61614¢2 + 1.0093410¢3. Analiza amplitudowej charak-
terystyki funkcji Gyn(¢)- Wi (() potwierdza, ze uzyskany uklad jest odpornie

P, = [ Ay —aBCy O2x1 ] c R3%3
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stabilny (Suchomski [406]). Skokowa odpowiedz nominalnego uktadu zam-
knietego przedstawiono na rys. 6.9a. Kolejny rysunek (rys. 6.9b) ilustruje
zachowanie sie 'rzeczywistego’ ukladu zamknigtego: pokazano tam rodzine
skokowych odpowiedzi dla przyktadowych obiektéw o niepewnych modelach
Pyu(C) € Pyu- O

y(t) (a)

t[s] t[s]
0 2 4 0 2 4 6 8 10

Rys. 6.9. Przyklad 6.3. Odpowiedzi skokowe uktadu sterowania: a) uklad z
nominalnym modelem obiektu, b) uktad odporny z zaburzonym modelem obiektu.

Uwaga 6.3 (Suchomski [406]). Opisana procedura syntezy odpornego
regulatora sktada sie z dwoch etapow. Pierwszy etap sluzy zapewnieniu
uktadowi zamknietemu o podstawowej strukturze (rys. 2.1) nominalnej sta-
bilnosci oraz jakosci w oparciu o metode rozmieszczania biegunéw. W tym
celu wykorzystuje si¢ standardowe podejscie, polegajace na rozwiagzaniu od-
powiedniego diofantycznego réwnania. Mozna tu wykorzystaé¢ algorytmy
opisane w rozdziatach 2. oraz 3., w tym takze algorytmy syntezy nominal-
nych optymalnych ukladéw sterowania predykcyjnego. W drugim etapie,
po rozbudowaniu podstawowej struktury uktadu zamknietego zgodnie z za-
sadg Q—parametryzacji, dobiera si¢ nastawy dodatkowych filtréw (rys. 6.8)
w taki sposéb, aby zapewni¢ temu ukladowi odporna stabilnosé. W przy-
padku standardowych uogoélnionych obiektéw odpowiednie zadanie optyma-
lizacji ze wzgledu na norme H., wymaga rozwiagzania tylko jednego réwnania
Riccatiego (przypadek obiektéw o niestandardowych modelach oméwimy w
podrozdziale 6.3.2). O
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6.2.3 Rozszerzone uogélnione zagadnienie wlasne

W tym podrozdziale formutuje siec dwa podstawowe twierdzenia, odnoszace
sie¢ do J—bezstratnych faktoryzacji modeli w dziedzinie operatora § w opar-
ciu o odpowiednie rozszerzone uogoélnione zagadnienia wtasne. Rozwaza si¢
takze prosty numeryczny przyklad, ilustrujacy zastosowanie pierwszego z
tych twierdzenn do syntezy regulatora optymalnego ze wzgledu na standar-
dowa dwukryteriaing funkcje celu.

Twierdzenie 6.8 (o J—bezstratnej faktoryzacji (II); Suchomski [404]).
Niech (A, B, C, D), gdzie A € R™™, bedzie minimalng realizacjg funkcji
G(¢) € RLEDFCH) - zoktada sie, Ze realizacja ta nie ma zer nalezgcych
do ODA. (Jmr, Jpr)—bezstratna faktoryzacja G(¢) = ©(C) - II(C) tej funkcyi
istnieje wiedy 1 tylko wtedy, gdy:

(2) (Ug,W3) € dom (§Ric) oraz X = Ric(Uy, W;) > 0, gdzie:
P,=A, Qu=B, R, =CTJyC, S;=C"JpD, Ty =D"Jn,D;
(¢1) (Uz,Wz) € dom (6Ric) oraz X = §Ric(Uz, Wz) > 0, gdzie:
Po=A", Q:=0C", Rs=0Onun, Sz=0pximir) T&=—Jmr;
(448) XXl <1;
(iv) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RPTTIX@®Hr) - 40
M (Ty + AQTXQu) My = Jpr .

Unimodularny czynnik T1(¢) € GHEI™ ma postaé

- A+H;C | -B:
_ -1 z z
H(C) = Naz Fw(In - XX)—1 \ Ip+r ]
w ktorej:
F:c = _(Tz + AQfXQz)_l((In =+ AP:;T)XQ:D =+ Sz)T
Hy = —(I,+APDXQ:(Ts + AQTXQz)!

Bf; = B+-Hj.D

za$ Nz € RPHIXPHr) jegy pewng nieosobliwg macierzg, speiniajgcq row-
nanie

NL(DT(T: + AQTXQ:z)™'D —ABIX (I, — XX) ' Bz)Nyz = —Jpr . O
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Twierdzenie 6.9 (o dualnej J—bezstratnej faktoryzacji (II); Suchomski
[404]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R**" bedzie minimalng realizacjg
funkcji H(() € R££+q)x(m+r). Zaktada sig, zZe realizacja ta nie ma zer
nalezgcych do 8Da. Dualna (Jmq, Jmr)—bezstratna faktoryzacja H(() =
Q(¢) - V() tej funkcji istnieje wiedy 1 tylko wiedy, gdy:

(2) (Uy, Wy) € dom (§Ric) oraz Y = dRic(Uy, W) > 0, gdzie:

P, =AT, Q,=CT, R,=-BJ,BT
Sy = —BJm:DT, Ty, =-DJp,DT;

(i) (Ug, Wy) € dom (6Ric) oraz Y = §Ric(Uy, Wy) > 0, gdzie:

Pg] = A, Qy = B, R17 = Onxn, Sg = Onx(m+r)’ T17 = Jmr;

(i18) |YY]2 <1
(iv) istnieje taka nieosobliwa macierz M, € RIMHax(m+q) 4o

My(Ty+ AQTY Qy)ML = —Jpg.

Unimodularny czynnik Q(¢) € GH™? ma postaé

_[A+BF; |(In—-YY)'H, | » 1
2(¢) = [ G P R Nyg
w ktorey:
Hy = —((Ia+APDYQy+S,)(T + AQTYQ,)™
Fy = —(T3+AQ7YQy) (I + AP )Y Qp)"

za$ Nyg € RM+)X(M+9) jest pewng nieosobliwg macierzq, spetniajgcg réw-
nanie

Nyg(D(Ty + AQLY Q) ' DT — ACy(I, - YY) 'YCI)NE = Jmg. O
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Przyklad 6.4 (wielokryterialna synteza regulatora (I1I); Suchomski [404]).
Rozwazmy, raz jeszcze, problem przedstawiony w przyktadzie 6.2. Stosujac
opisana metodologie syntezy optymalnego regulatora, oparta na odpowied-
nim rozszerzonym uogélnionym zagadnieniu wlasnym, dla v = 8 uzyskujemy
rozwigzania X > 0 oraz X > 0, charakteryzujace sie wskaznikami uwarun-
kowania pokazanymi na rys. 6.10a. Przedstawione wykresy potwierdzaja
przewage podejécia, w ktérym wykorzystuje sie modele zdefiniowane dla
operatora é. Z kolei, rys. 6.10b dotyczy funkcji bledu rozwigzan badanych
rownari Riccatiego & = | X — X||r/||X||F, przy czym X oznacza ’dokladne’
rozwiazanie, za§ X reprezentuje rozwigzanie rownania sformutowanego dla
dyskretnego modelu, w ktérym nominalne elementy o macierzy stanu oraz
wektora wejs¢ podlegaja multiplikatywnym zaburzeniom zgodnie ze wzorem
& = a(l+e¢). Przyjeto, ze ¢ jest zmienng losowa o rownomiernym rozktadzie
na przedziale [—e,,e,], gdzie &, = 0.0002. Centralne regulatory przypo-
rzadkowane rozwiazaniom X oraz X zastosowano w ukladzie zamknietym
do sterowania obiektem o nominalnym modelu. Wartosci normy ||G .y ||,
ilustrujace wlasciwoséci symulowanych uktadéw, pokazano na rys. 6.11a,b.

K operator q a) € A\ operator g b)

0
— rozwigzanie X 10
—— rozwigzanie X

— rozwigzanie X
- - rozwigzanie X

operator 8 T
Als]
100

3 3

10 10 2

10"

Rys. 6.10. Przyklad 6.4. Charakterystyki réwnan Riccatiego: a) wskazniki
uwarunkowania, b) funkcje bledu rozwigzan.

6.3 Synteza w oparciu o uogéblnione J—bezstratne
faktoryzacje

Niniejszy podrozdzial dotyczy syntezy sterowania optymalnego ze wzgledu
na norme Ho, w przypadku obiektéw, ktoérych modele maja zera nalezace
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8 20 T
G G \
IGzwllg (@) 1Gzwlleo \ zaburzony model
\\ operator q
16 !
operator 3 !
\
dokiadny model qv\
10 v
\\/\’\\
zaburzony model AYANES
T \ operator &
o Als] \ OpErErS Als]
78— 5 4 3 2 1
10 107 107 10" 10 10° 10° 10°

Rys. 6.11. Przyktad 6.4. Oceny jakosci ukladu z regulatorem wyznaczonym w
oparciu o niedoktadny model sterowanego obiektu.

do 8Da. W tym celu wykorzystuje sie wczesniej zdefiniowane (por. pod-
rozdziat 5.3) uogdlnione J—bezstratne faktoryzacje taricuchowych macierzy
rozproszenia takich obiektéw. Podano twierdzenia, z ktorych wynika, ze
problem wyznaczania wymaganych faktoryzacji jest réwnowazny poszuki-
waniu rozwigzan dwoch dyskretnych (6) réwnan Riccatiego oraz badaniu
wlasciwosci tych rozwigzan. Pokazano, ze w przypadku pierwszego réwnania
Riccatiego zabiegamy o rozwigzanie, ktére nie jest rozwigzaniem stabilizujg-
cym. Teoretyczne rozwazania zilustrowano przykladem syntezy odpornego
sterowania metoda rozmieszczania biegunéw.

6.3.1 Uogoélnione J—bezstratne faktoryzacje

7 twierdzen 6.6 — 6.9 wynika, ze koniecznym warunkiem istnienia J— bez-
stratnych faktoryzacji G(¢) = O(() - I(¢) oraz H({) = (¢) - ¥({) odpo-
wiednich laricuchowych macierzy G({) oraz H(() jest istnienie stabilizuja-
cych rozwigzan X oraz Y stosownych réwnan Riccatiego. Rozwigzania takie
istnieja tylko wtedy, gdy macierze te nie majg zer nalezacych do 8Da. Prob-
lemy syntezy uktadéw czasu cigglego z obiektami, ktérych modele wykazuja
obecno$¢ zer na osi jw, badano w (Goh i Safonov [136], Goodwin et al. [145],
Hara i Sugie [167], Hara et al. [168], O'Young et al. [312], Safonov [350],
Scherer {352, 353], Sugie i Hara [420], Xin i Mita [477]).

W niniejszym podrozdziale analizuje sie problem ksztaltowania optymal-
nego ze wzgledu na norme Hoo ukladu zamknietego w przypadku, w kté-
rym tancuchowe macierze G(¢) lub H({) rozwazanego obiektu nie spelniajg
powyzszego koniecznego warunku istnienia J—bezstratnych faktoryzacji. Z
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sytuacja taka spotykamy sie wtedy, gdy dla niestandardowego uogélnionego
obiektu P naruszone sa wymagania a3 sformulowane w zatozeniu 5.1. Is-
totna role w naszych poszukiwaniach odgrywa wprowadzona w tym podroz-
dziale charakteryzacja niestabilizujacych rozwigzan odpowiednich dyskret-
nych réwnan Riccatiego. W dalszych wywodach stosuje sie definicje 5.7
oraz 5.8 uogdblnionych J—bezstratnych faktoryzacji taficuchowuch macierzy
rozproszenia.

Przyjmijmy zatem, ze taiicuchowa macierz rozproszenia G(¢) € Rﬁgon +)
P+7) danego obiektu dynamicznego ma n, > 0 niezmienniczych zer naleza-
cych do 9Da. Uogoblniong (Jmr, Jpr)—bezstratng faktoryzacje tej macie-
rzy (o ile istnieje) mozna wyznaczyé, postugujac sie metoda znang jako
’kompensacja zer’ (zero compensation; Copeland i Safonov [71}-[73]). Za-
ktadamy przeto, ze istnieje taki prawostronny kompensator U,(¢) o mini-
malnym rzedzie n,, ktéry, bedac stabilnie odwracalnym (czyli U,(¢()! €
RHS,’Z,*’)X(””)) zapewnia, ze funkcja G(¢) = G(¢) - U-(¢) € RLEATX(PE)
'pozbawiona’ zer nalezacych do brzegu DA ma (Jpr, Jpr ) —bezstratng fakto-
ryzacje G(¢) = ©(¢) -TI(¢), gdzie TI(¢) € GHEI™. Na tej podstawie wniosku-
jemy, ze funkcie G(¢) = G(¢) - Ur(¢)™" mozna przedstawi¢ w postaci ilo-
czynu, ktoérego czynniki spelniajg warunki narzucone definicja uogélnionej
(Jmr, Jpr)—bezstratnej faktoryzacji: G({) = ©O(¢) - II(¢), gdzie II({) =
(¢)-U.(¢)" ' e RH&’;”)X(””). Z powyzszego wynika, ze wszystkie bieguny
funkcji przenoszenia kompensatora U, ({) naleza do 0Da, za$ wszystkie zera
tej funkcji naleza do Da. Tak 'bezposrednio’ uzyta metoda kompensacji zer
prowadzi do uogolnionej (Jmr, Jpr)—bezstratnej faktoryzacji, w ktorej czyn-
nik II(¢) jest reprezentowany przez realizacje o wymiarze n + n,. Poszuki-
wania minimalnej n--wymiarowej realizacji tego czynnika mozna oprze¢ na
spostrzezeniu gloszacym, ze ze wzgledu na unimodularnosé II(¢) jedyna
mozliwo$é stosownego uproszczenia modelu II(¢) stwarzaja ’stabilne’ skresle-
nia w parach utworzonych przez bieguny funkcji U,(¢)™! oraz odpowiednie
zera funkcji II(¢). Elementy zbioru regulatorow, dla ktérych spetniona jest
nieréwnosé ||HM (G, K)||so < 1, opisane sa formuta K = HM (II"!, ®), przy
czym parametr ®(¢) € BHES"™ tego zbioru nalezy dobiera¢ w taki sposob,
aby K(¢) € RHES". Jak pokazano nizej, minimalng realizacje odwrotnosci
II(¢)~Y = U,(¢) .- I(¢)~! mozna uzyskaé bez wyznaczania jawnej postaci
prawostronnego kompensatora U,((), co znaczaco zwieksza efektywnosé al-
gorytmu syntezy odpowiedniego regulatora (Suchomski [404]).

x(

Analogiczne rozumowanie dotyczy dualnej tancuchowej macierzy rozpro-
szenia H(() € RL',S,T rayx(mir) n, > 0 niezmienniczych zerach nalezacych
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do 0DA. Jezeli zatem istnieje taki lewostronny kompensator U;(¢) o mi-
nimalnym rzedzie n,, ze U;(¢)~! € R’l—[&nﬂ)x(mﬂ) oraz funkcja fI(C) =
Ui¢) - H(¢) € RLTFDXMET) g dualng (Jmg, Jmr)—bezstratng fakto-
ryzacje H(¢) = Q) - ¥(¢), gdzie Q) € GHTY, wtedy poszukiwana
uogdblniona dualna (Jmg, Jmr)—bezstratna faktoryzacja macierzy H(C) przyj-
muje posta¢ H(() = Q(¢) - ¥(¢), pray czym Q(¢) = Ui(Q)™ - Q(¢) €

R?—[fg +a)x(mta), Elementy zbioru regulatoréw, dla ktérych spetniona jest
nieréwno$¢ | DHM (H, K)|le < 1 danesa formuta K = DHM(Q™!, ®), przy
czym parametr ®(¢) € BHT*? tego zbioru dobiera sie w taki sposéb, aby
K(¢) € RHZ*?. Racjonalna procedura syntezy regulatora powinna umozli-
wia¢ uzyskanie minimalnej realizacji Q(¢)~! = Q(¢)~1-U;(¢) bez koniecznosci

wyznaczania jawnej postaci lewostronnego kompensatora U;(¢) (Suchomski
[407, 409]).

6.3.2 Rozwigzanie

Zalozmy, ze dana taricuchowa macierz rozproszenia G(¢) € R[g,f‘ trxeEn)
n, > 0 niezmienniczych zerach nalezacych do dDa opisana jest minimalna
realizacja (A, B, C, D), w ktérej A € R**". Stosujac do systemowej macie-
rzy S¢(¢) uogblniony rzeczywisty algorytm Schura transformacji QZ (Datta
[78], Emami-Naeini i Van Dooren [105], Golub i Van Loan [139], Stewart
[382]) z odpowiednio dobranymi ortogonalnymi (unitarnymi) macierzami
Q, € Rintmtn)x(ntm+r) oray 7, € ROHPHIX(04P+7)  mozemy wyznaczyé
taki pek

(6.3)

QZ‘SG(C)ZZ-——[O( Sz_CTz *]

n+m4r—nz)xn,
ze S, — (T, o macierzach S,, T, € R™ *": jest regularnym podpekiem od-
powiadajacym elementarnym dzielnikom skojarzonym ze wszystkimi zerami

G(¢) nalezacymi do dDa. Zachodzi zatem A(S,,T,) = AT, 1S,) C 8Da.
Podzielmy macierze

| Qu Qu2 | Zu Zyp
QZ_[Qzl sz}’ Zz_[Zn Zzz]

w spos6b zgodny z podzialem wyznaczonym wzorem (6.3), to znaczy odpo-
wiednio: (n+ (m+7)) x (n,+(n+m+r—n;)) oraz (n+ (p+r)) X (n, +
(n+p+r—mn;)). Mamy Qi = ZiT; ! oraz Qa1 = O(mryxn, » €O Pozwala
na zapisanie réwnosci

A B Zn ] [ I, Onx(p+r) ] [ Zn ] -1
= ;7S 6.4
[ ¢ D :| |: Zmn 0(m+r)><n 0(m+r)><(p+r) Zn £ z ( )
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z ktérej wynika, ze:

AZi1 + B2y = Z11TZ_ISZ
CZ11+DZy = Ouniryxn, -

Poniewaz @, jest macierzg ortogonalng, zatem Q1, Q11 = I, oraz QT,Q» =
Or, x (n+m4r—n,)- Stosujac definicj¢ odpowiedniego rozszerzonego peku U, —
(W, oraz wzoér (6.4), stwierdzamy, ze:

PZi + QeZn = Qub. (6.7)
Ra:le + S:t:ZZl = Onxn; .
SIZi1 +TeZn = Opiryxn, - (6.9)

Na tej podstawie wnioskujemy, ze podmacierze Z;; oraz Zs moga stuzyé
do wyznaczenia bazy niezmienniczej podprzestrzeni tego rozszerzonego peku
U, — (W, skojarzonej z wartosciami wtasnymi A(T;1S,) C 8Da

Zn Zn
U:c Onxnz = WI Onxnz Tz_lsz .
Zn Zn

Zalozenie 6.1. Zalozmy, ze istnieje taka baza
[ ST ST ST |" e Rintntrr))x(n=ns)

stabilnej niezmienniczej podprzestrzeni peku U, — (W,

51 S
U, So =W, Sz ¥ (6.10)
S3 S3

gdzie £y; € R=n2)x(0=n2) oraz \(811) C Da, ze:

(a1) [ S1 Zi1 ] € R™™ jest macierza nieosobliwa,

(a2) X = [Sz. 0xn, ][Sl Z1 ]_1 € R™*™ jest macierzg dodatnio
potokreslona, X > 0,

(a3) mozna znalez¢ nieosobliwa macierz M, € RPTX(®+7) gpelniajaca
réwnanie M1 (T + AQT X Q) M, = or (por. twierdzenie 6.8). O
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Z definicji peku U, — (W, oraz ze wzoru (6.10) wynika, ze:

stl + QZS;J, = 51211 (6.11)
~R;S1 — PI'Sy— 8,85 = S3%11 + APTS %y, (6.12)
STS + QTS + T, S5 = —AQIS%, . (6.13)

Wreszcie, bioragc pod uwage wzory (6.7)-(6.9), (6.12) oraz (6.13), otrzymu-
jemy formute

(T;1S:)T(Z]182) (In-n, + AT11) + (Z1182) 511 = Op, x(nny)

ktorg w dziedzinie operatora § mozna interpretowac jako réwnanie Sylvestera
ze wzgledu na Z7, S,. Poniewaz A(T;1S,) N A(£11) = 0, zatem réwnanie to
ma jednoznaczne zerowe rozwigzanie ZIT1 S9 = 0, x(n-n,)-

Z zalozenia o minimalnosci realizacji (A, B, C, D) wynika catkowita ob-
serwowalnosé pary (T,71S,, Z21). Na tej podstawie wnioskujemy, ze wartosci
wlasne macierzy Y9y = Tz‘lSz - TZ“IR'Zm € R"=*": mozna ksztaltowaé
w dowolny spos6b, odpowiednio dobierajac macierz K € R% (1) Niech
zatem pomocnicza macierz K ma taka postaé, ze Yy jest pewng macierza
stabilng, A(X99) C Da. Kladac 39; = —Tz_lﬁ'Sg, € RP=x(n=n2) ze wroréw
(6.7)-(6.9) oraz (6.11)-(6.13) uzyskujemy réwnosé

Sl Z11 Sl le

~ ~ x O

Us | S2 Onxn, | =W | S Ouxn, | | 50 "E™ | (6.14)
S3 Z21 SB Z21

w ktérej mamy pare (U, W,) uzyskana z pary (U, W,) przez zastapie-
nie macierzy (), macierza Q: = Q: — QuK. Z powyzszego wynika, ze
(Uz, W) € dom (8 Ric) oraz X = §Ric(Uy, W), gdzie X € R™ ™ jest macie-
rza okreslong przez warunek a2 podany w zatozZeniu 6.1. Zauwazmy, ze X
nie zalezy od macierzy K.

Lemat 6.5 (o postaci prawostronnego kompensatora; Suchomski [404]).
Niech G(¢) € RLEFXEE) o, > 0 zer nalezgcych do ODa. Funkcje

60 = [A gk

] € R X (o)

gdzie K € RM=X*(0+r) oznacza dowolng macierz zapewniajgcg stabilnosé ma-
clerzy Zgg =TS, - T, 'KZy € R"*"  mozna prrzedstawié¢ w postaci
iloczynu G(¢) = G(¢) - Ur(€), w ktorym

_[r7's, | T 'K
Ur(o—[ e

] , Ur(o_l € RH&%—H)X(P-{-T)
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jest stabilnie odwracalnym prawostronnym kompensatorem.

Dowéd. Wykorzystujac wezesniej zdefiniowane macierze @), oraz Z,,
w oparciu o wzory (6.5) oraz (6.6) otrzymujemy

A I

0(n+m+r—nz)xnz
Poniewaz A(S, — I~{Z21,TZ) = AZ922) C Da, zatem funkcja é(() ma n,

odpowiednich stabilnych zer (prawostronny kompensator U,({) musi mie¢
n, biegunow nalezacych do dDp). Przyjmujac, ze

T;71S, | T, 1K ]
U — r4 4 Z
T(C) [ C’u. l Ip+r
gdzie C,, € RP+M*": mamy
A BC, B
G(C) . UT(C) = | On,xn Tz_lsz TZ—IK

C. DC, | D
Teraz wystarczy pokazaé, ze istnieje taka macierz C,, dla ktérej mody sys-

temu G(C) - U,(¢) skojarzone z wartosciami wlasnymi A(T;,"1S,) sa nieobser-

wowalne, a ponadto U,(¢)~! € RHS,’;“)*(”*”. Ze wzoru (6.6) wynika, ze
ktadac C,, = Z»; oraz rozwazajac odpowiedni podobny model, otrzymujemy

G() =G(()-U(¢) = [%%]

gdzie B~= B - QuK e Rvx@tn), Zobaczmy, ze para (0,, Wz) odpowiada
funkeji G(¢). Ponadto ze wzoru

(6.15)

wynika, ze funkcja Ur(¢)™! jest stabilna, co oznacza, iz prawostronny kom-
pensator U,(¢) nie wprowadza zadnych zer nalezacych do 8Da. O

Stosujac twierdzenie 6.8 do systemu opisanego funkcja G (¢), uzyskujemy
macierze: X, X, Mz, H, oraz Nzi, przy czym X=X (zauwazmy, ze X
nie zalezy od K ). Z warunku a2 sformulowanego w zafozeniu 6.1 wynika
ré6wnos§¢ X Z11 = Opxn,. Na tej podstawie stwierdzamy, ze M, = M, oraz
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H, = H,. Ponadto, poniewaz B; = B+ H;D = Bz — Qu: K, zatem XB; =
X B;. Wreszcie, biorac pod uwage rownosé X (I~ X X)™! = (I,- X X)71 X,
wnioskujemy, ze Nz = Nz

Ponizszy lemat przekonuje, ze czynnik II(¢) = II(¢) - Ur(¢)™! o n, ze-
rach nalezacych do 8Da mozna uzyskaé bez koniecznoéci wyznaczania jawnej
postaci prawostronnego kompensatora.

Lemat 6.6 (o czynniku uogélnionej J—bezstratnej faktoryzacji; Suchom-
g )
ski[404]). CzynnikII({) € RH&%*”X(””) uogolniones (Jmr, Jpr)—bezstratnej

faktoryzacji G(¢) = ©(() - II({) funkcji G(¢) € 'R[,S,ZH'T)X(”M) on, >0 ze-
rach nalezgcych do 0Da ma postaé opisang w twierdzeniu 6.8.

Dowdd. Stosujac twierdzenie 6.8, mamy

f1(¢) = N3 [ A+ Hz;C ‘ —B; + QuK ] .

Fo(l, —XX) 1| Iy

Nastepnie, uwzgledniajac wzor (6.15), uzyskujemy realizacje
A+ H;C Onxnz —B;z

= Ng On, xn Yoo ’ TZ_IR
Fo(ln—XX)™! Fp(ln— XX) ' 211 — Zor | Ipar

Aby wykazaé jej nieminimalnos¢, wystarczy zauwazy¢, ze Fy(I, — X X) ™! =
[ S3 Zo1 ][ S1— XSz Zi1 7%, co prowadzi do réwnosci F(I,—X X)~1Zy;
= Zy. Na tej podstawie stwierdzamy, ze stabilne mody systemu [I(¢) -
U,(¢)7!, odpowiadajace podmacierzy Toq, s3 nieobserwowalne. Zatem

(¢) = F(¢) - U, (¢)~} = Nt | A+ HsC | =B

BN FyTn = XX) | Ippr | =

Lematy 6.5 oraz 6.6 stanowia podstawe nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6.10 (o uogoélnionej J—bezstratnej faktoryzacji; Suchom-

ski [404}). Niech funkcja G(() € 'REE,ZHT)X(HT) o minimalnej realizacyi
(A, B, C, D), A€ R”™ man, >0 zer nalezgcych do 0Da, zas

[ S’IF Sg Sg" ]T c R(n+ﬂ+(11+7‘))><(n—-nz)
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oznacza baze stabilnej niezmienniczej (n — n,)—wymiarowej podprzestrzeni
rozszerzonego peku danego parg (Uz, W) wymieniong w twierdzeniu 6.8.
Uogdlniona (Jmy, Jpr ) —bezstratna faktoryzacja G({) = ©(C)-11({) tes funkcji
istnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(1) macierz [ S1 Zn1 | € R™™ jest nieosobliwa oraz
X=[5 Ouxn, |[S1 Zn ]_1 > 0;

(i1) (Uz, Wz) € dom (8Ric) oraz X = SRic(Uz, Wz) > 0 dla pary (Uz, Wz)
zdefintowanej w twierdzeniu 6.8;

(#4d) |1XX]l2 <1;

(4v) istnieje nicosobliwa macierz M, € RPTIX®H7)  kisra spetnia réwnanie
podane w twierdzeniu 6.8.

Czynnik II(¢) € R?-l((,%+r)x(p+r) ma postaé opisang w twierdzeniu 6.8. O

Bez dowodéw przytacza sie analogiczny lemat oraz twierdzenie odnoszace
si¢ do uogoélnionej dualnej J—bezstratnej faktoryzacji (Suchomski [402, 407,
409]). Niech zatem funkcja H(C) € RLIHOX(mAD) minimalnej realizacji
(A, B, C, D), A € R*™™, bedzie dualna laricuchowa macierza rozprosze-
nia o n, > 0 niezmienniczych zerach nalezacych do 0Da. Odpowiednia
transformacja QZ o unitarnych macierzach Q, € Rttm+r)x(ntmtr) graz
Z, € Rntmta)x(ntmta) ,astosowana do systemowej macierzy Spr(¢), pro-
wadzi do takiego peku

Sz - CTZ

(n+m+r—n;)xn,

Qsur(02. = | |

* Kk

ze M(Sz, T,) = MT;1S,) C 0Da. Podzialy macierzy Q, oraz Z, sa zgodne z
regulami: (n+(m+7r)) X (n;+(n+m+r—n;)) oraz (n+(m+q)) x (n,+(n+
m+q—n,)). Przyjmujac, ze [ ST S5 ST ]T € Rintnt(mta)x(n—n:) ozna-
cza teraz baze stabilnej niezmienniczej (n — n,)—wymiarowej podprzestrzeni
rozszerzonego peku opisanego parg (U, W, ), mozemy poda¢ odpowiednik
wzoru (6.14). W tym celu postugujemy sie para macierzy ([ny, Wy) uzyskana
z pary (Uy, Wy) przez zastapienie macierzy @, macierza Qy =Qy — QukK,
gdzie K € Rr=*x(m+a),
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Lemat 6.7 (o postaci lewostronnego kompensatora; Suchomski [409]).
Niech H(() € RLEFOXET) g n, > 0 zer nalezgcych do ODA. Funk-
cje

~[A]B

H() = ] € RLHx(m+r) 6.16

gdzie K € Rr=x(m+q) oznaczo dowolng macierz zapewniajgcq stabilnoéé ma-
clerzy Loy = T 'S, — T 'KZy € R**" mosna przedstawié¢ w postaci
tloczynu H(C) = U)(¢) - H(C), w ktérym

ST | 7
KTT;T | Insg

Ui(¢) = [ ] , U(0)~ e RH(m+a)x(mtq)

jest stabilnie odwracalnym lewostronnym kompensatorem. U

Stosujac twierdzente 6.9 do systemu opisanego funkcja ﬁ((),~otrzymu—
jemy macierze: Y, Y, My, Hy, oraz Ny;. Zachodzi przy tym ¥ =Y, a

ponadto Y nie zalezy od K. Na tej podstawie wnioskujmy, ze: M, = M,
Hy = Hy oraz Ny; = Nyg.

Twierdzenie 6.11 (o uogo6lnionej dualnej J—bezstratnej faktoryzacji; Su-
chomski [409]). Niech funkcja H(C) € ’RE&ZLH)X("LM) o minimalnej reali-
zacji (A, B, C, D), A € R"*™ man, >0 zer nalezgcych do DA, za

[ ST ST SF 1" € Rivtnmta)x(n-n.)

oznacza baze stabilnej niezmienniczej (n — n,)—wymiarowej podprzestrzeni
rozszerzonego peku opisanego parg (Uy, Wy) dang w twierdzeniu 6.9. Uogdl-
niona (Jmgq, Jmr)—bezstratna faktoryzacja H(C) = QC) - ¥(() tej funkcji
istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy:

(2) macierz [ S1 Zn ] € R™ ™ jest nicosobliwa oraz
Y=[5 Own J[S1 Zu]" 20

(’l,’l,) (Ug,Wg) € dom ((SRZC) oraz Y = (SRZC(U—Q,WQ) Z 0 dla pary (Ug, Wg)
zdefiniowanej w twierdzeniu 6.9;

(id) |YY ]2 < 1;

(2v) istnieje nieosobliwa macierz M, € RM+)X(m+9)  ktsra spetnia réw-
nanie podane w twierdzeniu 6.9.

Czynnik Q(C) € R’Hglﬂ)x(mﬂ) ma postaé opisang w twierdzeniu 6.9. O
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Uwaga 6.4 (Suchomski [404, 409]). W przypadku, w ktérym obowia-
zuja zatozenia twierdzenia 6.8, mamy A(A + BFy) = A(Z11) UAM(Z22) C Da.
Z kolei, gdy spelnione sa zalozenia twierdzenia 6.9 dla odpowiednich pod-
macierzy Xy oraz g zachodzi MNA+H, C’) = A1) UA(Z9) C Da, gdzie
C=0C- KTQT € Rm+9xn 7 drugiej strony, rozwigzanie X, ktére czyni
zado§¢ zalozeniom twierdzenia 6.10, nie jest rozwigzaniem stabilizujgcym
rownania Riccatiego odpowiadajacego parze (Uz, W;). Czynnik I1(¢) ma n,
zer nalezacych do 8D, zatem macierz A + HzC + BzFy(I, — XX)™! nie
moze by¢ macierza stabilng: AT, 1S,) C AM(A+ HzC + Bz F, (I, — XX)™1).
Podobne spostrzezenie dotyczy rozw1qzania Y, o ktérym mowi twierdzenie
6.11. Rozwiazanie to nie jest rozwigzaniem stabilizujacym réwnania Riccat-
iego przyporzadkowanego parze (Uy, W,): mamy tu bowiem do czynienia z
funkcja Q(C) o n, zerach nalezacych do 0D, a zatem \(T,1S,) C AM(A +
BF;+ (In— YY) H,Cy), co oznacza, ze A+ BFy + (I, —YY) 'H,Cy nie
jest macierza stabilnq. O

Przyklad 6.5 (synteza regulatora metoda rozinieszczania biegunéw (I17);
Suchomski [404]). Rozwazmy, raz jeszcze, uklad o schemacie danym na
rys. 6.8. Przyjmujemy, ze tor sterowania Py, : U — Y obiektu opisany
jest minimalnym nominalnym modelem z wyréznionym czlonem catkujgcym
P.(¢) = B({)/(¢ - A({)), przy czym dla uproszczenia zaktadamy, ze mo-
niczny wielomian A(() stopnia deg A(() = N4 nie ma zer nalezacych do
0Da. Podstawowy algorytm sterowania (rys. 2.1) opiera si¢ teraz na wyko-
rzystaniu dwéch filtrow M, ({) = L.({)/C({) oraz My({) = L,(¢)/C(¢)
o licznikach stopnia degL,(¢) = degLy(¢() = N4 oraz monicznym sta-
bilnym mianowniku C(¢) stopnia deg C({) = N4 + 1. Charakterystyczne
réwnanie ukladu zamknietego o podstawowej strukturze ma posta¢ T'(¢) =
¢ A(Q)-C(Q)+A(Q)- Lu(O)+ BQ) Ly () = CLQ)-To(¢), pray caym To(C) jest
zalozonym stabilnym monicznym wielomianem stopnia deg Tp(¢) = N4 + 1.
Wielomiany L,({) oraz Ly(() spelniaja diofantyczne réwnanie { - A(() -
Lu(€) + BO) - Ly(€) = C(C) - (To(¢) = ¢ - A()). Dajac do zapewnienia
ukltadowi zamknietemu odpornej stabilnoéci, postepujemy zgodnie z proce-
dura opisang w przyktadzie 6.3. Przyjmujac Qo(¢) € RH jako efektywny
Q—parametr, otrzymujemy Qu(¢) = —B(()-Q(¢) oraz @y(¢) = ¢-A(¢)-Q((),
gdzie Q({) = M, (¢)-Qo(¢)/C(¢). Szumowa funkcja wrazliwosci rozwazanego
ukladu zamknietego (rys. 6.8) dana jest wzorem

Gyn(o =

“BO M) (1, SAQ

0 o 'Q"(O)
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za$ w stosownym sformutowaniu problemu dopasowania modelu ze wzgledu
na norme Mo, wystepuje funkcja To(¢) = ¢-A(¢)/C((). Jak latwo sprawdzic,
laricuchowa macierz rozproszenia G(¢) odpowiedniego uogélnionego obiektu,
dana ogélnym wzorem (6.1), ma pojedyncze zero (n, = 1) w punkcie { =
0 € JdDA.

Niech C(¢) = C7(¢) - C=((), gdzie deg C=(¢) = N, + 1. Rozwiazujac
zmodyfikowany problem dopasowania modelu dla T3(¢) = ¢ - AT(¢)/C=(¢)
oraz wielomianu Quq(¢) stopnia deg Qoa(¢) = Nw + NI + 1 (por. przykiad
6.3), wyznaczamy uproszczong posta¢ Qg (¢) parametru Qo(¢) (wzor (6.2)).

Na tej podstawie otrzymujemy poszukiwane filtry algorytmu odpornego ste-
rowania:

( ) QOTL( ) _ CA+(<)Q011(<)
BO=F o oo PO TR0

Tlustracje powyzszych rozwazan stanowi przyktad syntezy regulatora dla
nieminimalnofazowego obiektu z catkowaniem. Przyjmijmy, ze nicpewny
model obiektu dany jest wzorem

ke—sTo

Ppyu(s) = s+ sTh)

w ktorym: —8 < k < -6, 0.5s <71y <1.5s oraz —6s <T; < —4s. Jako
nominalny model w czasie cigglym tego obiektu przyjmujemy

= E‘(l - STO 2)
Ppyu(s) = = / =
s(1+sTy)(1 + sTy/2)
gdzie: k = =7, Ty = 15 oraz T1 = —5s (co odpowiada aproksymacji cztonu

opo6zniajacego wymiernym filtrem Padé pierwszego rzedu; Baker [17], Baker
et al. [18]). Dla A = 0.002s wyznaczamy nominalny model P (¢) =

B(O)/(C - A(Q)s Pyul¢) & RLoo, w ktorym A™(¢) = 1.996005 + ¢, AT () =
—0.200040 + ¢, NA =2 oraz NI = 1. Niech C(¢) = (0.5 +¢) - (1 +()? oraz
C=(¢) = (1 + ¢)?. Przyktadowemu wielomianowi Ty(8) = (6 + ¢)? przypo-
rzadkowane jest wzmocnicnie g = 77.281787 oraz nastepujace wielomiany fil-
trow podstawowej struktury regulatora: L, (¢) = 473.161030+119.970399( +
16.204035¢? oraz Ly,(¢) = 38.640894 + 260.793025¢ + 116.663745¢*. Prosta
wazgca funkcja Wir(C) pierwszego rzedu (Nw = 1), opisujaca niepewnosé
nominalnego modelu Py, (¢), dana jest wzorem Wy, (¢) = 3.4375(0.099875 +
C)/(1248439 + C) Zalézmy, ze (Al, By, C, Dl) oraz (AQ7 By, O, Dz)
sa minimalnymi kanonicznymi sterowalnymi realizacjami funkcji T1(¢) =
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Wi (¢) oraz To(¢) = ¢ - A7(¢)/C "(¢), odpowiednio. Na tej podstawic
wyznaczamy lancuchowa macierz rozproszenia uogélnionego modelu rzedu

Ay DBCo | BiDy DBy

ol 02 A By © 024
G(C) N 4 D,Cy | D1D> Dy
0 01x2 O 1

Mamy tu do czynicnia z uogélnionym obiektem P o niestandardowym mo-
delu, dla ktérego naruszone jest wymaganie a3’ podane w zafozeniu 5. 1.
Duicki faktoryzacji QZ otrzymujemy S, = 0 oraz T, = 0.707107. Nastepnie
obliczany X > 0 oraz wyznaczamy nieosobliwg macierz M,. Poniewaz w
rozwazanyin przypadku zachodzi A(A;) U A(A2) C Da, zatem X =0343. W
efekcie stwierdzamy, ze

o1 ENp(Q) Nix(d)
1<) © Do(¢) | Nai(Q) Naz(Q)

gdzie:
Nii(¢) = —0.387777 — 0.010230¢ + 1.142733¢? + 0.765255¢"
Nip(¢) = —0.168945 — 1.563156¢ — 2.619476¢* — 1.225265¢°
Noi(¢) = 0.016400¢ + 0.041836¢° — 1.225265¢"
Nyp(¢) = 0.025842¢ + 0.416727¢* + 1.581801¢”
Dg(¢) = 0.019971¢ + 0.299835¢% + 2.

Zbior wszystkich Q—parametrow dany jest formula Qp = HM(II7} @),
przy czym ®(¢) € BHoo jost taka funkcja, dla ktorej Q5 (¢) € RHoo. Za-
ktadajac najprostsza posta¢ parametru ® € R, otrzymujemy wzor Qg (¢) =
(N12(€) + ®N11(C))/(Na2(C) + ©Nyi(()), z ktorego wynika, 7e dla & =
—0.435676 uzyskujemy poszukiwane rozwigzanie

0=(C) = —0.736743 — 1.473486¢ - 0.736743¢>
0/ 0.008838 + 0.188361¢ + (2

gwarantujace projektowanemu uktadowi pozadana odporng stabilnosé: |Gy,

(€) Win(Olloo = 0.9050. O

6.4 Synteza estymatoréw stanu

Podrozdrzial ten pogwiecono omowieniu zastosowania metody dualnej J—
bezstratnej faktoryzacji dualnych tancuchowych macierzy rozproszenia obiek-
tow dynamicznych jako podstawy syntezy optymalnych estymatoréow stanu
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o charakterystykach ksztaltowanych ze wzgledu na norme Hoo (Suchomski
[402, 407, 409]). Warto w tym miejscu podkresli¢, ze podobny sposél mo-
delowania dyskretnych procesoéw, w ktorym stosuje sie wymienione macierze
rozproszenia, wyvkazal swojg skutecznosé przy projektowaniu optymalnych
filtrow detekcyjnveh uzywanych w systemach diagnostyki technicznej (Su-
chomski i Kowalczuk [419]).

Rozwazmy przeto pewien system opisany modelem czasu dvskretnego
przedstawionym na rys. 6.12, gdzie w; oraz we sg sygnatami zewnetrznych
zaktocen o wymiarach ry oraz ry, odpowiednio, zas sygnat y o wymiarze ¢
oznacza wielkod¢ mierzong. Niech wektor z o wymiarze n; bedzie obser-
wowanym wektorem stanu podsystemu (obiektu) o realizacji (A4, B, Cq,
Dy), w ktorej Ay € RM ™ zag v = Lz, gdzie L € R™*™ | bedzie odpowied-
nim sygnaltem odniesienia (wazonym wektorem stanu) o wymiarze m. Przyj-
mujemy ponadto, ze addytywne zaktécenie d obecne w sygnale pomiarowym
y jest modelowane za pomocy ksztaltujacego cztonu Py o realizacji (Aq, Ba,
Cy, D3), przy czym macierz A, € B"*"2 Estymator (filtr) opisany funkcjy
przenoszenia K (() € R’;LX(I dostarcza pewnego oszacowania 0 wektora v.
Definiujac kryterialng zmienng w postaci resztowego wektora z = v — 0, mo-
zemy rozwazanemu systemowi przyporzadkowaé model odpowiedniego uo-
golnionego obiektu dynamicznego (rys. 5.2b). W modelu tym wystepuje
wektor stanu o n = m; + np wsp6lrzednych, a takze sygnaly u = 0 oraz
w=[wl wl |7 eR, gdzie r =r; + 1y (Suchomski [409]).

Podejmujgc zadanie syntezy optymalnego estymatora, stajemy w obliczu
dwoch pozostajacveh w konflikcie wymagan: funkcja przenoszenia K (() o
‘matej’ wartosci normy || K (¢) |l zapewnia dobre ttumienie wplywu zakiocen
d przy jednoczesnej degradacji zdolnosdci tego estymatora do rekonstrukeji
sygnalu v.

Standardowy problem estymacji optymalnej ze wzgledu na norme Heo
polega na znalezieniu takiej przyczynowej i stabilnej funkcji przenoszenia
K (), dla ktorej spetniona jest nieréwnosé [|GLuw(Ollee < 7, gdzie Gy
W — Z oznacza macicrzows (mxr) funkcje przenoszenia, zas v > 0 jest pa-
rametrem. Szukamy zatem takiego K (() € RHL 9, aby |DHM(H, K)|o <
1, gdzie H(() jest dualng tancuchows macierzg rozproszenia rozwazanego uo-
golnionego obiektu

Al Onl Xng O, . l: Bl 0711 XT9 ]
H(C) - l: . \ = ] - Onzxm Ay e 0712><T1 By
C \ D L Omxn,g —’YIm Omxr
Cl C‘Z qum [ qurl DQ ]

Pouiewaz operator DHM (H, K) jest w tym przypadku afiniczng funkcja K,
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i \
\ Obiekt Cyllla7 AJB+Dy||
\ |
| “
W, a4 Ix u=v
el — B
v vy z
L B

Rys. 6.12. Sformulowanie zadania estymacji stanu.

zatem postawione zadanie syntezy estyimatora mozna sformutowaé jako od-
powiedni problem dopasowania modelu ze wzgledu na norme H,. Podamy
warunki istnienia rozwigzania tego problemu. Analizujac posta¢ modelu
H(¢), stwierdzamy, ze konieczny warunek al sformutowany w zalozeniu 5.1
jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy macierze A| oraz As sa macierzami
stabilnymi. Dyskusje dotyczaca bardziej ogblnego przypadku znalezé mozna
w (Suchomski [409]). Z kolei, aby spelni¢ warunek @2, musimy przyjac,
ze rank Dy = q. Rozwiazemy takze zadanie estymacji stanu sformulowane
dla przypadku uproszczonego modelu, w ktorym zaklocenie wo oddziatuje
bezposrednio na sygnal pomiarowy y. Model d = wo odpowiada sytuacji
braku wiedzy o ’'naturze’ pomiarowych zaklécen. Dualna lancuchowa ma-
cierz rozproszenia odpowiedniego uogélnionego obiektu ma w tym przypadku

postacd
Ay ’ Uny xm [ B, Uny xry ]
H(C) = [%"—B;:\ = L\ —vIy, Omxr
Ch

qum [ qurl -lq ]

€O 0zZnacza, ze 1. = nj oraz q = rs.
W dalszych rozwazaniach wykorzystuje sie lematy 5.6 oraz 5.7, a takze

nastepujacy prosty lemat odnoszacy sie do niezmienniczych zer systemu dy-
namicznego.

Lemat 6.8 (o niezmienniczych zerach; Suchomski [409]). Dana jest funkcja
H(C) o realizacji (A € R*™*™ B € RV (C € R, D € RY*"). Dla sys-
temowej macierzy Sy (C) o pelnym wierszowym normalnym rzedzie liczba (g
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jest (lewym) niezmienniczym zerem te] realizacji wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg takie wektory © # 0, € R* oraz v € BRI, ze [ 2T ol 1Sy(() =
01 (-t - W przypadku, w ktérym v = 0, liczbie (o odpowiada niesterowalny
mod rozwazanego systemu.

Dowod.  Jezeli (p jest niezmienniczym zercin realizacji funkeji H((), to
istnieje taki niezerowy wektor [ 27 T [T € B9 ze [ 2T o )S;(¢) =
O1x(n+ry- 7 drugiej strony, poniewaz Sy (¢) ma pelny wierszowy normalny
rzad, zatem z faktu istnienia takiego wektora [ xz7 o7 |7 # 0n4g, dla
kiorego obowiazuje rownosc [ 27 vT Sy (Co) = 01 x (n+r), Wwynika, ze (p jest
niezmienniczym zerem realizacji funkcji H(¢) (Douglas i Athans [91], Wein-
mann [463]). Musimy przy tym przyjac, z¢ x # 0,. Bowiem w przeciwnym
przypadku mielibysmy v'[ C D ] = 01y (nsr), czyli v = 0y, co prowadzi
do sprzecznosci z zalozeniem, zc [ o7 0T |7 # On+q)- Wreszcie, kladac
v = 04, uzyskujmy rownosc [ A-(l, B = 015 (ntr), Ktora zgodnie
z kryterium Popova-Belevitcha-Hautusa §wiadczy o tym, ze (y odpowiada
niesterowalnemu modowi badanego systcmu (zob. Datta [78], Dullerud i
Paganini [100], Petkov et al. [323]). O

W przypadku stabilnej macierzy A zerowe rozwigzanie Y = 0,4, spet-
nia wymagania twierdzenia 6.7 oraz 6.9. Co oznacza, ze Fy = Opyyipyuns
Cy = C oraz Ny, = M,. W efekcic uzyskujemy ponizsza realizacje sta-
bilnego dualnego (Jyng, Jmr)—bezstratnego czynnika ¥(¢) € R mt)
odpowiedniej bezstratnej faktoryzacji dualnego tancuchowego modelu H(¢)

\D(c):My[AthyC]BthyD].

R (6.17)

Uwaga 6.5 (Suchomski [409]). Mamy

1 0 1, o
Sy C) _ |: n. nx(m+q) jl |: n y ] S c) )
( 0(m+q)><n My O(m—l—q)xn Im—I—q H(

7 lematu 5.7 wynika, ze w przypadku, w ktérym (5 € Da jest ’stabil-
nym’ zerem funkcji H((), wtedy (o € AM(A + H,C). Oznacza to, ze wzor
(6.17) opisuje nieminimalna realizacje czynnika ¥ (¢). Dla niestandardowego
obiektu o modelu z zerami nalezacymi do 0Da macierz A+ HyC' nie jest ma-
cierzg stabilng: zbiér zer czynnika Q(() jest réwny zbiorowi A(A + H,C) =
AMZ11)UNTLS,), dla odpowiednich macierzy Y11, T, oraz S;. Funkcja W(¢)
pozostaje jednak funkcja stabilng, gdyz jej realizacja dana wzorem (6.17) nie
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jest relizacja minimalna ze wzgledu na skreslenia w parach, obejmujacych
zero oraz biegun nalezace do dDa. Jezeli H(¢) ma tylko 'niestabilne’ zera
nalezace do —Da, wowczas zera funkcji ¥(¢) sa réwne tym wilasnie zerom
funkcji H((), za$ ich koniugacje wyznaczaja zbior biegunow funkeji ¥(¢),
czyli zbior A(21;). O

Na zakoriczenie wstepnej czesci tego podrozdziatu rozwazmy nastepujacy
podzial (m + q) x (m + ¢) macierzy M, pojawiajace] si¢ jako niewiadoma
w odpowiednich réwnaniach twierdzern 6.7 oraz 6.9

_ | M Mg
My = [Mm Mss ] .

Wymienione rownania mozna interpretowaé jako uproszczone réwnania Ric-
catiego, co stwarza mozliwos¢ znalezienia potrzebnych macierzy M, w postaci
standardowych, symetrycznych rozwiazan tych réownan. Z drugiej strony,
dla dostatecznie duzych wartosci parametru v mozna poszukiwaé rozwigzan
o niestandardowej, niesymetrycznej, dolnej blokowej trojkatnej strukturze
(por. podrozdziat 6.2.2). Przyktadowa macierz M, o takiej trojkatnej postaci
(o ile istnieje) dana jest nastepujacymi wzorami (Suchomski {407, 409]):
M11 = Rl_lT, M12 = Oqu, MQQ = REQT oraz Mgl = —MQQEiFQM{FlMH.
Przy czym E € RMT9x(m+a) jest macierza, dla ktorej obowiazuje podzial
(m+q) x (m+q):

v2I, — ALY LT —~ALYCT By Ep
E = “ACYLT  —DyDT —ACYCT |~ | EL, E
242 12 22
L = [ L Opxp, | €R™P
C = [Cl CQ]GRQXTL

za§ Ry € R™*™ jest czynnikiem Cholesky’ego podmacierzy Ej;, nato-
miast Rgp € RI*T jest czynnikiem Cholesky’ego macierzy — v, gdzie
Eiiv = Eyy — E;‘FQEHIED oznacza dopelnienie Schura podmacierzy Ej;.
Z powyzszego wynika, ze konieczny 1 wystarczajacy warunek istnienia ma-
cierzy M, o pozadanej blokowej trojkatnej strukturze ma posta¢ koniunkcji
dwoch wymagan: Fp; > 0 oraz By < 0. Jak pokazano w dalszej czeséci tego
podrozdzialu, w przypadku obiektow o standardowych modelach odpowied-
nie centralne algorytmy, w ktorych stosuje sie tak zdefiniowane macierze My,
charakteryzuja sie dogodna prostota implementacji (por. podrozdzial 6.2.2).
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Obiekty o standardowych modalach

Zalozmy, ze H(() € RHs (mtg)>(mir) jest stabilna dualng tancuchowa macie-
rzg rozproszenia, ktora nie ma zer nalezacych do 0Da. Przyjmijmy, ze dla
tej nacierzy spetnione sg warunki ¢ oraz v sformutowane w lunerdzeniu 6.9.
Stosujac podziat (m 4 ¢) x (m + q) odwrotnosci Q(¢)~! € GHILT

DA D)
o) ‘[Qmo Mo}

oraz przyjmujac zerowy parametr ® = 0,4, uzyskujmy ponizsza realizacje
centralnego estymatora K (¢) = —Q11(() 7 Q12(¢)

K(¢) = [ A+ HJC — HM, M,C | HEM My — HY }

L+ MHIMUC | M My,

gdzie H; € REX™ oraz Hy € R"*4 g3 odpowiednimi podmacierzami macie-
vzy Hy = [ Hy Hj ). Kolejny lemat dotyczy estymatora K(() przyporzad-
kowanego macierzy My o zatozone] dolnej blokowej tréjkatnej strukturze.

Lemat 6.9 (o scisle wlasciwej postaci centralnego estvmatora; Suchomski
[402, 409]). Jezeli istnieje macierz M, o dolnej blokowej trojkgtnej postaci,
wéwczas centralny estymator K(C) jest Scisle wtasciwa funkcjq (rys. 6.18)

Yool gy
K(Q:[A+Hy0} H} } 5

L | Omxg

Ol
<>

(1, —A) »

s

Rys. 6.13. Centralny estymator.
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Obiekty o niestandardowych modalach

Przyjmijmy, ze H(() € RHLFOT o nacza stabilng dualna tancu-
chowa macierz rozproszenia o 7., niezmienniczych zerach nalezacych do 9Da,
spelniajaca warunki ¢ oraz ww podane w twierdzeniu 6.9. Niech Zy =
[ ?QTI z5 17, gdzie Zoy € B oraz Zy € R7*™ . Na podstawie opisu
modelu H(() stwierdzamy, ze:

— 0n1><q mo__ _AT'.ZIm Oqu
Sy = Onxm BQD;F ] ) fy - I: Oqu D2Dg
co prowadzi do wniosku, iz Zq9, = Omxn.. 2 kolei
1
: v | ST m
Hy=[5 7Zu | ’ [ Ogrn ] : (6.18)
071; X1m

Rozwazajac nastepujaca realizacje odwrotnosei 2(¢)™! (Suchomski [409])

211 0( XNz ng
Q(C)—l = ]Wy OTL X{n-n.) z 7‘5:Z [ Onzxm _Z_gI ]
Cl S Zu] ‘ Lty

wnioskujemy, ze wartosci wlasne A\(T;'S,) C 9Da podsystemu

A+H,C| H:
{ I l (6.19)
qum

sa niesterowalne. Niech zg € R* oznacza lewy wektor wlasny macierzy
A+ H,C skojarzony z pewng wartosu@ wlasna (o € M(T71S,). Zdefiniujiny
pomocniczy wektor | S Zu Tlzg = [ Zo" zyT |1, gdzie 7p € R*™
oraz g, € R*. Poniewaz z; DA+ H,C = (ol) = O01xn, zatem Ty = Op—p, .
Na tej podstawie otrzvmujemy

A+1,C -l | Hy

L2 Oixmt) | C H Im ] = Otxntm)
qum

oo ]|

co w oparciu o ustalenia lematu 6.8 oznacza, ze (j jest niezmienniczym zerem
podsystemu (6.19). Zauwazmy, ze zerowanie sie podmacierzy Z,, € R7*"=
musimy wykluczy¢. W przeciwnym razie obowiazywataby bowiem nie tylko
rownosé TOH = O1xm, ale takze rownosc w%'Hfj = O1xq, co oznaczaloby,
ze liczba (y € DA jest niezmienniczym zerem funkcji Q(¢) 1) a to jest
sprzeczne z zalozeniem Q(() € RH&?H)X(mM).
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Lemat 6.10 (o niewystarczalnosci centralnego estymatora stanu; Suchom-
ski [409)). W przypadku, w ktérym dualna taricuchowa macierz rozprosze-
nia H(C) ma zera nalezqce do D, w syntezie estymatora optymalnego ze
wzgledu na norme Hoo nie mozna stosowaé rozwigzan centralnych, ponie-

waz w tak uksztattowanej funkejii K(¢) = —M1(¢)™1Q12(¢) wystepowatyby
bieguny nalezgce do 0DA. U

Powyzsze ustalenia usprawiedliwiaja prébe siegniecia po bardziej ztozong
strukture estymatora stanu K(¢) = DHM (Q(¢)™", ®) z niezerowym statycz-

nym parametrem ® € R™*9. W takim przypadku mamy

| A+ H,C-H!D'C | H'D ' Dy — H]

K 6.20
(€) D¢ =D, D, (6.20)
gdzie:
C = ML+ MpC — (Mo L+ MypC) € R
Dy = My — My € R™™
Dy = My — ®My € R™¥9,

W jaki sposob dobiera¢ ®? Analizujac rownowazny model estymatora (6.20),
uzyskany w relacji podobienstwa o macierzy [ S Z1; |7, wnioskujemy, ze
NTES,) C A(A+HyC'—HL‘bflé). Widzimy zatem, ze konieczny i wystar-
crzajacy warunek stabilnosci tego estymatora przyjmuje postaé zadania, aby
mody odpowiadajace warto$ciom whasnym A(T,1S.) Lyty nieobserwowalne.
Ze wzordow (6.18) oraz (6.20) wynika, ze przyjmujac parametr ® w taki spo-
sob, aby

C1S Zn ] =1+ Omen. | €R™"

Hn—"n;

zapewniamy realizacji estymatora K(¢) macierz stanu o blokowej diagonal-
nej postaci oraz macierz wyjscia o stosownej zerowej podmacierzy. W efek-
cie otrzymujemy liniowe réwnanie ®V = V o nastepujaco zdefiniowanych
macierzach wspotczynnikow V € R™™ oraz V € R9™: (Suchomski [409])

- 0 Ty )X V
M,C[ S Zn ] T[ s ] :[V} .

Poniewaz dopuszczalne sg tylko parametry @, dla ktorych ||| < 1, zatem
racjonalnym jest (warunkowe) przyjecie rozwigzania @ = V¥Vt o minimal-
nej normie, gdzie VT € R**9 oznacza macierz pscudoodwrotna Moore’a-
Penrose’a.
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Lemat 6.11 (o parametryzacji zbioru rozwiazan zadania syntezy estyma-
tora; Suchomski [409]). Kazde rozwigzanie ® o jednostkowo ograniczonej
normie |®|| < 1 réwnania ®V = V, wiodgce do stabilnej funkcji K(¢) =
DHM Q)™ @) € RH™XY, jest rozwigzaniemn dopuszczalnym. Konieczny
warunek istnienia takiego rozwigzania ma postaé koniunkcyi dwdch wymagan:
n, < q oraz ImV' C ImV?. Poszukiwany estymator K(C) (o ile istnieje)
ma minimalny rzqd (n —n,). O

W celu uproszezenia modelu (6.20) projcktowanego estymatora, przy
eliminowaniu podsystemu o nieobserwowalnych modach mozna uzy¢ nastepu-
Jjacego prostego algorytmu.

Algorytm 6.1 (upraszczania modelu estymatora stanu; Suchomski [409]).

(1) Wyznacza sie rozktad wedlug wartoéci szezegolnych M, = U,%,V.I ma-
cierzy obserwowalnosci M, € R™"*" zdefiniowanej dla pary (A+H,C'—
H'D{'C, D0

(2) Korzystajac z unitarnej macierzy podobienstwa V, € R**" | okresla sie
réwnowazny model o nieminimalne] relizacji (VOT(A+HHC—H;D]_10)
Vo, VI(HED' Dy — HY), D7'CV,, —D7'Dy).

3) Wyznacza sie poszukiwany model o minimalnej realizacji, odpowiada-
¢Pp y ] J
jacej lewej gornej podmacierzy o wymiarach (n—n.)x (n—n,) macierzy
stanu modelu uzyskanego w poprzednim kroku. O

Dla obiektow modelowanych taricuchowymi macierzami rozproszenia G(()
mozna bez trudu sformutowaé odpowiedniki lematu 6.10 oraz 6.11, a takze
poda¢ stosowny wersje algorytmu 6.1.

Rozwazymy dwa przyklady syntezy estymatoréw optymalnych ze wzgledu
na norme Heo. Plerwszy przyktad dotyczy obiektu o standardowym modelu
bez zer nalezacych do brzegu Da. W drugim przykladzie, badajac obickt o
niestandardowym modelu, pokazemy w jaki sposéb projektowaé estymator
stanu w przypadku, w ktorym takic zera wystepuja. SzczegOlows analize
wlasnosci badanych estymatoréw mozna znalezé w (Suchomski [402, 407,
109]).
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Zatozmy przeto, ze sygnalowy tor Py, : Wi — Y obiektu opisany
jest stabilnym modelem czasu ciaglego

-23 -04 13|12
—1 -2 —-1.15]12

Ps)=| —-17 04 -27]| 4
1 -1 0ol 0
0 0 1] 0

Przyjmujac A = 0.02 s, otrzymujemy odpowiedni model czasu dyskretnego
P(¢). Modele w czasie cigglym toréow zaklécen pomiarowych maja postaé:

[ —0.04 0 a 1 0

0 —0.02| 0 1

Paer(5) = 0.04 0]01 0
i 0 0.005| 0 —0.1

[ —0.5 ol 1 0

0 —-003] 0 1

Pia(s) = |—558 0/01 0
0 —0.018‘ 0 0.6

Zauwazmy, ze w drugim (niestandardowym) przypadku mamy do czynienia
z filtrami ksztaltujacymi o znaczaco réznych stalych czasowych. Ponadto
przyjmujemy L = [ 1.25 =1 0 ] Na podstawie tych ustalenn maimny: n; =
3;ng=2rm=1,m=2,gq=2, m=1,n=>5orazr = 3.

Przyklad 6.6 (estymacjastanu: obiekt o standardowym modelu; Suchom-
ski [409]). W tym przypadku mamy

—0.0400 0 10.9996 0
Py(¢) = Pu(¢) 0 B 0 —0.0200 0 0.9998
T 0 PO ] 0.04 0] 01 0
0 0.005 0 —01
Zadanej dopuszczalnej wartosci parametru vy = 1.4 odpowiada rozwiaza-

nie Y > 0 stosownego réwnania Riccatiego oraz pewna nieosobliwa dolna
trojkatna macierz M, ktérym przyporzadkowujemy nastepujacy algorytmn
estymatora

K(Q) =] Ki(¢Q) K2(0) ]
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—33.2145 30.6033 —66.7237 —1.2397 —0.3275| 30.9915 65.4913
—28.5148 25.6143 —-66.7052 -1.1030 —0.3281 | 27.5754 65.6203
—-0.5421 —0.6909 -23.8620 0.0432 —0.1063 | —1.0790 21.2502
74814 —-7.4814 —-5.3961 0.2593 —0.0270 | —7.4814  5.3961
0.1917 -0.1917 —-0.0103  0.0077 -0.0200 | -0.1917  0.0103
1.25 -1 0 0 0 0 0

Postepujac w podobny sposéb, dla uproszczonego modelu toru zakltécen po-
miarowych otrzymujemy ponizszy algorytm estymacji

K(Q) = Kiu(¢) K2(Q) ]

—12.5355  9.9243  7.6279 | 10.3125 —8.8603
—9.1044  6.2039  5.1292 | 8.1650 —6.2141
1.1858 —2.4188 —7.1685 | —2.8069  4.5567

1.25 —1 0] 0 0

Amplitudowe charakterystyki funkeji K(¢) oraz P,(¢) pokazano narys. 6.14.
Jak mozna zauwazyé, dysponujac dodatkowa wiedza o modelu zakléceri po-
miarowych, mozemy poprawi¢ jakosé estymacji. W przypadku, w ktérym
wzmocnienie toru modelowania tych zaklécen osiaga wzglednie duze war-
tosci (rys. 6.14a — niskie pulsacje) rozwazane estymatory Ki(¢) oraz Ki,(¢)
maja podobne charakterystyki. 7 drugiej strony, gdy wzmocnienie toréw
zaktoceniowych jest wzglednie niskie (rys. 6.14a — gorne pulsacje oraz rys.
6.14b) estymatory K;(() oraz Ko(C) charakteryzuja sie 'wiekszg aktywnos-
cig’. Symulacyjne badania przejsciowych procesow estymacji potwierdzaja
powyzsze obserwacje (Suchomski [409]).

20 20 |
|K{)l, [Py (o)} [dB) (a) [K(jo)|, 1Py ()] [dB] (b) '
10
0
-10
Paz(io)
~.L o [rad/s}]
-20 -20 Bk
102 107 10° 10" 10> 102 107" 10° 10" 10°

Rys. 6.14. Przyktad 6.6. Amplitudowe charakterystyki estymatoréw stanu oraz
torow zaktécen pomiarowych.
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Poréwnajmy wskazniki uwarunkowania odpowiadajacych sobie dyskret-
nych réwnan Riccatiego, rozwigzywanych w celu syntezy badanych estyma-
tordw: w przypadku ’pelnego’ modelu toru zaklocen pomiarowych mamy
ks = 991.5 oraz ky = 4582.6, za§ w przypadku uproszczonego modelu tego
toru otrzymujemy xs, = 123.4 oraz kg, = 683.0. DPrzewage algorytmow
wyprowadzonych dla operatora § potwierdzaja takze wykresy pokazane na
rys. 6.15. O

|k —— operator §
10%-_  Kq -—- operatorq
\\\\‘\ @\\\
104 . - T
KS \\\ \‘\‘ -
Ksu \ S~
102 : .
Als]
104 103 102 101

Rys. 6.15. Przyktad 6.6. Wskazniki uwarunkowania rownan Riccatiego.

Zunana jest ogolna metoda obliczania zer wymiernych modeli wielowy-
miarowych obiektéw, polegajaca na wyznaczaniu kauonicznej struktury Kro-
neckera takich modeli (Boley [37], Emami-Naeini i Van Dooren [105], Van
Dooren [443, 445], Varga [450]). W przypadku, w ktérym rozwazana funkcja
H (¢) ma tylko pojedyncze zero (o = 0 € 3Da, mozna zaproponowaé prostszy
algorytm obliczania macierzy @, Z, oraz T,, w ktérym nie jest wymagana
znajomosé struktury Kroneckera peku Syr(¢) (zauwazmy, ze taraz S, = 0).
Odpowiedni algorytm sktada sie z trzech glownych krokow.

Algorytm 6.2 (obliczania macierzy transformacji QZ; Suchomski [409]).
(1) Wyznacza sie rozklad wedlug wartosci szczegolnych

A B
¢ D

] =Uxv’?
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gdzie U € RFm+a)x(nimiq) gray v e ROvrmir)x(nim+r) g5 ypj-
tarnymi macierzami, zag © € RO tOx(n4mir) jest diagonalng ma-
cierza o nieujemnych diagonalnych elementach uporzadkowanych ros-
naco (Datta [78], Golub i Van Loan [139], Meyer [290]).

(2) Wyznacza sie macierz Householdera H; € R(tmin)x(tmir) (Dem.

mel [84], Golub i Van Loan [139], Meyer [290]) skojarzona z pierwsza
kolumng macierzy VT I, U € ROvimtr)x(ntm+a) - odzio

_ I,

I, = Onx(m+q) j\ c R(n+m,+r)x(n+m+q) )

0(m+r) X1 0(m+r) x(m+q)

(8) Oblicza sie macierze:
T T, * T7
Q.=VH{, Z,=U, [ . *]:HI.V LU. U

Przyklad 6.7 (estymacja stanu: obickt o niestandardowym modelu; Su-
chomski [409]). W tym przypadku mamy

—0.4975 0 | 0.9950 0

pycy = | FnlQ 0 0 —0.0300 0 0.9997
’ 0 Pa(¢) —0.05 0] 01 0
0 -0.018 0 06

Stosujac algorytm 6.2, dla v = 1.4 uzyskano T, = —0.5660. Nastepnie
wyznaczono Y > 0 oraz nieosobliwg dolna tréjkatng macierz M,,. Parametr
® spetnia réwnanie [ 0.0473 —0.0780 |®T = 0.0187. Rozwiazaniu o mini-
malnej normie & = [ 0.1062 —0.1752 | przyporzadkowany jest estymator

K() =[] Ki(() K20 |

~6.9157 —0.0286  0.0020 —0.0004 | —3.5963 —0.7224 1"
42.6596 —2.9973  0.1853 -0.0351 28.3369  8.0911
= | —68.3104 -3.8323 -3.2145 0.5815 | —48.1174 --8.8409
37.7983 1.6674 1.3342 —0.7745 26.4595  5.1847
0.3276  0.4954  0.0976  0.0543 1.4192 —0.3947

Wykresy dane na rys. 6.16 ilustruja wlasciwosci powyzszych estymatorow.
Na tym samym rysunku pokazano takze amplitudowe charakterystyki modeli

K (C) oraz Py(¢). Rys. 6.17 dotyczy z kolel oceny uwarunkowania odpowied-
nich réwnan Riccatiego.
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Ko\, [Py ()] [dB (o), Py ()] [dB ) |
[K(o)l, [Py (12)] (48] i j K, 1P (52) 168 (b)
0 — ] 0 Paz (o)
. Km(jo)) JUDS ;ﬁi~_~~~ ————
,”k e ""‘ ) T \\\}M)
/ a1(o)
20 VAN 20 { Koo
K i o [rad/s] o[radfs]
-40 2 C 0 1 2 -40 1 2
10° 10 10 10 10 1072 10" 10° 10 10

Rys. 6.16. Przyktad 6.7. Amplitudowe charakterystyki estymatoréw stanu oraz
torow zaklécen pomiarowych.

6 K —— operator &
0%, Ko operator g
\\/‘\'/
~. 7‘\\ K
1040 e ;«Tq
Kg e \\\ ~
o Ksu T
102+ -
Als]
104 103 1072 107

Rys. 6.17. Przyktad 6.7. Wskazniki uwarunkowania réwnan Riccatiego.
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6.5 Zadania o nieregularnych macierzowych pekach

Podrozdzial ten poswiecono zadaniom syntezy, w ktorych ze wzgledu na
nieregularno$¢ modelu uzytego do sformulowania problemu optymalizacji
stosownego wskaznika odwolujacego sie do normy H ., wystepuja osobliwosci,

manifestujace sie miedzy innymi pogorszeniem numerycznego uwarunkowa-
nia danego zadania.

Rozwazmy pare macierzy (U, W) dang wzorem (4.3), w ktorej podmacierz
P jest macierza regularna, zas podmacierz T jest macierzg osobliwa. Niech
—A e NU,W), zag x = [ 2] 28 21 |7 € R*"™'™ oznacza odpowiedni
wektor wlasny takiego nieregularnego rozszerzonego peku U — AW . Mamy

zatem

T} _ (P+A_1In)_1 Onxn -Q T

o | | AR(P+ A7) AL s |7
oraz (—=ST(P + A7'I,)"'Q 4+ T)a3 = 0,,. Na tej podstawie otrzymujemy
dogodna reprezentacje wektora wlasnego  (Suchomski [408])

T (I, + AP)71Q
Ty | = | AR(I, + AP)1Q - S | %
z3 —A_lfm

gdzie £ € R™ jest dowolnym niezerowym wektorem nalezacym do pod-
przestrzeni Ker(—AST (I, +AP) 'Q+T). Zauwazmy, iz taki wektor istnieje,
poniewaz zalozenie —A~! € MU, W) implikuje, ze dim Ker(—AST (I, +
AP)"'Q +T) > 0. Nalezy tu podkresli¢, ze —A~! moze byé¢ wielokrotna
wartoscia wlasna rozwazanego peku.
Niech (U, W) € dom (§Ric) oraz R**™ 5 X = §Ric(U, W). Przyjmijmy
podzialty (por. podrozdziat 4.1):
_ . o 1T
Xt = [ X1 ]
X3 = [1‘3 Xg]
w ktorych & € R*, X; € R(=1) 238 X5 € R™*(»=D Na podstawie
lematu 4.3 wnioskujemy, ze obowiazuje nastepujace skalowanie:
Fs = A_lpg, Gs = A_lég, Hs = A—lﬁg
gdzie:
Es = —iil + AXXT
Gs = QF;+AP
H; = GIeIl,+1,0Gl +Gl o G}
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przy czym: Fs € R G5 € RV oraz Hs € R Nieregularnosé peku
U — AW moze by¢ zatem przyczyna osobliwosci badanego rownania Riccat-
iego, ktora sprawia, ze odpowiednie elementy macierzy Fs, Gs oraz Hs beda
przyjmowaly nieograniczone wartosci przy A — 0. W efekcie rowniez macie-
rze I zdefiniowane w lemacie 4.4 moga by¢ macierzami o nieograniczonych
elementach — dotyczy to zwlaszcza macierzy Fp, ktéra w 'kwadratowy’ spo-
s6b zalezy od Fs. Z drugiej strony, macierz F peini zwykle role efektywnego
rozwigzania danego szczegotowego problemu (na rzecz ktérego sformutowano
rozwazane réownanie Riccatiego) i jest najczesciej utozsamiana ze wzmocnie-
niem toru sprzezenia zwrotnego stosownego uktadu zamknietego (por. lemat
4.3, a takze Suchomski [400, 404]). Problem, przed ktérym stoimy, mozna
zatem scharakteryzowad jako analize numerycznej wrazliwosci metod syntezy
pewnych osobliwych (high-gain) uktadéw optymalizowanych ze wzgledu na
norme Ho. Podkredlenia wymaga fakt, ze A wplywa nie tylko na wektor
wlasny skojarzony z wartoscia wtasng réwng —A~!, lecz na calg strukture
wlasng rozwazanego macierzowego peku U — AW. Oznacza to, ze zaleznosc
F5 od A nie wyczerpuje sie w podanej prostej afinicznej formule. Nalezy
takze przestrzec przed wnioskowaniem, iz z réwnosci H5_1 = Aflé_l musi
wynikaé, ze H{l dazy do macierzy zerowej przy A — 0. W dalszej kolej-
noéci zbadamy wszystkie powyzsze relacje, pokazujac na przyktadzie syntezy
obserwatora stanu, ze takicj nieograniczonej macierzy Fr moze towarzyszy¢
niekorzystnie duza wrazliwo$¢ rozwigznia X badanego rownania Riccatiego
formutowanego w dziedzinie operatora ¢ (Suchomski [408]).

Powr6¢my zatem do problemu estymacji przedstawionego na rys. 6.12,

przyjmujac nastepujacy model (macierz rozproszenia) estymowanego procesu
(por. podrozdzial 6.4)

A| B, B,

Al B
PJ(C) = [?»7]: C,| Dy Dy
Cy | Dyw Dy

Al Omxm [ Bl 0711><T2:| 0
071.2)(7‘1 B2 e

— 0"2xn1 AZ
L Omxnz Omxr _Im
Cl C2 [ 0(1><T1 D, ] qum

Jak widzimy, warunki a2’ oraz a4 podane w zafozeniu 5.1 sa spelnione.
Ktadac A(A) C Da, czynimy zado$¢ warunkowi al. Rozwiazujac zadanie
syntezy ||LF(Ps, K)lloo = ||G2ulleo < 7y sformulowane dla macierzy rozpro-
szenia Pj5((), skupimy sie zatem na warunku a2” tego zalozenia.
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Lemat 6.12 (o istnieniu rozwigzania zadania estymacji stanu; Suchomski
[408]). Niech (A, B, C, D), gdzie A € R**", bedzie minimalng realizacjg
stabilnego systemu Ps(C) € RH&?*‘”X(T*’”). Zaktada sie, ze realizacja ta nie
ma zer nalezqcych do dDa. Filtr K(() € RHL"Y, stanowigcy rozwigzanie

standardowego problemu |G, ({)lloo < 7, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy:
(z) (U,W) € dom(§Ric) oraz X = §Ric(U, W) > 0, przy czym:

P=AT Q=C"

BBl 0 0
R: 1 ) XN :I , S — l: 0 n Xq :l
|: Onysns BQB; e B'ZDg

T = [ —721771 OTHX% :l .
qum D‘ZDQ '

(i1) istnieje nieosobliwa macierz M e RUMHOx(m+9) spetniajoca réwnanie
M(T+AQTXQ)MT = —Jpy. O

Przyklad 6.8 (estymacja stanu (III); Suchomski [408]). Rozwazmy prosty
system 0 wymiarach ny =no=m=q=r1=ro=1,n=n+ny =2, w
ktérym tory Py, : Wy — Y oraz Py, : W — Y opisane s3 modelem
czasu ciaglego

~1/Ty 0 1Ty 0 0

P la - 0 —1/Ty [ 0 1| 0
p(s) = [0 [0 0] -1
11 l [0 d] 0

gdzie Ty oraz 15 oznaczaja odpowiednie state czasowe. W stosownym modelu
czasu dyskretnego (d) wystepuja zatem nastepujace parametry: A; = —a,
By = o, Ay = =0, By = 3, gdzie a = (1 — e*A/Tl)/A oraz # = (1 —
e‘A/TQ)/A. Mamy przeto do czynienia z obiektem o regularnej macierzy
stanu. Nalezy podkreslié, iz celowo wybrano tak prosty system, aby ulatwié
analityczne studium jego wlasnosci.

W dalszych rozwazaniach istotng role odgrywa parametr d. Kladac
d = 0, zerujemy macicrz S = 049 oraz czynimy osobliwa macierz T =
diag(—~?2,0), co narusza wymaganie a2” sformutowane w zatozeniu 5.1 oraz
odpowiada warunkowi v podanemu w lemacie 4.2. Ponadto zbadamy takze

standardowy przypadek regularnego peku przayporzadkowanego niezerowemu
parametrowi d = (.2.
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Przyjmujac dogodna postaé wektora & = [ 0 1 17, otrzymujemy (Su-
chomski [408]):

¥ - [ (1—-Aa)"! a2 (a— (1~ Aa)) i\
Tl a=ag Tt BB - (1 - A0)
¥, — Ac?(1 — Aa)™t 1
2 [ A1 = AB)Y Y -1 ]

v [ 0 7‘2(1 -+ A)\o) ]
3 AL BB+ M) (B — X(1 — AB))

gdzie N\g € (—2A710)\{—A"!} oznacza pewna stabilng (o ile istnieje)
wartoé¢ wtasng odpowiedniego rozszerzonego peku U—AW. Dla A « T, T

many
N~ 3 —y2v2 -1 af
0~ A= :
Y /QQ + ﬂQ

co $wiadczy o tym, ze przy odpowiednio maltym okresie probkowania A oraz
dopuszczalnej wartoscl parametru vy > 1/\/5 zachodzi

- T -

gdzie

. o’ p? _ afy

(B =N+ B a—= N (a+ B+ /(2= 1)(a? + ) -Y

Uzyskano zatem ograniczone (skoriczone) rozwiagzanie X badanego réwnania
Riccatiego. Poniewaz A(Xy) = {0, 2z}, przeto X > 0. Zauwazmy takze, ze
dla dowolnej wartosci A > 0 macierz T+ AQT XQ jest macierza odwracalna.

Centralny estymator istnieje (por. podrozdzial 6.2.2 oraz 6.4) 1 dany jest
WZOTernl

K(¢) = {A%—H%Cﬂ—Hﬁ]

Cz ‘ Oqu

w ktorym HY € R jest prawg podmacicrza macierzy | HY HY | = Ff =
—((I, + APTYXQ + S)(T + AQTXQ)~". Ponadto (Suchomski [408]):

(I, + AGD)X =~ (1+AN] -X1 |

P x[ﬂgf—;)cv%%M]
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oraz
~ z 0 0 _ v~2 —y
foo® =y [ BB -X) a(a-N) } ”[ 1- 87222 148722 }
[ BB a(a-)) o[ aHa=-2)  —aHa- )
Cs =~ A [ BB aPa—-2N) } +)\x{ -B72B-A) BHB-N }

Na tej podstawie wnioskujemy, zc parametr Hj (wzmocnienie) estymatora

K (¢) ma postac
v~ T [ BB =) }
‘ Al aHa- )
potwierdzajaca teze o osobliwosci rozwazanego zadania syntezy estymatora.
Okazuje sie¢ ponadto, ze dla A — 0 wszystkie elementy macierzy Fp, I'g,
I'r oraz F's maja ograniczone wartodci, za$ clementy ostatniej kolumny ma-
cierzy Fr, zalezne od A™', przyjmuja wartosci nieograniczone (Suchomski
[408)). Zgoduie z lematem 4.4 oznacza to, ze dla dostatecznie szybkiego
probkowania rozwigzania uzyskane w oparciu o modele, w ktorych stosuje
sie operator 4, jak tez rozwiazania przyporzadkowane modelom zwigzanym
z operatorem g, charakteryzuja si¢ rbwnowazng i niekorzyvstnie duza wrazli-
wodclg na addytywne niestrukturalizowalne zaburzenia elementéw macierzy
T odpowiednich réownan Riccatiego. W przypadku zadan, ktérych osobli-
wosc¢ jest konsekwencja nieregularnosci modeli uzytych do ich sformutowania,
nalezy si¢ zatem liczy¢ (dla okreslonego typu zaburzen wejsciowych danych)
z utratg przewagi podejécia odwolujacego sie do operatora 6. Mozna tu
nawct mowic¢ o pewnej implementacyjnej dogodnosci stosowania klasycznego
operatora q: rcalizacja odpowiedniego estymatora nic zawiera w tym przy-
padku elementéw o nieograniczone] wartosci (nie wymaga sie skalowania
zgodnego z A™'). Warto jednak podkresli¢, ze w kazdym  a wiec takze
i osobliwym — przypadku, 'dokladne’ rozwigzanie K (o ile istnieje) zapewnia
wymagane ograniczenie normy ||LF (P, K| < 7. Z drugiej strony, przyj-
mujac multiplikatywny model zaburzen macierzy T peku U — AW, mamy
Er = diag(—+2,0,0,0), co czyni macierz FrEr ograniczona. W efekcie, dla
tego typu do pewnego stopnia ustrukturalizowanych zaburzen elementéw ma-
clerzy réwnania Riccatiego, podejscie zwiazane z operatorem ¢ "odzyskuje’
swoja przewage — jesli idzie o uwarunkowanic typowych zadan optymalizacji
ze wzgledu na norme Ho.

Rozwazania niniejszego podrozdziatu zilustrowano wynikami dwéch pros-
tych numerycznych eksperymentow. Pierwszy z nich dotyczy wrazliwosci
rozwigzann X réwnan Riccatiego formulowanych dla modeli zwigzanych z
operatorem §. Badano wplyw addytywnych zaburzen wszystkich macierzy
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(P, Q. R, S, T) odpowiednich macierzowych pekéw, przyjmujac zaburzenia o
rownomiernym rozktadzie na przedziale [—¢,, €,], gdzie £, = 107 Wyniki
symulacyjnych obliczenl przedstawiono na rys. 6.18, obrazujacym przebieg
funkeji bledu rozwiazania danego réwnania Riccatiego & = | X — X || /|| X ||,
gdzie X oznacza 'dokladne’ rozwiazanie, zas X jest rozwigzaniem uzyskanym
dla réwnania o zaburzonych elementach.

100 — T
I |
|
|
10 1] d=0
I, /
AN
S
10 =02
— N o 1
-
10 '
Als] |
104 103 10 10"

Rys. 6.18. Przyklad 6.8. Funkcje btedu bledu rozwiazan dyskretnych (§) rownan
Riccatiego przy addytywnych zaburzeniach.

Zgodnie z oczekiwaniem, dla malych wartosei okresu probkowania A rozwia-
zania osobliwego problemu (d = 0) charakteryzuja sie duza wrazliwoscia na
ten typ zaburzen. W przypadku nieosobliwego problemu (d = 0.2) mode-
lowanie z zastosowaniem operatora § zapewnia rozwigzaniom odpowiednich
rownarn Riccatiego pozadana maly numeryczng wrazliwosé. Nalezy przy tym
podkresli¢, ze w obu tu rozwazanych przypadkach — to znaczy zarowno dla
osobliwego, jak i nieosobliwego problemu - rozwiazania uzyskane w oparciu
o standardowe modele zdefiniowane dla operatora q charakteryzuja sie ztym
uwarunkowaniem przy A — 0 (rys. 6.19a). Teze o przewadze podejscia,
w ktorym modele z operatorem ¢ stosuje sie przy rozwigzywaniu badanych
rownan Riccatiego o elementach zaburzonych zgodnie ze schematem multi-
plikatywnym, ilustruja wykresy pokazane na rys. 6.19b.

Drugi z wykonanych numerycznych eksperynientow dotyczyl odmiennego
1 zapewne bardziej realistycznego modelu zaburzen niektérych danych, stuza-
cych jako podstawa do sformulowania rozwiazywanych réwnan Riccatiego.
Zalozono bowiem, ze nominalne elementy a macierzy stanu oraz macierzy
wejs¢ modelu obicktu podlegaja multiplikatywnym zaburzeniom zgodnie ze
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K ———— operator & a) K —— operator 8 b)
104 = e . -—— operator q 104 - —— operator q

102 0% g4=0 d=02, .
\\ —<\\ NN
\.  \\\
\, N “
A S /
100 (s] 100 ATS)
10-4 10 102 101 10 102 102 101

Rys. 6.19. Przyklad 6.8. Wskazniki uwarunkowania rownan Riccatiego: a)
addytywne zaburzenia, b) multiplikatywne zaburzenia.

wzoreml @ = a(l+e), gdzie € jest zmienng losowa o rownomiernym rozkladzie
na przedziale [~¢,,&,], przy czym ¢, = 5-107%. Funkcje btedéw rozwiazan
badanych rownan Riccatiego pokazano na rys. 6.20a. Przeprowadzono tez
numeryczny test, polegajacy na tym, ze centralne estymatory odpowiada-
jace zaburzonym rozwigzaniom X zastosowano w uktadzie estymacji stanu
obiektu o nominalnym modelu. Wartosci normy ||G |0, charakteryzujace
istotne wtlasciwosci badanych ukladow, pokazano na rys. 6.20b. Widzimy,
ze podejscie odwotujace sie do metody operatora § jest odporne na wplyw
zaburzen o analizowanej postaci. Dyskusj¢ innych przypadkoéw osobliwych
zadan syntezy ukladow optymalnych ze wzgledu wymagania formulowanc z
wykorzystaniem normy H., znajdziemy w (Suchomski {408]).
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100 -—— --- e 12
g I \/«\/\/\ —— operator 3 a) “GZWHm —— operator § b)
".' \,H,AJ\\\\—;— operator g \‘\ ) -— operator gq
A \\,,
‘ A
10, i
102 Yy
U g=02
} \"‘ .
0.8 b YA ’x’\ S B\
104 T
d=0 .
05| Als] |
10+ 10 1072 1077 10+ 107 102 107

Rys. 6.20. Przyklad 6.8. Ocena jakosci ukladu estymacji: a) funkcje btedu
rozwigzan rownai Riccatiego, b) ocena jakosci uktadu z estymatorem
wyznaczonym w oparciu o niedoktadny model obiektu.
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Zakonczenie

Praca dotyczyta probleméw syntezy algorytméw odpornego sterowania w
czasie dyskretnym. Probujac wskazaé¢ najwazniejsze przyczynki, ktore zda-
niem autora wnosi niniejsza praca, nalezatoby — konsekwentnie wigzac poniz-
sze sformutowania z przyjetym sposobem modelowania sterowanych obiektow
opartym na operatorze § — wymieni¢ co nastepuje.

(1) Opracowano analityczne formulty nastawiania korektoréw Youli-Kucery
o niskim rzedzie, stuzgce zapewnieniu odpornej stabilnosci oraz odpor-
nego zachowania sie nominalnie stabilnych ukladéw sterowania wy-
znaczonych zgodnie z metodg rozmieszczania biegunéw oraz ukladow
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych
rownan niezbednych przy rozwigzywaniu zadan syntezy algorytmow
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunéw.

2) Podano oszacowanie wstecznego oraz wzglednego biedu rozwigzania
g gledneg € 2
problemu rozmieszczania biegunéw dla $cigle strukturalizowalnych za-

burzen liniowego zadania wynikajacego z odpowiednich rownan diofan-
tycznych.

(8) Przedstawiono numerycznie stabilng metode oceny stopnia najwiek-

szego wspoélnego dzielnika wielomianéw dyskretnego modelu sterowa-
nego obiektu.

(4) Opracowano metode strojenia algorytmoéw predykeyjnego sterowania,
majaca postaé analitycznych formul wywiedzionych z wtasciwosei od-
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianow.

(5) Badajac wrazliwos¢ rozwigzan dyskretnych rownan Riccatiego oraz dys-
kretnych réwnan Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych
pekéw, wykazano, ze w przypadku nieosobliwych zadar przy dostatecz-
nie matej wartosci okresu prébkowania réwnania przyporzadkowane
standardowemu operatorowi przesuniecia q charakteryzuja sie istotnie

245
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do réwnan wynikajacych z za-
stosowania operatora 4. Ujawniono takze istnienie klasy osobliwych

zadan, dla ktérych taka przewaga modeli zwigzanych z operatorem 4
nie wystepuje.

(6) Dla typowych struktur algorytmoéw optvinalnego sterowania pokazano
w jaki sposdb, wykorzystujac odpowiednio zdefiniowane réwnania La-
punowa, wyznaczy¢ zakres niestrukturalizowalnych zaburzen nominal-

nego modelu sterowanego obicktu, dopuszczalnych ze wzgledu na sta-
bilnoé¢ uktadu zamknietego.

(7) Zbadano wtasciwosci J—bezstratnych stabilizujacych koniugatorow.

(8) Sformulowano konieczne i wystarczajace warunki istnienia réznych J—
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym takze
uogdlnionych J—bezstratnych faktoryzacji macierzy, ktére maja zera

nalezace do 9Da. Szczegotowo przeanalizowano whasciwosci czynnikow
takich faktoryzacji.

(9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych
algorytmow sterowania, ktore uzyskuje sie, biorac pod uwage zalecenia
wynikajace z teoril przestrzeni H,,. Podano wystarczajace warunki
istnienia wymiernych rozwigzan o sci§le wtasciwe] postaci, a takze
zwrécono uwage na ograniczony zakres ich stosowalnosci.

(10) Omowiono szereg algorytméw odpornego sterowania oraz estymacji

stanu, w tym ogélng postaé algorytmu wyprowadzonego z metody roz-
mieszczania biegunoéow.

Rozdziat 6., podwiecony problemom syntezy liniowych uktadéw optymal-
nych ze wzgledu na norme H,, stanowi merytorycznie najistotniejsza czesc
pracy. Latwo wszakze zauwazyé, ze motyw ksztaltowania charakterystyk
uktadéw dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania
formutowane z wykorzystaniem normy He, wielokrotnie pojawial si¢ takze
w innych miejscach tej pracy.

Problemy oraz zadania tu podjete nie wypetniaja calosci obszaru zastugu-
jacego na penetracje. Jeden z rozpoczetych i interesujacych watkow wigze
sie¢ z pytaniem o mozliwoé¢ zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu
syntezy regulatora wediug normy Hy na podstawie rozszerzonego modelu
danego obiektu. Okazuje sie, ze w przypadku takich modeli, badajac ko-
nieczne i wystarczajace warunki istnienia odpowiednich J—bezstratnych fak-
toryzacji, a takze definiujac dodatkowe strukturalne wymagania naktadane
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji, po raz kolejny przekonujemy
sie o korzyéciach, jakie daje reprezentacja rozwazanych réownan Riccatiego
w postacl stosownych macierzowych pekéw (Suchomski [412]). Inny prob-
lem, o ktérym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozwazan, doty-
czy algorytmoéw syntezy odpornych adaptacyjnych uktadow sterowania z
()—parametrami zmieniajacymi sie w czasie (Suchomski [411]).

Na zakoriczenie warto jeszcze wymieni¢ dwa tematy, ktore bedac rozwinie-
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowia o aktualnych fas-
cynacjach jej autora. Sa to problemy syntezy numerycznie odpornych al-
gorytméw sterowania nieliniowymi obiektami o nieskoriczeniewymiarowych
modelach oraz zagadnienia zwigzane z adekwatnym modelowaniem w czasie
dyskretnym niepewnosci charakterystyk obiektéw opisanych rézniczkowymi
inkluzjami.
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