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Wprowadzenie 

Przedmiotem niniejszej pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych 
algorytmów odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zakłada się, że 

poszukiwane rozwiązania (parametry algorytmów o założonej strukturze, 
nastawy regulatorów) uzyskuje się, stosując komputer w celu wykonania od­
powiednich obliczeń wymaganych przez daną metodę syntezy. Jakość takich 
rozwiązań zależy od trzech podstawowych czynników: 

( 1) właściwości realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu 
reprezentowanych liczb), 

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrażliwości rozwiązania na zmiany 
wejściowych danych), 

( 3) właściwości algorytmu użytego do rozwiązywania postawionego zadania 
(numerycznej stabilności metody pozyskiwania rozwiązań). 

Wymaga podkreślenia, że w rzetelnej analizie cech danego konkretnego spo­
sobu dochodzenia do pożądanych rozwiązań, nie można zaniedbać żadnego 
z wyżej wymienionych aspektów. Przykładowo, nawet numerycznie stabilna 
metoda obliczeniowa implementowana w 'silnej' arytmetyce może, w przy­
padku źle uwarunkowanego zadania, prowadzić do wyników nieakceptowal­
nych ze względu na zakładany cel sterowania. 

Współcześnie obserwuje się intensywne dążenie do zapewnienia metodom 
syntezy algorytmów sterowania odpowiednio wysokiej numerycznej jakości. 
Zabieganie o wymieniony walor dostępnych narzędzi projektowania systemów 
automatycznego sterowania procesami jest głęboko uzasadnione rolą odgry­
waną przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenie 
jakie uzyskała omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia 
się w: ( i) randze licznych publikacji poświęconych tej tematyce (Datta [78], 
Higham et al. [180], Mehrmann i Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al. 
[323], Van Dooren [447], Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (ii) powodzeniu 
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oraz żywotności inicjatyw służących promowaniu stosownego oprogramowa­
nia - zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET 
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et 
al. [448], http://www.win .tue.nl/ niconet/niconet.html; por. także biblioteka 
NETLIB, http://www.netlib.org/ master_ counts2.html, Elmroth et al. [103]). 

W niniejszej pracy skupiono się na wybranych algorytmach odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym, wywiedzionych głównie z metod przestrzeni 
1{00 . Akcentując potrzebę i znaczenie analizy błędów oraz uwarunkowa­
nia proponowanych metod syntezy algorytmów sterowania, wskazuje się na 
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczególności, dowodzi się, 
że cel ten w wielu przypadkach można osiągnąć przez zastosowanie modelo­
wania sterowanych obiektów opartego na operatorze delta ( J). 

Merytoryczną treść pracy ujęto w sześciu rozdziałach oraz dodatku. 

Wstępny rozdział 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym - w tym 
głównie modeli związanych z operatorem J. Podano tu podstawowe definicje 
oraz pojęcia wykorzystywane w dalszych rozdziałach. 

Rozdział 2. poświęcono problemom syntezy dyskretnych algorytmów ste­
rowania, w których stosuje się metodę rozmieszczania (pozycjonowania) bie­
gunów odpowiedniej funkcji przenoszenia układu zamkniętego. To klasyczne 
zadanie rozwiązuje się, rozważając niezbędne równania diofantyczne zdefi­
niowane dla operatora J. Zbadano właściwości dwóch rodzin par takich 
równań, przyporządkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz 
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa­
nych obiektów. Pokazano w jaki sposób, modyfikując znaną metodę Youli­
Kucery, zapewnić danemu układowi odporną stabilność oraz odporną jakość 
przy założeniu typowych charakterystyk niepewności nominalnego modelu 
obiektu. Podano oszacowanie względnego błędu rozwiązania zadania roz­
mieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych zaburzeń danych tego 
zadania. Rozważono trudności, które pojawiają się przy rozwiązywaniu rów­
nań diofantycznych sformułowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli 
sterowanych obiektów. Przedstawiono także stosowne numerycznie stabilne 
algorytmy upraszczania takich modeli. 

Rozdział 3. poświęcono algorytmom sterowania predykcyjnego w oparciu 
o prognozę sterowanego procesu uzyskiwaną na podstawie odpowiedniego 
modelu tego procesu. Podano analityczne formuły opisujące rodziny cha­
rakterystycznych wielomianów tak ukształtowanych optymalnych układów 
zamkniętych. Omówiono metody parametryzacji takich prototypowych wie­
lomianów przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorów predykcyj-
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nych. Parametryzacja, o której mowa, służy dążeniu do zapewnienia projek­
towanym układom sterowania założonych cech - a więc wymaganego zapasu 
stabilności oraz pożądanego charakteru procesów przejściowych . Rozważania 

tego rozdziału , dotycząc przede wszystkim reguł sterowania w czasie dyskret­
nym, obejmują także analizę asymptotycznych cech układów zamkniętych 
odpowiadających predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie 
ciągłym. 

Tematem rozdziału 4. są właściwości równań Riccatiego oraz Lapunowa 
zdefiniowanych dla modeli związanych z operatorem 8. Sformułowano tu 
lematy dotyczące stabilizujących rozwiązań równań Riccatiego, a także omó­
wiono cechy uogólnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi rów­
naniami . Rozważając wrażliwość dyskretnych równań Riccatiego oraz La­
punowa na zaburzenia elementów macierzowych pęków definiujących takie 
równania, pokazano, że przy dostatecznie małym okresie próbkowania roz­
wiązania równań przyporządkowanych standardowemu operatorowi przesu­
nięcia charakteryzują się znacznie gorszym uwarunkowaniem, a więc i mniej­
szą odpornością na wpływ zaburzeń, w zestawieniu z odpowiednimi równa­
niami wywiedzionymi dla operatora 8. Pokazano też w jaki sposób, korzys­
tając z rozwiązań pewnych pomocniczych równań Lapunowa, ocenić zakres 
niestrukturalizowalnych zaburzeń nominalnego modelu sterowanego obiektu, 
dopuszczalnych ze względu na stabilność układu zamkniętego. 

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy układu zamkniętego, w któ­
rym uogólniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo­
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardową 
macierz rozproszenia oraz łańcuchowe macierze rozproszenia. W następnej 
kolejności wprowadzono cechę tak zwanej J-bezstratności operatora opisu­
jącego dany obiekt, co stanowi podstawę definicji stosownych ]-bezstratnych 
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano właściwości ]-bezstratnych sta­
bilizujących koniugatorów, a także dokonano pewnego uogólnienia definicji 
łańcuchowych macierzy rozproszenia. 

Rozdział 6., ostatni i najobszerniejszy rozdział pracy, poświęcono proble­
mom syntezy dyskretnych układów sterowania oraz estymacji optymalnych 
ze względu na normę 1{00 . Rozważano standardowe zadania formułowane 
dla różnych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogólnionego obiektu, 
koncentrując się przede wszystkim na zadaniach dotyczących łańcuchowych 
macierzy rozproszenia. Podstawę rozwiązania omawianych zadań stanowią 
odpowiednie ]-bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia 
sformułowane w tym rozdziale odnoszą się do problemu istnienia oraz właś­
ciwości rozwiązań dwóch 'sprzężonych' dyskretnych równań Riccatiego po­
danych w postaci stosownej dla operatora ó. W przypadku, w którym model 
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obiektu nie ma zer należących do brzegu obszaru wyznaczonego definicją sta­
bilności liniowych systemów modelowanych za pomocą operatora ó, poszuki­
wane są stabilizujące rozwiązania odpowiednich równań Riccatiego. Gdy 
model obiektu ma takie zera, interesują nas także rozwiązania niestabi­
lizujące stosownych równań Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano 
także analizy podstawowych strukturalnych cech tak uzyskiwanych optymal­
nych regulatorów oraz estymatorów. Wskazano wreszcie na pewien typ os­
obliwych problemów, które - pomimo stosowania reguł modelowania odwołu­
jącego się do operatora ó - mogą charakteryzować się złym numerycznym 
uwarunkowaniem. 

W dodatku A zebrano podstawowe informacje dotyczące uwarunkowa­
nia, oceny względnych błędów, numerycznej stabilności, a także wstecznych 
błędów rozwiązań nieosobliwych zadań liniowych oraz nieosobliwych linio­
wych zadań najmniejszych kwadratów. Dodatek B zawiera spis oznaczeń. 

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy mają analityczne 
ugruntowanie. Prezentacja materiału zasadza się na układzie twierdzeń, 

lematów oraz uwag, czyli podziale odwzorowującym merytoryczną ważkość 
odpowiednich sformułowań. Integralną część pracy stanowią numeryczne 
przykłady, ilustrujące uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszystkie twier­
dzenia oraz lematy są wszakże dowodzone z jednakową szczegółowością. W 
każdym przypadku podano jednak źródło danej tezy, co umożliwia Czytel­
nikowi śledzenie wkładu autora niniejszej pracy w rozwój referowanej tema­
tyki. 

W pracy umieszczono szereg nowych i nigdzie nie publikowanych ele­
mentów. Dotyczy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal­
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnień numerycznego uwarunkowania 
zadania rozmieszczania biegunów, własności oraz syntezy J - bezstratnych 
stabilizujących koniugatorów oraz własności rozszerzonych modeli obiektów 
opisanych łańcuchowymi macierzami rozproszenia. 



Rozdział 6 

Metody przestrzeni 1{00 

Niniejszy rozdział poświęcono problemom syntezy dyskretnych układów ste­
rowania oraz estymacji w przypadku obiektów modelowanych w dziedzinie 
operatora ó, przy czym norma 1{00 występuje tu jako podstawa definicji 
stosownych wskaźników jakości. 

Paradygmat kształtowania charakterystyk liniowych układów ze sprzęże­
niem zwrotnym, wywiedziony z właściwości przestrzeni 1{00 funkcji anali­
tycznych w odpowiednim obszarze oraz zapoczątkowany znaną pracą (Zames 
[483]) , odgrywa wiodącą rolę we współczesnej teorii sterowania, w tym przede 
wszystkim sterowania odpornego. Wskazując na główne przyczynki do roz­
woju metod syntezy odpornych układów sterowania w czasie dyskretnym 
(ą), należy wymienić następujące pozycje: Chen [56], Green i Limebeer 
[153], Gu et al. [157], Hung i Chu [187], Iglesias i Glover [190], Ionescu i 
Weiss [194], Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Liu i Mita [276], Paz i 
Madanić [320], Stoorvogel [386], Takaba i Katayama [429] , Tsai et al. [436] 
oraz Yaesh i Shaked [478] . Fundamentalne znaczenie przypisuje się pracy 
(Stoorvogel [386]), w której pokazano, że (sub)optymalny regulator , reali­
zujący sprzężenie od wyjścia obiektu oraz zapewniający zamkniętemu ukła­
dowi wewnętrzną stabilność przy ograniczonej wartości normy 1{00 stosownej 
funkcji przenoszenia, uzyskuje się po rozwiązaniu dwóch odpowiednio powią­
zanych dyskretnych (ą) równań Riccatiego. Jako standardowy, dyskretny 
algorytm sterowania optymalnego ze względu na normę 1{00 przyjmuje się 
obecnie algorytm, w którym macierz rozproszenia zdefiniowana dla operatora 
q jest modelem sterowanego obiektu (Green i Limebeer [153]). Zastosowanie 
J -bezstratnych faktoryzacji łańcuchowych modeli do syntezy dyskretnych 
(ą) algorytmów sterowania było przedmiotem badań opisanych w (Hung i 
Chu [187], Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Takaba i Katayama [429]). 
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Rozważania, dotyczące modeli z operatorem ó, zaczynamy od prezentacji 
· standardowego zadania syntezy optymalnego regulatora. W zadaniu tym, 
sformułowanym dla macierzy rozproszenia uogólnionego obiektu P podle­
gającego sterowaniu, poszukuje się takiego regulatora K , który zapewnia 
układowi zamkniętemu dobrą określoność , wewnętrzną stabilność, oraz za­
łożone ograniczenie normy 1{00 operatora liniowej frakcyjnej transformacji 
LF(P, K). Odpowiednie twierdzenie o optymalnym regulatorze K opiera 
się na badaniu istnienia oraz właściwości stabilizujących rozwiązań dwóch 
'sprzężonych' dyskretnych (ó) równań Riccatiego. 

W kolejnym podrozdziale pokazano, że formułując standardowy problem 
syntezy regulatora K dla łańcuchowego G oraz dualnego łańcuchowego H 
modelu rozproszenia danego obiektu, ujawniamy nowe możliwości analizy 
strukturalnych cech tak uzyskiwanych rozwiązań, a także wynikające stąd 
systematyczne zasady parametryzacji odpowiednich algorytmów sterowania. 
Zadanie optymalizacji regulatora K ma teraz postać żądania ograniczenia 
normy 1{00 operatora homograficznej transformacji HM ( G, K), lub odpo­
wiednio normy 1{00 operatora dualnej homograficznej transformacji DH M 
(H,K). Podstawą rozwiązania takiego zadania jest J-bezstratna (dualna 
J-bezstratna) faktoryzacja stosownego łańcuchowego modelu rozproszenia 
sterowanego obiektu. Sformułowano szereg twierdzeń odnoszących się do 
wymaganych faktoryzacji w dziedzinie operatora ó. Twierdzenia te mówią 
o istnieniu oraz właściwościach stabilizujących rozwiązań odpowiednich dys­
kretnych równań Riccatiego. Analiza czynników wymienionych J - bezstrat­
nych faktoryzacji stała się podstawą studium struktury algorytmów optymal­
nego sterowania. Tego zakresu dotyczą w szczególności podane wystarcza­
jące warunki istnienia wymiernych regulatorów K o ściśle właściwej postaci. 

Ważne fragmenty niniejszego rozdziału poświęcono syntezie sterowania 
optymalnego ze względu na normę 1{00 w przypadku obiektów, których 
modele mają zera należące do 8Dt:._. Odpowiednie algorytmy zbudowano 
w oparciu o uogólnione J - bezstratne faktoryzacje łańcuchowych macierzy 
rozproszenia takich obiektów. W sformułowanych twierdzeniach głosi się, 

że poszukiwanie wymaganych faktoryzacji jest równoważne rozwiązywaniu 
dwóch dyskretnych równań Riccatiego, przy czym w przypadku pierwszego 
z tych równań zależy nam na rozwiązaniu, które nie jest rozwiązaniem sta­
bilizującym. 

W kolejnym poqrozdziale wykazano w jaki sposób J-bezstratne fakto­
ryzacje łańcuchowych macierzy rozproszenia obiektów dynamicznych wyko­
rzystać przy projektowaniu optymalnych estymatorów stanu. Udowodniono 
także, iż prosty algorytm tak zwanego centralnego estymatora jest niewystar­
czający, gdy model (macierz rozproszenia) niestandardowego obiektu ma zera 
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należące do 8V ti.. 
Ostatni podrozdział poświęcono zagadnieniom, w których - ze względu 

na nieregularność modelu będącego podstawą danego problemu optymali­
zacji - występują osobliwości, sprawiające, że odpowiednie numeryczne zada­
nia syntezy stają się zadaniami źle uwarunkowanymi. 

Wszystkie rozważane równania Riccatiego sformułowano w postaci od­
powiednich uogólnionych, bądź też, gdy jest to niezbędne - rozszerzonych 
uogólnionych zagadnień własnych. Druga z wymienionych sytuacji zachodzi 
w przypadku niestandardowych obiektów z zerami należącymi do 8Vti.. 

Wywody o teoretycznym charakterze są ilustrowane licznymi obliczenio­
wymi przykładami. W tym celu rozwiązano proste zadania projektowania 
regulatorów w oparciu o postulat optymalnego, lecz kompromisowego, kształ­
towania funkcji wrażliwości układu zamkniętego. Podjęto także próbę syn­
tezy odpornego układu sterowania metodą Q-parametryzacji nominalnie 
stabilnego układu zamkniętego, uzyskanego w wyniku zastosowania reguły 
rozmieszczania biegunów. Wskazano na pewną możliwość uproszczenia (ob­
niżenia rzędu) wymaganego Q-parametru przez racjonalne modelowanie 
niepewności dostępnej wiedzy o sterowanym obiekcie. Rozważano zarówno 
obiekty opisane modelami bez zer należących do av li., jak też obiekty, któ­
rych modele charakteryzują się obecnością takich zer. W każdym przypadku 
badano uwarunkowanie stosownych numerycznych algorytmów wyznaczania 
poszukiwanych rozwiązań. 

6.1 Synteza na podstawie modelu rozproszenia 

Rozważmy standardowy problem syntezy regulatora K (sub)optymalnego ze 
względu na normę 1-l,00 , sformułowany dla macierzy rozproszenia uogólnio­
nego obiektu P: IILF(P, K)lloo < ,, , > O. Poniżej podajemy konieczny i 
wystarczający warunek istnienia rozwiązania tego problemu 1-l,00 (Suchomski 
[397, 406]). Sformułowane twierdzenie o ·istnieniu oraz lemat o postaci tego 
rozwiązania stanowią odpowiedniki w dziedzinie operatora 8 klasycznych 
wyników znanych z pracy (Green i Limebeer [153]), por. także (Collins et 
al. [68], Collins i Song [69], Song [372], Suchomski i Kowalczuk [414, 419]). 
Twierdzenie to głosi; że, odpowiedź na pytanie o możliwość syntezy poszuki­
wanego regulatora wymaga badania właściwości stabilizujących rozwiązań 
dwóch dyskretnych równań Riccatiego o parametrach zapisanych zgodnie 
z notacją macierzowych pęków (pomijamy łatwe do uzyskania formuły, w 
których odwołujemy się do notacji rozszerzonych macierzowych pęków). 
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Twierdzenie 6.1 ( o rozwiązaniu standardowego problemu syntezy regula­
tora; Suchomski [397, 406]). Standardowy problem syntezy regulatora K op­
tymalnego ze względu na normę 1-l00 , sformułowany dla uogólnionego obiektu 
P opisanego macierzą rozproszenia P(() E nr,C::+ą) x(r+p) o minimalnej re­

alizacji (A, B, C, D), AE !Rnxn, danej wzorem {5.2), ma rozwiązanie wtedy 
i tylko wtedy, gdy: 

( i) (Ux, Wx) Edom (óRic) oraz X= óRic(Ux, Wx) ~ O, gdzie: 

przy czym: 

L = f>T J'Y D· mr , 

( ii) M22v < O or_az >.(A - BM-1 N) c Vt:.., gdzie: 

M L + t::..BT X B = [ łY!1,J lY!12 ] 
M12 M22 

f.r f>T J'Ji/J + BT X(In + l:::..A) = [ ~: ] 

- rxr - r x , - - - - -1 - T 
przy czym Mu E JR , M12 E JR P, zas M22v = Mu - M12M22 M 12 E 
!Rrxr jest dopełnieniem Schura podmacierzy M22 E JRPXP, a ponadto 
N1 E JRTXn oraz N2 E wxn; 

( iii) (Uz, Wz) Edom (óRic) oraz Z= óRic(Uz, Wz) ~ O, gdzie: 

przy czym L = iJ f/pf;T oraz 

Vi2M22 (N2 - lY!13:{'1iivNv) Vi2M22 M~1 V21 Ip 
Cy - DywM22vNv Dyw V21 Oąxp 
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gdzie C\ E wxn, Ć2 E ]RQXn, zaś Vi2 E wxp oraz Vi1 E JRTXr są czyn-
- 2 -

nikami Cholesky'ego odpowiednich podmacierzy M22 oraz -,- M22''v, 
a ponadto Nv = N1 - M12,!Yfi:} N2 E !Rrxn; 

(iv) M22v < O oraz >{A-ŃM-1 Ć) C Dt:.. , gdzie : 

M A A AT [ Mu M12 ] L+fj.CZC = AT- A 
M12 M22 

fr BJ!PfJT +(In+ fj,_J!)ZĆT 

A A A A A A l A T 
przy czym Mu E w x p , M12 E wx ą, zaś M22v = Mu -M12M22 M12 E 
JRPXP jest dopełnieniem Schura podmacierzy M22 E !Rąxą. • 

Zakładając, że rozwiązanie, o którym mówimy, spełnia założenia twier­
dzenia 6.1, otrzymujemy następujący lemat. 

Lemat 6.1 ( o postaci optymalnego regulatora; Suchomski [406]). Prosty 
(tak zwany centralny} regulator K, optymalny ze względu na normę 1{00 , 

opisany jest modelem: 

<5x(t) Acx(t) + Bcy(t) 

u(t) Ccx(t) + Dcy(t) 

o elementach: 

A A A l A l A A A l A 
A - N2M22 C2 - Bu V12 ( C1 - M12M22 C2) E !Rnxn 

(Ń2 - Bu V12 1 M12)M22,1 E !Rnxą 

Ce = -V12 1 (Ć1 - M12M;,1 ć2) E wxn 
-v-lMA MA -1 E m,pxą 12 12 22 JN.: 

gdzie podmacierze N1 E !Rn x p oraz Ń2 E !Rnxą wynikają z podziału Ń 
[N1 N2 ] E !Rn x (p+ą) . D. 

W opisanej metodzie syntezy sterowania optymalnego ze względu na 
normę 11,00 wykorzystuje się rozwiązania dwóch dyskretnych równań Riccat­
iego, których parametry wyznaczane są w toku niezłożonych ( co jest zaletą 
użytej notacji macierzowych pęków), lecz niestety i niezbyt łatwych do in­
terpretacji przekształc~ algebraicznych. Utrudnia to dyskusję uzyskanych 
wyników oraz komplikuje analizę 'struktury' odpowiednich algorytmów ste­
rowania ( dotyczy to także najprostszych przypadków algorytmów central­
nych). W kolejnych częściach tego rozdziału pokazano, że przyjęcie łańcu­
chowych modeli rozproszenia sterowanego obiektu oraz ich ]-bezstratnych 
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faktoryzacji pozwala na daleko idącą strukturalizację stosownych algoryt­
mów sterowania, ułatwiającą ich analizę oraz parametryzację. 

Przykład 6.1 ( wielokryterialna synteza regulatora (I); Suchomski [397]). 
Obiekt o modelu P8(() E R~xp jest sterowany w układzie zamkniętym (rys. 
6. 1) za pomocą dyskretnoczasowego regulatora K ( () E R1;,xr. Wektor kry­
terialnych zmiennych ma postać z = [ uT yT jT. Postawione zadanie, w 
którym dąży się do ograniczenia wpływu obiektowego zakłócenia w przy 
uwzględnieniu wysiłku sterowania u, sprowadza się zatem do standardowego 
problemu odpowiedniego kształtowania funkcji wrażliwości projektowanego 
układu (1-l 00 mixed sensitivity; zob. np. Green i Limebeer [153], Kwakernaak 
[254], Skogestad i Postlethwaite [363]) 

JJG (()JJ = li Guw(() li = li K((). (Ir - P8((). K(())-1 li < I 
zw 00 Gyw(() (Ir - P8(() · K(())- 1 . 

00 00 

Model uogólnionego obiektu, w którym q = r oraz m = p + r, dany jest 
wzorem 

. [ [ Opxr ] 
P(() = Ir 

Ir 

z 

• • : .-----, w : 

ci K(() ~ P,(() Pt 
Rys. 6.1. Przykład 6.1. Strukturalny schemat układu sterowania. 

Rozważmy prosty przykład układu z niestabilnym oraz nieminimalnofa­
zowym obiektem SISO opisanym następującym modelem czasu ciągłego 

Na rys. 6.2 przedstawiono wskaźniki uwarunkowania rozwiązań odpowied­
nich równań Riccatiego, uzyskane dla , = 6.5. Mamy do czynienia ze 
standardowym obiektem, zatem dla dostatecznie małych wartości okresu 
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próbkowania uwidacznia się wyraźna przewaga podejścia, w którym wyko­
rzystuje się modele związane z operatorem ó. Dodatkową charakterystykę 
wrażliwości rozważanych równań Riccatiego stanowią wykresy dane na rys. 
6.3 . Pokazano na nich następująco zdefiniowaną funkcję błędu rozwiązania 
danego równania Riccatiego: E = IIX - XIIF/IIXIIF, przy czym X ozna­
cza 'dokładne' rozwiązanie, zaś X jest rozwiązaniem przyporządkowanym 
modelowi o elementach reprezentowanych z mniejszą numeryczną precyzją. 
Wykresy pokazane na rys. 6.3a dotyczą zmiennoprzecinkowej reprezentacji 
o ośmiu znaczących cyfrach dziesiętnych, z kolei wykresy przedstawione na 
rys. 6.3b opisują rozwiązania, które odpowiadają modelom danym z sześcio­
cyfrową precyzją. 

- rozwiązanie X 
-- rozwiązanie Z 

101 r-- --- -_-_- _-_-_-_-_-_-_-_-_-__ -_-_- _,_ __ -J 

L-. [s] 

10-3 

Rys. 6.2. Przykład 6.1. Wskaźniki uwarunkowania równań Riccatiego. 

Postulat skutecznego tłumienia wpływu zakłóceń w z reguły nie daje 
się pogodzić z żądaniem istotnego ograniczenia wysiłku sterowania u (por. 
Doyle et al. (94], Has~ibi et al. (169], Helton i Merino (170]). Stosowne 
zadanie wielokryterialnej optymalizacji regulatora ( optymalizacji w sensie 
Pareto) można sformułować dla funkcji celu zdefiniowanej jako odpowied­
nio sparametryzowana wypukła kombinacja norm obu rozważanych funkcji 
wrażliwości IIGuw(()ll oo oraz IIGyw(()lloo (Suchomski (395]). D 
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10-4 

10-6 

10""" 

operator q 

10-3 
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(a) 
operator q (b) 

- rozwiązanie X 
- - rozwiązanie Z 

10-8 - rozwią?anie X 

L'. [s] 
- - rozwią?an ie Z 

t.[s) 

1 o·2 1 o-1 10""" 1 o-3 1 o-2 1 o-1 

Rys. 6.3. Przykład 6.1. Funkcje błędu rozwiązań równań Riccatiego: a) modele o 
ośmiocyfrowej reprezentacji, b) modele o sześciocyfrowej reprezentacji. 

6.2 Łańcuchowe macierze rozproszenia jako pod­
stawa syntezy 

Podstawą omawianej metody syntezy układów optymalnych ze względu na 
normę 1-{00 są ]-bezstratne faktoryzacje łańcuchowych macierzy rozprosze­
nia odpowiednich uogólnionych obiektów. Obiekty takie w każdym przy­
padku zdeterminowane są specyfiką konkretnego problemu sterowania. 

Niech funkcja G(() E 'R..C~+r) x(p+r) będzie łańcuchową, zaś H(() E 

'R..C~+ą} x(m+r) dualną łańcuchową macierzą rozproszenia danego uogólnio­
nego obiektu P. Standardowy problem syntezy regulatora K optymalnego ze 
względu na normę 1-l00 formułuje się w postaci żądania, aby IIH M ( G, K) lloo < 
,, lub odpowiednio IIDHM(H, K)lloo <,,gdzie 1 > O jest parametrem pro­
jektu. Idea przedstawianego podejścia w dziedzinie operatora 8 jest zgodna 
z klasycznymi rozwiązaniami, w których stosuje się opis obiektu w postaci 
łańcuchowych macierzy rozproszenia (Devilde i Dym [87], Genin [130], Green 
[151], Green et al. [152], Kimura [221, 224, 225], Kimura i Okunishi [227], 
Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Lee et al. [270], Suchomski [389]-[391], 
Tsai i Postlethwaite [432], Tsai i Tsai [433]-[435], Tsai et al. [436]). 

Załóżmy zatem, że dla danej łańcuchowej macierzy rozproszenia G ( () E 

'R..C~+r) x(p+r) istnieje jej (Jmr, lpr)-bezstratna faktoryzacja G(() = 8(() · 
II((). Elementy K E 'R.j,xr zbioru wszystkich regulatorów, dla których za­
chodzi IIHM(G,K)lloo < 1, mają postać 
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gdzie <I>(() E BHJ/;{;r jest dowolną funkcją (parametrem) . W tym przypadku 
HM(G ,K) = HM(0II,HM(II-1 , <I>)) = HM(0,<I>) - a zatem wymagamy 
teraz, aby spełniona była nierówność IIHM(0, <I>)lloo < 1. Podobne rozu­
mowanie dotyczy sytuacji, w której dla dualnej łańcuchowej macierzy roz­
proszenia H(() E R,C~+ą) x (m+r) istnieje jej dualna (Jmą , Jmr)-bezstratna 
faktoryzacja H(() = O(() • w(() . Elementy K E R"{;x ą zbioru wszystkich 
regulatorów, dla których IIDHM(H,K)ll oo < 1, mają postać 

K(() = DHM(0(()-1 , <I>(()) 

gdzie dowolna funkcja <I>(() E B1i~xą pełni rolę parametru. Zachodzi teraz 
DHM(H, K) = DHM(Ow , DHM(n-1 ,<1>) = DHM(w,<P), co oznacza, że 
żądamy, aby obowiązywała nierówność IIDHM(w, <I>)lloo < 1. Rozwiazania, 
w których zakłada się zerową wartość parametru projektu, odpowiednio <I>= 
Op x r oraz <I> = Omx ą , nazywane są rozwiązaniami centralnymi. 

Opisane podejście, w którym stosuje się wymienione ]-bezstratne fak­
toryzacje odpowiednich łańcuchowych macierzy rozproszenia, pozwala na 
ujawnienie strukturalnych cech uzyskiwanych rozwiązań (rys. 6.4) , a także 
ułatwia ich parametryzację ( dobór czynnika <I>) . 

~ -~G(c;) : ~ -~K(i;) : 

~ e<ś> ~ n<ś> I'! ~ ! ,ln<śr'~ ©<S> I 
L ___________ , 1 __ __ _______ 1 

a) 

~ K(c;) : ~ H(i;) : 

! I ©(Sł Hncsr' I, ! ~ ! •1 n<s> H q,<s> ~ 
L ___________ , 1 __ __ __ ___ _ _ 1 

b) 

Rys. 6.4. Strukturalne cechy układu z uogólnionym obiektem opisanym: a) 
łańcuchową macierzą rozproszenia, b) dualną łańcuchową macierzą rozproszenia. 
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6.2.1 ]-bezstratne względnie pierwsze faktoryzacje 

W niniejszym podrozdziale rozważa się podstawowe twierdzenia o względnie 
pierwszych J-bezstratnych faktoryzacjach stosownych łańcuchowych macie­
rzy rozproszenia. Twierdzenia te dotyczą rozwiązań odpowiednich dyskret­
nych równań Riccatiego w dziedzinie operatora ó i opierają się na postula­
tach istnienia stabilizujących rozwiązań, charakteryzujących się pewnymi do­
datkowymi właściwościami. W szkicowy sposób dowodzi się tylko pierwszego 
z czterech kolejnych twierdzeń, dowody pozostałych twierdzeń przebiegają 
w podobny sposób. 

Twierdzenie 6.2 (o prawostronnej względnie pierwszej faktoryzacji (I); 
Suchomski [400]). Niech (A, B, C, D), gdzie A E JRnxn, będzie minimalną 

realizacją funkcji G(() E R.C~+r)x(p+r). Zakłada się, że realizacja ta nie 

ma zer należących do 8D t:,,.. Prawostronna względnie pierwsza faktoryzacja 

G(() = N(() · M(()-1 tej funkcji, taka że M(() E R1-l~+r)x(p+r), zaś 
N(() E R1-l~+r)x(p+r) jest (Jmr, Jpr)-bezstratną funkcją, istnieje wtedy i 

tylko wtedy, gdy: 

( i) (Ux, Wx) Edom (6Ric) oraz X= óRic(Ux, Wx) 2: O, gdzie: 

A-Bs- 1nrJ c x mr 

cT Jmr(Jmr - ns;1 DT)JmrC 

Bs- 1Br 
X 

DT JmrD; 

(ii) istnieje taka nieosobliwa macierz Mx E JR(P+r)x(p+r), że 

Czynniki tej faktoryzacji opisane są wzorem 

w którym Fx E JR(P+r)xn oraz: 

Un + f:i.Rxx)- 1(Px - RxX) 

-(Sx + f:i.BTXB)- 1(DT JmrC + BTX(In + f:i.A)). 
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Dowód. Przyjęta realizacja funkcji M(() oraz N(() jest zgodna z po­
daną w rozdziale 1. ogólną postacią czynników prawostronnej względnie 
pierwszej faktoryzacji. Macierze Fx oraz Mx należy dobrać w taki spo­
sób, aby czynnik N ( () był funkcją ( lmr , lpr )-bezstratną . Odpowiednie 
wymagania czerpiemy z lematu 5.3. Macierz X E !Rnxn spełnia równanie 
(A+BFxf X +X(A+BFx)+'6.(A+BFx)T X(A+BFx)+(C+DFx f lmr(C+ 
DFx) = 0n xn· Równanie to należy przekształcić do formy stosownego równa­
nia Riccatiego (zauważmy, że macierz Fx zależy od X) . W tym celu bierzemy 

. równość A+BFx = A-B(Ip+r+'6.S;1BTXB)- 1S; 1 (DT lmrC+BTX(In+ 
'6.A) ). Korzystając z lematu o odwracaniu macierzy, wyznaczamy odwrot­
ność (Ip+r + ó.S;1BTXB)-1 = Ip+r - ó.S; 1BTX(In + ó.BS;1iFX)B , co 
prowadzi do zależności A+ BFx =(In+ 6.RxX)- 1 (Px - RxX). Na tej pod­
stawie, w oparciu o formuły podane w podrozdziale 4 .1, otrzymujemy parę 
macierzy (Ux, Wx) związanych z badanym równaniem Riccatiego. O 

Twierdzenie 6.3 ( o lewostronnej względnie pierwszej faktoryzacji (I); Su­
chomski [400]). Niech (A, B, C, D) , gdzie AE !Rnxn, będzie minimalną re­

alizacją funkcji H(() E ni:t+ą) x (m+r). Zakłada się, że realizacja ta nie 
ma zer należących do 8D ti.. Lewostronna względnie pierwsza faktoryzacja 
H(() = M(()-1 · IV(() tej funkcji, taka że M(() E RHC::+ą) x(m+ą), zaś 
IV(() E R1-lt+ą) x (m+r) jest dualną (Jmq, lmr )-bezstratną funkcją, istnieje 
wtedy i tylko wtedy, gdy: 

(i) (Uy, Wy) Edom (8Ric) oraz Y = 8Ric(Uy, Wy) 2: O, gdzie: 

Ar-crs-1n1 Br y mr 

-Blmr(lmr - DTS:;1D)lmrBT 

-crs-1c 
y 

DlmrDT; 

(ii) istnieje taka nieosobliw(), macierz My E JR(m+ą) x (m+ą), że 

Czynniki tej faktoryzacji opisane są wzorem 
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w którym Hy E llłnx(m+ą) oraz: 

(P{ - Y Ry)(In + .6.Y Ry)-1 

-(BJmrDT - (In+ .6.A)YCT)(Sy - .6.CYCT)-l . O 

Twierdzenie 6.4 ( o prawostronnej względnie pierwszej faktoryzacji (II); 
Suchomski [400]). Niech (A, B, C, D), gdzie A E llłnxn, będzie minimalną 

realizacją funkcji H(() E R.C~+ą)x(m+r). Zakłada się, że realizacja ta nie 

ma zer należących do 81) b.. Prawostronna względnie pierwsza faktoryzacja 
H(() = N(() · M(()- 1 tej funkcji, taka że N(() E R1i~+ą) x(m+r) , zaś 
M(() E 'R1i~+r) x(m+r) jest lmr-bezstratną funkcją, istnieje wtedy i tylko 

wtedy, gdy: 

( i) (Uz, Wz) Edom (óRic) oraz Z= óRic(Uz, Wz) ~ O, gdzie: 

( ii) istnieje taka nieosobliwa macierz Mz E ]]ł(m+r) x (m+r), że 

Czynniki tej.faktoryzacji opisane są wzorem 

w którym Fz E lJł(m+r)xn oraz: 

Un + .6.Rzz)-1(Pz - RzZ) 

-(Jmr + .6.BTZB)-lBTZ(In + .6.A). • 

Twierdzenie 6.5 ( o lewostronnej względnie pierwszej faktoryzacji (II); 
Suchomski [400]). Niech (A, B, C, D) , gdzie A E llłnxn, będzie minimalną 

realizacją funkcji G(() E RL~+r) x(p+r). Zakłada się, że realizacja ta nie ma 

zer należących do 81) b.. Lewostronna względnie pierwsza faktoryzacja G ( () = 
M(()-1 · N(() tej funkcji, taka że N(() E R1i~+r) x(p+r) , zaś M(() E 

R1i~+r) x (m+r) jest dualną lmr-bezstratną funkcją, istnieje wtedy i tylko 

wtedy, gdy: 
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( i) (Uz, Wz) Edom (8Ric) oraz Z= 8Ric(Uz, Wz) 2:'. O, gdzie: 

(ii) istnieje taka nieosobliwa macierz M z E JR( m+r) x ( m+r), że 

Czynniki tej faktoryzacji opisane są wzorem 

w którym Hz E lRnx(m+r) oraz: 

(P; - ZRz)(In + łi.ZRz)- 1 

(In+ łi.A)ZCT(Jmr - ti.czcT)-1. • 

Uwaga 6.1 (Suchomski). Z lematu 5.10 wynika, że w sytuacji, o 
której mówi twierdzenie 6.4, jako funkcję M(() E RHt;:+r)x(m+r) wystar­
czy przyjąć stabilizujący lmr-bezstratny prawostronny koniugator dla pary 
(A, B) wyznaczonej realizacją funkcji H(() E n_ct:;,+ą)x(m+r) . Rozumując 
w podobny sposób, na podstawie lematu 5.11 wnioskujemy, że w twierdzeniu 
6 .5 jako funkcję M(() E RHt;:+r)x(m+r) można wziąć stabilizujący dualny 
lmr-bezstratny lewostronny koniugator dla pary (A, C) odpowiadającej za­
łożonej realizacji funkcji G(() E n_ct:;,+r) x (p+r). • 

Prześledźmy teraz w jaki sposób wykorzystać powyższe twierdzenia do 
wyznaczania żądanych J - bezstratnych faktoryzacji danych łańcuchowych 
macierzy rozproszenia. W tym celu rozważymy dwa podejścia, w których 
odwołujemy się do odpowiednio zdefiniowanych dwuetapowych względnie 
pierwszych faktoryzacji (Suchomski [389]-[391], [396, 399, 400]). Pierw­
sze podejście jest bardziej 'naturalne' i polega na dwuetapowej faktoryzacji 
wykonywanej w taki sposób, że faktoryzacja stanowiąca treść drugiego etapu 
dotyczy odwrotności macierzowego czynnika uzyskanego w etapie pierwszym. 
Drugie z omawianych :podejść jest bardziej efektywne, lecz wymaga sfor­
mułowania pomocniczych lematów. Podejście takie stanowi podstawę algo­
rytmów syntezy opisanych w dalszych fragmentach tego rozdziału. Istotnym 
wynikiem prezentowanych rozważań są również końcowe wnioski, odnoszące 
się do strukturalnych cech odpowiednich układów zamkniętych. 
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Metoda XY 

Załóżmy, że funkcja M(() E R'H~+r) x (p+r), pozyskana w wyniku zastosowa­
nia twierdzenia 6.2 o prawostronnej względnie pierwszej faktoryzacji do funk­
cji G(() E R[_<t;:+r) x(p+r), ma odpowiednią lewostronną względnie pierwszą 
faktoryzację opisaną w twierdzeniu 6. 3. Zgodnie z tym, co głosi to twierdze-

- 1 - ~ (p+r) x (p+r) nie, mamy zatem M(() = M(()- · N(() , gdzie M(() E R'H 00 , zaś 

N(() E R'H~+r) x (p+r) jest dualną Jpr-bezstratną funkcją. Ponadto 

[ M(() N(() ] = [ A+ (B + Hy)Fx Hy (B + Hy)Mx ] 
MyFx My My Mx 

gdzie Ilłn x (p+r) 3 Hy = (In+,6.A)YF'[(Sy-,6.FxYF'[)- 1-B , zaś nieosobliwa 
macierz My E Ilł(p+r) x (p+r) spełnia równanie My(Sy - ,6.FxY F'[)M; = lpr, 

Przy czym S = M J MT E Ilł(p+r) x (p+r) Rozwiązanie Y = 8Ric(U W) y X pr X • y, Y 

odpowiada teraz równaniu Riccatiego skojarzonemu z parą macierzy (Uy, Wy) 
E dom(8Ric) o następujących elementach: Py = Ar, Qy = On xn oraz 
Ry = -F'[ S:;; 1 Fx. 

Ze względu na cel, który sobie stawiamy, podstawowe znaczenie mają 
cechy czynników odwrotności M(()-1 = N(()-1 · M((). Stosując uprosz­
czoną notację, dla N mamy N = Fdc(S), gdzie S E R~+r) x (r+p) jest 
pewną dualną bezstratną funkcją. Teraz fe- 1 = Fc(S) = Fc((s~)-1 ) , 

co oznacza, że fe- 1 jest Jpr-bezstratną funkcją. Ponieważ iloczyn funk­
cji J -bezstratnych jest funkcją ]-bezstratną, zatem czynniki poszukiwanej 
(Jmr, Jpr)-bezstratnej faktoryzacji funkcji G(() przyjmują postać: 0(() = 
N(() • N(()-1 E R.C~+r) x (p+r) oraz II(() = M(() E 9'Hf;tr. Regulator 
uzyskany w oparciu o tę faktoryzację opisany jest przeto formulą K(() = 
H M(M(()-1 , <I>(()), <I>(() E B'H~r (por. rys. 6.5a). 

Rozwiązanie X 2: O, skojarzone z pierwszą wykonaną faktoryzacją, speł- _ 
nia równanie Riccatiego AT X +XA+,6.AT XA-(eT lmrD+(In+,6.AT)XB) 

(Sx + ,6.BTXB)-1 (DT Imre+ BTX(In + ,6.A)) + er lmrC = On xn· Ponie­
waż Sx + ,6.BTXB = (MxlprM'[)- 1 = s:;;1, zatem Ry =-(ATX+ XA + 
,6.ATXA + er Imre). Powyższe rozumowanie jest podstawą następującego 
pomocniczego lematu. 

Lemat 6.2 (o lewostronnej względnie pierwszej faktoryzacji w metodzie 
XY; Suchomski [400]). Niech M(() E R'H~+r) x (p+r) wynika z twierdze­
nia 6.2 o prawostronnej względnie pierwszej faktoryzacji zastosowanego do 

funkcji G(() E R.C~+r) x (p+r). Lewostronna względnie pierwsza faktory­

zacja M(() = M(()-1 · N((), gdzie M(() E R'H~+r) x (p+r), zaś N(() E 
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R1-l~+r) x(p+r) jest dualną Jpr-bezstratnąfunkcją, istnieje wtedy i tylko wtedy, 
gdy: 

( i) (Uy, W y) Edom (8Ric) oraz Y = 8Ric(Uy, Wy) ~ O, gdzie : 

Py = AT, Qy = On xn, Ry = -(ATX +XA+~ATXA+CT lmrC); 

(ii) istnieje taka nieosobliwa macierz My E JR(p+r)x(p+r), że 

My(Sy - ~FxYF;)M'{ = Jpr 

gdzie S = M J MT E ]R(P+r) x (p+r) y xpr x · 

Pon.adto obowiązują wzory: 

gdzie: 

Metoda YX 

Analogiczne wyniki uzyskuje się, stosując do funkcji H(() E nd:;,+ą)x(m+r) 
kolejno twierdzenia 6. 3 oraz 6. 2. W ten sposób dostajemy prawostronną 
względnie pierwszą faktoryzację M(() = N(() · M(()-1 funkcji .M(() E 
R1-lk::-+ą) x(m+ą) , która pochodzi z lewostronnej względnie pierwszej fakto­
ryzacji wykonanej we wstępnym etapie rozważanej metody Y X , przy czym 
M(() E R1-lk::-+ą) x(m+ą), zaś N(() E R1-lk::-+ą) x(m+ą) jest lmą-bezstratną 
funkcją. Zachodzi przy tym 

[
M(() __ · ]-[A+Hy(C+Fx) HyMx ] 
N((} - Fx Mx 

My(C + Fx) MyMx 

gdzie !Rn x (m+ą) 3 Fx = -(Sx + ~Hf X Hy)- 1 Hf X(In + ~A) - C, zaś nie­

osobliwa macierz M x E JR(m+ą)x(m+ą) spełnia równanie M'[(Sx+~Hf XHy) 
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' .--~ G(ć;) .--~ I I ~~K (ć;) : fR Nl,;J ~N<i;r'~ M<i;J l' i : i,IM<i;r'~ <D(i;J I i 
----------------~ L __________ ~ 

a) 

i K(ć;) : 

i I <I) ri;i ~ Mri;r'I, ! 
L ___________ , 

r----------------7 

I ~----. H(ć;) ~~ I 

~ :·1 M(i;) ~N(i;r'~ Nri;J ~ 
I _________________ I 

b) 

Rys. 6.5. Struktura układu z uogólnionym obiektem reprezentowanym przez: a) 
łańcuchową macierz rozproszenia, b) dualną łańcuchow macierz rozproszenia. 

M = J w którym S = MT J M E JR.(m+ą)x(m+ą) Rozwiązanie x mq, x y mq y · 

X = óRic(Ux, Wx) odpowiada teraz równaniu Riccatiego związanemu z 
parą macierzy (Ux, Wx) E dom (óRic) o następujących elementach: Px = 
A, Qx = On xn oraz R x = HyS; 1 H'{;. Czynniki poszukiwanej dualnej 
(Jmą, lmr )-bezstratnej faktoryzacji funkcji H(() mają postać: O(() = M(() 
E 91i~+q oraz '11(() = N(()-1 · N(() E R.C~+ą) x(m+r) . Odpowiedni regu­
lator opisany jest zatem formułą K ( () = DH M ( M ( o-1 , <P ( ()), <P ( () E 

B1i~x ą (por. rys. 6.5b) . Otrzymujemy w ten sposób kolejny pomocniczy 
lemat. 

Lemat 6.3 ( o prawostronnej względnie pierwszej faktoryzacji w metodzie 
YX; Suchomski [400]). Niech M(() E R1i~+ą)x(m+ą) wynika z twier­
dzenia 6.3 o lewostronnej względnie pierwszej faktoryzacji zastosowanego do 

funkcji H(() E R.C~+ą)x(m+r) . Prawostronna względnie pierwsza faktory­

zacja M(() = N(() • M(()-1, gdzie M(() E R1i~+ą) x (m+ą), zaś N(() E 

· R1i~+ą)x(m+ą) jest lmq-bezstratną funkcją, istnieje wtedy i tylko wtedy, 

gdy: 

( i) (Ux, Wx) Edom (óRic) oraz X= óRic(Ux, Wx) ~ O, gdzie : 
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(ii) istnieje taka nieosobliwa macierz Mx E JR(m+ą) x (m+ą) , że 

M'[(Sx + t::.H[ XHy,)Mx = Jmą 

gdzie Sx = M'J' JmqMy E ]R(m+ą) x (m+ą). 

Ponadto obowiązują wzory: 

[ M(() ] 
N(() 

191 

( ) -1 _ [ A I HyM;; 1 ] 
N ( - , -M-1S M-1 M-1 

• X X X , Y 

gdzie: 

S = -(S + t::.HTXH )-1HTX(I + !:::.A) E JR(m+ą) xn O X X yyy n • 

- Przechodząc do ostatniej części tego podrozdziału, zakładamy, że dla 
danej funkcji G(() E n,d:+r) x(p+r) istnieje lewostronna względnie pierw­
sza faktoryzacja G(() = M(()-1 · N(() o cechach opisanych w twierdzeniu 
6.5. Oznacza to, że N(() E R1lC::,+r) x (p+r) , zaś M{() E R1lC::,+r) x (m+r) 

jest dualną Jmr-bezstratną funkcją ( w uwadze 6.1 wskazano na związek 
omawianej faktoryzacji z istnieniem odpowiedniego stabilizującego koniu­
gatora). Rozważmy relacje między parą (Uy, Wy) z drugiego etapu me­
tody XY oraz parą (Uz, Wz) występującą w twierdzeniu 6.5. Analizując 

postać macierzy wymienionych par, stwierdzamy, że obowiązuje . równość 

(Uy , Wy)= (M1UzMr, M1WzMr), w której 

M [ In 
l-
.- On x n 

M _ [ In X] 
r - On x n In · 

Zauważmy, że nieosobliwe macierze M1 E JR2n x 2n oraz Mr E JR.2n x 2n tej 
relacji uogólnionego podobieństwa (M1 =/= Mr-I przy!:::. > O) zależą od rozwią­
zania X z pierwszego etapu metody XY. Ponadto, widoczna jest j awna za­
leżność macierzy M1 od okresu próbkowania !:::.. Mamy tu zatem do czynienia 
z sytuacją znacznie bardziej złożoną w stosunku_ do tej, która odpowiada 
analogicznemu zadaniu sformułowanemu dla modeli czasu ciągłego. Relacja 
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podobieństwa łączy natomiast uogólnione macierze Hamiltona przyporząd­
kowane omawianym parom macierzy: wy- 1Uy = Mr- 1 (wz- 1Uz)Mr. Oznacza 
to, między innymi , że >.(Uy, Wy) = >.(Uz, Wz). Na tej podstawie stwier­
dzamy, że w przypadku, w którym (Uz, Wz) Edom (JRic), Z= óRic(Uz , Wz) 
2'. O, !Rnxn 3 X= xr 2'. O oraz In - X Z> O, wtedy (Uy, Wy) Edom (JRic), 
Y = JRic(Uy, Wy) oraz Y = Z(In - Xz)- 1 . 

Nietrudno wywieść analogiczne wnioski o prawostronnej względnie pierw­
szej faktoryzacji funkcji H(() E R.l~+ą) x(m+r) (por. uwaga 6.1). W tym 
przypadku, zgodnie z twierdzeniem 6.4, mamy (Ux, Wx) = (M1UzMr, M1Wz 
Mr), gdzie: 

M [ In z-- On xn 
-(In+ 6A)Y] 

In ' 
M _ [ In Y ] 

r - On xn In 

przy czym para (Ux, Wx) obejmuje teraz macierze pojawiające się w drugim 
etapie metody YX. Odpowiednie wymagania mają postać: Z = JRic(Uz, 
Wz) 2'. O oraz In - YZ > O. 

Z powyższych ustaleń wynika, że metody XY oraz Y X można sprowadzić 
do równoważnych odpowiednich metod X Z oraz Y Z (por. Ionescu i Weiss 
[194], Walker [457]). Właśnie owe (algorytmicznie prostsze) metody uczy­
niono podstawą 'użytkowych' twierdzeń podanych w następnym podroz­
dziale. 

Pokażemy, że w przypadku metody Z spełnienie warunku Z = JRic(Uz, 
Wz) 2'. O zapewnia istnienie takiej nieosobliwej macierzy Mz E JR(m+r) x(m+r) , 
że Mz(Jmr - 6CZCT)M'[ = Jmr· Zauważmy, że dla metody syntezy 
odpowiedniego regulatora czasu ciągłego analogiczny problem nie wystę­
puje (por. Kimura [225]). Ze wzoru ( 4. 7) wynika, że Z spełnia równanie 
z = (In + 6A)(In - 6ZCT Jmrc)- 1 Z(In + 6AT). Ponieważ z 2'. o, 
zatem (In - 6ZCT JmrC)- 1 Z 2'. O (zakładamy, że A jest macierzą regu­
larną). Symetryczna macierz (In - 6ZCT JmrC)- 1 musi być macierzą do­
datnio określoną. Przypuśćmy bowiem, że >. < O jest wartością własną 
tej macierzy, a x E !Rn oznacza odpowiedni lewy wektor własny. Wtedy 
xT(In-6ZCT JmrC)- 1 Zx = >.xT Zx < O, co jest niezgodne z wcześniejszymi 
ustaleniami. Równość xT Zx = O odrzucamy bowiem, jako równoważną 
równości Zx = On przeczącej przyjętemu założeniu >. < O. Na tej pod­
stawie wnioskujemy, że 6C'f CzZ < In+ 6C'JiCwZ, gdzie Cz E ]RmXn oraz 
Cw E !Rrxn są podmacierzami macierzy C = [ C; C'Ji ] E JR(m+r)xn. Za­
łóżmy teraz, że macierz Mz ma blokową trójkątną strukturę 

Mz = [ Mzn Mz12 ] 
Orxm Mz22 
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o podziale (m+r) X (m+r). Macierz Mz22 E Ilłrxr spełnia równanie M z22 Ur+ 
b.CwZC'{;)M;22 = Ir , co przy Z 2: O oznacza, że rozwiązanie Mz22 > O zaw­
sze istnieje i może być wyznaczone przez faktoryzację Cholesky'ego. Macierz 
Mzu E Ilłmxm spełnia równanie Mzu (Im -t::.CzZ(In+t::.C'/;CwZ)-1C;)M;11 

= Im , wynikające z lematu o odwracaniu macierzy. Rozwiązanie Mzn > O 
istnieje, jeżeli b.CzZ(In +t::.C'/;Cwz)-1C; < Im, co z kolei jest konsekwencją 
już poczynionych ustaleń. Po wyznaczeniu metodą Cholesky'ego macierzy 
Mzu, obliczamy Mz12 = -b.MznCzZC'{;M'fi2M z22· 

6.2.2 Metoda uogólnionego zagadnienia własnego 

W niniejszym podrozdziale przedstawiono dwa twierdzenia o ]-bezstratnych 
faktoryzacjach funkcji przenoszenia obiektów o standardowych modelach. 
Konieczne i wystarczające warunki takich faktoryzacji, wynikające z rozwa­
żań przeprowadzonych w poprzednim podrozdziale, sformułowano w oparciu 
o odpowiednie uogólnione zagadnienia własne . Twierdzenia te opatrzono 
komentarzami o postaci stosownych algorytmów sterowania. Teoretyczne 
rozważania zilustrowano dwoma numerycznymi przykładami . W pierwszym 
z nich przywołuje się problem wielokryterialnej optymalizacji prostego regu­
latora. Drugi przykład jest bardziej złożony i dotyczy syntezy odpornego . 
regulatora metodą rozmieszczania biegunów. 

Twierdzenie 6.6 ( o ]-bezstratnej faktoryzacji (I); Suchomski [406]). 
Niech (A, B, C, D), gdzie A E Ilłnxn, będzie minimalną realizacją funkcji 

G(() E nc,C::;,+r)x(p+r). Zakłada się, że realizacja ta nie ma zer należących 
do 8'D t:,. . (Jmr, Jpr )- bezstratna faktoryzacja G ( () = 8 ( () · TI ( () tej funkcji 
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

( i) (Ux, Wx) Edom (óRic) oraz X= óRic(Ux, Wx) 2: O, gdzie: 

A - Bs; 1 DT lmrC 

cT lmr(Jmr - DS; 1 DT)JmrC 

Bs- 1BT 
X 

DT lmrD; 

( ii) (Ux, Wx) E doni (bRic) oraz X = bRic(Ux, Wx) 2: O, gdzie: 

(iii) !IXX!l2<1; 
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( iv) istnieje taka nieosobliwa macierz Mx E IR.(p+r) x (p+r) , że 

Unimodularny czynnik II(() E Q1--l'f;t ma postać 

-1 [ A+ HxC 
II(()= Nxx Fx(In - XX) 

gdzie: 

-s;1 (DT JmrC + ET(In + f).XRx)- 1 X(In + f).Px)) 

-(Sx + f).ETXB)- 1(DT JmrC + ETX(In + !).A)) 
- - -1 T 

(In+ f).A)X(In + f).RxX) C Jmr 

(In+ f).A)XCT(Jmr -1:lCXCT)-l 

B+HxD 

zaś Nxx E IR.(p+r) x (p+r) jest pewną nieosobliwą macierzą, spełniającą rów­
nanie 

T T - T -1 T - -1 Nxx(D (Jmr - f).CXC ) D + !).Ex X(In - XX) Bx)Nxx = Jpr. • 

Twierdzenie 6. 7 ( o dualnej J -bezstratnej faktoryzacji (I); Suchomski 
[406]). Niech (A, B, C, D), gdzie A E IR.n xn, będzie minimalną realizacją 

funkcji H(() E R.C~+ą) x (m+r) . Zakłada się, że realizacja ta nie ma zer 

należących do fJDe:,. Dualna (Jmq, Jmr)-bezstratna faktoryzacja H(() 
O(()• w(() tej funkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

(i) (Uy, Wy) E dom(6Ric) oraz Y = óRic(Uy, Wy)~ O, gdzie: 

AT -cTs- 1nJ ET y mr 

-EJmr(Jmr - DTs; 1 D)JmrET 

-cTs-1c y 

DJmrDT; 

(ii) (Ug, Wg) Edom (8Ric) oraz Y = 6Ric(Ug, Wg)~ O, gdzie: 

(iii) IIYYll2 < l; 
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( iv) istnieje taka nieosobliwa macierz My E JR(m+ą)x(m+ą), że 

Unimodularny czynnik O(() E <;}1-{~+ą ma postać 

O(()= [ A+ BFy I (In - YY)-l Hy ] N-_l 
-Cy Im+ą yy 

gdzie: 

-(BJmrDT - (In+ .6.P{)Y(In + .6.RyY)-1CT)s; 1 

-(BJmrDT - (In+ .6.A)YCT)(Sy - .6.CYCT)-l 
T - -l -

-JmrB (In+ .6.Y Ry) Y(In + .6.A) 

-(Jmr + .6.BTY B)-lBTY(In + .6.A) 

C+DFy 

zaś Nyy E JR(m+ą)x(m+ą) jest pewną nieosobliwą macierzą, spełniającą rów­
nanie 

r- -1 T - -1 T T Nyy(D(Jmr + .6.B YB) D - .6.Cy(In - YY) YCY )Nyy = lmą. • 

Uwaga 6.2 (Suchomski). Niech Xą, Xą , Yą oraz Yą oznaczają roz­
wiązania stosownych dyskretnych równań Riccatiego, sformułowanych dla 
modeli odwołujących się do standardowego operatora q. Zachodzi (por. pod­
rozdział 4 .1): 

(Rl) X= .6. · Xą, Y = .6. · Yą 
(R2) X= .6.- 1 . Xą, Y = .6.- 1 . Yą. 

Gdy spełnione są założenia twierdzenia 6. 6 oraz 6.1, macierze Fx E 
]R(p+r)xn H - E ]Rnx(m+r) H E ]Rnx(m+ą) oraz F- E ]R(m+r)xn żapew-

, X > y y 

niają stabilność odpowiednich macierzy: A+ BFx , A+ Hi;C , A+ HyC oraz 
A+BFy. 

Z lematu 4. 1 wynika, że w przypadku regularnej macierzy A: 

Dla stabilnej macierzy A mamy X= On xn oraz Y = On xn, co w konsekwencji 
prowadzi do: Hx = On x(m+r), Ex= B, Nxx = Mx, Fy = O(m+r) xn, Cy= C 
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oraz Nyg = My. Na tej podstawie łatwo jest wyznaczyć uproszczone postacie 
czynników IT(() oraz O(() , a także ich odwrotności: 

IT(()= M;1 [~I~~ ] , 

W przypadku ~ > O macierz Mx zależy od rozwiązania X pierwszego równa­
nia Riccatiego sformułowanego w twierdzeniu 6. 6 ( analogiczne spostrzeżenie 
dotyczy macierzy My oraz rozwiązania Y , o których mówi twierdzenie 6. 7). 
Z kolei, przy ~ > O macierz N xx zależy zarówno od rozwiązania X, jak też 
od rozwiązania X drugiego równania Riccatiego sformułowanego w twierdze­
niu 6.6 (w przypadku macierzy Nyy mamy zależność od rozwiązań Y oraz 
Y wymienionych w twierdzeniu 6. 7) . Powyższe fakty przyczyniają się do is­
totnego skomplikowania syntezy oraz analizy właściwości regulatorów czasu 
dyskretnego ( 8) w stosunku do ich asymptotycznych odpowiedników czasu 
ciągłego. • 

Struktura algorytmu sterowania 

Załóżmy, że istnieje optymalny regulator K 
twierdzeniem 6. 6 zachodzi 

HM(IT- 1, ~). Zgodnie z 

oraz ~(() E B1lf}t. Ponieważ A+ HxC + BxFx(In - xx)- 1 = Un -
XX)(A + BFx)Un - xx)- 1 , zatem funkcji IT(()-1 można przypisać odpo­
wiedni model podobny 

potwierdzający jej unimodularność. Czynnik ITx(O E <JHf;t ma postać 

[ A+BF, 
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gdzie: 

Uxx (In - XX)-1 

Bx [ B~ Bg ] , B~ E IR.nxp, B~ E IR.n x r 

Fx [ ;i ] ' F: E w x n' FJ' E IR.rxn . 

Optymalnemu regulatorowi K(() = HM(IIx(() · Nxx, <I>(()) = HM(IIx(() , 
HM(Nxx, <I>(())) przyporządkowujemy strukturalny schemat dany na rys. 
6.6a, przy czym wyróżnione pomocnicze sygnały sygnały ax oraz bx, związane 
relacją ax(() = HM(Nxx, <I>)(()bx(() , mają wymiary odpowiednio p oraz r. 
Warto podkreślić , że w przypadku optymalnego regulatora czasu ciągłego 
relacja ta ma prostszą postać i nie zależy od rozwiązań X oraz X stosownych 
ciągłych równań Riccatiego. Poniższe formuły opisują algorytm rozważanego 
regulatora (Suchomski [410]): 

óx(t) (A+ BFx)x(t) + Uxx(B~HM(Nxx, <I>)+ B~)bx(t) 

bx(t) -FJ'x(t) + y(t) 

u(t) F;x(t) + HM(Nxx, <I>)bx(t). 

I ,----, ,----, I 

~IT,(śll' :: i.I N,.~ Nśl I ! 
I ....._ _ __, ._ _ ___, I 
____________ I 

a) 

,-----------
1 ,----, ,----, I 

i I $(śl ~ Nw I, i :: 'I n,Cśl~ 
I ___ __ ______ J 

b) 

Rys. 6.6. Struktura optymalnego regulatora: a) algorytm wyprowadzony dla 
łańcuchowej macierzy rozproszenia, b) algorytm wyprowadzony dla dualnej 

łańcuchowej macierzy rozproszenia. 

Analogiczne wnioski obowiązują dla regulatora K = DHM(n-1 ; <I>) wy­
znaczonego w oparciu o metodę dualnej bezstratnej faktoryzacji. . W tym 
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przypadku, zgodnie z twierdzeniem 6. 7, mamy 

oraz <I>(() E BH~x ą_ Teraz A+BFy+(In-YY)-1HyCy = (In-YY)- 1 (A+ 
HyC)(In - YY), zatem funkcji 0(()- 1 odpowiada podobny model 

-1 _ [ A+HyC 
O(() - Nyy Cy(In - YY) 

upewniający nas o jej unimodularności . Czynnik Oy(() E <;;H:+ą ma postać 

w której: 

(In - YY)-1 

[ H: Ht ] , H; E ]Rn x m, Ht E ]Rn x ą 

[ Cg ] C'!: E llłmxn Cy~ E IRąxn . C$ ' y ' 

Regulatorowi K(() = DHM(Nyy·Dy((),<I>(()) = DHM(Oy((),DHM(Nyy, 
<I>(())) przyporządkowany jest strukturalny schemat przedstawiony na rys . 
6.6b, przy czym sygnały ay oraz by, powiązane relacją ay(() = DH M(Nyy, <I>) 
(()by((), mają wymiary m oraz q, odpowiednio. Analogicznie jak poprzed­
nio, w przypadku optymalnego regulatora czasu ciągłego relacja ta nie zależy 
od rozwiązań Y oraz Y stosownych ciągłych równań Riccatiego . Algorytm 
rozważanego regulatora ma postać (Suchomski [410]): 

óx(t) (A+ HyC)x(t) + H;u(t) + Hty(t) 

by(t) CiUyyx(t) + y(t) 

u(t) -CfUyyx(t) + DHM(Nyy, <I>)by(t). 

Sformułujmy warunki, przy których K ( () jest dogodną do implemen­
tacji ściśle właściwą funkcją (por. Mirkin [295], Stoorvogel [386], Stoorvo­
gel et al. [388]; a także Kimura [226]). Ponieważ Ilx(oo) = Ip+r, zatem 
w przypadku regulatora K = HM (IIx, HM ( Nxx, <I>)) na podstawie uwagi 
5.2b wnioskujemy, że konieczny i wystarczający warunek, aby funkcja K(() 
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była funkcją ściśle właściwą ma postać równości HM(Nxx, <I>)(oo) = 0pxr· 
Z uwagi 5.2d wynika, że pożądany cząstkowy cel osiągniemy, kładąc <I> = 
HM(N;l,0pxr) E wxr_ Uwzględniając podział (p+r) x (p+r) macierzy 
N--1 E lR.(P+r ) x (p+r) 

XX 

N-_l = [ }!xn }!x12 ] 
xx Nx21 Nx22 

stwierdzamy, że <I> = Nx12N;A Aby zatem spełnić wymaganie <I> E B1łf.:t, 
na nieosobliwą macierz Nxx musimy nałożyć dodatkowe ograniczenie, ma­
jące postać nierówności IINx12N:a\ll2 < 1. Odpowiednie równanie z twier­
dzenia 6. 6 dogodnie jest zapisać w równoważnej postaci N;[ JprN;l = 
DT(Jmr - .b..CXCT)-1 D + .b..B'f XUxxB xi w której odwrotność N;l pełni 
rolę niewiadomej. Zauważmy, iż zakładając dolną blokową trójkątną postać 

macierzy N;l , to znaczy żądając , aby Nx12 = 0p xr, uzyskujemy zerowy 
parametr <I> = 0p xr, który oczywiście spełnia ograniczenie na jego normę 

. (Suchomski [410]). 

W przypadku regulatora K = DHM(Oy,DHM(Nyy,<I>)) mamy Oy(oo) 
= Im+ą· Zatem przyjmując <I>= DHM(N;;/,0mx ą) E llłmxą, zapewnimy 
temu regulatorowi żądaną ściśle właściwą postać . Następnie, biorąc pod 
uwagę podział (m + q) x (m + q) odwrotności N;;/ E llł(m+ą)x(m+ą) 

N-_l = [ }!yn }!y12 ] 
YY Ny21 Ny22 

otrzymujemy równość <I>= -N;;iiNy12, przy czym wymaga się ponadto, aby 

IIN;;iiNy12ll2 < 1 (co wynika z warunku <I> E B1ł":::,x ą). Obowiązuje przy tym 
spostrzeżenie analogiczne do poczynionego wyżej, że istnienie nieosobliwego 
rozwiązania N;;i/ o zerowej podmacierzy Ny12 = Omx ą, spełniającego rów­

nanie N;;/ JmąN;;{ = D(Jmr + .b..BTY B)-1 DT - .b..CyUyyYCf, pozwala na 
skuteczne stosowanie zerowego parametru <I>= Omx ą (por. twierdzenie 6. 7) . 

Powyższe ustalenia prowadzą do pytania o właściwości centralnych re­
gulatorów odpowiadających zerowym parametrom <I>. Rozważając regulator 
K = HM(ITx, HM(Nxx, <I>)), załóżmy dodatkowo Nx12 = 0pxr• Na tej 
podstawie, biorąc pod uwagę równość <I> = HM ( N;i, HM ( N xx , <I>)), o trzy-

. - - - -1 
muJemy <I>= NxnHM(Nxx, <I>)(Nx21HM(Nxx, <I>)+ Nx22) . Teraz kładąc 
<I> = 0p xr oraz uwzględniając fakt, że podmacierz Nxn jest nieosobliwa, 
uzyskujemy równość HM(Nxx, <I>) = 0p xr· Do tego samego wniosku łatwo 
dochodzi się po stwierdzeniu, że przy Nx12 = 0pxr macierz Nxx jest ma­
cierzą dolną blokową trójkątną (por. Ionescu i Weiss [194]) . Oznacza to, 
że uzyskany w ten sposób centralny regulator ma postać ściśle właściwej 
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funkcji K = H M(Ilx, Opxr), której odpowiada następujący prosty algorytm 
(Suchomski [410]): 

óx(t) (A+ BFx - UxxB~Fl)x(t) + UxxB~y(t) 

u(t) F;x(t). 

W przypadku regulatora K = DHM(D, ,DHM(Nyg,<P)) oraz nieosobliwej 
dolnej blokowej trójkątnej macierzy N;;/·, dla której fry12 = 0mxą, przyjmu­
jąc <P = 0mxą, otrzymujemy równość DHM(Nyy, <P) = 0mxą· Na tej pod­
stawie wnioskujemy, że uzyskany w ten sposób centralny regulator opisany 
jest ściśle właściwą funkcją K = DH M(ny, 0mxą), której przyporządkowany 
jest poniższy prosty algorytm: 

8x(t) (A+ HyC - H;cguyy)x(t) + Hty(t) 

u(t) -CffUygx(t). 

Lemat 6.4 ( o ściśle właściwej postaci centralnego regulatora; Suchomski 
[402, 407, 410]). 

( i) Załóżmy, że spełnione są założenia twierdzenia 6.6. Wystarczającym wa­
runkiem tego, aby centralny regulator K = H M(Ilx, Opxr) miał postać 
funkcji ściśle właściwej, jest istnienie dolnej blokowej (p + r) x (p + r) 
trójkątnej macierzy Nxx. 

(ii). Załóżmy, że spełnione są założenia twierdzenia 6. 7. Wystarczającym 

warunkiem tego, aby centralny regulator K = DHM(ny,Omxą) miał 
postqć funkcji ściśle właściwej, jest istnienie dolnej blokowej (m + q) x 
(m + q) trójkątnej macierzy Nyy· • 

W podrozdziale 6.4 pokazano, że centralne rozwiązania są niedopuszczalne 
w przyp?,d~u niestandardowych obiektów z zerami należącymi do 8V 1::,,,. 

P~z_y,¼ł~di 6.2 (wielokryterialna synteza regulatora (II); Suchomski [400, 
409.]), Po":'róćmy do.standardowego problemu syntezy regulatora występu­
jąc~go w zamkniętym układzie pokazanym na rys. 6.1 (por. także Suchomski 
[389, 3iQl). Sterowany obiekt opisany jest modelem P6(() o minimalnej re­
alizayj\_ (A6, B 0, C0, D 0), A 0 E llłnxn. Niech z= [ uT yT f, gdzie u E lJłP 
oraz y E llłr , a ponadto w E llł7". Zachodzi zatem m = p + r. Wyskalowana 
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łańcuchowa macierz rozproszenia uogólnionego obiektu przyjmuje postać 

[ [ -Ir ] [ Op x r ] l G,,(() ~r x : -IJ , r 

-Po(() Ir 

[ 
Ao Ba 0n x r 

] 0p x n ,- Ip 0p x r 

0r x n 0r x p -Ir , r 

- Ca -Do Ir 

Rozważmy prosty model niestabilnego oraz nieminimalnofazowego obiektu 

[ 
O 1 O ] 

Pp(s) = 2 1 1 . 
5 -1 O 

Niech 1 = 7.5. Przyjmując różne wartości okresu próbkowania b., uzysku­
jemy rozwiązania X oraz X odpowiednich równań Riccatiego. Wskaźniki 
uwarunkowania tycł_). rozwiązań przedstawiono na rys. 6.7, konfrontując je 
ze wskaźnikami charakteryzującymi rozwiązania przyporządkowane standar­
dowym dyskretnym (ą) modelom. 

K - rozwi~an ie X '-, 

----~ -- rozwi~anie X 
''----

---- ---- operator q 

100 '------~ ---~--6_[s_J_, 
10-4 10-3 10-2 10-1 

Rys. 6.7. Przykład 6.2. Wskaźniki uwarunkowania równań Riccatiego. 

Przykład 6.3 (synteza regulatora metodą rozmieszczania biegunow (II); 
Suchomski [406]). Rozważmy po raz wtóry układ sterowania, którego pod­
stawowy schemat pokazano na rys. 2.1. Zakładamy, że tor sterowania 
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Pyu : U -+ Y obiektu SISO opisany jest nominalnym modelem Pyu ( () = 
B(()/A((), gdzie A(() oraz B(() są wielomianami względnie pierwszymi, 
przy czym A(() to wielomian moniczny stopnia deg A(() = NA bez zer 
należących do &T>t::.; zatem Pyu(() E 1?,.C,00 , co wyklucza obiekty całku­
jące. Charakterystyczny wielomian zamkniętego układu ma postać T(() = 
A(()· C(() +A(()· Lu(()+ B(() · Ly((), gdzie Lu(() oraz Ly(() są poszuki­
wanymi wielomianami stopnia deg Lu ( () = deg Ly ( () = N A - l, zaś mo­
niczny wielomian C(() stopnia deg C(() = NA jest założonym stabilnym 
wielomianem obserwatorowym. 

Niech Pyu oznacza zbiór dopuszczalnych (możliwych) operatorowych mo­
deli 'rzeczywistego' obiektu sterowania, zaś 'Pyu(() będzie założonym zbiorem 
nominalnych modeli tego obiektu. Zauważmy, że w ogólności może zachodzić: 
'Pyu =/= Pyu, 1\·u (/.. Pyu, lub nawet 'Pyu n Pyu = 0 (Suchomski [411]) , 

Kładąc T(() = C(() · T0 ((), gdzie stabilny moniczny wielomian To(() 
stopnia deg T0 (() = NA wynika z przyjętych specyfikacji, otrzymujemy dio­
fantyczne równanie A(() · Lu(() + B(() · Ly(() = C(() · (To(() - A(()) . 
Rozwiązując to równanie dla ustalonej pary (C(() ,To(()), nominalnemu 
modelowi Pyu(() E 'Pyu przyporządkowujemy parę (Lu((), Ly(()) = (Lu(Pyu) 
((),Ly(Pyu)(()) licznikowych wielomianów filtrów (Mu((),My(()) podsta­
wowej pętli sterowania (rys. 2.1). Wzmocnienie regulatora wyznacza się ze 
wzoru g = To(O)j B(O) . 

Przyjmijmy dogodną multiplikatywną charakterystykę niestrukturalizo­
walnej niepewności modeli Pyu(() E 'Pyu , wyrażoną formułą Pyu(() = Pyu(O· 
(1 + Wm(() · W0(()), w której Wm(() = Wm(Pyu I Pyu)(() E RH00 jest 
założoną funkcją ważącą, zaś W6(() = W0(Pyu,Pyu I Pyu)(() E RH 00 ozna­
cza odpowiednią funkcję o jednostkowo ograniczonej normie IIW6(()lloo < 1. 
Funkcja Wm(() definiowana jest przez projektanta i reprezentuje dostępną 
( ekspercką) wiedzę na temat niepewności modelowania sterowanego obiektu 
(por. podrozdział 2.4). 

Konieczny i wystarczający warunek odpornej stabilności rozważanego 

układu zamkniętego ma postać nierówności IIGyn(() · Wm(() 11 00 ś 1, w której 
Cyn(() oznacza nominalną szumową funkcję wrażliwości tego układu. 

Syntezę odpornego układu opieramy na metodzie Q-parametryzacji (por. 
podrozdział 2.5). Niech zatem Q(() E 1?,1{00 oznacza szukany Q-parametr. 

. Kładąc Qu(() = -B(() · Q(() , Qy(() =A(()· Q(() oraz 

Q(() = My(()· Qo(() 
C(() 
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gdzie Qo(O E R1-l00 pełni rolę efektywnie strojonego filtru, otrzymujemy 

G (r) = -B((). My(() . (1 + A(() . Q (r)) 
yn '> To(() C(() o '> • 

Afiniczna zależność funkcji Cyn(() od parametru Qo(() pozwala na prze­
kształcenie rozważanego zadania odpornej stabilizacji w standardowy prob­
lem dopasowania modelu (1-l 00 model matching; Francis [116], Hung [185], 
Kwakernaak [254], Liu i Mita [276], Skogestad i Postlethwaite [363], Zhou et 
al. [487]) 

JJT1(() +T1(() · T2(() · Qo(()JJ 00 ~ 1 

gdzie (Suchomski [406]) : 

T (t>) = B(() ·My(()· Wm(() 
1 " To(() ' 

Odpowiedniemu uogólnionemu obiektowi przyporządkowujemy łańcuchową 
macierz rozproszenia 

(6.1) 

Przyjmując dowolną minimalną realizację tej macierzy oraz stosując opisaną 
metodologię syntezy wywiedzioną z J-bezstratnej faktoryzacji, możemy wy­
znaczyć (o ile istnieje) poszukiwany parametr Qo((). Niedostatkiem takiego 
'bezpośredniego' podejścia do problemu Q-parametryzacji jest wysoki rząd 
wypadkowego optymalnego regulatora (por. Anderson [3], Morari i Zafiriou 
[297], Suchomski [405], Zhou et al. [487j; zob. też podrozdział 2. 5). W 
celu uproszczenia struktury regulatora zakładamy, że można znaleźć taką 
właściwą funkcję majoryzującą WM(() = WM(I'yu I Pyu)(() E R1-l00 o do­
statecznie niskim rzędzie Nw, dla której zachodzi 

I B((). Ly(() · (Pyu(() - 1) I < IWM(()J VPyu(() E Pyu 
C(() · To(() Pyu(() - ' 

gdzie ( = (e--iwb. - 1)/ ~, Vw 2: O. Zwraca uwagę postulowany 'subtelny' 
(~) sposób dobierania poszukiwanej funkcji majoryzującej (Suchomski [406, 
411]) . Na tej podstawie otrzymujemy funkcję ważącą 
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co pozwala na przyjęcie T1 (() = WM((). Zauważmy ponadto, że tak pozys­
kana funkcja Wm(() = Wm(Pyu I Pyu)(() może okazać się niestabilna, nie 
jest to jednak groźne , gdyż 'źródłem' owej niestabilności mogą być tylko te 
zera wielomianów B ( () oraz Ly ( (), które leżą poza V t:,.. Ponieważ 

( A(() ) Gyn(() · Wm(() = - 1 + C(() · Qo(() · WM(() 

zatem rozważany układ sterowania wymaga uodporniającej stabilizacji ( Qo 
(() "te O) tylko wtedy, gdy IIWM(()lloo 2:: 1. Pewna możliwość dalszego 
uproszczenia regulatora pojawia się w przypadku, gdy niektóre zera mia­
nownika nominalnego modelu obiektu należą do V t:,. (przypadek stabilnego 
obiektu sterowania pomijamy jako trywialny). Załóżmy zatem, że A(() = 
A- (()·A+ ( (), gdzie czynnik A-(() jest wielomianem stabilnym, zaś czynnik 
A+ ( () jest wielomianem niestabilnym stopnia deg A+ ( () = N,! > O. Teraz , 
biorąc pod uwagę 'interpolacyjne' własności układów optymalizowanych ze 
względu na normę 1{00 (Kondo i Hara [228), Sefton i Glover [356), Suchomski 
[404, 406]), wyznaczamy następującą ogólną postać poszukiwanego rozwią-
zania 

Qo(() = C(() · Qon(() 
A-(()· Qod(() 

gdzie Qon(() oraz Qod(() są wielomianami stopnia Nw oraz Nw + N,!, 
odpowiednio. Dokonując faktoryzacji wielomianu obserwatorowego C(() = 
c-(() · c=(() w taki sposób, że deg c=(() = Nt, uzyskujemy zmody­
fikowany problem dopasowania modelu (Suchomski [404, 406]) 

IIT1(() + T1(() · T2(() · Qo(Olloo < 1 

gdzie: 

(6.2) 

Zauważmy, że postulowana faktoryzacja wielomianu C(() nie jest jedno­
znaczna. Przykładowy schemat (algorytm) rozważanego regulatora poka­
zano na rys. 6.8, przy czym: 

F (() _ B(() · Qon(() 
u - A-(()· Qod(()' 

W schemacie tym dostrzegamy zewnętrzną pętlę stabilizacji zamkniętego 
układu dla nominalnego modelu sterowanego obiektu oraz dodatkowe ele­
menty (filtry), które służą zapewnieniu odpornej stabilności (por. rys. 2.3 
oraz 2.4). 
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w 
u + y 

r----.--....---.i Obiekt 

+ 

Rys. 6.8. Przykład 6.3. Strukturalny schemat odpornego układu sterowania. 

Część numeryczna przykładu dotyczy syntezy regulatora dla niestabil­
nego i nieminimalnofazowego obiektu o niepewnym modelu czasu ciągłego 

e- sTo 

Ppyu(s) = (1 + sT1)(l + sT2)(l + sT3) 

gdzie Ti min ::; Ti ::; Ti max , i E {O, ... , 3}. Niech: T1min = T2min = 0.15 s, 
T1max = T2max = 0.35s, T3min = -1.5s, T3max = -0.9s, Tomin = 0.25s, 
To max = 0.35 s, co prowadzi do przykładowego nominalnego modelu 

p 8 _ (1 - sf'o/2) 
pyu( ) - (1 + sT1)(l + sT2)(l + sT3)(l + sTo/2) 

gdzie Ti (Ti min + Timax)/2, i =E {O, ... , 3}. Dla ~ = 0.002 s wy­
znaczamy nominalny dyskretnoczasowy model Pyu(() = B(()/A(() rzędu 
NA= 4. Mianownik A(() ma czynniki A-(() = 105.11498 + 68.640595( + 
14.590504(2 + ( 3 oraz A+(() = -0.83402816 + (, N.! = l. Niech C(() = 
1.6586324 + 6.1435771( + 8.3115904(2 + 4.8266459(3 + (4, zatem c-(() = 
(l.9960053+()(0.99900067 +()2 = 1.9920180+4.9860236( +3.9940067(2 +(3 

oraz c=(() = (-0.83402816)~ + ( = 0.83263927 + (. Kładąc T0 (8) = (6 + 
() 4 = 1296+864(+216(2+24(3+(4, obliczamy g = -14.782901, a następnie 
wielomiany filtrów podstawowej struktury regulatora: Lu(() = 254.64763 + 
156.65042( +68.05538(2 + 10.243524(3 oraz Ly( () = -280.82566-171.29820( 
-35.149497(2 - 2.3661318(3. 
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Dla założonej (parametrycznej) niepewności nominalnego modelu stero­
wanego obiektu wyznaczono przykładową funkcję ważącą rzędu Nw = 2 

Tif/ (() = 9_3023256 X 10_4 X (47.153388 + ()(76.178835 + () 
•r M (1.0987909 + () 2 

odpowiadającą prostej funkcji Wp(s) = (60 + s) 2 /(1075(1.1 + s)2) o trzech 
parametrach ustalonych w oparciu o widmowe charakterystyki niepewności 
tego :µiodelu (Suchomski [406]). Niech (A1, B1, C1, D1) oraz (A2, B2 , C2, 
D2) będą minimalnymi realizacjami funkcji T1(() = WM(() oraz T2(() = 

A+(()/c=(() , odpowiednio. Na tej podstawie otrzymujemy łańcuchowy 
moqel stosownego uogólnionego obiektu 

Ponieważ >.(A) = >.(A1) U >.(A2) C Db., zatem X = 03 x3· Ponadto: D jest 
ma~~~rzą nieosobliwą, zaś Qx = 03 x3 (Suchomski [406]). Widzimy przeto, że 
synteza fi\tru Qo(() polega na rozwiązaniu tylko jednego dyskretnego rów­
nania :fiiccatiego. Przyjmując dogodne kanoniczne sterowalne relizacje: 

Ąi [ -l.20073414 -2.19~58178 ] ' Bi = [ ~ ] -

91 [ 3.3403561 0.11268339 ] , D1 = 9.3023256 x 10-4 

A2 -0.83263927, B2 = 1, C2 = -1.6666674, D2 = 1 

uzyskujemy następującą postać elementu Px odpowiedniego macierzowego 
' ·. . l ~ I 1 , 

l?~~\l 

gdzie a = 1 / D1 E JR. Nietrudno zauważyć, że zera funkcji T1 ( () oraz T2 ( () 
i ~' • . 

s~ W?:~h>ś9iami własnymi macierzy Px, Macierz ta jest zatem macierzą nie-
s~a,9i,,r;i.~, co z kolei oznacza, że rozpatrywany problem syntezy odpornego 
ręgul~tora nie ma trywialnego rozwiązania. Rozwiązując pierwsze równanie 
R:\~~atieg9 podane w twierdzeniu 6. 6, obliczamy X ~ O, co stanowi pod­
Slic3:'«~ dp ~yznaczenia poszukiwanych wielomianów centralnego filtru Qo ( (): 
Qą~,~~)i =:= 27923.503+10722.575( +0.019238371(2 oraz Qod(() = 3_6394.576+ 
4879;-~~!Jf;i( + 134.61614(2 + 1.0093410(3. Analiza amplitudowej charak­
terystyki funkcji Gyn (()·W m ( () potwierdza, że uzyskany układ jest odpornie 



6.2. J-BEZSTRATNE FAKTORYZACJE 207 

stabilny (Suchomski [406]). Skokową odpowiedź nominalnego uk!adu zam­
kniętego przedstawiono na rys. 6.9a. Kolejny rysunek (rys. 6.9b) ilus~ruje 
zachowanie się 'rzeczywistego' układu zamkniętego: pokazano tam rodzinę 
skokowych odpowiedzi dla przykładowych obiektów o niepewnych modelach 
Pyu(() E Pyu· • 

y(t) (a) y(t) (b) 
2 

o o 
t[s] t[s] 

o 2 4 o 2 4 6 8 10 

Rys. 6.9. Przykład 6.3. Odpowiedzi skokowe układu sterowania: a) układ z 
nominalnym modelem obiektu, b) układ odporny z zaburzonym modelem obiektu. 

Uwaga 6.3 (Suchomski [406]). Opisana procedura syntezy odr>ornego 
regulatora składa się z dwóch etapów. Pierwszy etap służy zapewnieniu 
układowi zamkniętemu o podstawowej strukturze (rys. 2.1) nominalnej sta­
bilności oraz jakości w oparciu o metodę rozmieszczania biegunów. W tym 
celu wykorzystuje się standardowe podejście, polegające na rozwiązaniu od­
powiedniego diofantycznego równania. Można tu wykorzystać algorytmy 
opisane w rozdziałach 2. oraz 3., w tym także algorytmy syntezy nominal­
nych optymalnych układów sterowania predykcyjnego. W drugim etapie, 
po rozbudowaniu podstawowej struktury układu zamkniętego zgodnie z za­
sadą Q-parametryzacji , dobiera się nastawy d~datkowych filtrów (r:ys . 6.8) 
w taki sposób, aby zapewnić temu układowi odporną stabilność. W przy­
padku standardowych uogólnionych obiektów odpowiednie zadanie optyma­
lizacji ze względu na normę 1{00 wymaga rozwiązania tylko jednego równania 
Riccatiego (przypadek obiektów o niestandardowych modelach omówimy w 
podrozdziale 6. 3. 2). • 
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6.2.3 Rozszerzone uogólnione zagadnienie własne 

· W tym podrozdziale formułuje się dwa podstawowe twierdzenia, odnoszące 
się do J -bezstratnych faktoryzacji mod.eh w dziedzinie operatora ó w opar­
ciu o odpowiednie rozszerzone uogólnione zagadnienia własne. Rozważa się 
także prosty numeryczny przykład , ilustrujący zastosowanie pierwszego z 
tych twierdzeń do syntezy regulatora optymalnego ze względu na standar­
dową dwukryterialną funkcję celu. 

Twierdzenie 6.8 ( o ]-bezstratnej faktoryzacji (II); Suchomski [404]). 
Niech (A, B, C, D), gdzie A E !Rnxn, będzie minimalną realizacją funkcji 

G(() E n,e~+r) x(p+r). Zakłada się, że realizacja ta nie ma zer należących 
do o'Dt:,.. (Jmr, Jpr)-bezstratna faktoryzacja G(() = 8(() · IT(() tej funkcji 
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

( i) (Ux, Wx) E dom (óRic) oraz X = óRic(Ux, Wx) ?: O, gdzie: 

Px = A, Qx = B, Rx = cT JmrC, Sx = cT JmrD, Tx = DT JmrD; 

( ii) (Ux, Wx) Edom (óRic) oraz X= óRic(Ux, Wx) ?: O, gdzie: 

(iii) IIXXll2<l; 

( iv) istnieje taka nieosobliwa macierz Mx E JR(P+r)x(p+r), że 

M;(Tx + b.Q;XQx)Mx = Jpr • 

Unimodularny czynnik IT(() E 9H1:Ir ma postać 

-1 [ A+ HxC 
Il(()= Nxx Fx(In - XX)-

w której: 

Fx = -(Tx + b.Q;XQx)-1((In + b.P;)XQx + Sxf 
T - T - -1 

Hx = -(In+ b.Px )XQx(Tx + b.QxXQx) 

Bx - B+HxD 

zaś Nxx E JR(p+r)x(p+r) jest pewną nieosobliwą macierzą, spełniającą rów­
nanie 
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Twierdzenie 6.9 (o dualnej ]-bezstratnej faktoryzacji (II); Suchomski 
[404]). Niech (A, B, C, D), gdzie A E JRnxn, będzie minimalną realizacją 

funkcji H(() E n.ct+ą)x(m+r). Zakłada się, że realizacja ta nie ma zer 

należących do o'Db,. . Dualna (Jmą, Jmr)-bezstratna faktoryzacja H(() 
O(() · W ( () tej funkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

(i) (Uy, Wy) Edom (8Ric) oraz Y = 8Ric(Uy, Wy) 2:: O, gdzie: 

Py = AT, Qy = er, Ry = -BJmrBT 
Sy = -BJmrDr, Ty= -DJmrDT; 

( ii) (Uy, Wg) E dom (5Ric) oraz Y = 8Ric(Ug, Wg) 2:: O, gdzie: 

Pg = A, Qg = B, Rg= 0nxn, Sg= 0nx(m+r), Tg= lmr; 

( iii) IIYYll2 < l; 

( iv) istnieje taka nieosobliwa macierz My E JR(m+ą) x (m+ą), że 

Unimodularny czynnik O(() E gH,~+ą ma postać 

w której: 

= -((In+ llP{)YQy + Sy)(Ty + llQrYQy)-1 

r- -1 T - T 
-(Tg+ llQg YQg) ((In+ llPg )YQg) 

C+DFg 

zaś Nyg E JR(m+ą)x(m+ą) jest pewną nieosobliwą macierzą, spełniającą rów­
nanie 

r- -1 T - -l T T Nyg(D(Tg + llQg YQg) D - llCg(In - YY) YCg )Nyg = Jmą. • 



210 ROZDZIAŁ 6. METODY PRZESTRZENI 1{00 

Przykład 6.4 (wielokryterialna synteza regulatora (III); Suchomski [404]). 
Rozważmy, raz jeszcze, problem przedstawiony w przykładzie 6.2. Stosując 

opisaną metodologię syntezy optymalnego regulatora, opartą na odpowied­
nim rozszerzonym uogólnionym zagadnieniu własnym, dla 1 = 8 uzyskujemy 
rozwiązania X 2:: O oraz X 2:: O, charakteryzujące się wskaźnikami uwarun­
kowania pokazanymi na rys. 6.10a. Przedstawione wykresy potwierdzają 
przewagę podejścia, w którym wykorzystuje się modele zdefiniowane dla 
operatora ó. Z kolei, rys. 6.10b dotyczy funkcji błędu rozwiązań badanych 
równań Riccatiego_ t = IIX - XIIF/ IIXIIF, przy czym X oznacza 'dokładne' 
rozwiązanie, zaś X reprezentuje rozwiązanie równania sformułowanego dla 
dyskretnego modelu, w którym nominalne elementy a macierzy stanu oraz 
wektora wejść podlegają multiplikatywnym zaburzeniom zgodnie ze wzorem 
a = a( l ± c:). Przyjęto, że c: jest zmienną losową o równomiernym rozkładzie 
na przedziale [-er, Er], gdzie Er = _0.0002. Centralne regulatory przypo­
rządkowane rozwiązaniom X oraz X zastosowano w układzie zamkniętym 
do sterowania obiektem o nominalnym modelu. Wartości normy IIGzwlloo, 
ilustrujące właściwości symulowanych układów, pokazano na rys. 6.lla,b. 

• 

K operator q a) operator q b) 
100 

104 - rozwiązan ie ~ - rozwiązan ie X 

- - rozwiązanie X -- rozwiązan ie X 

10-2 

102 ' ' operator I> ,, 

---~~----- -~-- -- -- - - - - --- -

~ [s) 
10-6 

~ [s) 
100 

10-4 10-3 10-2 10-1 10-4 10-3 10-2 1 o-1 

Rys. 6.10 . Przykład 6.4. Charakterystyki równań Riccatiego: a) wskaźniki 
uwarunkowania, b) funkcje b łędu rozwiązań. 

6.3 Synteza yv opardu o uogólnione J -bezstratne 
faktoryzacje 

Niniejszy podrozdział dotyczy syntezy sterowania optymalnego ze względu 

na normę 1{00 w przypadku obiektów, których modele mają zera należące 
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8 20 n 
IIGzwllc.o (a) IIGzwllc.o I 

zaburzony model 
(b) 

I 
I operator q I 

15 I 
operator 8 I 

dokładny model 
11 

\;1 
10 . ·, ~ 

I /VI 

zaburzony model \; 1,1\r, / 

~, operator 8 
L\[s] ~[s] 

7.5 
,. 

5 
10-4 10-3 10-2 10-1 10-4 10-3 10-2 10-1 

Rys. 6.11. Przykład 6.4. Oceny jakości układu z regulatorem wyznaczonym w 
oparciu o niedokładny model sterowanego obiektu. 

do BD b.. W tym celu wykorzystuje się wcześniej zdefiniowane (por. pod­
rozdział 5.3) uogólnione ]-bezstratne faktoryzacje łańcuchowych macierzy 
rozproszenia takich obiektów. Podano twierdzenia, z których wynika, że 
problem wyznaczania wymaganych faktoryzacji jest równoważny poszuki­
waniu rozwiązań dwóch dyskretnych ( ó) równań Riccatiego oraz badaniu 
właściwości tych rozwiązań. Pokazano, że w przypadku pierwszego równania 
Riccatiego zabiegamy o rozwiązanie, które nie jest rozwiązaniem stabilizują­
cym. Teoretyczne rozważania zilustrowano przykładem syntezy odpornego 
sterowania metodą rozmieszczania biegunów. 

6.3.1 Uogólnione J -bezstratne faktoryzacje 

Z twierdzeń 6. 6 - 6. 9 wynika, że koniecznym warunkiem istnienia J - bez­
stratnych faktoryzacji G(() = 0(() • II(() oraz H(() = n(() • w(() odpo­
wiednich łańcuchowych macierzy G(() oraz H(() jest istnienie stabilizują­
cych rozwiązań X oraz Y stosownych równań Riccatiego. Rozwiązania takie 
istnieją tylko wtedy, gdy macierze te nie mają zer należących do [)Db.. Prob­
lemy syntezy układów czasu ciągłego z obiektami, których modele wykazują 
obecność zer na osi jw, badano w (Goh i Safonov [136], Goodwin et al. [145], 
Rara i Sugie [167], Rara et al. [168], O'Young et al. [312], Safonov [350], 
Scherer [352, 353], Sugie i Rara [420], Xin i Mita [477]). 

W niniejszym podrozdziale analizuje się problem kształtowania optymal­
nego ze względu na normę 11,00 układu zamkniętego w przypadku, w któ­
rym łańcuchowe macierze G(() lub H(() rozważanego obiektu nie spełniają 
powyższego koniecznego warunku istnienia ]-bezstratnych faktoryzacji. Z 
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sytuacją taką spotykamy się wtedy, gdy dla niestandardowego uogólnionego 
obiektu P naruszone są wymagania a3 sformułowane w założeniu 5.1. Is­
totną rolę w naszych poszukiwaniach odgrywa wprowadzona w tym podroz­
dziale charakteryzacja niestabilizujących rozwiązań odpowiednich dyskret­
nych równań Riccatiego. W dalszych wywodach stosuje się definicje 5. 7 
oraz 5. 8 uogólnionych J -bezstratnych faktoryzacji łańcuchowuch macierzy 
rozproszenia. 

Przyjmijmy zatem, że łańcuchowa macierz rozproszenia G(() E n .d:;,+r) 
x(p+r) danego obiektu dynamicznego ma n z > O niezmienniczych zer należą­
cych do {)V t:,. U ogólni oną (Jmr, Jpr )-bezstratną faktoryzację tej macie­
rzy (o ile istnieje) można wyznaczyć, posługując się metodą znaną jako 
'kompensacja zer' (zero compensation; Copeland i Safonov [71]-[73]) . Za­
kładamy przeto, że istnieje taki prawostronny kompensator Ur(() o mini­
malnym rzędzie nz, który, będąc stabilnie odwracalnym (czyli Ur(()-1 E 

RH~+r) x(p+r) ) zapewnia, że funkcja G(() = G(() · Ur(() E n,e~+r)x(p+r) 

'pozbawiona' zer należących do brzegu o'D 1::, ma ( lmr, Jpr )-bezstratną fakto­
ryzację G(() = 8(() · fI((), gdzie fI(() E QHf;tr. Na tej podstawie wniosku­
jemy, że funkcję G(() = G(() · Ur(()- 1 można przedstawić w postaci ilo­
czynu, którego czynniki spełniają warunki narzucone definicją uogólnionej 
(Jmr, Jpr)-bezstratnej faktoryzacji: G(() = 8(() · II((), gdzie II(() = 
fI(() -Ur(()-1 E RH~+r) x(p+r) . Z powyższego wynika, że wszystkie bieguny 
funkcji przenoszenia kompensatora Ur ( () należą do {)V 1::, , zaś wszystkie zera 
tej funkcji należą do 'D 1::,. Tak 'bezpośrednio' użyta metoda kompensacji zer 
prowadzi do uogólnionej (Jmr, Jpr )-bezstratnej faktoryzacji, w której czyn­
nik II(() jest reprezentowany przez realizację o wymiarze n+ nz. Poszuki­
wania minimalnej n-wymiarowej realizacji tego czynnika można oprzeć na 
spostrzeżeniu głoszącym, że ze względu na unimodularność fI(() jedyną 
możliwość stosownego uproszczenia modelu II(() stwarzają 'stabilne' skreśle­
nia w parach utworzonych przez bieguny funkcji Ur(()- 1 oraz odpowiednie 
zera funkcji fI( () . Elementy zbioru regulatorów, dla których spełniona jest 
nierówność IIHM(G, K)lloo < 1, opisane są formułą K = HM(II-1, <I>), przy 
czym parametr <I>(() E BH~r tego zbioru należy dobierać w taki sposób, 
aby K(() E RH~r- Jak pokazano niżej, minimalną realizację odwrotności 
II(()-1 = Ur(() · IT(()-1 można uzyskać bez wyznaczania jawnej postaci 
prawostronnego kompensatora Ur ( (), co znacząco zwiększa efektywność al­
gorytmu syntezy odpowiedniego regulatora (Suchomski [404]). 

Analogiczne rozumowanie dotyczy dualnej łańcuchowej macierzy rozpro­
szenia H(() E n,e~+ą) x(m+r) o nz > O niezmienniczych zerach należących 
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do 8'Dt:,.. Jeżeli zatem istnieje taki lewostronny kompensator U1(() o mi­
nimalnym rzędzie n 2 , że U1(()-1 E n1-1,r:;,+ą) x (m+ą) oraz funkcja H(() = 
U1(() · H(() E R.cr:;,+ą) x (m+r) ma dualną (Jmą, Jmr )-bezstratną fakto­
ryzację H(() = D(() · w((), gdzie D(() E , g1-1,~+ą, wtedy poszukiwana 
uogólniona dualna (Jmą, Jmr )-bezstratna faktoryzacja macierzy H(() przyj­
muje postać H(() = D(() • w((), przy czym D(() = U1(()-1 • D(() E 

n1-1,r:;,+ą) x (m+ą). Elementy zbioru regulatorów, dla których spełniona jest 
nierówność IIDH M(H, K)lloo < 1 dane są formułą K = DH M(n-1 , <I>), przy 
czym parametr <I>(() E BH~xą tego zbioru dobiera się w taki sposób, aby 
K(() E R1-l~x ą_ Racjonalna procedura syntezy regulatora powinna umożli­
wiać uzyskanie minimalnej realizacji D(()-1 = D(()-1 -U1(() bez konieczności 

· wyznaczania jawnej postaci lewostronnego kompensatora U1(() (Suchomski 
(407, 409]) . 

6.3.2 Rozwiązanie 

Załóżmy, że dana łańcuchowa macierz rozproszenia G(() E n.cr;:+r) x (p+r) o 
n 2 > O niezmienniczych zerach należących do av t:,. opisana jest minimalną 
realizacją (A, B, C, D), w której A E ]Rn xn. Stosując do systemowej macie­
rzy Sc(() uogólniony rzeczywisty algorytm Schura transformacji QZ (Datta 
[78], Emami-Naeini i Van Dooren (105], Golub i Van Loan [139], Stewart 
[382]) z odpowiednio dobranymi ortogonalnymi (unitarnymi) macierzami 
Q 2 E JR(n+m+r) x (n+m+r) oraz Zz E JR(n+p+r) x (n+p+r) , możemy wyznaczyć 

taki pęk 

(6.3) 

że S2 - (T2 o macierzach S2 , T2 E JRnz xnz jest regularnym podpękiem od­
powiadającym elementarnym dzielnikom skojarzonym ze wszystkimi zerami 
G(() należącymi do 8Vt:,.. Zachodzi zatem >.(Sz, T2 ) = >.(T2-

1S2 ) C 8'Dt:,.. 
Podzielmy macierze 

, I 
w sposób zgodny z podziałem wyznaczonym wzorem (6.3), to znaczy odpo-
wiednio: (n+ (m + r)) X (nz +(n+ m + r - nz)) oraz (n+ (p + r)) x (nz + 
(n+ p + r - nz) ). Mamy Qn = ZuTz-l oraz Q21 = 0(m+r) Xnz, co pozwala 
na zapisanie równości 

. -

[ ~ ~ ] [ !~~ ] = [ O(m::) xn O(:::~::;:r) ] [ !~~ ] Tz- 182 (5.4) 



214 ROZDZIAŁ 6. METODY PRZESTRZENI }{00 

z której wynika, że: 

AZ11 + BZ21 

CZ11 + DZ21 

ZnTz-lsz 

O(m+r) xn , · 

(6.5) 
(6.6) 

Ponieważ Qz jest macierzą ortogonalną, zatem Qfi Q11 = In, oraz Qf1 Q12 = 
On, x(n+m+r-n,) · Stosując definicję odpowiedniego rozszerzonego pęku Ux -
(Wx oraz wzór (6.4), stwierdzamy, że: 

PxZn + QxZ21 

RxZn +SxZ21 

S;Zn +TxZ21 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

Na tej podstawie wnioskujemy, że podmacierze Zn oraz Z21 mogą służyć 
do wyznaczenia bazy niezmienniczej podprzestrzeni tego rozszerzonego pęku 
Ux - (Wx skojarzonej z wartościami własnymi >-.(Tz- 1 Sz) C 8Dt,. 

Założenie 6.1. Załóżmy, że istnieje taka baza 

[ Sf S'f S[ ( E ]R(n+n+(p+r))x(n-n,) 

stabilnej niezmienniczej podprzestrzeni pęku Ux - (Wx 

(6.10) 

gdzie :En E JR(n-n,)x(n-n,) oraz >-.(:Eu) C Dt,., że: 

( a1) [ S1 Zn ] E !Rnxn jest macierzą nieosobliwą, 

(a2) X = [ S2 Ońxnz ] [ S1 Z11 r 1 E ]RnXn jest macierzą dodatnio 
półokreśloną, X ~ O, 

( a3) można znaleźć nieosobliwą macierz Mx E JR(P+r) x (p+r) , spełniającą 

równanie M'[(Tx + ,6,,Q;XQx)Mx = Jpr (por. twierdzenie 6.8) . O 



6.3. UOGÓLNIONEJ-BEZSTRATNE FAKTORYZACJE \ 215 

Z definicji pęku Ux - (Wx oraz ze wzoru (6.10) wynika, że: 

PxS1 + QxS3 S1E11 (6.11) 

-RxS1 - P;S2 - SxS3 S2E11 + b..P;S2E11 (6.12) 

S; S1 + Q; S2 + TxS3 -b..Q; S2E11. (6 .13) 

Wreszcie, biorąc pod uwagę wzory (6.7)-(6.9), (6.12) oraz (6.13) , otrzymu­
jemy formułę 

(Tz- 1S z f (Z'fiS2)(In-nz + b..E11) + (Zi1S2)E11 = Onzx (n-nz) 

którą w dziedzinie operatora ó można interpretować jako równanie Sylvestera 
ze względu na z'fi S2. Ponieważ >-.(Tz-l Sz) n >-.(E 11 ) = 0, zatem równanie to 
ma jednoznaczne zerowe rozwiązanie z'fi S2 = Onz x (n-nz) · 

Z założenia o minimalności realizacji (A, B, C, D) wynika całkowita ob­
serwowalność pary (Tz-l Sz, Z21). Na tej podstawie wnioskujemy, że wartości 
własne macierzy E22 = Tz-l Sz - Tz-l k Z21 E ffi.nz xnz można kształtować 
w dowolny sposób, odpowie~nio dobierając macierz k E ][łnz x(p+r) . Niech 
zatem pomocnicza macierz K ma taką postać, że E22 jest pewną macierzą 
stabilną, >-.(E22) C 'Dt:,. . Kładąc E21 = -Tz-l KS3 E ][łnz x(n-nz), ze wzorów 
(6.7)-(6.9) oraz (6.11)-(6.13) uzyskujemy równość 

Ux[ ~~ 0~:~z ] = Wx [ ~~ O~:~z l [ ~~~ O(ni;tnz ] 
S3 Z21 S3 Z21 

(6.14) 

w której mamy parę (Ux, Wx) uzyskaną z pary (Ux, Wx) przez zastąpie­
nie macierzy Qx macierzą CJx = Qx - Q11k. Z powyższego wynika, że 
(Ux, Wx) Edom (óRic) oraz X= óRic(Ux, Wx), gdzie XE llłnxn jest macie­
rzą określoną przez warunek a2 podany w założeniu 6.1. Zauważmy, że X 
nie zależy od macierzy k. 

Lemat 6.5 (o postaci prawostronnego kompensatora; Suchomski [404]). 
Niech G(() E R.C~+r) x (p+r) ma nz > O zer należących do o'Dt:,. . Funkcję 

G(() = [ ~ I B - ~11K ] E R.C~+r) x(p+r) 

gdzie k E ][łnz x(p+r) oznacza dowolną macierz zapewniającą stabilność ma­
cierzy E22 = y z-1sz - yz-l KZ21 E ffi.nz Xnz, można przedstawić W postaci 

iloczynu G(() = G(() · Ur((), w którym 

Ur(() = [ yz-lsz y z-1 k ] ' Ur(().:...1 E R1-l~+r) x(p+r) 
Z21 lp+r 
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jest stabilnie odwracalnym prawostronnym kompensatorem. 

Dowód. Wykorzystując wcześniej zdefiniowane macierze Q2 oraz Z2 , 

w oparciu o wzory (6.5) oraz (6.6) otrzymujemy 

Ponieważ >-.(S2 - KZ21, T2 ) >-.(~22) C Db., zatem funkcja G(() ma n 2 

odpowiednich stabilnych zer (prawostronny kompensator Ur(() musi mieć 
n 2 biegunów należących do 8Vb.)- Przyjmując, że 

gdzie Cu E ]lł(p+r)xn,, mamy 

Teraz wystarczy pokazać, że istnieje taka macierz Cu, dla której mody sys­
temu G(() · Ur(() skojarzone z wartościami własnymi >-.(T2-

1S2 ) są nieobser­
wowalne, a ponadto Ur(()-1 E RH~+r)x(p+r). Ze wzoru (6.6) wynika, że 
kładąc Cu = Z21 oraz rozważając odpowiedni podobny model, otrzymujemy 

G(() = G(() ·Ur(()= [ ~ I ~ ] 

gdzie B = B - Quk E Ilłnx(p+r). Zobaczmy, że para (Ux, Wx) odpowiada 
funkcji G((). Ponadto ze wzoru 

(6.15) 

wynika, że funkcja Ur(()-1 jest stabilna, co oznacza, iż prawostronny kom­
pensator Ur ( () nie wprowadza żadnych zer należących do 8V bi.. • 

Stosując twierdzenie 6.8 do systemu opisanego funkcją G((), uzyskujemy 
macierze: X, X, Mx, Hx oraz Nxx, przy czym X = X (zauważmy, że X 
nie zależy od K). Z warunku a2 sformułowanego w założeniu 6.1 wynika 
równość X Zn = Onxn,. N a tej podstawie stwierdzamy, że Mx = Mx oraz 
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ifx = Hx. Ponadto, ponieważ Bx = B + HxD = Bx -Qn.K, zatem XBx = 

XBx . Wreszcie, b~orąc pod uwagę równość X(In-XX)- 1 = (In-XX)- 1 X, 

wnioskujemy, że Nxx = Nxx· 

Poniższy lemat przekonuje, że czynnik II(() = fr(() · Ur(()-1 o nz ze­
rach należących do 8V c:,. można uzyskać bez konieczności wyznaczania jawnej 
postaci prawostronnego kompensatora. 

Lemat 6.6 ( o czynniku uogólnionej J-bezstratnej faktoryzacji; Suchom­
ski [404]). Czynnik II(() E R1-l~+r)x(p+r) uogólnionej (Jmr, Jpr)-bezstratnej 

faktoryzacji G(() = 8(() · II(() funkcji G(() E R.C~+r)x(p+r) o nz > O ze­

rach należących do o'Dc:,. ma postać opisaną w twierdzeniu 6.8. 

Dowód. Stosując twierdzenie 6.8, mamy 

-Bx + Qu.K]. 
Ip+r 

Następnie , uwzględniając wzór (6.15), uzyskujemy realizację 

On xnz 
I::22 

Fx(In - XX)- Zn - Z 21 

Aby wykazać jej nieminimalność, wystarczy zauważyć, że Fx(In - X X) - 1 = 
[ S 3 Z 21 ][ S1-XS2 Zn J- 1 ,co prowadzidorównościFx (In-XX)- 1 Zn 
= Z21 . N a tej podstawie stwierdzamy, że stabilne mody systemu fr ( () · 
Ur ( ()-1, odpowiadające podmacierzy I::22, są nieobserwowalne. Zatem 

X • -B-] 
Ip+r . 

Lematy 6.5 oraz 6.6 stanowią podstawę następującego twierdzenia. 

Twierdzenie 6.10 · ( o uogólnionej J-bezstratnej faktoryzacji; Suchom­
ski [404]). Niech funk~ja G(() E R[,~+r)x(p+r) o minimalnej realizacji 

(A, B, C , D), AE IRn xn, ma nz > O zer należących do o'Dc:,. , zaś 

[ Sf Sf Sf r E JR(n+n+(p+r)) x(n-nz) 
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oznacza bazę stabilnej niezmienniczej (n - nz)-wymiarowej podprzestrzeni 
rozszerzonego pęku danego parą (Ux , Wx) wymienioną w twierdzeniu 6.8. 
Uogólniona (Jmr, Jpr )-bezstratna faktoryzacja G ( () = 8 ( () ·II(() tej funkcji 
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

( i) macierz [ S1 Zn ] E Ilłn x n jest nieosobliwa oraz 

( ii) (U:-t:, Wx) E dom (óRic) oraz X= óRic(Ux, Wx) ~ O dla pary (Ux, Wx) 
zdefiniowanej w twierdzeniu 6.8; 

(iii) IIXXll2 < l; 

(iv) istnieje nieosobliwa macierz Mx E ]lł(p+r) x (p+r), która spełnia równanie 

podane w twierdzeniu 6.8. 

Czynnik II(() E R1-l~+r) x (p+r) ma postać opisaną w twierdzeniu 6.8 . O 

Bez dowodów przytacza się analogiczny lemat oraz twierdzenie odnoszące 
się do uogólnionej dualnej ]-bezstratnej faktoryzacji (Suchomski [402, 407, 
409]). Niech zatem funkcja H(() E n.ct+ą) x (m+r) o minimalnej realizacji 
(A, B, C, D), A E Ilłn x n, będzie dualną łańcuchową macierzą rozprosze­
nia o nz > O niezmienniczych zerach należących do 81Jt:,,_. Odpowiednia 
transformacja QZ o unitarnych macierzach Qz E ]lł(n+m+r) x (n+m+r) oraz 
Zz E ]lł(n+m+ą)x(n+m+ą), zastosowana do systemowej macierzy SHr(() , pro­
wadzi do takiego pęku 

: ] 
że >-.(Sz, Tz) = >-.(Tz- 1S z) C 81Jt:,,_. Podziały macierzy Qz oraz Zz są zgodne z 
regułami: (n+ (m+r)) x (nz+ (n+m+r-nz)) oraz (n+ (m+q)) x (nz+ (n+ 

m+q-nz)). Przyjmując, że [ Sf S'f Sf f E ]lł(n+n+(m+ą)) x (n-nz ) ozna­

cza teraz bazę stabilnej niezmienniczej (n - nz)-wymiarowej podprzestrzeni 
rozszerzonego pęku opisanego parą (Uy, Wy), możemy podać odpowiednik 
wzoru (6.14). W tym celu posługujemy się parą macierzy (Uy, Wy) uzyskaną 
z pary (Uy, Wy) przez zastąpienie macierzy Qy macierzą Qy = Qy - Q11K, 
gdzie K E ]lłnz x(m+q). 
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Lemat 6. 7 ( o postaci lewostronnego kompensatora; Suchomski [409]). 

Niech H(() E R,C~+ą)x(m+r) ma nz > O zer należących do 8'Dt:,,,. Funk-

cyę 

H(i) = [ A I B ] E ne,(m+ą)x(m+r) 
', C- KTQT D 00 11 

(6.16) 

gdzie k E JRnz x(m+ą) oznacza dowolną macierz zapewniającą stabilność ma­
cierzy I:22 = T z- 1sz - T z- l KZ21 E ]Rnz Xnz I można przedstawić W postaci 
iloczynu H(() = U1(() · H(() , w którym 

U (r) = [ S; Tz-T Zii ] U (r)-1 E R,1{_(m+ą)x(m+ą) 
l ', KTT-T 1 ) l ', 00 

z m+ą , 

jest stabilnie odwracalnym lewostronnym kompensatorem. • 
Stosuj ąc twierdzenie 6.9 do systemu opisanego funkcją H(() , otrzymu­

jemy macierze: Y, Y, My, Hy oraz Nyy· Zachodzi przy tym Y = Y, a 
ponadto Y nie zależy od k . Na tej podstawie wnioskujmy, że: My = My , 
Hy = Hy oraz Nyg = Nyg• 

Twierdzenie 6.11 ( o uogólnionej dualnej J-bezstratnej faktoryzacji; Su­
chomski [409]). Niech funkcja H(() E R,C~+ą) x(m+r) o minimalnej reali­
zacji (A , B, C , D) , AE IRnxn, ma nz > O zer należących do 8'Dt:,,, , zaś 

[ S[ Sf Sf f E JR(n+n+(m+ą))x(n-nz) 

oznacza bazę stabilnej niezmienniczej (n - n z )-wymiarowej podprzestrzeni 
rozszerzonego pęku opisanego parą (Uy, Wy) daną w twierdzeniu 6.9. Uogól­
niona (Jmą, Jmr )-bezstratna faktoryzacja H(() = f2(() · '1!(() tej funkcji 
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

( i) macierz [ S1 Z11 ] E IRnxn jest nieosobliwa oraz 

Y = [ S2 On x nz ] [ S1 Z11 r 1 ~ O; 

(ii) (Ug, Wy) E dom(JRic) oraz Y = óRic(Uy , Wy)~ O dla pary (Uy, Wy) 
zdefiniowanej w twierdzeniu 6.9; 

( iii) IIYYll2 < 1; 

( iv) istnieje nieosobliwa macierz My E JR(m+ą) x (m+ą) , która spełnia rów­

nanie podane w twierdzeniu 6.9. 

Cz~nnik n(() E RH~+ą)x(m+ą) ma postać opisaną w twierdzeniu 6.9. O 
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Uwaga 6.4 (Suchomski [404, 409]). W przypadku, w którym obowią­
zują założenia twierdzenia 6.8, mamy >.(A+ BFx) = >.(:Eu) U >.(:E22) C 'Dt:,. . 
Z kolei, gdy spełnione są założenia twierdzenia 6. 9 dla odpowiednich pod­
macierzy :Eu oraz :E22 zachodzi >.(A+Hy<'.7) = >.(:Eu)U>.(:E22) C Vt:,., gdzie 
C = C - f<TQfi E ffi.(m+ą)xn. Z drugiej strony, rozwiązanie X, które czyni 
zadość założeniom twierdzenia 6.1 O, nie jest rozwiązaniem stabilizującym 
równania Riccatiego odpowiadającego parze (Ux, Wx), Czynnik II(() ma n z 
zer należących do 8Vt:,., zatem macierz A+ HxC + BxFx(In - XX)- 1 nie 
może być macierzą stabilną: >.(Tz- 1Sz) C >.(A+ HxC + BxFx(In -XX)-1 ) . 

Podobne spostrzeżenie dotyczy rozwiązania Y, o którym mówi twierdzenie 
6.11. Rozwiązanie to nie jest rozwiązaniem stabilizującym równania Riccat­
iego przyporządkowanego parze (Uy, Wy): mamy tu bowiem do czynienia z 
funkcją O(() o nz zerach należących do 8Vt:,., a zatem >.(Tz-1Sz) C >.(A+ 
BFg + (In - YY)- 1 HyCg), co oznacza, że A+ BFg + (In - YY)- 1 HyCg nie 
jest macierzą stabilną . O 

Przykład 6.5 (synteza regulatora metodą rozmieszczania biegunów (III); 
Suchomski [404]). Rozważmy, raz jeszcze, układ o schemacie danym na 
rys . 6.8. Przyjmujemy, że tor sterowania Pyu : U -+ Y obiektu opisany 
jest minimalnym nominalnym modelem z wyróżnionym członem całkującym 
Pyu(() = B(()/(( · A(()) , przy czym dla uproszczenia zakładamy, że mo­
niczny wielomian A(() stopnia deg A(() = N A nie ma zer należących do 
8Vt:,.. Podstawowy algorytm sterowania (rys. 2.1) opiera się teraz na wyko­
rzystaniu dwóch filtrów Mu(() = Lu(()/C(() oraz My(() = Ly(()/C(() 
o licznikach stopnia deg Lu ( () = deg Ly ( () = N A oraz monicznym sta­
bilnym mianowniku C(() stopnia degC(() =NA+ l. Charakterystyczne 
równanie układu zamkniętego o podstawowej strukturze ma postać T( () = 
(·A(() · C(() +A(()· Lu(()+ B(() ·Ly(() = C(() ·To(() , przy czym To(() jest 
założonym stabilnym monicznym wielomianem stopnia deg T0 ( () = N A + 1. 
Wielomiany Lu(() oraz Ly(() spełniają diofantyczne równanie ( · A(() • 
Lu(() + B(() · Ly(() = C(() · (To(() - ( · A(()). Dążąc do zapewnienia · 
układowi zamkniętemu odpornej stabilności, postępujemy zgodnie z proce­
durą opisaną w przykładzie 6.3. Przyjmując Qo(() E RH00 jako efektywny 
Q-parametr, otrzymujemy Qu(() = -B(()·Q(() oraz Qy(() = (·A(()·Q((), 
gdzie Q(() = My(()·Qo(()/C(() . Szumowa funkcja wrażliwości rozważanego 
układu zamkniętego (rys. 6.8) dana jest wzorem 

G (r) = -B(() · My(() . (l + (- A(() . Q (r)) 
yn '> To ( () C ( () 0 '> 



6.3. ROZMIESZCZANIE BIEGUNÓW 221 

zaś w stosownym sformułowaniu problemu dopasowania modelu ze względu 
na normę H. 00 występuje funkcja T2(() = ( ·A(()/C((). Jak łatwo sprawdzić, 
łańcuchowa macierz rozproszenia G ( () odpowiedniego uogólnionego obiektu, 
dana ogólnym wzorem (6.1), ma pojedyncze zero (nz = 1) w punkcie ( = 
0 E 8'Dt:,.. 

Niech C ( () = c- ( () · c= ( (), gdzie <leg c= ( () = Nt + 1. Rozwiązując 
zmodyfikowany problem dopasowania modelu dla T2(() = ( · A+(()/C= (() 
oraz wielomianu Qod(() stopnia <leg Qod(() = Nw + NJ + 1 (por. przykład 
6.3), wyznaczamy uproszczoną postać Q0(() parametru Qo(() (wzór (6.2)). 
Na tej podstawie otrzymujemy poszukiwane filtry algorytmu odpornego ste­
rowama: 

Ilustrację powyższych rozważań stanowi przykład syntezy regulatora dla 
nieminimalnofazowego obiektu z całkowaniem. Przyjmijmy, że niepewny 
model obiektu dany jest wzorem 

w którym: -8 :S: k :S: -6, 0.5 s :S: To :S: 1.5 s oraz -6 s :S: T1 :S: -4 s. Jako 
nominalny model w czasie ciągłym tego obiektu przyjmujemy 

P s _ k(l - s'I'o/2) 
pyu( ) - s(l + sT1)(l + sTo/2) 

gdzie: k = -7, To = 1 s oraz T1 = -5 s ( co odpowiada aproksymacji członu 
opóźniającego wymiernym filtrem Pade pierwszego rzędu ; Baker [17], Baker 
et al. [18]). Dla ~ = 0.002 s wyznaczamy nominalny model Pyu(() = 
B(()/(( · A(()) , Pyu(() ri RL00 , w którym A-(() = 1.996005 +(,A+(()= 
-0.200040 +(,NA= 2 oraz NJ = 1. Niech C(() = (0.5 + () · (1 + ()2 oraz 
c =(() = (1 + () 2 . Przykładowemu wielomianowi T0 (8) = (6 + ()3 przypo­
rządkowane jest wzmocnienie g = 77.281787 oraz następujące wielomiany fil­
trów podstawowej struktury regulatora: Lu ( () = 4 73.161030+ 119.970399( + 
16.204035(2 oraz Ly(() = 38.640894 + 260.793025( + 116.663745(2. Prosta 
ważąca funkcja WM(() pierwszego rzędu (Nw = 1) , opisująca niepewność 
nominalnego modelu Pyu((), dana jest wzorem WM(() = 3.4375(0.099875 + 
()/(1.248439 + (). Załóżmy, że (A1, B1, C1 , D1) oraz (A2, B2, C2, D2) 
są minimalnymi kanonicznymi sterowalnymi realizacjami funkcji T1 ( () = 
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WM(() oraz T2(() = ( · A+(()/C=((), odpowiednio. Na tej podstawie 
wyznaczamy łańcuchową macierz rozproszenia uogólnionego modelu rzędu 
n=3 

[ 
A1 B1C2 B1D2 B1 ] 

G(() = 02x1 A2 B2 . 02x1 . 
C1 D1 C2 D1D2 D1 
O 01x2 O 1 

Mamy tu do czynienia z uogólnionym obiektem P o niestandardowym mo­
delu, dla którego naruszone jest wymaganie a3' podane w założeniu 5.1. 
Dzięki faktoryzacji QZ otrzymujemy Sz = O oraz Tz = 0.707107. Następnie 
obliczamy X 2 O oraz wyznaczamy nieosobliwą macierz Mx. Ponieważ w 
rozważanym przypadku zachodzi >-(A1) U >-(A2) C Dt:,., zatem X= 03x3• W 
efekcie stwierdzamy, że 

gdzie: 

Nu(() 

N12(() 

N21(() 

N22(() 

Do(() 

-0.387777 - 0.010230( + 1.142733(2 + 0.765255(3 

-0.168945 - 1.563156( - 2.619476(2 - 1.225265(3 

0.016400( + 0.041836(2 - 1.225265(3 

0.025842( + 0.416727(2 + 1.581801(3 

0.019971( + 0.299835(2 + (3 . 

Zbiór wszystkich Q-parametrów dany jest formułą Q0 = HM (rr-1, <I>), 
przy czym <I>(() E B1-l00 jest taką funkcją, dla której Q0(() E R1-l00 . Za­
kładając najprostszą postać parametru <I> E IR., otrzymujemy wzór Q0(() = 
(N12(() + <I>N11(())/(N22(() + <I>N21(()), z którego wynika, że dla <I> = 
-0.435676 uzyskujemy poszukiwane rozwiązanie 

Q=(o = -o.736743 - 1.473486( - o.736743(2 

o 0.008838 + 0.188361( + (2 

gwarantujące projektowanemu układowi pożądaną odporną stabilność: IIGyn 
(() · Wm(()lloo = 0.9050. D 

6.4 Synteza estymatorów stanu 

Podrozdział ten poświęcono omówieniu zastosowania metody dualnej J­
bezstratnej faktoryzacji dualnych łańcuchowych macierzy rozproszenia obiek­
tów dynamicznych jako podstawy syntezy optymalnych estymatorów stanu 
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o charakterystykach kształtowanych ze względu na normę 1-l00 (Suchomski 
[402, 407, 409]). Warto w tym miejscu podkreślić, że podobny sposób mo­
delowania dyskretnych procesów, w którym stosuje się wymienione macierze 
rozproszenia, wykazał swoją skuteczność przy projektowaniu optymalnych 
filtrów detekcyjnych używanych w systemach diagnostyki technicznej (Su­
chomski i Kowalczuk [419]). 

Rozważmy przeto pewien system opisany modelem czasu dyskretnego 
przedstawionym na rys. 6.12, gdzie w1 oraz w2 są sygnałami zewnętrznych 
zakłóceń o wymiarach r 1 oraz r 2 , odpowiednio, zaś sygnał y o wymiarze q 
oznacza wielkość mierzoną. Niech wektor x o wymiarze n 1 będzie obser­
wowanym wektorem stanu podsystemu (obiektu) o realizacji (A1, B1, C1, 
Di), w której A1 E JR.ni xni, zaś v = Lx, gdzie LE JR.mxni, będzie odpowied­
nim sygnałem odniesienia (ważonym wektorem stanu) o wymiarze m. Przyj­
mujemy ponadto, że addytywne zakłócenie d obecne w sygnale pomiarowym 
y jest modelowane za pomocą kształtującego członu Pd o realizacji (A2, B2, 
C2, D2), przy czym macierz A2 E JR.n 2 xn2 • Estymator (filtr) opisany funkcją 
przenoszenia K(() E R/f';xą dostarcza pewnego oszacowania v wektora v. 
Definiując kryterialną zmienną w postaci resztowego wektora z = v - v, mo­
żemy rozważanemu systemowi przyporządkować model odpowiedniego uo­
gólnionego obiektu dynamicznego (rys. 5.2b). W modelu tym występuje 
wektor stanu o n = n1 + n2 współrzędnych, a także sygnały u = v oraz 
w = [ wf wf jT E JR.r, gdzie r = r1 + r2 (Suchomski [409]). 

Podejmując zadanie syntezy optymalnego estymatora, stajemy w obliczu 
dwóch pozostających w konflikcie wymagań: funkcja przenoszenia K(() o 
'małej' wartości normy IIK(() lloo zapewnia dobre tłumienie wpływu zakłóceń 
d przy jednoczesnej degradacji zdolności tego estymatora do rekonstrukcji 
sygnału v. 

Standardowy problem estymacji optymalnej ze względu na normę 1-l00 

polega na znalezieniu takiej przyczynowej i stabilnej funkcji przenoszenia 
K((), dla której spełniona jest nierówność IIGzw(()lloo < 1 , gdzie Gzw : 
W • Z oznacza macierzową ( m x r) funkcję przenoszenia, zaś 1 > O jest pa­
rametrem. Szukamy zatem takiego K(() E R1-l";:.;xą, aby IIDHM(H, K)lloo < 
1, gdzie H(() jest dualną łańcuchową macierzą rozproszenia rozważanego uo­
gólnionego obiektu 

Ponieważ operator DH M(H, K) jest w tym przypadku afiniczną funkcją K, 
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Rys. 6.12. Sformułowanie zadania estymacji stanu. 

zatem postawione zadanie syntezy estymatora można sformułować jako od­
powiedni problem dopasowania modelu ze względu na normę 'H00 . Podamy 
warunki istnienia rozwiązania tego problemu. Analizując postać modelu 
H ( (), stwierdzamy, że konieczny warunek al sformułowany w założeniu 5.1 
jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy macierze A1 oraz A2 są macierzami 
stabilnymi. Dyskusję dotyczącą bardziej ogólnego przypadku znaleźć można 
w (Suchomski (409]) . Z kolei, aby spełnić warunek a2, musimy przyjąć, 
że rank D2 = q. Rozwiążemy także zadanie estymacji stanu sformułowane 
dla przypadku uproszczonego modelu, w którym zakłócenie w2 oddziałuje 

bezpośrednio na sygnał pomiarowy y. Model d = w2 odpowiada sytuacji 
braku wiedzy o 'naturze' pomiarowych zakłóceń. Dualna łańcuchowa ma­
cierz rozproszenia odpowiedniego uogólnionego obiektu ma w tym przypadku 
postać 

H(() = [ ~I~ ] = [ ~l 

C1 

co oznacza, że n= n1 oraz q = r2. 

W dalszych rozważaniach wykorzystuje się lematy 5. 6 oraz 5. 7, a także 
następujący prosty lemat odnoszący się do niezmienniczych zer systemu dy­
namicznego. 

Lemat 6.8 ( o niezmienniczych zerach; Suchomski [409]). Dana jest funkcja 
H(() o realizacji (A E !Rnxn, B E !Rnxr, C E !Rąxn, D E !Rąxr). Dla sys­

temowej macierzy SH(() o pełnym wierszowym normalnym rzędzie liczba (o 
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jest (lewym) niezmienniczym zerem tej realizacji wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieją takie wektory x -=I= On E !Rn oraz v E !Rą, że [ xT vT ]SH((o) = 
Oix(n+r) · W przypadku, w którym v = Oą, liczbie (o odpowiada niesterowalny 
~od rozważanego systemu. 

Dowód. Jeżeli (o jest niezmienni czym zerem realizacji funkcji H ( (), to 
istnieje taki niezerowy wektor [ xT vT ]T E JRn+ą, że [ xT vT ]SH((o) = 
01 x ( n+r). Z drugiej strony, ponieważ S H ( () ma pełny wierszowy normalny 
rząd, zatem z faktu istnienia takiego wektora [ xT vT V -=I= On+ą, dla 
którego obowiązuje równość [ xT vT ]SH((o) = Oix(n+r), wynika, że (o jest 
niezmienniczym zerem realizacji funkcji H(() (Douglas i Athans [91], Wein­
mann [463]). Musimy przy tym przyjąć, że x -=I= On. Bowiem w przeciwnym 
przypadku mielibyśmy vT[ C D ] = Oix(n+r), czyli v = Oą, co prowadzi 
do sprzeczności z założeniem, że [ xT vT ]T -=I= O(n+ą) · Wreszcie, kładąc 

v = Oą, uzyskujmy równość xT[ A - (oin B ] = Oi x(n+r), która zgodnie 
z kryterium Popova-Belevitcha-Hautusa świadczy o tym, że (o odpowiada 
niesterowalnemu modowi badanego systemu (zob . Datta [78], Dullerud i 
Paganini [100], Petkov et al. [323]). O 

W przypadku stabilnej macierzy A zerowe rozwiązanie Y = Onxn speł­
nia wymagania twierdzenia 6. 7 oraz 6.9. Co oznacza, że Fg = O(m+r)xn, 

Cg = C oraz Nyg = My. W efekcie uzyskujemy poniższą realizację sta­

bilnego dualnego (Jmą, Jmr )-bezstratnego czynnika w(() E RH<;:+ą)x(m+r) 
odpowiedniej bezstratnej faktoryzacji dualnego łańcuchowego modelu H(() 

(6.17) 

Uwaga 6.5 (Suchomski [409]). Mamy 

S ,T,(i) = [ In Onx(m+ą) ] [ In Hy ] S (i) "' ', o M o I H ', . 
(m+ą)xn y (m+ą)xn m+ą 

Z lematu 5. 7 wynika, że w przypadku, w którym (o E D t,. jest 'stabil­
nym' zerem funkcji H((), wtedy (o E >..(A+ HyC). Oznacza to, że wzór 
( 6.17) opisuje nieminimalną realizację czynnika w ( (). Dla niestandardowego 
obiektu o modelu z zerami należącymi do 8D 6. macierz A+ HyC nie jest ma­
cierzą stabilną: zbiór zer czynnika O(() jest równy zbiorowi >..(A+ HyC) = 
>..(~n)U>..(Tz-l Sz), dla odpowiednich macierzy ~11, Tz oraz Sz. Funkcja w(() 
pozostaje jednak funkcją stabilną, gdyż jej realizacja dana wzorem (6.17) nie 
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jest relizacją minimalną ze względu na skreślenia w parach, obejmujących 
zero oraz biegun należące do 8Vt:,. Jeżeli H(() ma tylko 'niestabilne' zera 
należące do - t> t:,, wówczas zera funkcji w ( () są równe tym właśnie zerom 
funkcji H((), zaś ich koniugacje wyznaczają zbiór biegunów funkcji w((), 
czyli zbiór >.(I::u). O 

Na zakończenie wstępnej części tego podrozdziału rozważmy następujący 
podział (m + q) x (m + q) macierzy My, pojawiającej się jako niewiadoma 
w odpowiednich równaniach twierdzeń 6. 7 oraz 6.9 

Wymienione równania można interpretować jako uproszczone równania Ric­
catiego, co stwarza możliwość znalezienia potrzebnych macierzy My w postaci 
standardowych, symetrycznych rozwiązań tych równań. Z drugiej strony, 
dla dostatecznie dużych wartości parametru I można poszukiwać rozwiązań 
o niestandardowej, niesymetrycznej, dolnej blokowej trójkątnej strukturze 
(por. podrozdział 6.2.2). Przykładowa macierz My o takiej trójkątnej postaci 
( o ile istnieje) dana jest następującymi wzorami (Suchomski (407, 409]): 
Mn = K1}, M12 = 0mxą, M22 = R 2[ oraz M21 = -M22E'&Mfi.Mu. 
Przy czym E E JR(m+ą)x(m+ą) jest macierzą, dla której obowiązuje podział 
(m + q) x (m + q): 

E 
[ 1 21m - !:).ŁYLT -!).Lycr ] [ Eu E12 ] -1:).CYLT T - -T E'& E22 -D2D2 - !).CYC 

L [ L 0mxn2 ] E IRmxn 

c [ C1 C2 ] E ]Rąxn 

zaś Ru E ]Rmxm jest czynnikiem Cholesky'ego podmacierzy En, nato­
miast R 22 E IRąxą jest czynnikiem Cholesky'ego macierzy -En v', gdzie 
Eu v' = E 22 - E'&K1/ E12 oznacza dopełnienie Schura podmacierzy En. 
Z powyższego wynika, że konieczny i wystarczający warunek istnienia ma­
cierzy My o pożądanej blokowej trójkątnej strukturze ma postać koniunkcji 
dwóch wymagań: Eu > O oraz Env' < O. Jak pokazano w dalszej części tego 
podrozdziału, w przypadku obiektów o standardowych modelach odpowied­
nie centralne algorytmy, w których stosuje się tak zdefiniowane macierze My, 
charakteryzują się dogodną prostotą implementacji (por. podrozdział 6.2.2). 
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Obiekty o standardowych modalach 

Załóżmy, że H(() E R1iC::+ą)x(m+r) jest stabilną dualną łańcuchową macie­
rzą rozproszenia, która nie ma zer należących do ćYD 6.. Przyjmijmy, że dla 
tej macierzy spełnione są warunki i oraz iv sformułowane w twierdzeniu 6. 9. 
Stosując podział (m + q) x (m + q) odwrotności 0(()-1 E Q1i7::;+ą 

oraz przyjmując zerowy parametr <I> = 0mxą , uzyskujmy poniższą realizację 
centralnego estymatora K(() = -011(()-1012(() 

K(() = [ A+ HtC - I_!u Mu~ M12C Hu Mu1 "!!12 - Ht ] 
L + M11 M12C -M11 M12 

gdzie H: E IR.nxm oraz Ht E IR.nxą są odpowiednimi podmacierzami macie­

rzy Hy = [ H: Hf ]. Kolejny lemat dotyczy estymatora K(() przyporząd­
kowanego macierzy My o założonej dolnej blokowej trójkątnej strukturze. 

Lemat 6.9 (o ściśle właściwej postaci centralnego estymatora; Suchomski 
[402, 409]). Jeżeli istnieje macierz My o dolnej blokowej trójkątnej postaci, 
wówczas centralny estymator K(() jest ściśle właściwą funkcją (rys. 6.13) 

K ( () = [ A + J:ff C - Ht ] D 
0mxą · 

C 

Rys. 6.13. Centralny estymator. 



228 ROZDZIAŁ 6. METODY PRZESTRZENI Ji00 

Obiekty o niestandardowych mbdalach 

Przyjmijmy, że H(() E RHt;:+ą)x(m+r) oznacza stabilną dualną łańcu­
chową macierz rozproszenia o nz niezmienniczych zerach należących do oD .6., 

spełniającą warunki i oraz iv podane w twierdzeniu 6. 9. Niech Z21 = [ z;l Z§1 V, gdzie Z21 E ]RmXnz oraz Z21 E ]RQXnz. Na podstawie opisu 
modelu H(() stwierdzamy, że: 

Sy = [ Onxm 

co prowadzi do wniosku, iż Z21 = Omxnz. Z kolei 

(6.18) 

Rozważając następującą realizację odwrotności D(()-1 (Suchomski [409]) 

[ 
:En O(n-nz)Xnz sr ] 

D(()- 1 = My OnzX n-nz Tz- 1Sz [ OnzXm Z.§1 

C [ S1 Zn ]- Im+ą 

wnioskujemy, że wartości własne >.(Tz- 1Sz) C oD.6. podsystemu 

(6.19) 

są niesterowalne. Niech x 0 E !Rn oznacza lewy wektor własny macierzy 
A+ HyC skojarzony z pewną wartością własną (o E >.(Tz-l Sz). Zdefiniujmy 
pomocniczy wektor [ S1 Zn J-1xo = [ xoT ;f;_oT ]T, gdzie x 0 E !Rn-nz 

oraz ;f;_o E JRnz. Ponieważ x5(A + HyC - (oln) = 01xn, zatem xo = On-nz· 

Na tej podstawie otrzymujemy 

[ X6 01x(m+ą) ] C 
[ Im ] = 01x(n+m) 

Oqxm 

co w oparciu o ustalenia lematu 6.8 oznacza, że (o jest niezmienniczym zerem 
podsystemu (6.19). Zauważmy, że zerowanie się podmacierzy Z21 E !Rąxnz 
musimy wykluczyć. W przeciwnym razie obowiązywałaby bowiem nie tylko 

, ,, THu O 1 t k · , ,, THY O ł b rownosc x 0 y = lxm, a e a ze rownosc x 0 y = lxą, co oznacza o y, 
że liczba (o E 8D.6. jest niezmienniczym zerem funkcji D(()-1 , a to jest 
sprzeczne z założeniem D(() E RHt;;+ą)x(m+ą). 
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Lemat 6.10 ( o niewystarczalności centralnego estymatora stanu; Suchom­
ski [409]). W przypadku, w którym dualna łańcuchowa macierz rozprosze­
nia H(O ma zera należące do 8Vt::., w syntezie estymatora optymalnego ze 
względu na normę H,00 nie można stosować rozwiązań centralnych, ponie­
waż w tak ukształtowanej funkcji K ( O = -011 ( 0-1012( O występowałyby 
bieguny należące do {)1) t::.. • 

Powyższe ustalenia usprawiedliwiają próbę sięgnięcia po bardziej złożoną 
strukturę estymatora stanu K ( O = DH M ( O, ( 0-1, <I>) z niezerowym statycz­
nym parametrem <I> E !Rmxą. W takim przypadku mamy 

(6.20) 

gdzie: 

C M11L + M12C - <I>(M21L + M22C) E !Rmxn 

D1 Mn - <I>M21 E !Rmxm 

D2 M12 - <I>M22 E !Rmxą . 

W jaki sposób dobierać <I>? Analizując równoważny model estymatora (6.20), 
uzyskany w relacji podobieństwa o macierzy [ S1 Z11 ]T, wnioskujemy, że 

>..(Tz- 1Sz) c >..(A+HyC-H~DtC). Widzimy zatem, że konieczny i wystar­
czający warunek stabilności tego estymatora przyjmuje postać żądania, aby 
mody odpowiadające wartościom własnym >..(Tz- 1Sz) były nieobserwowalne. 
Ze wzorów (6.18) oraz (6.20) wynika, że przyjmując parametr <I> w taki spo­
sób, aby 

C [ S1 Zn ]-T = [ * 0mxnz ] E !Rmxn 

zapewniamy realizacji estymatora K(O macierz stanu o blokowej diagonal­
nej postaci oraz macierz wyjścia o stosownej zerowej podmacierzy. W efek­
cie otrzymujemy liniowe równanie <I> V = V o następująco zdefiniowanych 
macierzach współczynników V E !Rmxnz oraz V E ]RQXnz (Suchomski [409]) 

Ponieważ dopuszczalne są tylko parametry <I>, dla których ll<I>II < 1, zatem 
racjonalnym jest (warunkowe) przyjęcie rozwiązania <I> = vv+ o minimal­
nej normie, gdzie v+ E JRnz xą oznacza macierz pseudoodwrotną Moore'a­
Penrose'a. 
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Lemat 6.11 ( o parametryzacji zbioru rozwiązań zadania syntezy estyma­
tora; Suchomski [409]). Każde rozwiązanie <P o jednostkowo ograniczonej 
normie 11<1?l1 :::; 1 równania <PV = V, wiodące do stabilnej funkcji K(() = 
DHM(0(()-1 , <1?) E RH";:;xą, jest rozwiązaniem dopuszczalnym. Konieczny 
warunek istnienia takiego rozwiązania ma postać koniunkcji dwóch wymagań: 

nz :::; q oraz Im VT C Im vr. Poszukiwany estymator K(() (o ile istnieje) 
ma minimalny rząd (n - nz). • 

W celu uproszczenia modelu (6.20) projektowanego estymatora, przy 
eliminowaniu podsystemu o nieobserwowalnych modach można użyć następu­
jącego prostego algorytmu. 

Algorytm 6.1 (upraszczania modelu estymatora stanu; Suchomski [409]). 

( 1) Wyznacza się rozkład według wartości szczególnych M 0 = U0 L- 0 V[ ma­
cierzy obserwowalności M 0 E Ilł.mnxn zdefiniowanej dla pary (A+HyC­
Hu iJ-16 iJ-16) 

y 1 , 1 · 

(2) Korzystając z unitarnej macierzy podobieństwa V0 E Ilł.nxn, określa się 

równoważny model o nieminimalnej relizacji (V[(A+HyC-H~D11C) 
T u A -1 A y A -1 A A -1 A 

V0 , V0 (HyD 1 D2 - Hy), D 1 CV0 , -D1 D2). 

( 3) Wyznacza się poszukiwany model o minimalnej realizacji, odpowiada­
jącej lewej górnej podmacierzy o wymiarach (n-nz) x (n-nz) macierzy 
stanu modelu uzyskanego w poprzednim kroku. O 

Dla obiektów modelowanych łańcuchowymi macierzami rozproszenia G(() 
można bez trudu sformułować odpowiedniki lematu 6.1 O oraz 6.11, a także 
podać stosowną wersję algorytmu 6.1. 

Rozważymy dwa przykłady syntezy estymatorów optymalnych ze względu 
na normę 1{00 • Pierwszy przykład dotyczy obiektu o standardowym modelu 
bez zer należących do brzegu 8D1::,.. W drugim przykładzie, badając obiekt o 
niestandardowym modelu, pokażemy w jaki sposób projektować estymator 
stanu w przypadku, w którym takie zera występują. Szczegółową analizę 

własności badanych estymatorów można znaleźć w (Suchomski [402, 407, 
409]). 
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Załóżmy przeto, że sygnałowy tor Pyw1 

jest stabilnym modelem czasu ciągłego 
W1 -+ Y obiektu opisany 

-2.3 -0.4 --::1.3 12 
-1 -2 -1.15 12 

Pc(s) = -1.7 0.4 -2.7 4 
1 -1 o o 
o o 1 o 

Przyjmując 6. = 0.02 s, otrzymujemy odpowiedni model czasu dyskretnego 
P((). Modele w czasie ciągłym torów zakłóceń pomiarowych mają postać: 

[-00~ o 1 

J l -0.02 o 
0.04 o 0.1 

o 0.005 o 

[ -0.5 o 1 

o 1 -ooi 
-0.03 o 1 

o 0.1 o . 
-0.018 o 0.6 

Zauważmy, że w drugim (niestandardowym) przypadku mamy do czynienia 
z filtrami kształtującymi o znacząco różnych stałych czasowych. Ponadto 
przyjmujemy L = [ 1.25 -1 O ] . Na podstawie tych ustaleń mamy: n1 = 
3, n2 = 2, r1 = 1, r2 = 2, q = 2, m = 1, n= 5 oraz r = 3. 

Przykład 6.6 ( estymacja stanu: obiekt o standardowym modelu; Suchom­
ski (409]). W tym przypadku mamy 

[ 
o 0400 o 0.9996 o 1 

[ 
Pd1(() O ] - . 0 -0.0200 O 0.9998 

Pd(() = 0 Pd2 ( () = --0-.0-4
0
---0-+--0.-1--0- . 

0.005 O -0.1 

Zadanej dopuszczalnej wartości parametru , = 1.4 odpowiada rozwiąza­
nie Y 2: O stosownego równania Riccatiego oraz pewna nieosobliwa dolna 
trójkątna macierz My, którym przyporządkowujemy następujący algorytm 
estymatora 
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-33.2145 30.6033 -66.7237 -1.2397 -0.3275 30.9915 65.4913 
-28.5148 25 .6143 -66.7052 -1.1030 -0.3281 27.5754 65.6203 
-0.5421 -0.6909 -23.8620 0.0432 -0.1063 -1.0790 21.2502 

7.4814 -7.4814 -5.3961 0.2593 -0.0270 -7.4814 5.3961 
0.1917 -0.1917 -0.0103 0.0077 -0.0200 -0.1917 0.0103 

1.25 -1 o o o o o 

Postępując w podobny sposób , dla uproszczonego modelu toru zakłóceń po­
miarowych otrzymujemy poniższy algorytm estymacji 

K(() = [ K1u(() K2u(() ] 

[-12.5355 9.9243 7.6279 10.3125 -8.8603 l 
-9.1044 6.2039 5.1292 8.1650 -6.2141 

- 1.1858 -2.4188 -7.1685 -2.8069 4.5567 . 

1.25 -1 o o o 
Amplitudowe charakterystyki funkcji K(() oraz Pd(() pokazano na rys . 6.14. 
Jak można zauważyć, dysponując dodatkową wiedzą o modelu zakłóceń po­
miarowych, możemy poprawić jakość estymacji. W przypadku, w którym 
wzmocnienie toru modelowania tych zakłóceń osiąga względnie duże war­
tości (rys. 6.14a - niskie pulsacje) rozważane estymatory K 1 (() oraz K 1u(() 
mają podobne charakterystyki. Z drugiej strony, gdy wzmocnienie torów 
zakłóceniowych jest względnie niskie (rys . 6.14a - górne pulsacje oraz rys. 
6.146) estymatory K 1 (() oraz K 2 (() charakteryzują się 'większą aktywnoś­

cią' . Symulacyjne badania przejściowych procesów estymacji potwierdzają 
powyższe obserwacje (Suchomski [409]). 

20 ~-------- --~ 20 
(a) IK(jro)\, IPd (jo )I [dB] (b) 

10 K1 (jw) 10 
K2(jro) 

o 
K2u(jro) 

c.=.. 
-10 

Pd2(jro) 
ro [rad/s] ---~ ro [rad/s] 

-20 ---20 ~----------~ 
10-2 101 102 10·2 1 o-1 100 101 102 

Rys. 6.14. Przykład 6.6. Amplitudowe charakterystyki estymatorów stanu oraz 
torów zakłóceń pomiarowych. 
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Porównajmy wskaźniki uwarunkowania odpowiadających sobie dyskret­
nych równań Riccatiego, rozwiązywanych w celu syntezy badanych estyma­
torów: w przypadku 'pełnego' modelu toru zakłóceń pomiarowych mamy 
K,ó = 991.5 oraz K,q = 4582.6, zaś w przypadku uproszczonego modelu tego 
toru otrzymujemy K,óu = 123.4 oraz K,qu = 683.0. Przewagę algorytmów 
wyprowadzonych dla operatora ó potwierdzają także wykresy pokazane na 
rys. 6.15. • 

-- operator o 
- - - operator q 

10 4 

-------K ------- "-. 
8 -------------- "-i:--~------~--..~,___"----

"- ~ 
"-, 

--- ----10 21------L--------------=i 

~ [s] 

10-4 10-3 10-2 10-1 

Rys. 6.15. Przykład 6.6. Wskaźniki uwarunkowania równań Riccatiego. 

Znana jest ogólna metoda obliczania zer wymiernych modeli wielowy­
miarowych obiektów, polegająca na wyznaczaniu kanonicznej struktury Kro­
neckera takich modeli (Boley [37], Emami-Naeini i Van Dooren [105], Van 
Dooren [443,445], Varga [450)). W przypadku, w którym rozważana funkcja 
H(() ma tylko pojedyncze zero (o =OE 8Dt:,., można zaproponować prostszy 
algorytm obliczania macierzy Qz, Zz oraz Tz, w którym nie jest wymagana 
znajomość struktury Kroneckera pęku SHr(() (zauważmy, że taraz Sz = O). 
Odpowiedni algorytm składa się z trzech głównych kroków. 

Algorytm 6.2 ( obliczania macierzy transformacji QZ; Suchomski [409]). 

( 1 ) Wyznacza się rozkład według wartości szczególnych 



234 ROZDZIAŁ 6. METODY PRZESTRZENI H,00 

gdzie U E JR.(n+m+ą)x(n+m+ą) oraz V E JR.(n+m+r)x(n+m+r) są uni­
tarnymi macierzami, zaś ~ E JR.(n+m+ą)x(n+m+r) jest diagonalną ma­
cierzą o nieujemnych diagonalnych elementach uporządkowanych ros­
nąco (Datta [78], Golub i Van Loan [139], Meyer [290]). 

(2) Wyznacza się macierz Householdera H 1 E JR.(n+m+r)x(n+m+r) (Dem­
mel [84], Golub i Van Loan [139], Meyer [290]) skojarzoną z pierwszą 
kolumną macierzy vr lnu E JR.(n+m+r)x(n+m+ą)) gdzie 

Onx(m+ą) ] E JR.(n+m+r)x(n+m+q) . 

0(m+r)x(m+ą) 

( 3) Oblicza się macierze: 

[ Tz * ] = H vT l u . • 
* * 1 n 

Przykład 6. 7 ( estymacja stanu: obiekt o niestandardowym modelu; Su­
chomski [409]). W tym przypadku mamy 

[ 
Pd1 ( () O ] 0 -0.0300 0 0.9997 r

-0.4975 o 0.9950 o l 
Pd(()= 0 Pd2(() = ---0-.0-5

0
---0-+---0.-1--0- . 

-0.018 O 0.6 

Stosując algorytm 6.2, dla 1 = 1.4 uzyskano Tz = -0.5660. Następnie 

wyznaczono Y 2 O oraz nieosobliwą dolną trójkątną macierz My. Parametr 
<I> spełnia równanie [ 0.0473 -0.0780 ]<I>T = 0.0187. Rozwiązaniu o mini­
malnej normie <I> = [ 0.1062 -0.1752 ] przyporządkowany jest estymator 

K(() = [ K1(() K2(() ] 

-6.9157 -0.0286 0.0020 -0.0004 -3.5963 -0.7224 
T 

42.6596 -2.9973 0.1853 -0.0351 28.3369 8.0911 
-68.3104 -3.8323 -3.2145 0.5815 -48.1174 -8.8409 

37.7983 1.6674 1.3342 -0.7745 26.4595 5.1847 
0.3276 0.4954 0.0976 0.0543 1.4192 -0.3947 

Wykresy dane na rys. 6.16 ilustrują właściwości powyższych estymatorów. 
Na tym samym rysunku pokazano także amplitudowe charakterystyki modeli 
K(() oraz Pd((). Rys. 6.17 dotyczy z kolei oceny uwarunkowania odpowied­
nich równań Riccatiego. 
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\K(jco)I, \Pd (jo)\ [dB] (a) \K(jco)I, \Pd (j,J )I [ dB] (b) 

o o P d2 Uco) 
-------~ . -----

. ;7cć ................. \ R;·~u~l···· .... . 

-20 -20 
/ 

; 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ co [rad/s] 

-40 -40 
10-2 10-1 100 101 102 10-2 10-1 

co [rad/s] 

Rys . 6.16. Przykład 6.7. Amplitudowe charakterystyki estymatorów stanu oraz 
torów zakłóceń pomiarowych. 

106 

K -- operator 8 

- - - operator q 

104 

102 -----~/ _________ -......----=i-

il [s] 
10-4 10-3 10-2 10-1 

Rys. 6.17. Przykład 6.7. Wskaźniki uwarunkowania równań Riccatiego. 
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6.5 Zadania o nieregularnych macierzowych pękach 

Podrozdział ten poświęcono zadaniom syntezy, w których ze względu na 
nieregularność modelu użytego do sformułowania problemu optymalizacji 
stosownego wskaźnika odwołującego się do normy 1{00 występują osobliwości, 

manifestujące się między innymi pogorszeniem numerycznego uwarunkowa­
nia danego zadania. 

Rozważmy parę macierzy (U, W) daną wzorem (4.3), w której podmacierz 
P jest macierzą regularną, zaś podmacierz T jest macierzą osobliwą. Niech 
-~ -l E >..(U, W), zaś x = [ xf xf xf ]I' E JRn+n+m oznacza odpowiedni 
wektor własny takiego nieregularnego rozszerzonego pęku U - >..W. Mamy 
zatem 

[ 
X 1 ] [ ( P + l:!,. - l J n)- l On x n ] [ -Q ] 
X2 = l:!,.R(P + l:!,_-l In)-l ~In S X 3 

oraz (-ST(P + l:!,_- 1In)- 1Q + T)x3 = Om. Na tej podstawie otrzymujemy 
dogodną reprezentację wektora własnego x (Suchomski [408]) 

[ :~ l = [~RU:: :;1~11ó- s l X 
X3 -~ lJm 

gdzie x E !Rm jest dowolnym niezerowym wektorem należącym do pod­
przestrzeni Ker(-l:!,.ST Un +l:!,.P)- 1Q+T). Zauważmy, iż taki wektor istnieje, 
ponieważ założenie -~-l E >..(U, W) implikuje, że dim Ker(-l:!,.ST Un + 
~p)- 1Q + T) > O. Należy tu podkreślić, że -l:!,_-l może być wielokrotną 

wartością własną rozważanego pęku. 

Niech (U, W) E dom (8Ric) oraz !Rnxn 3 X = 8Ric(U, W). Przyjmijmy 
podziały (por. podrozdział 4 .1): 

X11 [ x1 X1 f 
X3 [ X3 .X3 ] 

w których X1 E !Rn, X1 E !Rnx(n-l), zaś .X3 E !Rmx(n-l). Na podstawie 
lematu 4- 3 wnioskujemy, że obowiązuje następujące skalowanie: 

gdzie: 

1- 1- 1-FJ = ~ - FJ, G J = ~ - G J, H ci = l:!,. - H ci 

T - -r -xx1 + ~X3X1 

QF'J+l:!,.P 
-r -r -r -r 

G ó ® In + In ® G ó + G ó ® G ó 
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~ ~ ~ 2 2 
przy czym: F0 E JRm x n, G0 E JRn x n oraz H0 E ]Rn x n . Nieregularność pęku 

U - >.W może być zatem przyczyną osobliwości badanego równania Riccat­
iego, która sprawia, że odpowiednie elementy macierzy F0, G0 oraz H 0 będą 

przyjmowały nieograniczone wartości przy ~ -+ O. W efekcie również macie­
rze F. zdefiniowane w lemacie 4-4 mogą być macierzami o nieograniczonych 
elementach - dotyczy to zwłaszcza macierzy Fr, która w 'kwadratowy ' spo­
sób zależy od F0. Z drugiej strony, macierz F0 pełni zwykle rolę efektywnego 
rozwiązania danego szczegółowego problemu (na rzecz którego sformułowano 
rozważane równanie Riccatiego) i jest najczęściej utożsamiana ze wzmocnie­
niem toru sprzężenia zwrotnego stosownego układu zamkniętego (por. lemat 
4-3, a także Suchomski [400, 404]). Problem, przed którym stoimy, można 
zatem scharakteryzować jako analizę numerycznej wrażliwości metod syntezy 
pewnych osobliwych (high-gain) układów optymalizowanych ze względu na 
normę 1-l00 . Podkreślenia wymaga fakt, że ~ wpływa nie tylko na wektor 
własny skojarzony z wartością własną równą -~ - 1 , lecz na całą strukturę 
~łasną rozważanego macierzowego pęku U - >.W. Oznacza to, że zależność 
F0 od ~ nie wyczerpuje się w podanej prostej afinicznej formule. Należy 

także przestrzec przed wnioskowaniem, iż z równości H61 = ~H61 musi 
wynikać, że H61 dąży do macierzy zerowej przy ~ -+ O. W dalszej kolej­
ności zbadamy wszystkie powyższe relacje, pokazując na przykładzie syntezy 
obserwatora stanu, że takiej nieograniczonej macierzy Fr może towarzyszyć 
niekorzystnie duża wrażliwość rozwiąznia X badanego równania Riccatiego 
formułowanego w dziedzinie operatora 8 (Suchomski [408]). 

Powróćmy zatem do problemu estymacji przedstawionego na rys. 6.12 , 
przyjmując następujący model (macierz rozproszenia) estymowanego procesu 
(por. podrozdział 6.4) 

Jak widzimy, warunki a2' oraz a4 podane w założeniu 5.1 są spełnione. 

Kładąc >.(A) C Dt,., czynimy zadość warunkowi al. Rozwiązując zadanie 
syntezy IILF(P0 , K) 11 00 = IIGzwlloo < 1 sformułowane dla macierzy rozpro­
szenia P0 ( (), skupimy się zatem na warunku a2" tego założenia. 
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Lemat 6.12 ( o istnieniu rozwiązania zadania estymacji stanu; Suchomski 
[408]). Niech (A, B, C, D), gdzie A E IR.nxn, będzie minimalną realizacją 

stabilnego systemu P5 ( () E RHC::+ą) x (r+m). Zakłada się, że realizacja ta nie 

ma zer należących do 8V6 . Filtr K(() E R1i~xą, stanowiący rozwiązanie 

standardowego problemu IIGzw(Olloo < 1 , istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy: 

( i) (U, W) E dom(bRic) oraz X= bRic(U, W) 2:: O, przy czym: 

P= Ar, Q= er 

( ii) istnieje nieosobliwa macierz M E ffi.(m+ą)x(m+ą), spełniająca równanie 

M(T + b..QTXQ)MT = -Jmą· • 

Przykład 6.8 ( estymacja stanu (III); Suchomski [408]). Rozważmy prosty 
system o wymiarach n1 = n2 = m = q = r1 = r2 = 1, n= n1 + n2 = 2, w 
którym tory Pyw1 : W1 • Y oraz Pyw2 : W2 • Y opisane są modelem 
czasu ciągłego 

o 
-l/T2 
o 

o 
o ] 

gdzie T1 oraz T2 oznaczają odpowiednie stałe czasowe. W stosownym modelu 
czasu dyskretnego (b) występują zatem następujące parametry: A1 = -a, 
B1 = a, A2 = -/3, B2 = /3, gdzie a = (1 - e-t,./Ti )/ b.. oraz f3 = (l -
e-t,./T2 ) / b... Mamy przeto do czynienia z obiektem o regularnej macierzy 
stanu. Należy podkreślić, iż celowo wybrano tak prosty system, aby ułatwić 
analityczne studium jego własności. 

W dalszych rozważaniach istotną rolę odgrywa parametr d. Kładąc 

d = O, zerujemy macierz S = 02x2 oraz czynimy osobliwą macierz T = 
diag(-1 2 , O), co narusza wym'1ganie a2" sformułowane w założeniu 5.1 oraz 
odpowiada warunkowi v podanemu w lemacie 4-2. Ponadto zbadamy także 
standardowy przypadek regularnego pęku przyporządkowanego niezerowemu 
parametrowi d = 0.2. 
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Przyjmując dogodną postać wektora x = [ O 1 jY, otrzymujemy (Su­
chomski [408]): 

gdzie >..0 E (-2b.-i,o)\{-b.-i} oznacza pewną stabilną (o ile istnieje) 
wartość własną odpowiedniego rozszerzonego pęku U->..W. Dla b. « Ti, T2 
mamy 

- -J2')'2 - 1 a/3 
>..o ;:::::: ,\ = ---- . --;::=== 

'Y Ja2 + (32 

co świadczy o tym, że przy odpowiednio małym okresie próbkowania b. oraz 
dopuszczalnej wartości parametru')'> 1/'12, zachodzi 

gdzie 

_ a2(32 afh 
X = --~~---~ = -----========== > 0. 

a 2((3 - >..) + (32(a - >..) (a+ (3)'y + J(212 - l)(a2 + (32) 

Uzyskano zatem ograniczone (skończone) rozwiązanie X 0 badanego równania 
Riccatiego. Ponieważ >..(Xo) = {O, 2x}, przeto Xo ~ O. Zauważmy także , że 

dla dowolnej wartości b. > O macierz T + b.QT X Q jest macierzą odwracalną. 
Centralny estymator istnieje (por. podrozdział 6. 2. 2 oraz 6.4) i dany jest 
wzorem 

K ( () = [ A + Hf Cy - Hf ] 
Cz 0m x q 

w którym H¾ E !Rnxą jest prawą podmacierzą macierzy [ H~ H¾ ] = FJ = 

-((In+ b.PT)XQ + S)(T + b.QTXQ) - i. Ponadto (Suchomski [408]): 

(In+ b.GJ)X ;:::::: (1 + b.>.) [ Xi -Xi ] 

X -i ~ - [ /3- 2 (/3 - >.) a-2 (a - >.) ] 
i ~ X l -1 
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oraz 

Na tej podstawie wnioskujemy, że parametr H¾ (wzmocnienie) estymatora 
K(() ma postać 

HY ~ - i; [ (3-2((3 - ~) ] 
x b.. a-2(a - >.) 

potwierdzającą tezę o osobliwości rozważanego zadania syntezy estymatora. 
Okazuje się ponadto, że dla b.. -+ O wszystkie elementy macierzy Fp, FQ, 
FR oraz Fs mają ograniczone wartości, zaś elementy ostatniej kolumny ma­
cierzy Fr, zależne od b..- 1 , przyjmują wartości nieograniczone (Suchomski 
[408]). Zgodnie z lematem 4-4 oznacza to, że dla dostatecznie szybkiego 
próbkowania rozwiązania uzyskane w oparciu o modele, w których stosuje 
się operator J, jak też rozwiązania przyporządkowane modelom związanym 
z operatorem q, charakteryzują się równoważną i niekorzystnie dużą wrażli­
wością na addytywne niestrukturalizowalne zaburzenia elementów macierzy 
T odpowiednich równań Riccatiego. W przypadku zadań, których osobli­
wość jest konsekwencją nieregularności modeli użytych do ich sformułowania, 
należy się zatem liczyć (dla określonego typu zaburzeń wejściowych danych) 
z utratą przewagi podejścia odwołującego się do operatora J. Można tu 
nawet mówić o pewnej implementacyjnej dogodności stosowania klasycznego 
operatora q: realizacja odpowiedniego estymatora nie zawiera w tym przy­
padku elemen_tów o nieograniczonej wartości (nie wymaga się skalowania 
zgodnego z b.. -l). Warto jednak podkreślić, że w każdym - a więc także 
i osobliwym - przypadku, 'dokładne' rozwiązanie K (o ile istnieje) zapewnia 
wymagane ograniczenie normy IILF(P, K) lloo < ,. Z drugiej strony, przyj­
mując multiplikatywny model zaburzeń macierzy T pęku U - >.W, mamy 
Er = diag( -·,,2, O, O, O), co czyni macierz Fr Er ograniczoną. W efekcie, dla 
tego typu do pewnego stopnia ustrukturalizowanych zaburzeń elementów ma­
cierzy równania Riccatiego, podejście związane z operatorem J 'odzyskuje' 
swoją przewagę - jeśli idzie o uwarunkowanie typowych zadań optymalizacji 
ze względu na normę 1{00 • 

Rozważania niniejszego podrozdziału zilustrowano wynikami dwóch pros­
tych numerycznych eksperymentów. Pierwszy z nich dotyczy wrażliwości 
rozwiązań X równań Riccatiego formułowanych dla modeli związanych z 
operatorem J. Badano wpływ addytywnych zaburzeń wszystkich macierzy 
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(P, Q, R, S, T) odpowiednich macierzowych pęków, przyjmując zaburzenia o 
równomiernym rozkładzie na przedziale [-Er, Er], gdzie Er = 10-5. Wyniki 
symulacyjnych obliczeń przedstawiono na rys. 6.18, obrazującym przebieg 
funkcji błędu rozwiązania danego równania Riccatiego t = IIX -XIIF/\IXIIF, 
gdzie X oznacza 'dokładne' rozwiązanie, zaś X jest rozwiązaniem uzyskanym 
dla równania o zaburzonych elementach. 

10° ~---~I--------~-~ 
E 

10-2 

10-4 

10-6 

10-4 

I 
I 
I 
I d=0 \, C 
\I"\ /'. . \. 

\ '\ 
V \ \ 

d=0.2 11/A; 
' \ Al' 

' \ 

10-3 10-2 

"V,, 
6[s] 

10-1 

Rys. 6.18. Przykład 6.8. Funkcje błędu błędu rozwiązań dyskretnych (b) równań 
Riccatiego przy addytywnych zaburzeniach. 

Zgodnie z oczekiwaniem, dla małych wartości okresu próbkowania 6. rozwią­
zania osobliwego problemu (d = O) charakteryzują się dużą wrażliwością na 
ten typ zaburzeń. W przypadku nieosobliwego problemu (d = 0.2) mode­
lowanie z zastosowaniem operatora ,5 zapewnia rozwiązaniom odpowiednich 
równań Riccatiego pożądaną małą numeryczną wrażliwość. Należy przy tym 
podkreślić, że w obu tu rozważanych przypadkach - to znaczy zarówno dla 
osobliwego, jak i nieosobliwego problemu - rozwiązania uzyskane w oparciu 
o standardowe modele zdefiniowane dla operatora q charakteryzują się złym 
uwarunkowaniem przy 6. • O (rys. 6.19a). Tezę o przewadze podejścia, 
w którym modele z operatorem 8 stosuje się przy rozwiązywaniu badanych 
równań Riccatiego o elementach zaburzonych zgodnie ze schematem multi­
plikatywnym, ilustrują wykresy pokazane na rys. 6.19b. 

Drugi z wykonanych numerycznych eksperymentów dotyczył odmiennego 
i zapewne bardziej realistycznego modelu zaburzeń niektórych danych, służą­
cych jako podstawa do sformułowania rozwiązywanych równań Riccatiego. 
Założono bowiem, że nominalne elementy a macierzy stanu oraz macierzy 
wejść modelu obiektu podlegają multiplikatywnym zaburzeniom zgodnie ze 
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K - operator o a) K - operator 8 b) 

10 4 - - - operator q - - - operator q 

d=0 

102 10 2 d=0 d=0.2 

i'l(s] 
10°~--~--------~ 

i'1 (s] 
10°~--~--------~ 

10-4 10-3 10-2 10-1 10-4 10-3 10-2 10-1 

Rys . 6.19. Przykład 6.8. Wskaźniki uwarunkowania równań Riccatiego: a) 
addytywne zaburzenia, b) multiplikatywne zaburzenia. 

wzorem a= a(l±E), gdzie E jest zmienną losową o równomiernym rozkładzie 
na przedziale [-Er, Er] , przy czym Er = 5 · 10-4 . Funkcje błędów rozwiązań 
badanych równań Riccatiego pokazano na rys. 6.20a. Przeprowadzono też 
numeryczny test, polegający na ~ym, że centralne estymatory odpowiada­
jące zaburzonym rozwiązaniom X zastosowano w układzie estymacji stanu 
obiektu o nominalnym modelu. Wartości normy IIGzwlloo, charakteryzujące 
istotne właściwości badanych układów, pokazano na rys. 6.20b. Widzimy, 
że podejście odwołujące się do metody operatora ó jest odporne na wpływ 
zaburzeń o analizowanej postaci. Dyskusję innych przypadków osobliwych 
zadań syntezy układów optymalnych ze względu wymagania formułowane z 
wykorzystaniem normy 1-{00 znajdziemy w (Suchomski [408]). 
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10° 1.2 - 1\. 1 f /i -- operator 6 a) ll~zwlloo -- operator 6 b) E \ ·\I/ I , \ ,(">1r/ ;\I, , 1 --- operator q ,I - - - operator q 
'1 I/ I I \i\ y\ t li ,1. 

I ,/ I I ~-/~, 
1.0 1'' 

1 '/ ' t\ \~ I 10-2 
d=0.2 d=10 '\

0 ,~'i\"" . \ 
11", I ' 

Ą \ t \ I d=0.2 ~w 0.8 
\1,\ ~ 
1,/n_,~{1_ 1 ___ 

10-4 
\I\., I\ ~ 

~ t. [s] 6[s] 
0.6 

10-4 10-3 10-2 10-1 10-4 10-3 10 -2 10-1 

Rys. 6.20. Przykład 6.8. Ocena jakości układu estymacji: a) funkcje błędu 

rozwiązań równań Riccatiego, b) ocena jakości układu z estymatorem 
wyznaczonym w oparciu o niedokładny model obiektu. 
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Zakończenie 

Praca dotyczyła problemów syntezy algorytmów odpornego sterowania w 
czasie dyskretnym. Próbując wskazać najważniejsze przyczynki, które zda­
niem autora wnosi niniejsza praca, należałoby - konsekwentnie wiążąc poniż­
sze sformułowania z przyjętym sposobem modelowania sterowanych obiektów 
opartym na operatorze ó - wymienić co następuje. 

(1) Opracowano analityczne formuły nastawiania korektorów Youli-Kućery 
o niskim rzędzie, służące zapewnieniu odpornej stabilności oraz odpor­
nego zachowania się nominalnie stabilnych układów sterowania wy­
znaczonych zgodnie z metodą rozmieszczania biegunów oraz układów 
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych 
równań niezbędnych przy rozwiązywaniu zadań syntezy algorytmów 
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunów. 

(2) Podano oszacowanie wstecznego oraz względnego błędu rozwiązania 
problemu rozmieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych za­
burzeń liniowego zadania wynikającego z odpowiednich równań diofan­
tycznych. 

( 3) Przedstawiono numerycznie stabilną metodę oceny stopnia najwięk­
szego wspólnego dzielnika wielomianów dyskretnego modelu sterowa­
nego obiektu. 

(4) Opracowano metodę strojenia algorytmów predykcyjnego sterowania, 
mającą postać analitycznych formuł wywiedzionych z właściwości od­
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianów . 

( 5) Badając wrażliwość rozwiązań dyskretnych równań Riccatiego oraz dys­
kretnych równań Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych 
pęków, wykazano, że w przypadku nieosobliwych zadań przy dostatecz­
nie małej wartości okresu próbkowania równania przyporządkowane 
standardowemu operatorowi przesunięcia q charakteryzują się istotnie 

245 
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do równań wynikających z za­
stosowania operatora 8. Ujawniono także istnienie klasy osobliwych 
zadań, dla których taka przewaga modeli związanych z operatorem 8 
nie występuje. 

( 6) Dla typowych struktur algorytmów optymalnego sterowania pokazano 
w jaki sposób, wykorzystując odpowiednio zdefiniowane równania La­
punowa, wyznaczyć zakres niestrukturalizowalnych zaburzeń nominal­
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze względu na sta­
bilność układu zamkniętego . 

( 7) Zbadano właściwości ]-bezstratnych stabilizujących koniugatorów. 

( 8) Sformułowano konieczne i wystarczające warunki istnienia różnych ]­
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym także 
uogólnionych ]-bezstratnych faktoryzacji macierzy, które mają zera 
należące do 8'Dt:,.. Szczegółowo przeanalizowano właściwości czynników 
takich faktoryzacji. 

( 9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych 
algorytmów sterowania, które uzyskuje się, biorąc pod uwagę zalecenia 
wynikające z teorii przestrzeni 1{00 . Podano wystarczające warunki 
istnienia wymiernych rozwiązań o ściśle właściwej postaci, a także 

zwrócono uwagę na ograniczony zakres ich stosowalności. 

(1 O) Omówiono szereg algorytmów odpornego sterowania oraz estymacji 
stanu, w tym ogólną postać algorytmu wyprowadzonego z metody roz­
mieszczania biegunów. 

Rozdział 6., poświęcony problemom syntezy liniowych układów optymal­
nych ze względu na normę 1{00 , stanowi merytorycznie najistotniejszą część 
pracy. Łatwo wszakże zauważyć, że motyw kształtowania charakterystyk 
układów dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania 
formułowane z wykorzystaniem normy 1{00 wielokrotnie pojawiał się także 
w innych miejscach tej pracy. 

Problemy oraz zadania tu podjęte nie wypełniają całości obszaru zasługu­
jącego na penetrację. Jeden z rozpoczętych i interesujących wątków wiąże 
się z pytaniem o możliwość zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu 
syntezy regulatora według normy 1{00 na podstawie rozszerzonego modelu 
daneg~ obiektu. Okazuje się, że w przypadku takich modeli, badając ko­
nieczne i wystarczające warunki istnienia odpowiednich ]-bezstratnych fak­
toryzacji, a także definiując dodatkowe strukturalne wymagania nakładane 
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji , po raz kolejny przekonujemy 
się o korzyściach, jakie daje reprezentacja rozważanych równań Riccatiego 
w postaci stosownych macierzowych pęków (Suchomski [412]) . Inny prob­
lem, o którym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozważań, doty­
czy algorytmów syntezy odpornych adaptacyjnych układów sterowania z 
Q-parametrami zmieniającymi się w czasie (Suchomski [411]). 

Na zakończenie warto jeszcze wymienić dwa tematy, które będąc rozwinię­
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowią o aktualnych fas­
cynacjach jej autora. Są to problemy syntezy numerycznie odpornych al­
gorytmów sterowania nieliniowymi obiektami o nieskończeniewymiarowych 
modelach oraz zagadnienia związane z adekwatnym modelowaniem w czasie 
dyskretnym niepewności charakterystyk obiektów opisanych różniczkowymi 
inkluzjami. 
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Sterowanie odporne polega na zapewnieniu układowi sterowania 
wymaganej stabilności oraz jakości w warunkach występowania 
niepewności w modelu sterowanego obiektu dynamicznego. Przedmiotem 
pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych algorytmów odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym obiektami czasu ciągłego. Skupiono się 
na algorytmach wynikających z metod przestrzeni H00 • Wskazano na 
znaczenie analizy uwarunkowania zadania syntezy ( optymalizacji) 
sterowania oraz na rolę oceny numerycznych błędów proponowanych 
algorytmów. Omówiono sposoby polepszania uwarunkowania poprzez 
zastosowanie modelowania opartego na operatorze delta. 

W pracy wykazano przydatność łańcuchowych macierzy 
rozproszenia modelowanego obiektu, udowodniono szereg twierdzeń 
odnoszących się do J -bezstratnych faktoryzacji takich macierzy, a także 
omówiono strukturę algorytmów sterowania optymalnych ze względu na 
normę H00 • 

Teoretyczne rozważania zilustrowano numerycznymi przykładami 
dotyczącymi zadań odpornego sterowania oraz estymacji stanu. Przykłady 
te obejmują między innymi: metodę rozmieszczania biegunów, sterowanie 
predykcyjne, a także sterowanie optymalne ze względu na kwadratowy 
wskaźnik jakości oraz ze względu na normę H00 • 
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