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Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy sg zagadnienia zwigzane z synteza liniowych
algorytméw odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zaklada sie, ze
poszukiwarne rozwigzania (paranetry algorytmoéw o zalozonej strukturze,
nastawy regulatorow) uzyskuje sie, stosujac komputer w celu wykonania od-
powiednich obliczern wymaganych przez dang metode syntezy. Jakosé takich
rozwiazan zalezy od trzech podstawowych czynnikow:

(1) wtlasciwosci realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu
reprezentowanych liczb),

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrazliwosci rozwiagzania na zmiany
wejsciowych danych),

(8) wlasciwosci algorytmu uzytego do rozwigzywania postawionego zadania
(numerycznej stabilnosci metody pozyskiwania rozwiazai).

Wrymaga podkreslenia, ze w rzetelnej analizie cech danego konkretuego spo-
sobu dochodzenia do pozadanych rozwiazan, nie mozna zauiedbaé zadnego
z wyzej wymienionych aspektow. Przyktadowo, nawet numerycznie stabilna
metoda obliczeniowa implementowana w ‘silnej’ arytmetyce moze, w przy-
padku zle uwarunkowanego zadania, prowadzi¢ do wynikéw nieakceptowal-
nych ze wzgledu na zakladany cel sterowania.

Wspolczesnie obserwuje sie intensywne dazenie do zapewnienia metodom
syntezy algorytmow sterowania odpowiednio wysokiej numerycznej jakosct.
Zabieganie o wymieniony walor dostepnych narzedzi projektowania systeniow
automatycznego sterowania procesami jest gteboko uzasadnione rola odgry-
wana przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenic
jakie uzyskala omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia
sie w: (i) randze licznych publikacji poswieconych tej tematyce (Datta [78],
Higham et al. [180], Mehrmann 1 Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al.
[323], Van Dooren [447], Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (i¢) powodzeniu
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8 WPROWADZENIE

oraz zywotnos$ci inicjatyw stuzacych promowaniu stosowncgo oprogramowa-
nia - zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et
al. [448], http://www.win.tue.nl/ niconet/niconet.html; por. takze bibliotcka
NETLIB, http://www.netlib.org/ master counts2.html, Ehuroth et al. [103]).

W niniejszej pracy skupiono sie na wybranych algorytmach odpornego
sterowania w czasic dyskretnym, wywiedzionych gtéwnic z metod przestrzeni
Heoo- Akcentujac potrzebe 1 znaczenie analizy bledéw oraz uwarunkowa-
nia proponowanych metod syntezy algorytmoéw sterowania, wskazuje sie na
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczegoélnodei, dowodzi sie,
ze cel ten w wielu praypadkach mozna osiggnac¢ przez zastosowanie modelo-
wania sterowanych obiektéw opartego na operatorze delta (4).

Merytoryczna tre$é¢ pracy ujeto w szesciu rozdziatach oraz dodatku.

Wstepny rozdziaf 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym — w tym
glownie modeli zwigzanych z operatorem é. Podano tu podstawowe definicje
oraz pojecia wykorzystywane w dalszych rozdziatach.

Rozdziat 2. poswiecono problemom syntezy dyskretnych algorytmoéw ste-
rowania, w ktorych stosuje sie metode rozmieszczania (pozycjonowania) bie-
gunéw odpowiedniej funkeji przenoszenia uktadu zamknietego. To klasyczne
zadanie rozwigzuje sie, rozwazajac niezbedne réwnania diofantyczne zdefi-
niowanc dla operatora . Zbadano wilasciwosci dwédch rodzin par takich
rownan, przyporzadkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa-
nych obiektéw. Pokazano w jaki sposéb, modyfikujae znang metode Youli-
Kucery, zapewni¢ danemu ukladowi odporna stabilnosé oraz odporng jakosé
przy zalozeniu typowych charakterystyk niepewnosci nominalnego modelu
obiektu. Podano oszacowanic wzglednego btedu rozwigzania zadania roz-
mieszczania biegunéw dla scisle strukturalizowalnych zaburzen danych tego
zadania. Rozwazono trudnosci, ktére pojawiajq sie przy rozwigzywaniu row-
nanl diofantycznych sformutowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli
sterowanych obiektow. Przedstawiono takze stosowne numerycznie stabilne
algorytmy upraszczania takich modeli.

Rozdzial 3. podwiecono algorytmom sterowania predykcyjnego w oparciu
0 prognoze sterowanego procesu uzyskiwana na podstawie odpowiedniego
modelu tego procesu. Podano analityczne formuty opisujace rodziny cha-
rakterystycznych wielomianéw tak uksztattowanych optymalnych uktadow
zamkni¢tych. Omowiono metody parametryzacji takich prototypowych wie-
lomianéw przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorow predykeyj-
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nych. Parametryzacja, o ktérej mowa, stuzy dazeniu do zapewnienia projek-
towanvm ukladom sterowania zalozonych cech — a wiec wymaganego zapasu
stabilnosci oraz pozadanego charakteru procesow przejsciowych. Rozwazania
tego rozdziatu, dotyczac przede wszystkim regul sterowania w czasie dyskret-
nym, obejmujg takze analize asymptotycznych cech ukladéw zamknietych
odpowiadajacych predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie
ciaglym.

Tematem rozdziatu 4. sa wlasciwosci rownan Riccatiego oraz Lapunowa
zdefiniowanych dla modeli zwigzanych 2 operatorem ¢§. Sformulowano tu
lematy dotyczace stabilizujacych rozwiazan réwnan Riccatiego, a takze omo-
wiono cechy uogélnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi réw-
naniami. Rozwazajac wrazliwos¢ dyskretnych réownan Riccatiego oraz La-
punowa na zaburzenia elementéw macierzowych pekoéw definiujacych takie
rownania, pokazano, ze przy dostatecznie malym okresie prébkowania roz-
wigzania réwnan przyporzadkowanych standardowemu operatorowi przesu-
niecia charakteryzuja sie znacznic gorszym uwarunkowaniem, a wiec 1 mniej-
szg odpornoscig na wplyw zaburzen, w zestawieniu z odpowiednimi réwna-
niami wywiedzionymi dla operatora §. Pokazano tez w jaki sposéb, korzys-
tajac z rozwiazan pewnych pomocniczych réwnan Lapunowa, oceni¢ zakres
niestrukturalizowalnych zaburzen nominalnego modelu sterowanego obiektu,
dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé uktadu zamknietego.

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy uktadu zamknietego, w kté-
rym uogélniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo-
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardowa
macierz rozproszenia oraz tancuchowe macierze rozproszenia. W nastepnej
kolejnosci wprowadzono ceche tak zwanej J—bezstratnosci operatora opisu-
jacego dany obiekt, co stanowi podstawe definicji stosownych J—bezstratnych
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano wtasciwosci J—bezstratnych sta-
bilizujacych koniugatoréw, a takze dokonano pewnego uogélnienia definicji
tanicuchowych macierzy rozproszenia.

Rozdziat 6., ostatni i najobszerniejszy rozdzial pracy, poswiecono proble-
mom syntezy dyskretnych uktadéw sterowania oraz estymacji optymalnych
ze wzgledu na norme H.,. Rozwazano standardowe zadania formulowane
dla roznych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogélnionego obiektu,
koncentrujac sie przede wszystkim na zadaniach dotyczacych taricuchowych
macierzy rozproszenia. Podstawe rozwiazania omawianych zadan stanowia
odpowiednie J—bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia
sformutowane w tym rozdziale odnoszg sie do problemu istnienia oraz witas-
ciwosci rozwigzan dwoch ’sprzezonych’ dyskretnych réwnan Riccatiego po-
danych w postaci stosownej dla operatora 6. W przypadku, w ktérym model
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obiektu nie nia zer nalezacych do brzegu obszaru wyznaczonego definicja sta-
bilnosci liniowych systemow modelowanych za pomoca operatora 4. poszuki-
wane sa stabilizujace rozwiagzania odpowicdnich réwnan Riccatiego. Gdy
model obiektu ma takie zera, interesuja nas takze rozwiazania niestabi-
lizujace stosownych réwnan Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano
takze analizy podstawowych strukturalnvch cech tak uzyskiwanych optvmal-
nych regulatorow oraz estvinatorow. Wskazano wreszeic na pewien typ os-
obliwych probleméw, ktore — pomimo stosowania regut modelowania odwotu-
Jjacego sie do operatora 0 — niogy charakteryzowa¢ sie ztym numneryveznyin
uwarunkowanicm.

W dodathu A zcbrano podstawowe informacje dotyezgee uwarunkowa-
nia, oceny wzglednych bleddéw, numerycznej stabilnosct. a takze wstecznych
bledéw rozwiazanl nieosobliwvch zadan liniowych oraz nieosobliwycli linio-
wych zadait najmniejszych kwadratow. Dodatek B zawiera spis oznaczen.

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy maja analityczue
ugruntowanie. Prezentacja materiatu zasadza sic na ukladzie twierdzen,
lematow oraz wwag, czyli podziale odwzorowujacyin merytoryezna wazkosé
odpowiednich sformutowari. Integralng czesé pracy stanowig numeryczne
przyktady, lustrujace uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszvstkie twier-
dzenia oraz lematy sa wszakze dowodzone ¢ jednakowa szezegdtowosciy. W
kazdym przypadku podano jednak zrodto danej tezy, co minozliwia Czytel-
nikowi sledzenie wktadu autora ninicjszej pracy w rozwoj referowanej tema-
tyki.

W pracy umieszezono szereg nowych 1 nigdzie nie publikowanych ele-
mentdédw. Dotyezy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal-
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnient numerycznego uwarunkowania
zadania rozmieszczania bicgundéw, wilasnodci oraz syntezy J—bezstratnych
stabilizujacych koniugatorow oraz wiasnosci rozszerzonych modeli obiektow
opisanych lancuchowymi macierzami rozproszenia.




Rozdzial 2

Rozmieszczanie biegunéow

Niniejszy rozdzial dotyczy syntezy ukladéw sterowania obiektami (proce-
sami) czasu ciaglego za pomoca dyskretnych algorytmoéw, w ktorych wyko-
rzystuje sie odpowiednio zmodyfikowana metode rozmieszczania biegunéw
(pole placement; Clarke [64], Toannou i Sun [192], Kuo [251]|, Landau et
al. [257], Leli¢ i Zarrop [271], Middleton i Goodwin [294], Narandra i An-
naswamy [298], Ogata {309], Wellstead 1 Zarrop [466]). Metode te stosuje
sie do funkeji przenoszenia zdefiniowanych dla operatora §. Pokazano, ze
klasyczne zadanie rozmieszczania biegunéw nominalnej funkcji przenoszenia
zamknietego ukltadu sterowania (ksztaltowanie zer charakterystycznego wie-
lomianu tego ukladu) sprowadzi¢ mozna do dogodnego liniowego problemu
rozwigzywania sprzezonych réwnan diofantycznych. Rozwazono wtadciwosci
dwoch rodzin par takich réwnan dostosowanych do minimalnofazowych oraz
nieminimalnofazowych nominalnych modeli sterowanych obiektow (Suchom-

ski [405]).

W podstawowym algorytmie wykorzystuje sie regulator o standardowej
obserwatorowe] strukturze (Gawthrop [126], Middleton i Goodwin [294]).
Pokazano w jaki sposob, rozbudowujac te strukture o odpowiednio dobrane
czlony dynamiczne, czyli tak zwane korektory Youli-Kucery ()—parametry),
mozna zapewni¢ zamknietemu uktadowi odporna stabiluosé oraz odporne za-
chowanie si¢ (jakosé) dla typowych charakterystyk niepewnosci nominalnych
modeli sterowanych obiektow. Podano analityczne formuly wyznaczania pa-
rametrow takich korektoréw o mozliwie niskim rzedzie dla zadania odpornej
stabilnosci oraz odpornego zachowania sie uktadu zamknietego. Rozwazono
zarOwno prostszy przypadek stabilnych, jak i bardzie] zlozony przypadek nie-
stabilnych nominalnych modeli sterowanych obiektéw. Formuly te stosuje sie
takze w algorytmach sterowania predykcyjnego omawianych w rozdziale 3.
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Podkreélenia wymaga, #e celem tego rozdziatu nie jest proponowanie
nowej’ metody rozmieszezania biegundw.,  Znane sa bowiem ogolne roz-
wigzania (w odpowiednicj dzicdzinie Bezout) réwnan diofantyeznych sfor-
rutowanych dla danego pierscienia (na przyvklad wielomiandw lub wymier-
nych funkeji), a takze stosowne parametryzacje zbiordw wszystkich stabi-
lizujacych regulatorow dla obicktéw opisanych modelami nalezacymi do tego
plerécienia (Fuhrmann [121], Kaczorek [205], Kucera |248]-[250], Vidyasagar
[452], Youla et al. [480, 481]; zob. takze Vidyasagar et al. [453]). W dalszych
rozwazaniach skupiono sie przede wszystkim na problemach towarzyszacych
syntezic odpornych uktadéw sterowania, w ktorych odpowiedni analitycznie
wyznaczany korektor (Q—parametr) jest filorem o zaloZonym niskim rzedzie.

W rozdziale tym wiele uwagl podwiecono numerycznym aspektom oma-
wianych algoryvtméw sterowania. Podano oszacowanic wzglednego btedn roz-
wiazania zadania rozmicszezania biegunow dla Scidle strukturalizowalnych
zaburzen danych tego radania. Wskazano takze na trudnogel towarzyszace
rozwigzywaniu niektorych rownan diofantycznych sformutowanych dla nie-
minimalnych nominalnych modeli sterowanych obiektow, a wige modeli, w
ktérych edpowiednie wielomiany tworzace taki model maja wspélne czynniki.
W ostatnich latach, gdy okazalo sie, ze klasyczny algorytm Euklidesa wy-
znaczania najwickszego wspdlnego dzielnika (greatest common divisor, GCD)
dwadch wielomianow (Brown [44], Schinhage [354]) jest niewystarczajacy w
przypadku wielomianow o zaburzonych wspéiczynnikach oraz wiedy, gdy
stosowne obliczenia wykonywane s numerycznie (niesymbolicznie} ze skori-
czong precyzja, a stoplen takiegpo wspdlnego dzielnika nie jest znany, ob-
serwiljemy swoisty renesans zainteresowania tym znanym problemem; przy
czym dotyczy to zaréwno literatury matematyeznej (Beckermann i Labahn
[25], Emiris et al. [106, 107|, Pan [315], Noda i Sasaki [304]}, jak i techniczne]
{Chin i Corless [61], Karcanias 1 Mitrouli [212]). W niniejszym rozdziale
przedstawiono numeryvezng metode oceny stopnia najwickszego wspdluego
dzielnika wielomiandw dyskretnego modelu danego obiektu, wywiedziona 2
wlajciwosdel wezesnie] omdwionych diofantyeznych rownan.

Teoretyczne rozwazania zilustrowano liczoymi numerycznymi prevkia-
dami, dotyczacymi zaréwno uwarunkowania metody rozmieszczania biegu-
néw, jaki i cech odpornych ukladow sterowania uzyskanych drieki zastoso-
waniu tej metody.
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2.1 Podstawowa struktura ukladu sterowania

Zalozmy, ze tor sterowania Py, : U — Y danego skalarnego obiektu
(S1SO) mozna opisa¢ nominalnym modelem wej$ciowo—wyjsciowym

A()y(t) = B(6)u(t) (2.1)

gdzie u jest sygnalem wejsciowym (sterowaniem), y oznacza sygnal wyj-
$ciowy (odpowiedz obiektu), zas A(6) = Zf\;’b ;6" oraz B(§) = le_v:% bi "
sa wielomianami dyskretnego operatora 6. Przyjmujemy na poczatku, ze
model ten jest modelem minimalnym - co oznacza, iz para (A(d), B(§)) jest
para wielomianéw wzglednie pierwszych (A(d) oraz B(4) nie majq wspolnych
czynnikéw). Niech N4 > 2. Ponadto zakladamy wiekszy od zera wzgledny
rzad rozwazanego modclu, d = N4 — Ng > 0. Bez straty ogdélnosci przyjmu-
jemy takze, ze A(J) jest wielomianem monicznym, ay, = 1.

Obiekt (2.1) mozna opisac, stosujac odpowiedni wymierny model opera-
torowy (funkcje przenoszenia) w postaci ilorazu Py, (¢) = B(()/A(() wie-
lomianéw zespolonej zmiennej { € C. Obiekt ten jest obiektem stabilnym,
jezeli wszystkie zera wielomianu A(¢) naleza do Da (w takim przypadku
mowimy tez, ze funkcja Pyu(g) oraz wielomian A(() sa stabilne). W dalsze;j
czescl tego rozdziatu przy opisie toru Py, : U — Y (oraz odpowiednio
przy opisie sygnalowych relacji w innych torach rozwazanego uktadu stero- .
wania) bedziemy takze stosowali dogodng notacyjna konwencje B(d)/A(9).

Niech C(6) = Zf\ico ¢;6', gdzie No = N4 — 1, bedzie dowolnym stabilnym
wielomianem. Schemat podstawowej konfiguracji rozwazanego uktadu ste-
rowania, realizujacego koncepcje liniowego sprzezenia od stanu w oparciu o
odpowiednic dane dostarczane przez obserwator stanu, pokazano na rys. 2.1
(Suchomski [405]). W schemacie tym zauwazamy dwa tory sprzezenia zwrot-
nego, w ktorych C(d) pelni role wielomianu obserwatorowego: tor filtracji
sygnatu sterowania v modelowany funkcja M, (d) = L,(6)/C(6) oraz tor fil-
tracji sygnatu pomiarowego y opisany funkcja My (6) = L,(d)/C(6). Ponadto
wyr6zniamy tor ksztattowania wielkosci odniesienia (skalowanic wspotczyn-
nikiem ¢ wielkosci zadajacej ) oraz dwa sygnatowe tory zakléceniowe: syg-
nal w modeluje obiektowe zaklécenia sprowadzone do wyjscia sterowanego
obiektu, za$ sygnal n modeluje wplyw szuméw pomiarowych. Wielomiany
C(8), Ly(6) oraz Ly(6), a takze wzmocnienie g, sa swobodnymi parame-
trami projektu. Sterowanie podporzadkowane jest zatem regule u(t) =
gr(t) — My(0)u(t) — My(8)y(t), ktorej odpowiada wielomian charakterys-
tyczny T'(0) = A(0) - C(0) + A(6) - Ly (6) + B(8) - Ly(90).
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Rys. 2.1. Podstawowa struktura systemu sterowania.

2.1.1 Pierwsza diofantyczna baza

Pierwszg baze (rodzine) diofantyczng uzyskujemy, rozwiazujac dla kolejnych
¢ > 0 nastepujace pary réwnan (Suchomski {405]):

D1: A(s)- E(a

{D2: C(8) - Hi(0) +

{D:s: A(8) - Hi(8) + Li(8) = & - B(5)

D4: A(6)-Gi(8) + B(3) - Fi(8) = C(8) - Li(6).

Wspélczynniki ilorazowych wielomianow tej bazy nazywane sa parametrami
Markowa odpowiednich funkeji wymiernych. Wspotezynniki ilorazowych wie-
lomianéw E;(§) = E;':o e;—j07 mozna bowiem wyznaczy¢ na podstawie sze-
regu C(8)/A(8) =332, e;67%. Rozwazajac szereg B(6)/A(8) = Y i0, hid ™,
uzyskujemy wspo6tczynniki wielomianow H;(6) = Z;;’é hi_jéj, 1 > d, dru-
giego ciagu wielomianoéw ilorazowych pierwszej bazy diofantycznej. Resz-
towe wiclomiany tej bazy zapisujmy jako: Fj(d) = ZNA lfué Gi(0) =
3% 91307 oraz Li(8) = S04 1y 07

Dla trojki wielomianow (A(4), B(d),C(d)), w ktorej A(J) jest wielomia-
nem monicznym stopnia deg A(§) = Ny, zas C(§) jest (stabilnym) wie-
lomianem stopnia deg C(6) = N4 — 1, zachodzi: deg F;(d) < Ny — 1,
deg Gi(0) < Ng—2 oraz deg L;(d) < Ng—1. Ponadto: eg =0, ¢ =cn,—1,

~—

Fy(8) = &' - C(9)
Gi(d) = B(d) - Ei(9)

ho =+ =hg_1 =0, oraz hq = by,. Mamy zatem Hg4(d) = by, oraz:
0 dla i =0
Ei(6) = { ei+6-Fi1(6) dlai>1

0 dla ¢ < d
Hi(6) = {hi+(5'Hi—l(5) dla i >d
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a ponadto:
0 dla i =0
Gi(6) = B(8) - E;(0) dla 1<i<d
B(d) - Eq(8) — by, C(0) dla i=4d
L) = 5t B(9) dla i <d
’ 6% B(§) —bny A(6) dlai=d.

W przypadku obicktu z catkowaniem (§-A(8), B(6).C(d)), d = Ny—Np+
1, gdzie deg A(§) = N4 oraz deg C(§) = N,, otrzymujemy wielomiany o
nastepujacych wlasciwosciach: E,(8) = cn,, Fo(0) = C(6), Fi(d) = §-Fy(0),
przy czym F(8) = C(8)—cy, A(6) oraz deg F;(8) < N4, deg Gi(6) < Ny—1.

Rozwazajac trojke (6 - A(d), B(9),C(6)), w ktorej deg A(6) = N, oraz
C(d) = A(d), uzyskujemy ponizsze proste rozwiazania:

0 dla i =0
E9) = { §71 dlai>1
B A(6) dlai=0
1) = {0 dla 7> 1
oraz
0 dla ¢t =0
Gi(6) =<4 - B(9) dla1<i<d

691 B(8) — by, A(6) dla i=d.

2.1.2 Druga diofantyczna baza

Druga baze diofantyczna uzyskujemy, rozwiazujac dla kolejnych 7 > 0 naste-
pujace pary rownan (Suchomski [405]):

D1: A(

D2: Cf

D3 A(

D4 A
Wiclomiany pierwszego ciagu ilorazowych wiclomianow tej bazy maja postac
Ei(8) = Z;nag{NB Li-l} g j07. Wspoblczynniki wielomianow drugiego ciagu
wielomianow ilorazowych rozwazanej bazy H;(8) = Z; gf‘ s ;69,1 > Na,
mozna wyznaczy¢ w oparciu o potegowy szereg 1/A(8) = > 22 hi6 t. Resz-

towe wielomiany tej bazy zapisujemy jako: F;(§) = Z;y:f‘o_l fii87, Gi(8) =

Z;V:GO gi,jdj oraz [_/1(5) = Z;y:AO_l Zid'dj, 7> 0.
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Dla trojki (A(d), B(d),C(d)) z monicznymn wielomianem A(d) stopnia
deg A(d) = N4 oraz (stabilnym) wielomianem C(4) stopnia deg C(8) =
N — 1 mamy: deg Fj(6) < N,y — 1, deg Gi(0) < N — 2 oraz deg L;(6) <
N4 — 1. Ponadto: hg = - - == ENAA = () oraz ENA = 1. Na tej podstawie
stwierdzamy, ze:

N E,(6) dla 7 < Ny
60 = { Bty ow oo,
. B 0 dla i< Ny
H;(6) = { 1 dla ¢ = Ny

o 5 dla 7 < Ny
Li(o) = { SNA —A(5) dlai=Ny.

Przyjmujac (6 - A(6), B(0), C(4)), gdzie deg A(d) = Ny oraz C(d) = A(d),
dla i < Ny + 1 otrzymujemy:

_ AQ) 14 =
F5) = - dla i =0
0 dlal1<i<Ngz+1
) 1-E0) .6t dlai=0
G.(0) = gil dla 1<i< Ny

sNa — A(§) dla i = Ny+1.

2.2 Rozwigzania numeryczne i modele nieminimalne

Nalezy wskaza¢ na dwie podstawowe przyvezyny ewentualnych numeryveznych
trudnosci przy rozwigzywaniu rozwazanych rownan diofantycznych. Pler-
wsza przyezyna jest nicminimalno$é modeli sterowanych obicktéow, z ktérg
mamy do czynienia w przypadku, gdy wielomiany A(d) oraz B(d) nie sa wie-
lomianami wzglednie pierwszymi. Efektywng metoda wyznaczania rozwiazan
rownan diofantycznych jest metoda rekursywna (Grimble [154], Jezek [202],
Kucera [249]), ktorg mozna stosowa¢ wtedy, gdy dane réwnanic (przykia-
dowo réwnanie D1 pierwsze] diofantyeznej bazv) da sie sprowadzi¢ do row-
nowaznego uktadu réownan liniowvch z macierzg trojkatna. Metody rekur-
sywne moga by¢ takze przydatne w przypadku modeli nieminimalnych. Pod-
kreslenia wymaga jednak fakt, ze 'bezposrednie’ wykorzystanie metod re-
kursywnych wiedzie teraz co prawda do dobrze uwarunkowanych problemow
liniowych, ale uzyskane rozwigzania charakteryzuja sie nadmiarowymi (nie-
minimalnyini) stopniami. Rekursywne metody rozwiazywania réwnan dio-
fantycznvch nie mogg byvé stosowane wtedy, gdy macierz odpowiedniego li-
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N}
-1

niowego problemu nie ma trojkatnej struktury (dotvezy to przvktadowo row-
nania D4 drugiej diofantycznej bazy). W takim przypadku nieminimnalnogé
modelu czyni zadanie zle uwarunkowanym, co istotnie utrudnia znalezie-
nic rozwigzania {uwaga ta odnosi sie zwtaszeza do sytuacji, w klorej nie
jest znany stopient najwickszego wspolnego dzielnika wiclomiandw A(¢) oraz
B((). czyvli rzad uproszezenia nieminimalnego modelu).

Druga przyczyna ewentualnyveh numerycznych trudnosdcl towarzyszacych
uie tylko rozwiazywaniu rozwazanych rownan diofantveznych, ale takze dal-
szemu wykorzystaniu uzyskanych rozwiazan tych rownai, sa whasciwosci
wapotezynnikow wiclomianow ilorazowyeh (chodzi tu gtownic o wspotezyn-
niki wiclomianow H;(8) oraz H;(8). i > 0). Aby zilustrowaé ten problem,
rozwazmy prosty model pierwszego rzedu B(0)/A(0) = bg/(6 —p), p € R
Parametry Markowa tego modelu majg postac: hg = 0 oraz h; = bop'™!,
i > 1. W przypadku w ktérym |p| > 1 wyrazy ciagu {/;}§° maja mono-
tonicznie narastajace absolutne wartosci, czemu przy p < —1 towarzvszy
przemiennnos¢ znaku kolejnych wyrazow (szereg > 7, hiC™% jest rozbiesny
wewnatrz i zbieiny na zewnatrz kola || < o, gdzie o = limsup y/ r;) =
limsup |p|+/]bo/p|: Conway [70], Luecking i Rubel [279]). W przypadku mo-
delu drugiego rzedu B(0)/A(8) = (bo + 010)/((d — p)(6 — p*)) o dwoch zes-
polonych sprzezonych biegunach p.p* € C, Imp # 0, mamy: hy =0, h; =
2lalp’™ cos iy i > 1, a = (bp+bip)/(p—p*), a € C, ¢; = arga+{i—1)-arg p,
¢ > 1. Konsekwentnie, dla |p| > 1 takze wystepuje (w ogolnosci nicimono-
toniczny) wzrost absolutnych wartosci elementow ciagu badanych paraniet-
row Markowa. Analogiczne wnioski uzyskujemy dla modelu 1/A(4). Owa
obserwowana nieograniczono$é¢ parametréw Markowa sprawia, ze w prak-
tycznych obliczeniach nalezatoby unika¢ wyznaczania tvcl wspoiczynnikow
dla ’duzych’ wartoscl indeksu 4, a rwlaszcza odwracania macierzy, ktorych
elementami sa rozwazaune parametry Markowa. Pewna probe przezwycieze-
nia niekorzystnie duzej wrazliwodci metod syntezy ukltadoéw sterowania pre-
dykeyjnego, wynikajacej z analizowanych wlasciwosci parametréw Markowa,
podjeto w (Kowalczuk 1 Suchomski [237], Suchomski i Kowalczuk [113]).

. : N - . .
Dla danego wielomianu Pz} = ijpo p;x’ definiujemy pomocnicza mna-
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> 1, o strukturze macierzy Toeplitza

Do 0 0
D1 Do 0
TiP = PNp pr—l
0 DNp
L 0 0 PNp |

Rozwazmy przyktadowe diofantyczne réwnania D1 oraz D4, ktérym od-
powiadaja uktady réwnan linijowych o dwoch réznych postaciach macierzy
wspolczynnikow. Rownanie D1 zapisujeiny w nastepujacej formie:

Lo LA -
¢ = | CN4—1 ]T
& = |e €1 ]T
fi = [ fio fiNa1 ]T

Macierz tego uktadu jest macierza gorng trojkatna o jednostkowe] diagonali
(takze dla nieminimalnej pary (A(J), B(6)), a zatem poszukiwane rozwiaza-
nie uzyskujemy w numerycznie stabilny sposéb, postugujac sie prosta rekur-
sywna metodg: dla ¢ = 0 mamy Fy(§) = 0 oraz Fy(§) = C(6), dlai =1
zachodzi E1(6) = en -1 oraz F1(6) = 6 - C(6) — en,—1A(F), zas dla i > 2
obowigzuje ponizsza zaleznosc, bedaca podstawa dalszego rekursywnego po-
stepowania:

a
Iy, 1 [ fi } _ [ 0; ] - { Oy -1 }é'q
O(ifl)XNA 0;_ € Te TTilil '
T
R P

gdzie T() oznacza stosowna macierz lub wektor z usunietym ostatnim wier-
szem lub wspoétrzedna, odpowiednio. W przypadku réwnania D4 mozemy
wyrozni¢ dwie sytuacje. W pierwszej z nich (Np 0) mamy Fy(§) =
by 1C(08), Go(8) = 0 oraz nastepujace uklady liniowych réwnan z gérnymi
trojkatnymi macierzami:

IFTE

{ boln,
OiXNA

fi
gi

0;

C} dlalSZSNA—l
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boln 4 } [ fi } c 7 .
Ty = 7610 dai>N
|: O(N,q 1)><NA Na—l gi Natt = A

gdzie:

fio= [Ffo - fnan I

G = [Gio - gu1]  dal<i<Ni-1
: [ 9i0 " Gi,Ny-2 ]T dla i > N4
L= [lho  lLing- ]T :

Druga wyr6zniona sytuacja (Np > 0) dotyczy rownarn z macierzami Sylves-
tera:

o 0,
g, | B =] e | awosicm
o Ong i
B rF .
[ TN, T;‘] f } = [Ol } dla Ng +1<i<Ny—1
O(i—Ng)x N4 L G c
7% [ fi 'y .
[ 0, TR, _, } J_C. } = T, dlai>Ng4.
(d—1)x Ny | Gi

Wyrmiary wektoréw g; o wspotrzednych g; ; wynosza odpowiednio: Np, i oraz

Ny — 1. Gdy pare (A(d), B(6)) tworza wielomiany, ktére nie sy wzglednie
y parg 5 a \ L wzgle

pierwsze, stosowne macierze Sylvestera sa macierzami osobliwyvmi.

Nalezy podkresli¢, ze zgodnie z zalozonym celem oraz przyjeta mcto-
dologia niniejszej pracy zajmujemy sie tu tylko wrazliwo$cia numerycznego
zadania rozmieszezania biegundéw. Tak zakreslony obszar badan nie obejmuje
zatem klasycznego problemu oceny wplywu zaburzen parametrow regulatora
(w naszvm przypadku bylyby to parametry filtrow M, (d) oraz M,(d)) na
polozenie pierwiastkéow charakterystyveznego rownania uktadu zamknigtego
(por. Higham et al. [180], Kautsky et al. [215], Mchrmann i Xu [286, 287]).
Dyskusje wrazliwosci widma A(A — BK) macierzy stanu ukladu sterowania,
zlozonego z obiektu opisanego para macierzy (A, B) oraz regulatora K re-
alizujacego sprzezenie od stanu, na zaburzenia parametrow tego regulatora
znajdziemy w (Cox 1 Moss [74], Higham el al. [180], Liu i Patton [277],
Mehrmann i Xu [286, 287]). Problem nieminimaluosci modelu sterowanego
obicktu przyjmuje w powyzszym kontekscie posta¢ pytania o odlegtos¢ no-
minalnej pary macierzy (A, B) od 'najblizszej’ parv niesterowalnej (Boley
i Lu [38], Elsner i He [104], Laub et al. [260], Liu i Patton [277], Wicks i
DeCarlo [468]).
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2.2.1 Rownania diofantyczne dla modeli nieminimalnych

Podstawowe informacje o nicminimalnych modelach obiektow wykorzysty-
wanych w syntezie zaréwno klasycznvch, jak 1 predvkeyjnych oraz adap-
tacvjnvch ukladow sterowania, a takze o ograniczeniach. ktére wynikaja z
takiej nadparametryzacji opisu obiektu, znalez¢ mozna w (Arent et al. [8].
Halpern [162]|, Rossiter et al. [340], Soderstrém |366, 367|, Séderstrom i
Stoica [370], Stoica i Stderstrom {384]. Unbehauen i Géhring [437]).

Niech L =1y - Iy, 1 |7 € R >Na proy czym wspolrzedne wek-
torow Iy = [ l;g -+ iy, 1 |7 tworzacych kolumny tej macierzy sa wspol-
czyvnnikami odpowiednich wiclomianéw resztowych L;(§), 0 <7 < Ny — 1.
Przyjmijimy ponadto pomocnicze oznaczenie Ly = [lp -+ [; ], 0 <4 <
Ng—1. Mamy zatem L = Ly, .

Lemat 2.1 (o koniccznym i wystarczajacym warunku minimalnodci mo-
delu B(6)/A(6); Suchomski). Wielomiany A(S8) oraz B(d) sa wzglednie
prerwsze wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz L wspétczynnikéw wielomianow
resztowych jest macierzg nieosobliwg, rank L = N 4.

Dowdd. (=) Poniewaz d poczatkowych kolumn macierzy Ly, uworzono
z odpowiednio uporzadkowanych wspotezynnikéw wielomianu B(J), zatem
d <rank L < N4. Rozwazymy przeto tylko nictrywialny przyvpadek d < N .
Gdyby macierz L byta macierza osobliwa, wowczas jednorodny uktad réownan
liniowych Lz = 0, mialby pcwne niezerowe rozwiazanie z € RY4 . Niech
r=[ay - agy fo - Byg_1 1. Cooznacza, ze B((S)-Zd Lagdt+
Zi]\;%fl Bilq—i(0) = 0. Biorac pod uwage roéwnanie Dl otrzymujemy row-
nosé A(8)-Wg(8) = B(8)-Wa(d), gdzie Wa(d) = S0 aud® + S-V8 7! gttt
oraz Wp(6) = ZA” ' B;H,4(8). Poniewaz deg W(8) < Ny—1, zatem wie-
lomiany A(6) oraz B(§) muszy mieé¢ wspolny dzielnik. (<) Zatozmy, ze A(0)
oraz B(8) majy wspélny dzielnik A(6) = Ag+d. Zachodzi zatem A(3) = A(6)-
A(8), B(8) = B(0) - A(6), gdzie deg A(6) = Ny — 1 oraz deg B(8) = Np — 1.
Na podstawie réwnania D1 wnioskujemy, ze L;(8) = L;i(6) - A(8), przy czymn
wielomian L;(8) stopnia deg I:((S) = deg L;(0) — 1 spelnia diofantyczne row-
nanie o obnizonyn rzedzie: 4(6) H;i(0) + Li(6) = §'B(6), i > 0. Mamy za-
tem L = Tx Logdrie L=[1y - Iny1]€ R(Va—UxNa jest macierza,
ktoérej kolumny lZ = li,() . ZNi,NA_,-Z ] utworzono w oparciu o wielomiany
L;i(8), 0 <1< N4u—1. Musimy przeto przyjac, ze rank I = rank L < N4 —1.
a
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Rozumowanie przedstawione w dowodzie lematu 2.1 mozna uczynic pod-
stawa lematu odnoszacego sie do cech macierzy L w przypadku nicmini-
malnego modelu (A(d), B(d)). Niech zatem moniczny wielomian A(d) =
ZfiAO A0t An, = 1, stopnia deg A(J) = Ny > 0 bedzie najwiekszym
wspolnym dzielnikiem pary (A(4), B(8)). Para (A'(d), B'(d)). gdzie A(d) =
A'(0) - A(8) oraz B(d) = B'(d) - A(d), jest przeto minimalnym nominalnym
modelem tego obiektu.

Lemat 2.2 (o bazie podprzestrzeni Im L w przypadku nieminimhlnego mo-
delu (A(d). B(8)); Suchomski). Macierz L € RN4*N+ odpowiadajaca wielo-
mianom A(0), deg A(d) = Na, oraz B(J), deg B(8) = Np, o najwickszymn
wspolnym dzielniku A(S), deg A(§) = Na > 0, ma rzgd rank L = N4 — N,
przy czym lin L = span{li}f\[:‘*O_N"_1 =ImLy, ny-1- U

W przypadku, w ktérym rzad uproszczenia N nicminimalnego modelu
(A(9), B(d)) jest znany, modelowi temu mozna w nuierycznie stabilny spo-
s6b przyporzadkowad stosowny model mininmalny (A'(4), B'(8)).

Lemat 2.3 (o rekonstrukcji minimalnego modelu; Suchomski). Niech be-
dzic dany nieminimalny model (A(S), B(9)), w ktdrym moniczny wielomian
A(S), deg A(6) = Nu, oraz wielomian B(6), deg B(d) = Np, maje naj-
wiekszy wspolny dzielnik stopnia No > 0. Parametry minimalnego modelu
(A'(6), B'(3)), gdzie A'(6) = SNV aldl, dy, _y, = 1, oraz B'(6) =

Np—Na prsi g1 _ . s ..
>oh biot, by, n, = bng, wyznacza si¢ z réwnan:

. a
[ TJ?A—N;\ —TIGB'NA ] [ y :I = la, dla NA < NB
T}?AA NAG// = tum, dla Ny = Ng

w ktorych:

T
o = [f’o a'lNA—NA\—l]
T
Vo= [ b Oy Na-1 |
On,— Onn— _
- On._n _
tab = - [ NAb Na :| + bNBa’a tu,b € RNA
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Oszacowanie Iy = [ Ao -+ An,-1 17 wspétezynnikéw wielomianu A(4)
mozna uzyskad, rozwigzujge odpowiednie zadanie nagmniejszych kwadratow
(por. Kowalczuk i Suchomski [243]). O

Zaktadajac, ze znany jest rzad uproszczenia Ny nieminimalnego modeln
(A(9), B(0)), rozpatrzyny teraz problem numervcznie stabilnego wyznacza-
nia par wielomianow (F!(0),G5(8)) oraz (F!(8),G()) o odpowiednio ob-
nizonych stopniach: deg F/(§) < Ny — Np — 1, deg G(0) < Ny — Ny —2,
deg F/(§) < Nsy— Nj —1 oraz deg GH(d) < N,y — Ny —2. i > 1. Rozwigzan
bedziemy poszukiwad w taki sposob, aby przez 'bezposrednie’ wykorzys-
tanie parametrow nieminimalnego modelu (A(d), B(6)) — czyli bez oblicza-
nia minimalnego modclu (A'(6), B’(§)) — ograniczy¢ wplyw kumulacji nu-
meryczuvch bledéw. W ponizszych rozwazaniach przyvjmujemy zatem, ze
deg C'(8) = Ngy— Ny — 1. W przypadku pierwszej diofantycznej bazy ko-
rzystamy z rownan D3 oraz D4. 7 réwnania D3 w rekursywny sposob wy-
znaczamy wiclomiany H;(8) oraz L;(8), i > 0. Wiclomiany H;(d) = H](6)
nie zaleza od A(6), zas L;(8) = L.(0)-A(d), gdzie deg L' (§) < Na—Ny—1. 7
rownania D4, zapisanego w postaci A(8)-GL(d) +B(8)- F/(0) = C'(8)- L;(9),
otrzymujemy uktad liniowych réwnan

oy o ][]0
A—=Na TA =T
O(d~1)x(N,4—NA) Ni=Np-1 q; Natt

w ktérym:
T
! ! 1
fi = [ i,0 77 i,NAvNA—l]
"
!
9; = [9;,0 gg,NA—NA—‘z] ‘

Dla ¢ = 0 mamy Fy(d) = C'(8) oraz G,(d) = 0. Macierz tego uktadu ma
pelny kolumnowy rzad, zatem 'dokladne’ rozwiazanie mozna uzyskac, sto-
sujac dowolny kwalifikowany algorytm najmniejszych kwadratéw, np. al-
gorytm Householdera ortogonalnego rozktadu QR (Bjorck [32], Businger
i Golub [50], Golub i Van Loan [139]). Podejscie oparte na parze row-
nan D1 oraz D2 pierwszej diofantycznej bazy uie jest tak cfektywne, jak
metoda opisana wyzej. Okazuje sie bowiem, ze réwnania D1 oraz D2 mozna
wprawdzie zapisa¢ w postaci odpowiednich liniowych zadan najmniejszych
kwadratow z niewiadomymi f! oraz g;, wymaga to jednak znajomosci jawnej
postaci dzielnika A(8): A(S) - EL(8) + A(S) - F/(8) = & - C'(d) - A(8) oraz
C'(8) - A(0) - Hi(6) + A(8) - GL(6) = B(d) - E{(6). W obu wymienionych przy-
padkach nie wystepuje ograniczajgce zadanie, aby para (C'(5),A(d)) byta
para wzglednie pierwszga.
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Rozwazajac druga diofantyczna baze, mamy do czynienia z bardziej zlo-
zonym problemem. Oto, chege uchyli¢ powyzsze ograniczenie na wielomiany
C'(6) oraz A(6), musielibysmy uprzednio okreslic dzielnik A(d). W takim
przypadku, korzystajac z rownain D3 oraz D4 zapisanych jako: A(d)-H!(d)+
A(8)-LL(8) = 6"~ A(8) oraz A(8)-GL(8)+ B(3)-F!(6) = C'(8)-A(8)- LL(8), wy-
znaczamy f! oraz g, stosujac odpowiednio: metode rekursywng oraz metode
najmniejszych kwadratéow. W przypadku pary B_l oraz D? w pierwszej kolej-
nosci rozwiazujemy rownanie A(6)-El(§)+B(d)-F!(6)—0"-C'(6)-A;(6) = 0. w
ktorym jako niewiadome wystepuja nie tvlko wielomiany F/(8) oraz F!(4). ale
takze moniczny wielomian A;(6) = Zj\l\o Ai;6, Niny = 1, bedacy pewnym
oszacowaniem A(d). Rownanie to formutujemy w postaci:

OiXN,\ é;- 01-%—1\’,\
A nB [ £l — J
TN, Ny TN,-~y —Tx, f = e
O(Np—Na—it1)xNa | L 1A ] [ Ong-Na-i
dla 0 S 1 S ]\,rB — ]\'TA,\
Oixny | [ € ] -
B X
T;’\ TN,\—NA _ITCI> le — OH”NA
i OGN+ N )X{Ns~N Na i - ¢!
(1 BHNA)X(N,4—Nu) OlXNA 1L lA,i ]
dla i > Np — Ny
gdzie:
T
! _ J 12
d = [q CNa-Ny—1 ]
_ — T ) . ;
i _ .
[ o " el ] dla ¢ > Np — Ny
H z = T
7 / 7
f‘i - [ fi,O e iWNg—Np—1 ]
T
Ine = [ Mo - Xwg-1 ]

Konieczny warunek nieosobliwoéci tego liniowego zadania ma postac¢ zadania,
aby para (C'(0),A(d)) byla wzglednie pierwsza. Wektor g/ wyznaczamy,
stosujac rekursywng metode rozwiazywania réwnania C'(8) - H!(8) + G5(8) =

2.2.2 Ocena rzedu uproszczenia nieminimalnego modelu

Z lematu 2.2 wynika, ze rzad uproszczenia N nieminimalnego modelu opi-
sanego para (A(4), B(0)) mozna oceni¢, analizujac kolumnowy rzad kolej-
nych lewych podmacierzy macierzy L. W szezegdlnosei, wyznaczywszy taki
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minimalny indeks d <4 < Ny — 1, dla ktérego [; € Im [;_;|, mamy oceng
rzedu uproszezenia Nay = Ny —i. Standardowa nietoda wyznaczania stopnia
najwickszego wspolnego dzielnika wielomianow (A(¢d), B(d)) polega na bada-
niu defektu rzedu macierzy Sylvestera | T]’GB T]I\?A ] € RINa+Np)x(Nat+Ng)
(Cullen i Hall [76], Emiris et al. [106, 107], Fuhrmann [121], Kailath [206],
Karcanias 1 Mitrouli [212], Pan [315]). Zaleta podejscia, w ktorym stosuje
si¢ macierz L, polega na tym, ze macierz ta ma wymiary mniejsze, niz od-
powiednia macierz Sylvestera. Nalezy jednak lojalnie podkresli¢ fakt, zc ele-
mentami macierzy Sylvestera sg wspolczynniki pary (A(9), B(d)) ’oryginal-
nych’ wielomianéw modelu obiektu, za§ w przypadku macierzy L mamy do
czynienia z zaburzonymi wspolczynnikami odpowiednich wielomianow L;(4),
uzyskanych w numerycznym (niedokladnym) postepowaniu. Podstawowg
grupe algorytmow oceny rzedu macierzy stanowia algorytmy wywiedzione z
analizy wartosci szczegdlnych (singular value; Datta [78], Meyer [290], Ste-
wart [381]). Zasadnicza trudnosé¢ takiego podejscia wiaze sie z pytaniem
o to, ktora 'mala’ wartosé¢ szczegdlna danej macierzy, uzyskana przeciez w
toku obliczent o skoriczonej precyzji, uzna¢ za wartos¢ 'zerowa’ (Demmecl
[84], Demmel et al. [85], Stewart [378, 380, 381], Stewart i Sun [383]). Po-
dejécia pozwalajace na unikniecie koniecznosci badania wartosci szczegol-
nych 'pelnych’ macierzy Sylvestera, oparte na analizie odpowiednich macie-
rzy Hankela oraz macierzy Trudi, a takze algorytmach wyprowadzonych z
metody wymiernej aproksymacji Padé, omoéwiono w (Beckermann i Labahn
[25], Pan [315]). Inna wazna grupe numerycznych algorytmoéw oceny rzgdu
danej macierzy tworzg algorytmy odwotujace sie do tak zwanych rozkladow
(faktoryzacji) ujawniajacych rzad (rank-revealing decomposition). Do grupy
tej naleza nowsze algorytmy, w ktorych stosuje sie rozktady oznaczane jako
RRQR, ULLV, ULV, URV oraz VSV (Benhammouda [26], Fierro et al. [113],
Hansen i Yalamov [164], Stewart [379, 381]).

Rekursywny algorytm wskazujacy, ze Iy, -~y € Im Ly, n, 1, lub row-
nowaznie Iy,_n, € Ker Py, _n,-1, gdzie Py, -ny—1 = INg — Ly, N, -1
+ NaAXN : :
LNA‘NA"H’ Py, n,—1 € RY"A*%A4 oznacza macierz operatora rzutowania

na ortogonalne dopelnienié Im L]LVA_NA_l, przedstawiono w (Kowalczuk i
Suchomski [243]). Algorytm ten, bedacy modyfikacja metody wyznaczania
pseudoodwrotnosci Moore’a-Penrose’a macierzy o blokowej postaci (Boullion
i Odell [40], Bunch i Nielsen [47], Stewart [381]), wykazal swoja skutecznosé
w przypadku syntezy ukladéw uogélnionego sterowania predykcyjnego na
podstawie nadparametryzowanych modeli obiektéw z transportowym opdéz-
nieniem (Kowalczuk i Suchomski [238, 239, 245]). Geometryczna interpre-
tacja omawianego algorytmu zasadza sie na spostrzezeniu, ze w kolejnych
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krokach 1 > 1, rozwaza sie iloraz || P, Li|l2/||li]l2 = sinc; < || Pi=1]|2 zalezny
od kata a; = Z{l;,Im L; |} miedzy wektorem I; a podprzestrzenia lin L;_q).

Na podstawic rownan D1, D2 oraz D4 picrwsze] diofantycznej bazy
otrzymujemy rownosé H;(6) - Fi(8) +6°- Gi(8) = Li(8)- Ei(8), i > 0, w ktorej
w sposob jawny nie wystepuja wiclomiany A(J) oraz B(d) nieminimalnego
modelu. Stad wnioskujemy, Ze dla modelu minimalnego oraz wielomianéow
I;(8) 1 L;j(9) uzyskanych na podstawie nicminimalnego modelu zachodzi

(H:(8) - F1(6) + 6" - G(6)) - A(6) = Li(0) - El(8), i>0. (2.2)

Wieclomiany H;(8) oraz L;(§) nie zaleza od wielomianu C'(4) i moga by¢ tatwo
wyznaczone z rownania D3. W przypadku, w ktorym wielomiany F}(4)
oraz G4(8) bytyby znane, rownosc (2.2) dla ¢ > 1 mozna interpretowaé jako
diofantyczne rownanie, w ktorym role niewiadomej peini wielomian E!(4)
stopnia deg E!(§) =i — 1 oraz wielomian A(J) stopnia deg A(d) = Ny (dla
i = 0 mamy: Fj(0) = C'(4), G(d) = 0 oraz E{(0) = 0, a ponadto Ly(d) =
B'(8) - A(8)).

Zalozmy teraz, ze rzad uproszezenia Ny nicminimalnego modelu nie jest
znany. Dogodny algorytm wyznaczania oszacowania tego rzedu otrzymamy,
wyblerajac ‘operacyjnie’ najprostsza posta¢ wielomianu C'(4) = 1. W takim
przypadku, dla 0 < i < Ny — 1 zachodzi: E;() = 0, F;(0) = ' oraz G;(6) =
—H;(0), zas przy ¢ = Ny mamy Ey, = 1 oraz Fy,(0) = —Z?E&laﬂj.
Przyjmujac hipoteze, ze moniczny wiclomian A™(4) stopnia deg A" (8) = m,
1 < m < Np, jest najwiekszym wspolnym dzielnikiemn wiclomianow A(4)
oraz [3(4), glosimy tym samym, iz dla i > N —m:

A@) -GN (6) + B - F™M(6) = Li(d)

2
m Mmoo _ ¢ m
S7H(6) - AM(6) = Li(9) - B"(d)

: : . : : m. _ m m S mo N g
gdzie moniczny wielomian AY"(6) = > 72, A4, )‘im} =1, 0znacza & te
oszacowanie tego dziclnika, wielomian S7"(§) = Z;yfoﬂvmvl 57507 dany jest
wzorem

SI(8) = Hi(3) - F"(9) + 8" GI'(3)

zas deg E"(0) <i— Ng+m, deg F/"(0) < Ny—m— 1 oraz deg G]*(0) <
Np —m — 1, przy czym GZNB (6) = 0. Zerowa wartos¢ rmn oznacza zatem,
ze wielomiany A(4) oraz B(4) sa wzglednie pierwsze. Zachodzi ponadto
B, () =R, ovaz E(d) = el" + 46 - B (d), i > Ng —mn.
Podstawe proponowanego algorytmu oceny rzedu uproszczenia N sta-
nowia wielomiany A7*(8), Ng —m <1 < Ny —m+ N, — 1, odpowiadajace



36 ROZDZIAL 2. ROZMIESZCZANIE BIEGUNOW

kolejnym hipotetycznym rzedom uproszczenia m, gdzie N, > 1 jest swo-
bodnym parametrem algorytmu. Wielomianom tym przyporzadkowujemy
wzgledny wskaznik JT' oraz bezwzgledny JK/Z« ktadac:

9

Na—m+Ng—2 ||7\n . Xl 4+1H.)
JEAB) =Y T
: P D
JN(A,B) = max 108 = U812 -

1. JE{Ns—m,...Na—m+N,—2

Obliczenia, w ktorych istotng role odgrywaja wiasciwosci wielomianéw £ (4).
rozpoczynamy od najwyzszej dopuszezaluej wartosci m = Npg. Nastepuie,
zrniejszajac m, szukamy takiej wartosci m* > 1 tej pomocniczej zmiennej,
dla ktorej wybrany wskaznik osigga wartos¢ zero. W efckcie Ny = m*. Gdy
taka warto$¢ m nie istnicje, twierdzimy, ze para (A(4), B(d)) jest wzglednie
plerwsza.

Algorytm 2.1 (oceny rzedu uproszczenia modelu; Suchomski).

Hipoteza: m = Npg

Np N
{ Tf:'d .y jl[hg}__[om}}
B d Nr - Np
O1xNg €y Sq
dla 7 =d
Np
S;VB —1; lAi N 01><(i d) | sNg _ ONB
[ I 0,a-1 eZNB B fsy®
dla 1 > d.

Hipoteza: 1 <m < Np—1

m — m
e o ] L)

m
ONB*W‘1 CNA—m SNi—m
dlai=N4 -m
N "‘l l7TL 01X%+m_N’\) O
Tbl 1 At — T i éml _ m
m 0; g1 (,’;” 0 i+m—Ny 1 TS:TL

(Ng—m—=1)x(i+m—N )
dla 2 > N4y —mn.

Obowiazuja przy tym nastepujace oznaczenia:

T
~m m m . y
el [ et el ] dla 1> Ny—m
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T
lKL,i = [A?,lo Zlm41]

T
s; = [5?,10 5?N3+i—m—1]

Wspotezynniki pary wielomianow H;(é) oraz L;(6), ¢ > d, oblicza sie re-
kursywng metoda w oparciu o uktad rownan z gorna trojkatna macierza o
jednostkowej diagonali:

oo e8] - 5]
Ofi—d+1)xn, ¢ h; b
iLi = [hz h,d ]
Wspotezynniki pary wiclomianow F/™(§) = Z;yz"ofmfl f{géj oraz G[*(4) =
Z;.\;Bofmﬁl g%-dj, i > N4 —m, wyznacza sie z rownan:
(TR, Th_. 1T | = i dla m < N
Nag—m Np—m gzm - ONB—m a m B
TP = I, dla m= Np
gdzie:
. ) T
fzm = [ f:%) iTNA—m—l ]
T
o = [ 9% - dNyma | dlam<Np.O

Po ujawnieniu rzedu uproszczenia Ny > 1 modelu opisanego para wielo-
mianow (A(6), B(§)) mozemy w oparciu o lemat 2.8 wyznaczy¢ parametry
odpowiedniego modelu minimalnego oraz najwiekszego wspodlnego dzielnika
tej pary. Zauwazmy, ze w efektywnych krokach poszukiwan, to znaczy dla
m > Ny, odpowiednie zadania najmniejszych kwadratow sa zawsze zada-
niami nieosobliwymi, gdyz ich macierze maja pelne kolumnowe rzedy. Sfor-
mutowane kryterium (zerowanie sie wskaznika J}\’,: lub j}\’}q), pozwalajace
na uznanie, ze rozwazana para wielomiandéw ma najwiekszy wspoélny dziel-
nik o niezerowym stopniu, odpowiada oczywiscie idealizowanej sytuacji, w
ktérej znane sa dokladne wartosci wspoélczynnikéow tych wielomianéw, zas
obliczenia przebiegaja w taki sposob, ze nie wystepuje utrata dokladnosci
powodowana bledami zmiennoprzecinkowych dziatan.

2.2.3 Uwarunkowanie problemu rozmieszczania biegunéw

Niektore z wyzej rozwazanych zadan maja postac liniowych réwnan z kwadra-
towymi macierzami wspotczynnikdéw., Wrazliwosé rozwiazan takich réwnan
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na zaburzcnia wejsciowych danvch mozna scharakteryzowaé. stosujac stan-
dardowe wskazniki uwarunkowania (dodatel A). W podobny sposob, postugu-
jac si¢ wskaznikami whadciwymi dla liniowyvch zadan najmniejszych kwad-
ralow, mozemy opisa¢ uwarnmkowanie odpowiednich fragmentow algorytmu

2.1.

Uwaga 2.1 (Suchomski). Na podstawie cech licznikowych wiclomia-
now B,(q) dyskretnych modeli wyznaczonych dla operatora ¢ (por. rozdzial
1.} stwierdzamy, ze przy dostarecznie malej wartosci okresu probkowania
macierze Sylvestera z podmacierzami TZ-BQ, 1 > 1, beda Zle wyskalowane.
Co z kolei prowadzi do ztego uwarunkowania odpowicdnich liniowych zadan
okreslonycli dla modelu B, (q)/A,(¢). Dotyvezy to na przyktad rownania D4,
algorytmu wyznaczania parametrow minimalnego modelu, a takze poste-
powania stuzacego ocenic rzedu uproszczenia modelu nieminimalnego. W
przyktadzie 2.8 pokazano, zc rozwazane uklady réwnan liniowych odpowia-
dajace modelom B,(q)/A,(¢g) nawet po optymalnym wyskalowaniu charakte-
ryzuja si¢ znacznie gorszym uwarunkowaniem w poréwnaniu ze stosownymi
uktadami rownan wyznaczonych dla modelu B(d)/A(0). O

Dane jest liniowe rownanie Az = b, gdzie 4 € R"™™ jest nieosobliwa
macicrza, zas b # 0, € X' Rozwazmy Scisle strukturalizowalne zabu-
rzenia elementéw macierzy A takich réownan, czyli sytuacje, w ktorej za-
burzone macierze zachowuje swoja picrwotna strukture (na przvktad Syl-
vestera). Oznaczmy przez p € R* . przy n, < n?, wektor paramectrow
opisujacych elementy danej macierzv A = A(p) € R"*". Zalézmy liniowos¢
odwzorowania A : R —» R"". Addytywne strukturalizowalne zaburze-
nie p € R" wektora p spehiia ograniczenie [p| < ce, gdzie e > 0,, € R
jest zadanym wektorem, ktory reprezentuje dostepna wiedze o tym zaburze-
niu, za$ € € K. Ponadto przyjmujemy, z¢ na addytywne strukturalizowalne
zaburzenie b € R" wektora b € R” nalozoue jest ograniczenie |b] < f, gdzie
f >0, € R (por. dodatek A). Dogodny sposoh parametryzacji wstecziego
bredu v, f(y) danego rozwiazania y € ®" rozwazaucgo liniowego zadania
z macierza o $cisle strukturalizowalnym zaburzeniu oraz wektorem wyra-
z6w wolnych podlegajacym strukturalizowalnemu zaburzeniu, uzyskamy dla
nastepujacej reprezentacji owych zaburzen: p = Dev, oraz b = Doy, gdzic
v, € R vy € R*, D, = diag(e) € D%p oraz Dy = diag(f) € DZ, pray
czym D7 = {diag {d;}}" |, d; > 0,1 <4 < n}. Blad taki definiujemy jako

min {

Ve,f(y):
Z: LA+ Ay =b+b A+ A=Ap+p), p= Devy, Bfovb} :

(o]
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Zaburzona macicerz A+ A ma taka sama strukoure jak nominalna’ macicrz A,
pray cxyvm mowiac o wielkoscl zaburzeni tej macierzy, mamy na mysh presede
wezystkim odpowiednie charakterysuyki wektora p. Niech @& oznacza iloczyn
Kroneckera, zadg vec (M) beduzie wektorent uzyskanvim przez zestawienie ko-
lejnych kohunn danej macierzy M (Graham {149}, Henderson 1 Searle [171],
Horn i Johnson [183]). Kladyc r = b — Ay, mamy Ay —b=r. Na te] pod-
stawie otrzymujemy reprezentacie resztowoego wektora (1, @y hvee (AT)——(J =

Wektor vec (Aij) 27 nozna, zgodnic z pray] jetym zalozenicm, przed-

stawic jako vee (A7) = Mpp, gdzie M, © R e Konsckwencja powyz-
szego jest formuta Ayw = "', w ktorej] M, = | (In®y)M,D. —Ds | €
Rl 1 oray v oo | ’Ug v |7 ¢ Xt Optymalizacja oceny wstecrnego

bledu v, p(y) sprowadza si¢ do rozwigzania zadania minimalizacji normy z
liniowvin ograniczenicin

v*(y) = arg min ||»

wCRMPTT 1‘{7_»1;21‘[],')
Mamy bowien v, r(y) = 07 {y)|o. Zatoziny. zc macierz M, ma pelny wier-
szowy rrzad rank M, = n. Na podstawie rozkiadu te] macicrzy wediug joj

wartosct szezegdlnych (singular velue decomposition, sud; Datta [T8], Meyer
[290], Stewart [381]) M, = U,[ y Opun, V), gdzic X, ¢ B jest nie-
osobliwa diagoualna macierza, zas U, € B"™" graz V,, € R(“P*”JX(“P*“) sa
macierzami ortonormalnymi, uzy bkuy‘m\ crasthowy wektor 2 = Y10 r
F'. Zadanie polega zatem na wyznaczeniu takiego wektora z € [EE . kt(n(,mu
przyporzadkowany bylby wektor v* = V[ 27 27 ]7 o minimaluej normie
N oo Opis numeryeznveh algorvtmaw optyvmalizacji ze wzgledu na wek-
torowg norme ||« || znajdziemy w (Bartels et ol [21], Coleman 1 Li [G7]).
Nizej dajemy preyblizone analityezne rozwiazanie, polegajace na poszukiwa-
niu wektora » o minimalne] kwadratowe] normic. Poniewas V), jost macierzg
ortonormalna, przeto optymalnym parametrem z jest wektor zerowy z = {)
zatem

Mp:

[z [z .
Uc’f(y} S L’U |: U :| S & [ D = ”ZFQ

Ny iy 2

Z ortonormalnosci U7, wynika tagodniejsze oszacowanic wsteeznego bledi.

Lemat 2.4 (o wstecznym biedzie rozwiazania nicosobliwego liniowego zada-
nia w przypadku $cigle strukturalizowaluych zaburzen, Suchomski). Niech
r= b— Ay bedzie resztowym wekforem odpowiadofocym denemu rozwigzeni
y niessobliwego uklodu réwnan Rniowych Az = b, w btdrym A € B oraz
he . Dia dcidle strukivralizowalnych zaburzed macierzy tego vkiodu ovaz
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strukturalizowalnych zaburzeri wektora wyrazdw wolnych (A + Ay = b+,
gdzie A+ A=A(p+p), p=Dev, e R, D, € D%}, b= Dysv, € R oraz
Ds e DZ, mamy

o

Ve s (y) < omin (M, (1) Hr(y)ll2 . O

Wystarczajacym, lecz nic koniecznym, warunkiem pelnego wierszowego
rzedu macierzy M, jest, aby wektor f nie miat zerowych wspotrzednych. Co
przy typowym zalozeniu f = |b| nie zawsze zachodzi w przypadku ukiadow
réwnan liniowych, zwigzanych z synteza regulatoréow metoda rozmicszezania
biegunéw.

Rozwazmy teraz zabuwrzony uktad rownan (A + A)(x +4) = b+ b, w
ktorym A + A = A(p + p), |p| < ee oraz |b] < ¢f. Jak latwo zauwazy¢,
i~ —A1Az + A ' z dokladnoscig do wiclkosci O(e2). Poniewaz Az =
(I, @ 27) M,,p, zatem |A~1 Az] < ] A"1(I, ® 27)M,le. Dla drugicgo wyrazu
tego przyblizenia {A'li)] < elA7L|f. Stad

[ AL, @ 2T)Mple + A Y f lloo

6“‘LHOO N ”IHoo

+ Ofe) .

W badanym przypadku wektor p parametréw tworzymy z elementéw macie-
rzy A, zatem ||pllee = O(e) implikuje || Aljoo = O(€). Ponadto mozna mowié o
rownowaznoscl |p| < ee & |fi[ < ¢F dla pewnej macierzy £ > 05, € R**",
Na tej podstawie otrzymujemy ponizszy lemat.

Lemat 2.5 (o oszacowaniu wzglednego biedu rozwigzania nieosobliwego
zadania liniowego dla $cigle strukturalizowalnych zaburzen; Suchomski). Za-
ktada sie, ze Ar =b, A€ R be R oraz (A+ A)y = b+ b, A € RV,
b € R, pray czym: A jest macierzq nieosobliwg, A + A = A(p + p),
p = Dev, € R, D, € DTZLP, b = Dyv, € R* oraz Dy € DZ. Wegledny
blad danego rozwiazania y mozina oszacowad jako

£~ ylloo

|00 = K‘S?f(A’ x)Ve,f(y) + O(Vc,f('.l/)IZ)

gdzie nastepujgceo zdefiniowany wskainik wwarunkowania

Key(A 1) =

lim sup{ 12]leo A+ A)(z+3)=b+b A+ A=A(p+p), |p| <ee, |b| gef}

=0 llz(loo
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opisany jest wzorem

NI TYM. le i
K (A ) = 1A (n®:r|l)1\[1,)c+yA Ul o
7 Tilec

Szezegdlowa postaé macierzy D, Dy, My, oraz M, zalezy od sformulowa-
nia dancgo liniowego zadania. W numerycznym przyhtadzic 2.3 pokazemy
w jaki sposob wyznaczad te macierze dla typowego problenm rozmieszezania
biegunow. wiodacego do liniowego zadania z macicrza Sylvestera.

Uwaga 2.2 (Suchomski). Zdefininjmy wskaznik uwarunkowania zada-
nia najmniejszych kwadratow Az =b, A€ "7 b #0, € R", m >n

ro (A D) = kol A) + ko(A) (ka(d) + 1)——&, r=b— Ar.
2| Afl2 iz
Zachodzi ||z —yll2/lz|la < 2ery(A,b) /(1 —€ra(A)), gdzie y € R" jest pewnym
(zaburzonym) rozwigzanicin tego zadania (por. lemmat 12.5). Najprostszy
sposoh oceny wartogel wskaznika ku(A, D), przy nieznansyin x, wynika z nie-
réwnoscl ||Azjls < [|A

l2]lz]|2 1 prowadzi do formuty

o A) (i A) + 1)

Ko (A b)) < ko(A) + tany, = /{b, I A}.

2
Rozwaziny pomocniczg rownosé
Irllz [Azllztany 4 r3(A)
—=—r5(4) = T ki(A) = ————tany 2.3)
ez ™ el Y T TR (

w ktorej wystepuje 'niepokojacy’ czyvnnik kg(A)? odpowiedzialny za po-
tencjalne pogorszenie uwarunkowania danego zadania najmniejszych kwad-
ratow. Niektorzy antorzy (Higham [177], Golub i Van Loan [139]) mowig
wprost o takim niebezpicczenstwie, gloszac, ze dla 'malvceh’ wartodei ormy
|irll2 wrazliwos¢ zadania najmniejszych kwadratow na zaburzenia wejscio-
wych danych jest 'rzedu’ wo(A) oraz, ze wrazliwo$¢ ta zawsze wzrasta (oc
ro(A)?), gdy wystepuje ’silna’ niezgodnosé¢ (niedopasowanie) danych (b ¢
Iin A). Poniewaz iloraz ||Al|2 |||, /]| Az||2 moze przyjmowad wartosci miedzy
1 a ka(A), zatem wyrazenie (2.3) nie musi zawsze wykazywac¢ ziniennosci
typu o rio(A)2. Z kolei, gdy ||Az|ly = || All2]|z]2, wtedy

Ko (A) (ko () 4+ 1)
2

k(A b) = ko(A) +

tan g
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co oznacza, ze w takim przypadku mozna mowic o pewnej grozbie pogorszenia

uwarunkowania badanego zadania, pojawiajacej si¢, gdyv zarowno ko (A), jak

i tan, beda dostatecznie duze (tany > 1/ky(A)). Zastanowmy sie, czy

grozba ta jest 'maprawd¢’ rcalna. Na podstawie rozkladu swd macierzy A
T

uzyskujemny rownosc¢ v; z = ui] b/o;, w ktorej v; oraz u; oznaczaja odpowied-

nio prawy oraz lewy wektor szczegélny przyporzadkowany wartosci szezegol-

nej o; tej macierzy, ¢ € {1,...,n}. Mamy zatem
v ? ) 2 y
017}1 “1 Ty
| Az, = =
T
ouvl T 5 unb 5

Przyblizona réwnoéé |[Azlls =~ ||All2]|z]|2 zachodzi wtedy, gdy rzuty wek-
tora  na kierunki wyznaczone przez wektory bazy podprzestrzeni Ker A+ =
span {v; };*., beda mialy najwieksze dtugosci dla tych kierunkow, ktore sa
przyporzadkowance najwickszym wartosciom szczegolnym macierzy A. Za-
uwazmy przy tym, ze odpowiednia podprzestrzen rozpicta na takich prawych
wektorach szczegélnych bedzie tym 'rozleglejsza’, im wartosci szczegdlne ma-
cierzy A beda mniej zroznicowane (gdy o7 = --- = o, wtedy ||Az|2 =
lA|l2|lz]l2). Zatem, lapidarnie moéwiac, dominujacej roli ko (A)? w ksztal-
towaniu oceny uwarunkowania rozwazanego zadania mozemy sie spodzicwaé
tylko dla dostatecznie matych wartosci wskaznika ko(A) = o1/0,. Co jed-
nak oznacza, ze stosowne pogorszenie uwarunkowania tego zadania nie be-
dzie zbyt duze. Z drugiej strony, oczekujac spelnienia przyblizonej roéwnosct
WAz|lo ~ ||All2]|z]|2, musimy przyjaé, ze rzut wektora b na podprzestrzen
rozpi¢ta na lewych wektorach szczegélnych macierzy A lokuje sie glownie
w podprzestrzeni wyznaczonej przez te lewe wektory szczegdlne, ktore sa
przyporzadkowane najwiekszym wartoéciom szczegdlnym owej macicrzy. Po-
niewaz wymienione lewe wektory szczegélne naleza do bazy podprzestrzeni
Im A = span {u;}"". |, zatem w takim przypadku tan ¢ musi przyjmowac¢ mala
warto$é¢ — co potwierdza poprzedni wniosek o 'niegroznym’ udziale czynnika
ro(A)? w ksztaltowaniu wskaznika so(A,b). Do podobnych wnioskéw do-
chodzi sie w pracy (Grcear [150]) na podstawie probabilistycznej interpretacii
opisanej sytuacji (por. takze Van der Sluis [442]). O

Uwaga 2.3 (Suchomski). W ogoélnym przypadku ocena wrazliwosci
liniowego zadania najmniejszych kwadratéw moze w istotnym stopniu za-
leze¢ nie tylko od macierzy tego zadania, ale takze od wektora wyrazow
wolnych, co jest sytuacja odmienna w stosunku do nieosobliwego zadania
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linjowego. Liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw moze by¢ zle uwarun-
kowane nawet wtedy, gdy wartosé¢ wskaznika ro(A,b) nie jest w decyduja-
cym stopniu determininowana przez sy(4)%. Analizujac postaé wskaznika
ro(A, D) nalezy zatem 'tycznie’ bra¢ pod uwage dwie wymienione przyczyny
ewentualnej duzej wrazliwosci danego zadania najmuniejszych kwadratow:
zie uwarunkowanie macierzy A (duza wartosé ro(A)) oraz nicdopasowanic
wektora b (duza wartosé tan ). Zauwaziny ponadto, ze ||Az|, przyjmmje
‘mata’ warto$¢, gdy wektor z jest ortogonalny do tych prawych wektorow
szezegodlnych macierzy A, ktore sy przyporzadkowane najwiekszyi wartos-
clom szezegdlnym, co takze oznacza. iz wektor b jest ortogonalny do od-
powicdnich lewych wektoréow szczegdlnveh tej macierzy, a tyl samyul, ze
wystepuje nedopasowanie b € Iim A. Omawiane niedopasowanic moze miec
miejsce w algorylmie 2.1 wyznaczania rz¢du uproszczenia nicniinimalnego
modelu dla m > Ny. Nastepujacy wskaznik ro (A, D) = ro(A,0)/ro(A) < 14
((Ro(A)4 1) tan p)/2 pokazuje wplyw niezgodnosci pary (A.b) na pogorsze-
nie uwarunkowania danego zadania najmniejszych kwadratéow. W praktycz-
nych obliczeniach mozemy mowic¢ tylko o pewnej ocenie tang == |[(1,, —
UULYD|2/ 11U b)l2, w ktorej kolumny macierzy U € R™ " utworzono z ko-
lejnyeh poczatkowych lewych wektordw szezegodlnych macierzy A, O

Uwaga 2.4 (Suchomski). Niech u, oznacza precyzje zmiennoprzecin-
kowej arytmetyki (zob. dodatek A). Zalézmy, ze w algorytmie 2.1 liniowe
zadanie wyznaczania wspotezynnikow wiclomianow H;(0) oraz L;(0), a takze
lintowe zadania najmniejszych kwadratow wyznaczania wspolczynnikéw wie-

M Avxr m m TrL N 7
lomianow F7™(6), G7*(0) oraz AJ*(6). Ny —m < i < Ny -m+ N, — 1,
rozwiazywane sa za pomoca numeryeznie stabilnych nietod. 7 konstrukeji
tego algorytmu wynika, ze konieczny warunek uznania indeksu 7n* jako rzedu
uproszczenia nieminiinalnego modelu (A(d), B(d)) ma postac¢ J§ (A, B) x

q
= *
ue lub ]]T\’,Lq (A, B) xu.,. O

Przyklad 2.1 (wyznaczanie przyblizoncgo najwiekszego wspoluego dziel-
nika pary wielomianow; Suchomski). Rozwazmy znany problem oceny naj-
wiekszego wspolnego dziclnika wiclomianow zmicennej @ (Chin i Corless [61],
Emiris et al. [106]): A(x) = 0.3772542.7622+ 7.6472% +9.7652% + 5.503z* +
o5 oraz B(z) = 0.7605 + 2.007z — 0.77452° — 2.9932> + z*. Niech Ny = 4.
Dla hipotetyeznej wartogci 1n = Np = 4 otrzymujemy wskazniki: J§ = 0.966
oraz Ji = 1.988. Hipotezic m = 3 przyporzadkowujemy: J§ = 1.012
i J3 = 2.032. Wreszcie, dla m = 2 mamy: J? = 1.146 x 107> oraz
J? = 1.608 x 1075, Na tej podstawie wnioskujemy, ze Ny = 2. Co z
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kolei pozwala na oszacowanie najwiekszego wspolnego dzielnika rozwaza-
nych wiclomianéw: A(z) = 0.2534882 + 1.0070033x + x?. Reszta z dziclenia
A(z)/A(z) wynosi —(0.3798580 + 2.0084648x) x 10~1, zas reszta z dzielenia
B(x)/A(x) ma postac¢ (2.8306705 — 8.5269971z) x 107°. O

Przykiad 2.2 (ocena rzedu uproszczenia zaburzonego nieminimalnego mo-
delu: Suchomski). Rozwaziny dyskretny minimalny model zapisany dla ope-
ratora ¢

B'(¢)  0.1659739 + 0.1668047¢

A'(C) ~ 0.1659739 + 0.8315305¢ -+ (2

przyporzadkowany modelowi czasu ciagtego (1 + s)/(1 + 5s + 6s%) pray
A =0.01 s. Niech A(¢) = (€ +0.2) - (¢ —0.35) = —0.07 — 0.15¢ + ¢, czemu
odpowiada stosowny nieminimalny model B(¢)/A(C). Dla hipotetycznej
wartosci m = Np = 3 otrzvinujemy wielowiany A(¢), i € {1,.... N, = 4},
a takze wskazniki J§ = 0.816 oraz J; = 0.781. Wyniki tc uzyskano na pod-
stawie uprzednio okreslonych wielomiianow L;(C) oraz Fi(¢), 7 € {1,...,4}.
Zadanie wyznaczania wielomianow L;(¢) jest hardzo dobrze uwarunkowaie
(ho() = 3.354, Kk1(-) = 3426, rool() = 4.697, rs(-,-) = 1.527, rg(+) =
4.489 oraz k(- -) = 3.053, zob. dodatek A), zag metoda obliczania wspol-
czynuikow tych wielomianow - czyli standardowy algorytim rozwiazywania
uktadu rownan z tréjkatna macierza — jest numerycznie stabilna (7/2() =
1.390 x 10717, () = 1.483 x 10 '7 oraz w. .(-) = 6.290 x 10 "'7, zoh. do-
datek A). Wielomiany F;(¢) uzyskujemy przez numerycznic stabilne rozwia-
zanic dobrze uwarunkowanego liniowego zadania najinnicjszych kwadratow
(przykladowo, dla ¢+ = 3 mamy wskazniki: xo(-) = 1. ro(,+) = 1.723 oraz
tan = 0.723, a takze wsteczne btedy: n..(-) = 5.637 x 1071 7. () =
2.907 x 10717 oraz w. (-) = 1.730 x 1071%). Analogiczna charakterystyka
dotyczy procesu wyznaczania wiclomianow A7 (), 7 € {1,....4}. Przykla-
dowo, dla ¢ = 3 uzyskano: sa(-) = 10.980, sy(-, -} = 13.719, tanep = 0.0421,
n..(-) =3.767 x 1078, A (1) = 6.234 x 1078 oraz w..(-) = 6.778 x 10714
Z kolei, ktadac m = 2, mamy A3(() ~ -~ = AZ(¢) =~ --0.0700000 —
0.1500000¢ + ¢2, J? = 0.0 oraz J? = 0.0. Zadanie wyznaczania wielomia-
now Li(¢), i € {2,...,5} opisane jest wskaznikamni uwarunkowania: sa(-) =
3.357, K1(-) = 3.667, rool') = 4.843, kg(-,-) = 1.527, kg(-) = 4.727 oraz
k2(+, ) = 3.083), a takze wartodciami wstecznych bledow: 7]2’() = 1.387 x
1071, 7% (-) = 1.483 x 10 17 oraz w. (-) = 6.290 x 107'7). W przypadku
wielomianow F;(¢), Gi(¢) oraz A%, 1 € {2,...,5} dla przykiadowej war-
tosci 4 = 4 mamy, odpowiednio: (rp(-,-) = 33.000, tang = 5.772 x 10719,
n..(-) = 4.081 x 107'¥ . () = 1.357 x 1077 oraz (ka(-,-) = 2.974, tan ¢ =
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4431 %1071 9. () = 5300 x 10718 4. (1) = 1.098 x 107 '8). Przedstawionc
dane $wiadcza, ze rozwazane zadania cechuje dobre uwarunkowanie, zas ich
rozwiazania sa numerycznie stabilne. Wtagciwie oceniwszy rzad uproszczenia
Ny = 2, tatwo odtworzymy parametry nominalnego modelu. Stosujac lemnat
2.3, otrzymujemy wielomiany A'(¢) = 0.1659739 + 0.8315305¢ + ¢? oraz
B'(¢) = 0.1659739 + 0.1668047¢. Normy bezwzglednych btedow oszacowarl
wspotezynnikéw mianownika i licznika tego mmodelu wynosza, odpowicdnio:
1.241 x 10710 oraz 0. Powyzsze wyniki dotycza 'dokladnego’ modelu niemini-
malnego, ktérego wspotezynniki reprezentowane sa z podwdjna ziniennoprze-
cinkowa precyzja (Higham [177], Overton [310]). W tyin tez sensie, wobec
przyjetych zalozenl, mozemy mowi¢ o ‘Scistym’ uproszezeniu tego modelu
(skresleniu najwickszego wspolnego dzieluika licznika i mianownika funkcji
B(C)/A()).

Rozwazmy problem oceny rzedu uproszczenia zaburzonego nieminimal-
nego modelu. Przyjmijmy, zc zrédlem niepewnoscl jest ograniczona liczba
znaczacych cyfr zimmiennoprzecinkowej reprezentacii wspoltezynnikow tego mo-
delu. Wyniki obliczen dla m = 2 przedstawiono w tabeli 2.1 (analizujac war-
tosci wskaznikow J} oraz j43, w kazdym z przypadkéw odrzucamy hipoteze
m= Npg). U

~ liczba cyfr
znaczacych | Ji, Ji Ao /\%,1 Mo M /\Z,Ov A /\g,o’ A

3 2136E-4 | -0.0698831 -0.0699002 -0.0699660 -0.0699612
1.930E-4 | -0.1503106 -0.1501351 -0.1501363 -0.1501362

4 1.104E-4 | -0.0700231 -0.0700086 -0.0700140 -0.0700026
9.557E-5 | -0.1500252 -0.1499318 -0.1499342 -0.1499319

5 7.073E-6 | -0.0699987 -0.0699995 -0.0699990 -0.0699997
5.998E-6 | -0.1499978 -0.1500038 -0.1500036 -0.1500038

6 4.764E-7 | -0.0700002 -0.0700001 -0.0700000 -0.0700000
3.842E-7 | -0.1499994 -0.1499997 -0.1499997 -0.1499997

8 3.674E-9 | -0.0700000 -0.0700000 -0.0700000 -0.0700000
2.963E-9 | -0.1500000 -0.1500000 -0.1500000 -0.1500000

Tabela 2.1. Przyktad 2.2. Tlustracja procedury wyznaczania rzedu uproszczenia

zaburzonego nieminimalnego modelu.

Przyktad 2.3 (uwarunkowanie zadania rozmicszczania biegunow (I); Su-
chomski). Dany jest uklad sterowania o schemacie jak na rys. 2.1. Niech
P (C) = B(¢)/A(C), gdzie deg A() = N4, deg B(¢) = Np < N4, oznacza
minimalny nominalny model sterowanego obiektu. Zatézmy, ze wielomian
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charakterystyczny uktadu zamknictego ma posta¢ T(C) = C(() - Ty(C), gdrie
C(¢) StOpnid deg ('(C) N, — 1 oznacza obserwatorowy wielomian, zas
To(¢) = ZJ o to ¢, tov, = 1, jest zatoZonym monicznyin wielomianen.

Na tej podstawie otrzymujemy ukld‘d liniowych rownan Wi = w z macierza
Sylvestera W e REZNa-D¥ 2N 1),

_ A
W [ 0 Tf\v‘\ *]
(]~1)><]\ 1
l, . .
_ (] _ T
[ = [ [J NERUES fNA(fo —a), to=_too - ton,—1 |
14
w ktérym role niewiadomych pelnia wektory 1, = [ lyo -+ lin,—2 ]T
oraz ly, = [ 1,0 - lyv, 17 wspotezynnikéw wiclomianéw L, (¢) oraz
L,(¢). Wzmocnienie regulatora obliczamy ze wzorn g = £g/bg.
Wektor parametréow ma postaé p = [ ag -+ ax, 1 by -+ byg |7,

ny = Ni+ Np + 1. Zakladamy, ze p = D.v, oraz w = Dju,, gdzie D, =
dl(lg ’p‘ c RN44V3+1)><(NA+[\BA] Df _ dlag }wl cR 2N 4 l')x(QNA—l)’
v, € RNATNs L graz 4, € R2NA -1 \hech | = [ lé lZ 17, gdzie I, € RNA-1
oraz l, € RN4 | bedzie numeryceznie uzyskanym rozwigzanim uktadu Wi = w.
Mamy zatem

V‘V[;y ] —w=r

gdzie r = w — Wi. Na tej podstawie otrzymujeniy uktad réwnan M,v = r,
w ktorym

Lu L!/
]\/[U — TNA TNB+1 _IEIVAfl dlag (Df;, Df)
O1xna O@—1)x(Np+1)
oraz v = [ v} ol ]’ Macierz M, ¢ R(Na - DXGNA+NB) oo uktadu

ma pelny wierszowy rzad wtedy 1 tylko wtedy, gdy D, € D§A+NB+1 oraz
Dy € D2>NA_1. Podobne postepowanie pozwala na wyznaczenie stosownej
macierzy M, odpowiadajacej ukltadowi réwnan z macierza danych o innej
strukturze, dotyczy to przyktadowo macicrzy cyklicznych, symetrycznych,
macierzy Toeplitza oraz Hankela (por. Bunch [46], Higham i Higham [179],
Rump [345, 346], Van Dooren [446]).

Rozwazmy numeryczny przyklad, w ktorvm

1+ 0.6s
(1 —0.4s) - (1 +0.35)% - (1 + 0.4s)

Ppyu (s) =
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jest nominalnym modelem sterowanego obiektu. Kladac A = 0.05 s, otrzy-
mujemy nominalny model czasu dyskretnego

B(C)  —58.9964102 — 30.9044572¢ — 1.9091811¢? — 0.0163357¢°

P( yu )= - : 1
wilC) = T T 530064102 — 41.3703887C £ 1247523607 + 582782307 4 1

Niech C'(¢) = 487.3294738 + 185.7817461¢ + 23.6081604¢> + ¢* oraz Tp(¢) =
172.74938294+190.5997689¢ +78.8604957¢? +14.5015398¢% +¢*, co odpowiada
wielomianom (1+0.15)% oraz (140.25s)?. Parametry regulatora maja postac:
L.(¢) = —T07.5379895 + 98.9068500¢ + 7.5573097¢>
L,(¢) —1206.7573881 — 1432.4105429¢ — 548.3286100¢” — 68.3416665¢" .

Ze standardowym nominalnym modelem Py, (2) zwigzane sa wiclomiany:

L, (z) = 0.0421561 — 0.5084638z -+ 0.37786552>
Ly(z) = 14.3554177 — 153.7731648z + 177.608568927 — 68.34166652° .
W obu przypadkach wzmocnienic g = —2.9281338. Podstawowe wskazniki

uwarunkowania stosownych macierzy Svlvestera maja wartosé: (W) =
5.317 x 103, k(W) = 4.020 x 103 oraz r(W) = 5.120 x 10 (model oparty
na operatorze ¢), zas: w1 (W,) = 4.318 x 108, ko (W,) = 5.060 x 10% oraz
Koo (Wq) = 1.006 x 10* (model wykorzystujacy operator ¢). Uwarunkowa-
nie zadania mozna poprawié przez skalowanie. Na podstawie lematu D.3
wyznaczono wartosci wskaznika koo (+) optymaliie wyskalowauych macierzy:
59.335 (= p(|W||W 1])) oraz 4.446 x 10° (= p(|W,[|W1])). Jak widzimy,
ponimo opt} malnego skalowania, ukiad réwnan przyporzadkowany mode-
lowi zwiazanemu z operatorem q wykazuje znacznic gorsze uwarunkowanie
w poréownanin do analogicznego ukladu odpowiadajacego modelowi, w kto-
rym zastosowano operator 4.

Wskazniki uwarunkowania dotyczace strukturalizowalnych zaburzel maja
wartosei: nﬁf{,',‘w'(W, ) =167.802, rg(W, f) = 89.010 oraz rg(W) = 358.042

(model z operatorem 4), zas: HI” ||wq|(Wq,lAq) = 1.726 x 10°, H,S(Wq,l ) =
9.928 x 10° oraz kg(W,) = 4.855 x 10% (model wyprowadzony dla operatora

q), gdzie [oraz Z oznaczaja numeryczne rozwiazania odpowiednich liniowych
zadan.

Rozwazmy wsteczne bledy rozwiazan [ oraz Z W przypadku modelo-
wania odwolujacego sie do operatora 4 mamy: nw (l) 7.496 x 10718
7% (1) = 8.156 x 10718 oraz wyy, M( [) = 6.318 x 1077, Dla modeln, w kt6-
rym uzyto operatora ¢ zachodzi: 7711 (l ) = 1.792 x 10719, 7711 (i ) =
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2.084 x 1071 oraz wyy, | ju,|(lg) = 4.655 x 107!%. Powyssze dane $wiad-
cza o lym, ze rozwigzania [ oraz iq odpowicdnich liniowych zadan spet-
niaja krvteria numerycznej stabilno$ci wywiedzione z analizy wstecznych
bledéw, zarowno w przypadku zaburzeil niestrukturalizowalnych, jak i w
przypadku zaburzen o strukturalizowalnej postaci. Teze o numerycznej sta-
bilnescl rozwiazan [ oraz fq, a takze posrednio teze o numerycznej stabil-
nosci metody Houscholdera ortogonalnego rozktadu QR, ktora zastosowano
do ich wyznaczenia, potwierdzimy przez badanic wzglednego bledu tych
rozwigzan. W tym celu dla modelu zwigzanego z opm(ltowm § Wyznaczono
nastepujace oceny wzglediego btedu rozwiazania [ a“ w(l) = 6.026 x 1071

oraz LW)W(ZA) = 8.477 x 107", Poréwnujac je z odpowiednimi kryterial-
nymi wartosciami: mo(W)ue = 8.926 x 1071 oraz rio(W)u, = 1.154 x
10712 stwierdzamy, ze rozwiazanie to spetnia wymoég nunerycznej stabil-
nosci przy zalozeniu zaburzen o niestrukturalizowalnyin charakterze. W
podobny sposob postepujeiny w przypadku zatozenia o strukturalizowalnych
zaburzeniach.  Odpowicdnie oszacowania wzglednego bledu rozwiazania ]
maja postac: efy,, (1) = 1.106 x 10 ' oraz LUVYW(Z) = 1.643 x 10715, Porow-
nanie z kryterialng wartoscia ng(W, Z)uE = 1.976 x 10~ wypada zatem
bardzo pomyslnie (zob. dodalek A).

Analogiczne studinm przeprowadzono dla modelu zwigzanego z operato-
rem q, OtIZyImujac nastepujace 0szacowania wzglednego bledn rozwiazania
l;' 5W g (l ) = 1.813 x 10719 oraz EW, 0 (Z ) = 4.191 x 107!, Poréwnujac
je z odpowiednimi kryterialnymj \\artObcmnn ko (Wolu, = 1.124 1077 oraz
Foo{Wy)ue = 2.233 x 1077, stwierdzamy, ze l spelnia wymog numerycznej
stabilnosci przy zatozeniu zaburzen o mestluktm alizowalnym charakterze.
Oszacowania wzglednego bledu rozwigzania badanego rozwiazania przy za-
tozeniu strukturalizowalnych zaburzen maja postac: 5%:1,111,,(]:0) = 8.033 x

10719 oraz Euv w0y (l ) = 4.933 x 107!, Stosowna kryterialna warto$¢ wynosi

ks (W, lg)ue = 2.204 x 10710,
Przyjmujac model zaburzeil o scisle Strukturalizowanym charakterze,
otrzymujeury: nm |wi(W’,l) = 93.377 oraz hlp llwa(VVq,l ) = 8.307 x 10°.

Oszacowania wsteczuych bledow v, 1, (1 ) = 1.247x1071% oraz Vipg |, |wa( )=
8.602 x 10716 poawalapc na p()dtrZ}mame tezy o numerycznej stabilnosci
rozwazanych rozwiazan [ oraz lq. Na podstawie lematu 2.5 otrzymujemy
zgrubne oceny wzglednych btedéw tych rozwigzan: 1.164x 1074 oraz 7.146 x
10710,

W $wietle powyrzszych ustalen spodziewamy sie, ze w przypadku ruo-
deli przyporzadkowanych operatorowi ¢ zaburzenie parametréw nominal-
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nego modeln bedzie prowadzi¢ do bardzie] widocznej degradacji 'uzytkowycly’
cech zamknictego uktadu z regulatorem wyznaczonym na podstawie takiego
modelu. Pordéwnawcze badania potwierdzajace to przypuszczeuie przepro-
wadzono przy zalozeniu, ze za zaburzenie nominalnych modeli odpowiada
ograniczona liczba znaczacvch cyfr ziniennoprzecinkowe] reprezentacji pa-
rametrow tych modeli (wspotezynnikow wielomianow licznika 1 mianownika
danego modelu). Dla przyktadowe]j reprezentacji o czterech znaczacych cyl-
rach mamy:

L.(¢) = —707.2868612+ 98.9127183( + 7.5568312¢>
L,(¢) = —1206.9216051 — 1432.5004774¢ — 548.3459762¢* — 68.3420167¢>
g = —2.9279556

oraz odpowiednio:

Lyu(z) = 0.0500902 — 0.4744600z + 0.38712792"
Lyy(z) = 357724133 — 1255769452z + 147.07388422° — 57.47932892°
gy = —2.9212220.

Y

W tabeli 2.2 podano wzgledne bledy ¢, €,,, €, oraz g, wektorow wspot-
czynnikow odpowiednich wielomianow L, (¢). Lqy(2), Ly(C) oraz Ley(2), pray
czym jako 'doktadne’ wartosci tych wspotezynnikow przyjeto wartodci przy-
porzadkowane dyskretnyni modelom reprezentowanvm z podwdjng zmien-
noprzecinkowa precyzjg. Skokowe odpowiedzi zamknietych uktadow stero-
wania, w ktorych zastosowano tak wyznaczone regulatory, pokazano na rys.
22. O

liczba cyfr

znaczacyveh €l Elgu £, €1,y
3 3.687E-3 8.751E-2 | 1.408E-3 2.729E-1
4 3.516E-4 5.690E-2 | 9.633E-5 1.762E-1
5 2.080E-5 1.717E-3 | 1.392E-5 5.402E-3
6 4.665E-6  9.49015-4 | 1.643E-6 2.969E-3
8 7.216E-8  1.181E-4 | 2.373E-8 3.695E-4

Tabela 2.2. Przyktad 2.3. Wzgledne bledy parametrow regulatora wynikajace 2
ograniczonej precyzji reprezentacji modelu obiektu.
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y () operator &
1 —

’ operatar q,

(a)

o 1
t[s] ts]
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Rys. 2.2. Przyklad 2.3. Tlustracja wplywu zaburzenia nominalnych modeli
15,;!,1[(C) oraz P, (z) na odpowiedzi skokowe uktadu regulacji: a) 3 cyfry
znaczace, h) 4 cyfry znaczace.

2.3 Nominalna stabilno$é¢ oraz jakosé sterowania

Niech P(3) = >, 2, kiP;(6) oznacza liniowa kombinacj¢ wielomianow beda-
cych elementami dowolnego ciagu wielomianow z pierwszej bazyv diofantycz-
nej, przy czym liczba n, + 1 uwzglednianych wielomianéw oraz rzeczywiste

wspolczynniki {ki}inio tej kombinacji sy parametrami projektu. Ktadac
L,(0) = G(8) oraz L,(8) = F(4), otrzymujemy:
F(3) = C(6)- K(6) — A(d) - E(d)
G(5) B(9) - E(6) dla n, <d
B(6) - E(6) —C(d) - H(6) dla n,>d
L) = B(3) - K(d) dla n, <d
N B(6)- K(6) — A(0) - H(6) dla ny, >d
gdzie K(6) = Zin:"o k;d oznacza prototypowy wielomian o swobodnie do-

bieranym stopniu oraz wspotczynnikach. Na tej podstawie stwierdzamy, iz
- L(4), a ponadto widzimy, zc charakte-
rystyczny wielomian zamknietego ukltadu sterowania ma czynnikowa postaé
T(5§) = C(6) - Tp(d), w ktorej To(d) = A(6) + L(9).

Podobnie postepujemy z druga diofantyczna baza: ustalajac 7, oraz

L . ) e (T Pp . . .
przyjmujac rzeczywiste wspotczynniki {k;},”,, definiujemy liniowa kombi-
nacje elementéw dowolnego ciagu wielominow tej bazy P(6) = S0 %0 ki Pi(6).

A(8) - G(8) + B(3) - F(6) = C(6)

Nastepnie, dla L, (0) = G(d) oraz Ly(6)

B(5) - F(4)

F(6) uzyskujemy:

C(8) - K(8) — A(8) - E(6)
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[ E® dla n, < N4
Gy = {E(a)—C(a)-H(a) dla 7y > Ny
L) = K(9) dla 7, < N4
A= U R(5) - AG) - H(5) dla ny > Ny

gdzie K(0) = Zfﬁo k0! jest prototypowym wielomianem. W rozwazanyin
przypadku zachodzi A(8) - G(6) + B(d) - F'(§) = C(9) - L(6), zas wielomian
To(0) = A(8) + L(8) wystepuje jako czynnik wielomianu charakterystycznego
ukladu zamknietego: T'(6) = C(6) - Ty(9).

Powyzsze ustalenia stanowia podstawe regul syntezy nominalnie stabil-
nego ukladu sterowania. W przypadku pierwsze) bazy diofantycznej za-
ktadamy, ze

7y, o d
{ Kl((s) = Kq(6) = b, ' - Kq(0)

przv czym Ky(d) = Z;;ito k;6", kg = 1, jako moniczny prototypowy wielo-
mian o zredukownym stopniu pelni role swobodnego parametru projektu.
Na tej podstawie stwierdzamy, ze H(4) = 1 oraz Ty(d) = ]’1_\/; - B(4) - K4(5).
W szezegolnosel dla trojki (6 - A(d), B(d),C(9)), w ktorej deg A(d) = Ny
oraz C'(d) = A(9), uzyskujemy licznikowe wielomiany algorytmu sterowania:
F(8) = kyA(8) oraz G(6) = B(8) - 2% k6= - by, kg A(8). Kladac g = ko
oraz kg = 1/bn,, wyznaczamy poszukiwanc postacie filtrow wejsciowego oraz
wyjsciowego, odpowiednio: M, (8) = B(d) - E(8)/A(6) — 1 oraz M, (d) = g,
przy czym E(§) = Z?:l kot 1. W przypadku drugicj bazy diofantycznej
marny

=

hp = N 4
{ R( ) = KNA (é) = 77’]7\7/1, 'KN/\@)

gdzie moniczny prototypowy wielomian f(N4 (0) = Zf\;’b kbt i\?N,\ = 1,
jest swobodnym parametrem projektu. Zachodzi teraz: H(6) = 1 oraz
To(8) = Kn,(0). Trojce (6 - A(8), B(8),C(0)), gdzie deg A(6) = N4 oraz
C(6) = A(J), odpowiadaja wielomiany: F(§) = kob, *A(d) oraz G(6) =
ko1 = by tB(8)) - 671 — kn, 1 A(8) + N4 k6= W efckceie dla g = ko/bo
oraz ky, 41 = 1 otrzymujemy proste postacie filtrow projektowanego uktadu:
M, (0) = E(6)/A(§) —1 oraz My(8) = g, przy czym E(5) = ko(1—by ' B(3))-
R SRR T L

Lemat 2.6 (o syntezie regulatoréow rozmieszczajacych bieguny nominalnej
funkeji przenoszenia uktadu zamknietego; Suchomski [105]).
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(1) Rozwazajgc zastosowanie pierwszej oraz drugiej bazy diofantycznej jako
podstawy syntezy wewnetrznie stabilnego uktadu sterowania z regula-
torem rozmieszczajgeym biequny funkcji przenoszenia uktadu zamknie-
tego, dochodzimy do wniosku, Ze:

- pierwsza baza diofantyczna moze byé stosowana tylko w przypadku
minimalnofazowych nominalnych modeli sterowanych obiektow, w tym
celu przyjmuge sie n, = d oraz K(0) = K4(6), gdzie Ky4(0) jest za-
toZonym stabilnym prototypowym wielomianem,

- drugq baze diofantyczng mozna stosowadé zardwno w przypadku mini-
malnofazowych, jak i nieminimalnofazowych nominalnych model: stero-
wanych obiektow, wymaga to prayjecia i, = Na oraz K(3) = Ky, (6),
gdzie KNA (6) jest zatozonym stabilnym prototypowym wielomianem.

(i1) Ktadgc g = ko oraz odpowiednio g = ko /bo, uzyskujemy zerowanic sig
nominalnego ustalonego bledu Sledzenia pozycyjnego sygnatu odniesie-
nia. U

Uwaga 2.5 (Suchomski [405]). Nominalna funkcja przenoszenia toru
sledzenia wielkodci odniesienia w zamknietym ukladzie sterowania z regula-
torem wyznaczonym na podstawie pierwszej diofantyczncej bazy zalezy wy-
tacznie od zalozonego prototypowego wielomianu Kjy(d), mamy bowiem:
G- (C) = ko/Ka(C). Wspotezynniki takiego wielomianu dobiera si¢ w opar-
ciu o dowolne kryterium jakosci sterowania. W tym celu mozna wykorzystaé
dyskretne postacie prototypowych funkcji przenoszenia modeli czasu ciagtego
optymalizowanych ze wzgledu na typowe wskazniki (np. ITAE, Chen [57;
por. takze Nowakowski i Suchomski [305], Shi 1 Gibbard [360}). Rodzine pro-
totypowych wielomianow optymalnych ze wzgledu na kwadratowy wskaznik
wlasciwy dla zadan dyskretnego sterowania predykceyjnego wprowadzimy w
rozdziale 3. (Suchomski i Kowalczuk [417]). O

Uwaga 2.6 (Suchomski [405]). Projckt wynikajacy z drugiej diofan-
tyczne] bazy prowadzl do nominalnej funkcji przenoszcnia G;(C) zaleznej
nie tylko od odpowiedniego prototypowego wielomianu Ky, ((), ale takze
od zer wielomianu B((). Wplyw tych zer na ksztalt skokowej odpowie-
dzi uktadu zamknietego bedzie tym bardziej znaczacy, im blizszej beda one
potozone okregu dDa. W szczegolnosel, zadajac przyspieszenia odpowiedzi
skokowej, nalezy w omawianej sytuacji liczy¢ si¢ ze wzrostem wartosci jej
przeregulowania (niedoregulowania). Prosta metoda, ktora do pewnego stop-
nia pozwala na ograniczenie wplywu tych niedogodnosci, jest znana z kla-
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sycznej teorii regulacji filtracja (wygtadzanie) wielkosci odniesienia r (Doyle
et al. [94}, Kowalczuk i Suchomski [243], Morari i Zafiriou [297], Vidyasagar
[452]). Adaptujac te metode do naszych potrzeb, proponuje sie zastosowanie
wygladzajacego filtru B(0)/B({) w przypadku, w ktérym mamy do czynienia
z minimalnofazowym nominalnym modelem sterowanego obiektu, lub filtru
B(0)/B(¢) dla modelu nieminimalnofazowego, gdzie B(() jest stabilnym wie-
lomianem uzyskanym z wielomianu B(() przez zastapienie niestabilnych zer
tego wielomianu ich koniugacjami. [

2.4 Odporna stabilnosé oraz jako$¢ sterowania

Rozwazymy zadanie zapewnienia ukladowi sterowania odpornej stabilnoéci
oraz odpornej jakosci (zachowania sie) w warunkach niepewnosci modelu
sterowanego obiektu. Przyjeto, ze w torze Py, : U — Y wystepuje czlon
calkujacy, dzieki ktoéremu uzyvskuje sie polepszenie nominalnych wtasciwosci
tego uktadu w zakresie sledzenia wolnozmiennych sygnatéow zadajacych oraz
ttumienia wolnozmiennych zakitocen na wyjsciu obiektu. Takie typowe za-
tozenie w niczym oczywiscie nie ogranicza zakresu stosowalnosci omawia-
nej metody syntezy regulatoréw. Mamy zatem nominalny model obiektu:

Py (¢) = B(¢)/(¢ - A(L)), gdzie deg A(() = Ng > lorazd =Ny — Ng+ 1.

Niepewnos¢ modelu obiektu oraz odporna stabilno$é ukladu zam-
knietego

Przyjmujemy dwa standardowe modele niestrukturalizowalnej niepewnosci
funkeji przenoszenia sterowanego obiektu. Zakladamy przeto, ze ’rzeczy-
wisty’ tor sterowania P, : U — Y tego obiektu moze by¢ opisany za
pomocy addytywnego modelu niepewnosci Py, = Py () + Wa(C) - Ws(C)
lub za pomoca multiplikatywnego modelu niepewnosci Py, = Pyu(g) (1 +
Wn(C) - Ws(()), gdzie stabilne funkcje W,({) € RHeo oraz Wi, (¢) € RHoo
petnia role funkeji wazgeych, odwzorowujacych dostepng wiedze o niepew-
nosci nominalnego modelu £, (¢) (Suchomski [405], Suchomski i Kowalczuk
[414]; por. tez Green i Limebeer [153], Grimble [154], Landau et al. [257],
Zhou et al. [487]), zas W5(() € R'H oo sa odpowiednimi stabilnymi funkcjami
o jednostkowo ograniczonej normie ||Ws(¢)[ls < 1. Wymaganie stabilnosci
funkeji W, (¢) oraz W,,,({) mozna ostabi¢, zadajac aby funkcje przenoszenia
obiektu, nominalna i zaburzona, miaty taks sama liczbe niestabilnych bie-
gunéw (por. Francis [116], Green i Limebeer [153], Maciejowski {280], Zhou
et al. {487}], Weinmann [463]).
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Zdefiniujimy nastepujace nominalue funkcje wrazliwosct uktadu sterowa-

nia o schemacie daiym na rys. 2.1, odpowieduio wejsciowg G, + W —
U, wyjiciowg G, + W — Y oraz szumowq G, N - Y funkcje

wrazliwosci:

AW M,(Q)

Gral0) 0

o ¢-AQ) - (1 + M (Q)
i B(C) - M,(C)
(’yn(C) - “_(jﬂﬁ(-ﬂﬁ :

Zatozmy, ze uklad ten jest nominalnie stabilny: G, (C), G, (C), G, (C) €

RHao. Niech G(0) = GF,(C) - Wal() oraz G,(¢) = GL(C) - Win(Q).
Konieczny 1 wystarczajacy warunek wewnetrznej stabilnosci rozwazanego
uktadu dla wszystkich funkeji W5(¢) € RHx, [[W5(C)ilee < 1, a zatem
konieczny 1 wystarczajacy warunck odpornej stabinosci tego uktadu, ma

posta¢ zadania

1G3w €1, z€{a,m}.

Z powyzszego nicco rvgorystycznego (por. Desoer 1 Vidyasagar [90]) sfor-
mulowania wynika, ze mozliwos¢ odpowiedniego ksztaltowania nominalnej
wejsciowej funkeji wrazliwoscl oraz nominalnej szuinowej funkeji wrazliwoscl
uktadu sterowania odgrywa zasadnicza role w projektowaniu uktadu odpor-
nego (Freudenberg et al. [119], Kwakernaak [251, 253], O’Young i Fran-
cis [311], Skogestad 1 Postlethwaite [363], Zhou 1 Doyle {486]). Poniewaz
G — G!;H(C) = 1, zatem takie ksztaltowanic mmsi by¢ post¢powanieny,
w ktorym w sposoh kompromisowy uwzgleduia si¢ wymagania w zakresie
zdolnosel uktadu zamknietego do tlumienia wplywn obiektowych zaktocei
oraz wymagania dotyvczace odpornosci. Wyczerpujaca dyskusje wlasciwoscl
wymicnionych funkeji wrazliwodei dyskretnych ukladéw sterowania mozna
znalezé w (Goodwin 1 Salgado [143], Sung i Hara [424]).

Zasady formowania funkcji wrazliwosci standardowych uktadéw odpor-
nej regulacji proceséw opisanych modelaini w dziedzinie operatora d przed-
stawiono w (Suchomski [395, 398, 401}), omawiajac regulatory przyspiesza-
jace oraz opéZniajace faze, a takze regulatory PID. Pokazano tam, ze sto-
sujac proste metody nastawiania dyskretnego regulatora w oparciu o reguly
ustalone dla 'asymptotycznie rownowaznego’ regulatora czasu ciagtego, fatwo
mozna zaniedbaé niektore istotne problemy specyficzne dla regulacji w czasie
dyskretnym. Mowa tu przede wszystkim o niebezpicczenistwie pojawienia sie
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'"dzwoniacych’ modow w sygnale sterujgcym uzyskiwanyim w uktadzie z ko-
rektorem forsujacym faze (por. Isermann [195, 196}), a takze o niepozadane;
potencjalnej nieminimalnofazowosci funkcji przenoszenia regulatora PID o
nieujemnych nastawach (uwaga ta dotyczy takze bardziej ztozonvch metod,
polegajacych na optymalnym — w okreslonym sensie  odwzorowaniu algo-
rytmu ciaglego w jego dyskretny odpowiednik; por. de Oliveira 1 Fleming
[86], Marouf i Al-Assadi [282], Nowakowski 1 Suchomski [306, 307], Rat-
tan [333, 334|, Tabak [427]). Proponowane rozwiazania maja postaé do-
godnie sparametryzowanych zbloréw nastaw opracowanych ze wzgledu na
typowe specyfikacje w zakresie: stabilnosci uktadu zamknietego, szybkosci
sterowania, statycznej dokladnodci, ograniczen naktadanycl na postaé syg-
nalu sterujgcego oraz odpornosci jakosci regulacji na wplyw niepewnosci
nominalnego modelu obiektu. Stosowna paramctryzacja zbioru dopuszczal-
nych regulatoréw utatwia poszukiwanie kompromisowych rozwiazan (w sen-
sic wiclokryterialnej optymalnosci Pareto; por. Gorecki [148], Liu i Patton
[277], Stadler [376]) w przypadku zadan, w ktorych wystepuja wymagania
pozostajace w konflikcie. Takie postepowanie umozliwia, do pewnego stop-
nia, zwiekszenie 'zakresu’ odpornosei uktadu bez potrzeby rozbudowy pod-
stawowej struktury przyjetego regulatora.

Powracajac do gléwnego watku tego podrozdziatu, zauwazmy, 12 w naj-
prostszej prébie zapewnienia rozwazanemu ukladowi sterowania odporngj
stabilnosei, polegajacej na doborze odpowiedniego obserwatorowego wielo-
mianu C'((), wykorzystuje si¢ fakt, ze nominalna funkeja przenoszenia G, (¢)
tego ukladu nie zalezy od wielomianu C(¢). Oznacza to, Zze na nominalne
funkcje wrazliwosci G, (€) oraz G, (¢) uktadu sterowania (a zatem takze
na odpornosciowe cechy tego uktadu) mozna wplywaé, nie zmieniajac za-
tozonych cech toru sledzenia wielkosci odniesienia (Suchomski [404, 405]).
Pomyst spozytkowania obserwatorowego wielomianu C(q ') jako dodatko-
wego stopnia swobody projektu nie jest oczywiscie nowy: na te mozliwosé
wskazywalo juz wielu autoréow, zwtaszceza tych, ktérzy zajmowali sie syntezq
uktadow sterowania predykcyjnego (zob. rozdziat 3.). Pewnym 'usprawiedli-
wieniem’ traktowania wielomianu C(g ') jako tylko swobodnego parametru
algorytméw predykeyjnego sterowania, w ktérvch obiektowe zaktécenie w(t)
sprowadzone do wyjscia obiektu (rys. 2.1) modelowane jest formuta A(g™!)
w(t) = C(q¢ Y)v(t), gdzie v jest procesem zakiocajacvin, sg trudnosci w
adekwatnym modelowaniu (identyfikacji) tego wielomiami (Ansay i Wertz
[6], Ansay et al. [7], Clarke i Mohtadi [65], Yoon i Clarke [479]).

Poniewaz zwiazek miedzy obserwatorowym wielomianem () a wielo-
mianami licznikowymi filtrow M, (() oraz M, () nie jest w ogélnosci za-
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leznogcia jawna, nie istnieje zadna "bezposrednia’ 1 systematyczna procedura
wyznaczania tego wielomianu (zwtaszeza w przypadku modeli o wysokin
rzedzie). Ponadto, mozliwosci omawianej prostej metody ksztattowania no-
minalnych funkcji wrazliwosci G, (¢) oraz G, (¢) moga by¢ niewystarcza-
jace ze wzgledu na wymagania, ktore wynikajg z warunkow odpornej stabil-
nosci (por. Ansay i Wertz [6], Ansay et al. [7], Kouvaritakis et al. [233],
Suchomski [405], Yoon i Clarke [479]).

Alternatywne i metodologicznie lepicj ugruntowane rozwiazanie zadania
odpornej stabilizacji (a takze odpornego zachowania sie) uktadu sterowania
uzyskuje sie przez odpowiednig parametryzacje stosownie rozbudowanej pod-
stawowe] struktury tego uktadu, co odbywa sie zgodnie z koncepcja znang
jako metoda Youli Kucery (Fuhrmann [121}, Green i Limebeer [153], Kowal-
czuk 1 Suchomski [244], Kucera [248], Morari i Zafiriou [297], Youla et al.
[480, 481], Zames [183]).

Pewng wada standardowe) metody Youli-Kucery (zwanej takze metoda
(Q—parametryzacji zbioru wszystkich stabilizujacych regulatorow) jest to, ze
rozwiazania otrzymywane w ten sposéb z reguly charakteryzuja sie duza
ztozonoscia (wysokim rzedem czlonow korekcyjnych), co utrudnia ich im-
plementacje (Anderson [3], Morari i Zafiriou [297], Suchomski [405]). Nizej
pokazemy w jaki sposob uproszczond metode (Q—parametryzacji zastosowac
w celu zwiekszenia odpornosci nominalnie stabilnego uktadu sterowania kosz-
tem niewielkiego skomplikowania jego podstawowej struktury (Suchomski

[404, 405]).

Algorytni proponowany w dalszej czesci tego podrozdziatu, polegajacy na
strojeniu prostych filtrow korekcyjnych (Q—parametrow) odpowiedzialiych
za odpornoéé uktadu zamknietego, nie jest jednak algorytmem optymalnym.
Prezentacje optymalnego rozwigzania zadania odpornej stabilizacji oraz od-
pornego zachowania sie uktadéw z regulatorami rozmieszezajacymi bieguny
odtozymy do rozdziatu 6., dotyczacego metod przestrzeni He,. Znane sa
réwniez podejscia, w ktorych autorzy rozwazajy uzycie zmiennych w cza-
sie (QJ—parametréw w zastosowaniu do syntezy sterowania predykcyjnego z
ograniczeniami natozonymi na trajektorie stanu sterowancgo obiektu oraz na
sygnaly sterujace (Fikar i Engell [114], Fikar et al. [115], Van den Boom i
De Vries 438, 439]). W (Suchomski [411]) pokazano, w jaki sposéb dobierac
zmienny w czasie (J—parametr w samonastrajajacym sie (adaptacyjnym)
ukladzie sterowania, w ktérym metoda rozmieszczania biegunéw jest wyko-
rzystywana jako metoda stabilizacji tego uktadu.
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2.5 (Q—parametryzacja ukladu sterowania

Podstawowy algorytm rozmieszczania biegunéw opiera sie na parze odpo-
wiednio uksztaltowanych licznikowych wielomianow filtrow (M, ((), My (C)).
Modyfikacja tego algorytim wynika ze spostrzezenia, ze funkeja przenosze-
nia toru $ledzenia wielkosci odniesienia (Gy, : R — Y) nie zmieni si¢ po
zastapieniu tej pary przez (My(¢) + Q. (C), M, (¢) + @Q,(()), gdzie Qu(() =
~B(¢) - Q(¢) oraz Q(C) = ¢+ A(Q) - QIO). przy caym Q(C) € RHoo ozna-
cza taka stabilng funkcje, nazywana dalej Q—parametrem, ktérej odpowiada
wlasciwa funkcja M, (¢) + Qy(¢) (Suchomski [404, 405]). Tak postepujac,
otrzymujemy zmodyfikowane funkcje wrazliwosci:

_GHA(Q - (M (6) + @y (4))

G (Q) G |
Gpu(C) = <'A<<>-<1;$L)<c)+ceu<<>>
Gyn(C) = _B<<)'<Mjg0<(<<>)+62y<<>>_

Kladac
Q(¢) = My(¢) - Qo(¢)

gdzie funkcja Qo () € RH oo 0 wzglednym rzedzie wiekszym niz N4 jest efek-
tywnym parametrem projektu, otrzymujemy dogodna postaé (J—parametru
(z zalozenia M,(() € RHo). Analizujac strukture odpowiedniego regu-
latora (rys. 2.3), zauwazamy obecno$¢ dwoch petli sprzezenia zwrotnego:
zadaniem zewnetrznej petli (niezmienionej w stosunku do pierwotnego algo-
rytmu z rys. 2.1) jest stabilizacja nominalnego ukladu sterowania, z kolei
wewnetrzna korekcyjna petla zapewnia ukiadowi zamknietemu odporna sta-
bilnogé.

2.5.1 Odporna stabilnosé

Zaktada sie, ze podstawowy (nieskorygowany) uklad zamkniety spelniajacy
zalozenia metody rozmieszczania biegunéw jest nominalnie wewnetrzuie sta-
bilny.

Stabilny obiekt: (J—-parametryzacja

Strukture regulatora mozna znaczaco uprosci¢ w przypadku, w ktérym mia-
nownik A(¢) nominalnej funkeji przenoszenia sterowanego obiektu jest wie-
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Rys. 2.3. Strukturalny schemat odporncgo ukladu sterowania.

lomianem stabilnym. W tym celu wystarczy przyjac¢ (Suchomski [405])

QU0
A(Q)

gdzie stabilna funkcja QJ(¢) € RHe 0 wzgleduyin rzedzie wigkszym od
jednoscl przejmuje role parametru korektora. Tak postepujac, uzyskujemy
Q-parametr Q(¢) = M,(¢) - Q(¢)/A(¢), ktoremu przyporzadkowane sa
funkcje wrazliwosci Gy (¢) = G7,(C) - (1+¢-QY(C)) oraz Gy, (¢) = G7,(0) -
(1+¢-Q3(C)), przy czym czynnik 14¢-Q4(¢) afinicznie zalezny od Q9(¢) moze
by¢ dowolnie ksztaltowany. Najprostszym rozwiazanim jest filtr pierwszego
rzedu

Qo(¢)

(2.4)

QY(C) = q—fﬁ—y (2.5)

o dwoch swobodnych rzeczywistych nastawach v oraz x. Na tej podstawie

otrzymujemy dogodne reprezentacje badanych funkcji wrazliwosci: G, (¢) =

G5,(Q) - ZY(C) oraz Gy (C) = G5,(C) - Z3 (), w ktorych wystepuje czynnik
: n(¢ + 5)

ZX(() = ——= 2.6

¥0 =T (26)

o pomocniczych parametrach 5 = x + 1 oraz 8 = v/(x + 1). Taka postaé

funkeji wrazliwosel czyni wzglednie prostym zadanie doboru wartosci nastaw

~v oraz x. W tym celu stosujemy standardowe widmowe metody syntezy

szeregowych korektorow dynamicznych (Suchomski [405]). Przyjmujac v €

(0,2/A), zapewniany stabilno$¢ parametru Q9(¢). Aby uniknaé¢ obecnosci
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'dzwoniqcego’ bieguna rozwazanych funkeji wrazliwodcl. rozwiazania poszu-
kujemy w przedziele v € (0,1/A) C (0,2/A) (por. Suchomski [398]).

Zatozmy, ze nieskorygowany uklad zamnkniety (rys. 2.1) nie spelnia
warunku odpornej stabilnosci, a zatem ||G5(¢)!,, = M7 > 1 dla z C
{a.m}. Nicch w? bedzie odpowiednig pulsacja, dla ktorej |G3(jw;)| =
M?. Konicczny i wystarczajacy warunek odpornej stabilnosci skorygowanego
ukladu ma postac

HGi:(O : Z;((()HOO <1, z€{a,m}. (2.7)

Na tej podstawie, korzystajac z charakterystyk Bodego funkcji G4(¢) oraz
Zx(¢), wyprowadzamy reguly strojenia czionu Q9(¢) (Suchomski [405)):
. 29503 L (o3ME 1A —2)
(osM3 —1)(2 — pSwiA) + 2’ 205 M3

gdzie pomocnicze parametry o > 1 oraz 0 < pi < 1, majace sens wspol-
czynnikow 'bezpieczenstwa’ projektu, stanowlag stopuie swobody tych regut
(zaklada sig tu, ze § = plw;). Dla dopuszczalnej wartosci nastawy y zawsze
zachodzi ¥ < 0. Latwo takze sprawdzic, ze dla dostatecznie malych wartosci
okresu probkowania A obowigzuja zaleznosci:

phws 1
oMy N7 opMg
Poniewaz v < wi, zatem vy € (0,1/A). Algorytm moze by¢ implementowany
w oparciu o strukture uktadu z wewnetrznym modelem sterowancgo obiektu
(Internal Model Control, IMC'; Braatz [42], Gawthrop et al. [129], Morari i
Zafiriou [297]). W strukturze tej (rys. 2.4) zwraca uwage obecnosé dwoch
dodatkowych elementéw: toru modelowania obiektu oraz toru sprzezenia
zwrotnego (Q8(¢), ktérych zadaniem jest stabilizacja uktadu zamknietego w
warunikach zaktadanej niepewnosci nominalnego modelu tego obiektu.

"Y%

Stabilny obiekt: ()—parametryzacja polaczona z ksztaltowaniem
wielomianu obserwatorowego

Ktadac C'(¢) = A(¢), deg C(¢) = N4, uzyskujemy algorytn odpornego ste-
rowania z uproszczonym filtrem My (¢) = ¢g. Rozwigzanie odwolujace sig do
pierwszej diofantycznej bazy dla Q5(¢) = xg~'/(¢ + ) ma postac:

__xBl _ XC
CO=Eag @Y= ES

Warunek odpornej stabilnosci (2.7) obowiazuje teraz dla funkcji Z¥(¢) z
parametrem 1 = /3 = x/9 + 1. Oznacza to, ze podany wczesnie] sposob
doboru wartosci nastaw y oraz x zachowuje swoja aktualnosé.
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Rys. 2.4. Strukturalny schemat odpornego uktadu sterowaunia opartego na
koncepcji sterowania z wewnetrznym modelemn (IMC).

Niestabilny obiekt: ()—parametryzacja

W przypadku niestabilnego nominalnego wielomianu A(() formuta (2.4) nie
moze by¢ stosowana. Pozydane uproszczenie algorytmu uzyskuje sie, rozwa-
zajac czynnikowa postaé tego wielomiami A(C): A(C) = A7) - AT (), w
ktorej A~ (¢) jest stabilnym monicznyin wielomianem stopnia deg A7 (() =
N7, zas A' () oznacza niestabilny moniczny czynnik stopnia deg AT(() =
N7, Przyjmujac Qo(¢) = Qg (¢)/A™((), gdzie funkcja Q5 (¢) € RHoo
o wzglednym rzedzie wiekszym niz Nj jest stopniem swobody, otrzymu-
jemy Q(¢) = My(¢)-Qq (¢)/AT((), czemu odpowiadaja funkcje wrazliwosci:
Guw(C) = GLu(Q) - (1 + ¢ AT(Q) - Q5 (Q)) oraz Gyn(C) = Gy, (¢) - (1 + ¢
AT(() - Qy (€)). Jak widzimy, co nie jest zaskoczeniem, w przypadku nie-
stabiluego obiektu funkeji tych nie mozna dowolnie ksztaltowaé (por. Doyle
et al. [94], Morari i Zafiriou [297], Zames i Francis [484]). Zakladajac,
e Qy(¢) = x/(¢ + VT, uzyskujemy Guu(C) = Gy(C) - Z3(C) oraz
Gyn(C) = G;n«) ’ Z—}(C), gdzie

(C+7)NVatt 4 xC-AT(Q)
(¢ +m)Na+! '

73() =

Asymptotyczne wilasciwodci czynnika Z5¥(() sa zgodne z odpowiednimi ce-
chami wczesniej rozwazanej funkeji (2.6), zachodzi bowiem: Z§(§)|<H0 =1
oraz Z‘HC)Ig—mo = 1+ x. Stosujac do pomocniczego modelu O(¢) = ¢ -

AT (O)/(¢ +7)N/_4FH metode linii pierwiastkowych z ujemnym parametrem Yy,
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mozna sformutowaé wniosek (Suchomski [405]), ze ¥Vx € (—1,0) wielomian
(C+7)N:+l +x¢-AT({) zawsze ma ujemne zero o wartosci mniejszej niz —-y.
Gdy N:{ jest liczba nieparzysta, wielomian (¢ + 'y)NXJrl +x¢ - AT () przy
X € (—00,0) ma ujemne zero wieksze od —v, co oznacza, ze || ZX(()]l, > 1-
Na tej podstawie dochodziiny do przekonania, ze w omawianym przypadku
warunek odpornej stabilnoscei (2.7) moze by¢ spetniony wylacznie dla funkceji
W({) o gornopasmowym charakterze. Powyzsze rozumowanie prowadzi do
WZOTu:

(o5 M3 — 1)(yA —2)VaH!
PR
9T, 4 s MSA*(—2/A)

V= Mws, X =
w ktoryin of oraz 0 < 18 < 1 (Suchomski [405]).

Niestabilny obiekt: (J—parametryzacja potaczona z ksztaltowaniem
wielomianu obserwatorowego

Przyjmujac C(¢) = A™(¢) - C~((), gdzie C~({) oznacza dowolny stabilny
wielomian stopnia deg C™ ({) = NZ, zapewnia sie uproszczenie algoryvtmu
sterowania. 7 réwnan D1 oraz D1 wynika, ze F(() = F_(¢) - A=(¢) oraz
F(¢) = F_(¢) - A (¢), gdzie F_(C) oraz F_(¢) sa odpowiednimi wielomia-
naini o obnizonym stopniu NI. Na podstawie powyzszych ustaleni otrzymu-

jemy: My(¢) = F_(¢)/C~(¢) oraz M, (¢) = F-(()/C~(¢).

2.5.2 Odporna jakosé

Uktad sterowania uzyskany w oparciu o opisana metodologie rozmieszczania
biegunéw z wykorzystaniem rozwiazan réwnan diofantycznych (D) lub (D)
charakteryzuje sie wlasciwa sobie nominalna stabilnoscia oraz nominalnym
zachowaniem sie (nominalna jakoscia). Warunki odpornej stabilnosci tego
ukladu wiaza sie z pewnymi nieréwnosciowymi ograniczeniami na nominalne
funkcje wrazliwosci (wejéciows lub szumowa). Wymaganie odpornego za-
chowania sie rozwazanego uktadu mozna wyrazi¢ w postaci nieréwnosciowego
ograniczenia natozonego na jego nominalna wyjsciowa funkeje wrazliwosci
(por. Suchomski [395, 398]). Poszukujac dogodnego sformutowania odpo-
wiedniego warunku, si¢gamy do definicji zapasu modutu My, = 1/[|G, ({)|oc-
Niech W, = M,,/o, oznacza najprostsza (niezalezna od pulsacji) wazaca
funkcje, w ktérej swobodny wspotezynnik o, > 1 jest 'miara’ dopuszczalnej
degradacji nominalnej jakosci sterowania, nieuchronnej w obliczu niepew-
nosci modelu sterowanego obiektu. Odpowiedni konieczny i wystarczajacy
warunek nominalnej jakodci (zachowania si¢) ukladu sterowania ma zalem
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postaé nieréwnaosci
”Gyw(C) ! Wp“oo S 1

gdzie 0 < W, < 1. Na tej podstawie otrzymujemy wystarczajace warunki
odpornej jakosci (zachowania sie) tego uktadu sterowania (Suchomski [405]):

gleﬂﬂé( (|Guw(jw) - Wa(jw)| + |Gyuw(jw) - W) < 1 (2.8)
E}gﬁ( (|Gyn(jw) - Wi (jw)| + |Gyu (jw) - W) < 1. (2.9)

Warunkom tym mozna nada¢ bardziej rygorytyczng postaé, zadajac aby

e 226 (G269 + (67,6 - W) _
weR ].—VVP

z € {a,m}.

Podkreslenia wymaga fakt, ze takie sformutowanie ma zaiste 'zachowawczy’
charakter, gdyz efektywnie dopuszcza sie tu tylko W, < 0.5, co w ogdlnosci
nie jest wymagane w przypadku warunkéw (2.8) oraz (2.9). Zdefiniujmy
nastepujacy wskaznik odpornosci projektowanego uktadu sterowania
L GG+ |Gy l5w)] - Wy

D _ yn
M? = ma

5 1-W,

(2.10)

Niech M? > 1, co $wiadczy o tym, ze rozwazany uklad wymaga korekcji:

25wk _ (o2MZ —1)(yA —2)

AME_1)(2 - phA) + 2 X 957 M?

T

gdzie W} jest pulsacja wynikajaca ze wzoru (2.10), za§ of > 1loraz 0 < ph < 1
oznaczaja pomocnicze parametry projektu (Suchomski [405]).

Uwaga 2.7 (Suchomski [405]). Podane kryterium nominalnej jakosci
ukladu sterowania zastapié mozna nieréwnoscia

HGyw(C) ' Wp(C)Hoo <1

w ktore) Wp(() € RHs jest odpowiednio zdefiniowana stabilng funkcja
wazaca. Funkcje te dogodnie jest ksztaltowad w oparciu o wyjsciowa funkcje
wrazliwosci Gﬁf(C) uktadu, ktéremu wstepnie zapewniono odporna stabil-
nos¢. Traktujac zatem funkcje Gﬁf(() jako pewnego rodzaju wzorzec is-
totnych cech projektowanego uktadu sterowania, poszukuje sie takiej mozli-
wie prostej funkcji Wp(() € RHeo, ktora odwzorowywaltaby akceptowalng
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degradacje tych wlasciwosci, spowodowana niedopasowaniem modelu stero-
wanego obiektu (Suchomski [395]). Na rys. 2.5 zilustrowano przykiadowe
rozwiazanie, pokazujac w jaki sposéb wyznaczaé modul odwrotnogci funkeji
wazgee] Wi (¢) = ko(C+¢)/(Gp+(), gdzie: ko = W—atPulSA(W-W) /2,
G = PP ko, G = afPwliS oraz W = BEP GBS (O)llos, pray caym
dla uproszczenia zatozono, ze dla pulsacji w(lfs modutl |Gfﬁf(§)\ osigga swoje
maksimum. Parametry W, off oraz % dobierane sa przez projektanta,

jako ’typowe’ wartosci zaleca sie: W = 0.1, afF = 0.1 oraz 2 < pgI'F < 5.

W3 (o)

0, g of

oL V_V I t/’i - v t/i VmJ

Rys. 2.5. Dopuszczalny obszar zdefiniowany dla wyjsciowej funkeji wrazliwodci.

Wyrazenie p{w) = |Gy (jw) - Win(jw)| + |Gyw(jw) - Wp(jw)| interpre-
towa¢ mozna jako strukturalny osobliwa warto$¢ (Structural Singular Value,
SSV, p—walue) projektowancgo uktadu (Doyle [93], Doyle et al. [95], Packard
i Doyle |313], Zhou et al. [487]). Uzyskane rozwiazanie zadania odpor-
nej jakosci sterowania rézni sie od typowego rozwiazania optymalizacji ze
wzgledu na norme Heo (Heo mized sensitivity; Dovle et al. [94], Helton i
Merino [170], Skogestad i Postlethwaite [363], Suchomski [405]). O

Uwaga 2.8 (Suchomski). W przypadku wielu metod syntezy al-
gorytmow sterowania obeecnosé nieminimalnofazowych zer nominalnego mo-
delu sterowanego obiektu jest czynnikiem utrudniajgcym projekt odpowied-
niego algorytmu (Astrém [11], Freudenberg i Looze [117], Goodwin i Seron
[144], Looze i Freudenberg [278], Middleton [291, 292|, Scron et al. [357]).
Dotyczy to, przyktadowo: metody minimalnowariancyjnego sterowania, me-
tody dopasowania modelu (model matching), algorytmu sterowania mini-
malnoczasowego (DB) oraz sterowania z wykorzystaniem modelu odniesie-
nia (Model Reference Adaptive Control, MRAC; Astrom et al. [12], Astrém
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i Wittenmark [13, 14], Doyle et al. [94], Goodwin et al. [141], Passino i
Antsaklis [318]). Takie zera moga ponadto stanowi¢ ograniczenie na drodze
do uzyskania dostatecznie odpornych ukladow sterowania (Landau ef al
[257], Weller i Middleton [465]). W (Astrom et al. [12]) wykazano. ze
dyskretne (¢) modele ciaglych obiektow, uzyskane przy uzycin mechanizinu
podtrzymywania zerowcgo rzedu, maja dodatkowe (w stosutku do liczby
skoriczonych zer modclu dyskretyzowanego ciagltego obiektu) skonczone zera
(sampled zeros), ktorych polozenic na plaszczyznie zespolonej w znaczacym
stopniu zalezy od przyjetego okresu probkowania (zob. takze Blachuta [35],
Gessing [131], Hagiwara [160]). Proste przykiady ilustrujace ten fenomen
dla obiektow drugiego rzedu rozwazano w (El-Khoury i Crisalle [102], Soder-
strom |368]). Inne wlasciwosci zer dyskretnych (¢) modeli ciagtych obiektow,
w tym obiektéw z transportowym opdznienienm oraz modeli otrzymywarnych
przez zastosowanie mechanizmow podtrzymywania wyzszego rzedu, badano
w (Feliu 1 Cerrada [111], Fu i Dumond [120]|, Hagiwara et al. [161], Hara et
al. [165, 166], Ishitobi [197]-[200], Kabammba [204]).

Dyskretne (¢g) modele o skonczonej impulsowej odpowiedzi (FIR), przy-
blizajace zachowanie sie danego obiektu czasu cigglego, rozwazano w (Bai i
Ding [15]), wykazujac, ze w przypadku obicktéw o wzglednym rzedzie wick-
szym niz dwa, przy dostatecznie szybkim probkowaniu, w modelach takich
zawsze Wystepuja nieminimalnofazowe zera (zob. takze Baii Wu [16]). Ana-
lizie wlasciwosci zer dyskretnych modeli zwigzanych z operatorem ¢ pogwic-
cone sg prace (Hersh [172], Tesfaye i Tomizuka [431], Weller [464]). W (Tes-
faye i Tomizuka [431]) pokazano, ze dla ciagtego obiektu SISO o wzglednym
rzedzie wiekszym niz dwa w zbiorze zer jego dyskretnego (§) odpowiednika
mozna wyrézni¢ ‘regularnc’ zera zbiegajgce sie przy A — 0 do stosownych
zer claglego plerwowzoru, a takze ‘singularne’ zera wprowadzane przez me-
chanizin prébkowania i podtrzymywania, przy czym takie osobliwe zera dgzg
wtedy do zer w nieskonczonosci.

Jak unikna¢ utrudnienn wprowadzanych przez obecno$é nieminimalno-
fazowych singularnych zer nominalnego dyskretnego modelu sterowanego
obiektu? Przyktadowo, w rozwazanym przypadku metody rozmieszczania
biegunéw takie zera wymuszaja stosowanie drugiej diofantycznej bazy (zob.
takze Goodwin et al. [141]). Rozwazmy przcto obiekt czasu ciaglego mode-
lowany funkcja Ppyu(s) = By(s)/A,(s), gdzie deg A,(s) = Ny, deg B,(s) =
Np, a ponadto d = Ng — N > 2. Odpowiedni dyskretny (§) model ma
posta¢ B(()/A(C), przy czym zaklada sie, ze A({) jest wielomianem mo-
nicznym. Niech B(¢) = boB(¢), gdzie B(() jest odpowiednim wielomianem

antymonicznym stopnia deg B(¢) = N4 — 1. Mamy zatem B(()|c= = 1.
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Wielomian B(¢) przedstawiamy w postaci sumy B(¢) = B(¢) +¢Ve+1-B(Q),
w ktorej deg B(¢) = Ng, deg B(¢) = d — 2 oraz B(C)|c—o = 1. Zera B(()
daza do zer B,(s), gdy A — 0. Jako nominalny dyskretny model rozwaza-
nego obiektu przyjinujemy Pyu(o = 0o B(C)/A(C). W przypadku, w ktorvim
model czasu ciggltego jest modelem minimalnofazowym uzyvskujemy w ten
spos6b mozliwosé numerycznie dogodnego wyznaczania potrzebnych wielo-
mianow F;(¢) oraz G;(() przez zastosowanie rownan DI oraz D2 pierwsze]
diofantycznej bazy.

Odrzucony "wysokoczestotliwosciowy’ skladnik bo¢V# " - B/A(C) mozna
interpretowaé w kategoriach addytywnej niepewnosci modelu ]_’yu(C) Kladac
Wo(¢) = bo¢Metl . B/A(C) oraz stosujac oméwione metody zwiekszania
odpornosdci, mamy pewnos¢, ze uklad sterowania nuzyskany na podstawic
tak uproszczonego nominalnego modelu bedzie stabiluy. Jest wszakze oczy-
wistyni, ze w realnym’ ukladzie sterowania przedstawiony sposob pozyski-
wania uproszezonego nominalnego modelu nie jest dominujacym. ani tym
bardziej jedynym, Zrodlem niepewnoscl tego modelu. Poniewaz w strukturze
algorytmu odpornego sterowania obiektem, ktorego opis charalkteryzuje sie
Yistotng’ niepewnoscig, zawsze powinny byvé obecne elementy (Q—parametr)
zapewniajace ukladowi zamknietemu przynajmniej odporng stabiliosé, za-
tem wyznaczajac funkcje W, (¢) (Iub W,,,(¢)) odpowiadajaca nominaluemu
modelowi P, (¢) i opisujaca calkowita niepewnos¢ tego modelu, niejako w
‘naturalny’ sposéb uwzgledniamy takze ow singularny przyvezynek niepesw-
noscli modelowania. [J

Przyklad 2.4 (ksztaltowanie nominalnego modelu; Suchomski). Roz-
wazmy obiekt czasu ciagltego opisany funkcja przenoszenia Py, (s) = 1/((1 +
T138)(1 4+ Tys)(1 + T3s)) o niepewnych parametrach Tjmin < 15 < T max. © €
{1,...,3}, gdzie: Timin =08, Timax = 0.6 8, Tomin = 0.6 s, Tumin = 1.2 8,
Tsmin = —2s oraz Tymin = —1s. Przyjmujac Ti - (Timin + Timax)/2>
i €{1,...,3}, otrzymujemy nominalny model w czasie ciaglym

_ By(s) 1

Fovnl®) = 3 05 = T 0801 1 0.99)(1 — 159)

Modelowi temu dla A = 0.01 s odpowiada nominalny dyskretny model o
dwoéch singularnych zerach z; = —126.542341 oraz zo = —469.706809, z
ktorych drugie jest zerem nieminimalnofazowyimn. Uproszczony minimalno-
fazowy model nominalny ma zatem postac

- —2.42306342
©—2.42306342 + 0.69049679¢ + 3.71445719¢2% + (37

Pyu(¢)
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Niech P, oznacza zbiér dyskretnych (¢) modeli P,,(¢) odpowiadajacych
obiektowi Ppyy(s). Na rys. 2.6 pokazano dwie rodziny krzywych [Py, (¢) —
Py (O] Pyul€) € Py, ¢ = (67 — 1)/A, ilustrujacych niepewnos¢ rozwa-
zanych dyskretnych modeli nominalnych. Latwo zauwazamy, ze ze wzgledu
na ‘wysokoczestotliwosciowy’ charakter odchylki wprowadzanej przez spo-
sOb wyznaczania uproszezonego noulinalnego modelu, odpowicednia wazaca
funkcja W, ((), dobrana na podstawie dostepnej wiedzy o stalych czasowych
obiektu, bytaby wystarczajaca takze ze wzgledu na ten niedominujacy przy-
czynek niepewnosci modelu dyskretnego.

-100¢-

] o [rad/s) o [rad/s] ]

2 -2 a 2

10° 10° 10 10 10 10

Rys. 2.6. Przyktad 2.4. Tlustracja niepewnosci nominalnego modelu P, (¢): a)
nieminimalnofazowy model z singularnymi zerami, b) uproszczony
minimalnofazowy model bez singularnych zer.

Przyktad 2.5 (uwarunkowanie zadania rozmieszczania biegunow (I1); Su-
chomski). Powrdémy do zadania rozmieszezania bieguunow rozwazanego w
przyktadzie 2.8, przyjmujac jako nominalny dyskretny model sterowanego
obiektu funkcje przenoszenia z jednyim minimalnofazowym zerem (poprzed-
nio rozwazany model mial singularne zero o wartosci —90.2480)

B () = —58.9964102 — 39.9044572(
byulS) = TEe 9964102 — 41.3793887¢ + 1.2475236¢” + 5.8278239¢3 + ¢*°

Parametry regulatora, odpowiadajace zalozeniom z przykiadu 2.3, obliczamy
w oparciu o lemat 2.6, otrzymujac g = --1.1941008 oraz:

Lo (0) —23.5046480 + 170.3106964¢ + 6.5267725¢>
L,(¢Q) = —1045.7453160 — 1071.0685897¢ — 365.9747344¢> — 41.6930588(> .
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Wysnaczanie wielomianow Fi(Q), ¢ € {1,2,3}, wystepujacych w rdwna-
niu D1 plerwszej diofantvezne) bazy, sprowadza sie do rozwiazania trzech
uldadow lintowych réwnan # gornymi trojkatnymi macierzami o jednostko-
wyveh diagonalach. Podstawowe wskazniki uwarankowania tyvch réownan dla
strukturalizowalnych zaburzen, to znaczy wskazniki (HT_‘M(-, ). Ks{-, ) oray
Kg{-)), wynosza odpowiednio: (2.157, 1.157, 118.993], (5.311, 3.656, 806.634)
oraz (10.802, G.401, 4814.087). Wiclomiany G;{¢), i € {1,2,3}, olrzymujemy
zgoduie 7 Tormnty wynikajaca » rownania D2 pierwszej diofantyveznej bazy.
Poréwinujac powyzsze dane ze wskainikami z proybfadu 2.9, stwicrdzamy,
ze w rozwazanym przypadku zadanic syntezy regulatora jest znacrnie lepiej
uwarunkowane. Reprezentujyc maodel Py, (C) # precyzja trzech znaczacych
cyfr, mamy g = —1.1942341 oraz:

Lo(C) = —23.5017224 1 170.2626402( + 6.5248516¢
L,(¢) = —10458132470 — 1071.2955499¢ — 366.0104148¢% — 11.6870320¢" .

W tabcli 2.3 podano wzgledne biedy ¢, oraz g, wektorow wspolesynnikow
odpowiednich wielomiandw L, {{} oraz L,{(}, pray czym jako *dokladne’ war-
tosel tych wspoétczynnikdw przyjeto wartosci przyporzadkowane reprozentacji
modelu F_’gw () z podwiding precyzja liczh zimiennoprzecinkowyeh, Zgodnie #
ocsekiwaniem, bledy te sg moiejsze w porownaniu z tymi, ktore obserwowann
w przyktadzie 2.3. Skokowa odpowied? rozwazanego uktadu pokazano na rys.
2.7

liczba cyfr

snaczacych £1, £1,
3 2.801E-4 1.555E-4
1 1.268E-1  8.222E-5
5 1.765E-6  9.182E-6
6 2.581F-6  9.619E-7
8 LB12E-9  4.465E-9

Tabela 2.3, Przyktad 2.5. Wegledne bledy parametréw regulatora wynikajace z
ograniczone] precyzji reprezentacii modelu obicktu.

Przyktad 2.6 (synteza regulatora metoda rozmieszczania biegunow (1);
Suchomski [405]). Dany jest obiekt czasu claglego opisany [unkcja przeno-
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tis]
0 1 2 3 4 5

Rys. 2.7. Przyklad 2.5. Skokowa odpowiedz ukladu regulacji.

szenia

100(1 — 0.18) - (1 + Tys)
Poyuls) =

wu(8) = =0 7 B 1 s)

w ktore] T, min < Ty < Tmax, gdzie T min = —1 8 oraz T, max = 0.75 s.
Wplyw nieznanej wartosci potencjalnie nieminimalnofazowego zera tej funk-
cji uwzgledniamy, ktadac Py, (s) = Poyu(s) + Wpa(s) - Wys(s), [[Wes(5)|leo <
1, gdzie

_ . 100(1 —0.1s) - (1 +Tus)
pl®) = = O 5 (5 4 )

oznacza zalozony nominalny model o parametrach:

Tz — Tz min T szax — —0.125 s, r, = Tz max ~ Tz min -7
2 T min + 1T max
zas

10077, (1 — 0.1s)
pa = 2
(10+ )2 (5 +3)

jest odpowiednig wazaca funkcja. Na tej podstawie, dla A = 0.01 s, wyzna-
czamy nominalny dyskretny model sterowanego obiektu B(C)/(C- A(¢)) oraz
funkcje W,(¢). Poniewaz mamy do czynienia z nominalnym modelem nie-
minimalnofazowym, zatem stosujemy rownania drugiej diofantycznej bazy
(D), przyjmujac Ny = Na+ 1 = 4. Zaléimy, ze podstawowe specyfikacje
dotycza cech nominalnej skokowej odpowiedzi uktadu zamknietego: wymaga
sie czasu ustalania &~ 1 s oraz nieobecnosdci przeregulowania. Ponadto, w
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przypadku skokowego pobudzenia r zadamy ograniczenia poczatkowej war-
tosci sygnatu sterujacego: u(0) < 100. Dla uproszezenia przyjmijmy prosta
jednoparametrowa posta¢ prototypowego wielomianu K(¢) = Ky, 41 (¢) =
(C—¢o)t, w ktorej ¢y € (—2/A,0). Biorac pod uwage, ze u(0) = g = ky/by =
(i /bo oraz ktadac g = 100, otrzymujemy (; = —(100by)"/* = —9.6946.
Odpowied? skokowa oraz syguat sterujacy nominalnego uktadu zamknietego
zilustrowano na rys. 2.8.

y (1) ' _(a) u(t) (b)

t[s) t[s]
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2

Rys. 2.8. Przyklad 2.6. Czasowe charakterystyki nominalnego uktadu sterowania:
a) odpowiedz skokowa, b) sygnal sterujacy.

Przyktadowemu wielomianowi C'(¢) = (1 + 0.25¢)3 odpowiadaja rozwia-
zania F(C) = 100.0 +41.5452¢ 4 5.4186¢2 +0.2267¢3 oraz G(¢) = 18.1388 +
2.9734¢+0.2311¢2, zapewniajace uktadowi zamknietemu zatozone nominalne
atrybuty. Poniewaz M? = 1.5582 przy w? = 3.396rad - s~!, zatem uktad ten
nie jest odpornie stabilny. Kladac o) = 1.2 oraz pi = 0.75, uzyskujemy

= 1.3704 oraz x = —0.4620. Teraz ||G5(C) - Z5({)||, = 0.9963, co oznacza
odporna stabilno$é¢ (rys. 2.9a). Rozwazmy problem odpornej jakosci tego
uktadu. Przy W, = 0.45 mamy MP = 3.3221 oraz wb = 3.020rad - s 1.
Poprawe odpornosci uzyskamy, przyjmujac of = 1.2 oraz p, = 0.4. Czlon
korekcyjny (2.5) o parametrach v = 0.3044 oraz y = —0.7480 zapewnia,
ze odpowicdni wskaznik ze wzoru (2.8) osiaga wymagana (mniejsza od 1)
warto$¢ 0.9047 (rys. 2.9b).

Dla 50 przypadkoéw modeli sterowanego obicktu z losowo dobranym zerem
—1/T,, gdzie T, min < T, < T max, wykonano symulacyjne badania odpo-
wiedzi skokowych uktadu zamknietego. Wyniki tych badan pokazano na rys.
2.10a (warunek odpornej stabilnosci) oraz na rys. 2.10b (warunek odpor-
nej jakosci). Na obu rysunkach pokazano tez niezadowalajace zachowanie
sie nieodpornego uktadu sterowania, ktéory w warunkach zatozonej duzej
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[quw(j(D)' W, (jo) (a) \GUW(Jm) "W, (VJT(»T)HrG_yw(jm)-\V/V | (b)
P

_ 0 - o

107 10 10" 10° 10"

Rys. 2.9. Przykltad 2.6. Synteza ze wzgledu na odpornos¢ ukiadu sterowania
(Q—parametryzacja): a) warunek odpornej stabilnosci, b) warunek odpornej
jakoscl.

niepewnosci modelu obiektu moze utraci¢ stabilnosé. Studium przypadku
odpowiadajacego uproszczonemu algorytmowi (C(¢) = A(()) przedstawiono
w (Suchomski [405]).

L0 — 10—
T -1 B T ‘
O I T ,\
/ \\ ) { | | \‘ 2T \,J‘ ; { ‘
Tz max / | ' "‘ } f‘ ;‘ ‘ I
) ‘ w ! '
: 7‘ ‘: \L
0 [ = i ! ‘ |
| o A
nieodporne \\ f ! J nieodporne | ,"‘\ ,vJ \\ ’
sterowanie | ~ i ; i sterowanie | | ] ; |
\‘ /1 1‘ | &\ /_« t‘} ‘,
v ' Lots Ly Cots
10, ¥ I S L S 1 le]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Rys. 2.10. Przyklad 2.6. Odpowiedzi skokowe uktadow sterowania
(Q—parametryzacja): a) warunek odpornej stabilnodci, b) warunek odpornej
jakodci.




Zakonczenie

Praca dotyczyla probleméw syntezy algorytméw odpornego sterowania w
czasie dyskretnym. Probujagc wskazaé¢ najwazniejsze przyczynki, ktore zda-
niem autora wnosi niniejsza praca, nalezatoby — konsekwentnie wigzac poniz-
sze sformutowania z przyjetym sposobem modelowania sterowanych obiektow
opartym na operatorze § — wymieni¢ co nastepuje.

(1) Opracowano analityczne formulty nastawiania korektoréw Youli-Kucery
o niskim rzedzie, stuzgce zapewnieniu odpornej stabilnosci oraz odpor-
nego zachowania sie nominalnie stabilnych ukladéw sterowania wy-
znaczonych zgodnie z metodg rozmieszczania biegunéw oraz ukladow
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych
rownan niezbednych przy rozwigzywaniu zadan syntezy algorytméw
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunéw.

2) Podano oszacowanie wstecznego oraz wzglednego biedu rozwigzania
g gleaneg € 4
problemu rozmieszczania biegunéw dla $cile strukturalizowalnych za-

burzen liniowego zadania wynikajacego z odpowiednich rownan diofan-
tycznych.

(3) Przedstawiono numerycznie stabilnag metode oceny stopnia najwiek-

szego wspoélnego dzielnika wielomianéw dyskretnego modelu sterowa-
nego obiektu.

(4) Opracowano metode strojenia algorytmoéw predykeyjnego sterowania,
majaca postaé analitycznych formul wywiedzionych z wtasciwosei od-
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianow.

(5) Badajac wrazliwoéé rozwiagzan dyskretnych rownan Riccatiego oraz dys-
kretnych réwnan Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych
pekéw, wykazano, ze w przypadku nieosobliwych zadan przy dostatecz-
nie matej wartosci okresu prébkowania réwnania przyporzadkowane
standardowemu operatorowi przesuniecia g charakteryzuja sie istotnie

245
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do réwnan wynikajacych z za-
stosowania operatora 4. Ujawniono takze istnienie klasy osobliwych
zadan, dla ktérych taka przewaga modeli zwigzanych z operatorem 4
nie wystepuje.

(6) Dla typowych struktur algorytmoéw optvinalnego sterowania pokazano
w jaki sposdb, wykorzystujac odpowiednio zdefiniowane réwnania La-
punowa, wyznaczy¢ zakres niestrukturalizowalnych zaburzen nominal-
nego modelu sterowanego obicktu, dopuszczalnych ze wzgledu na sta-
bilnosé¢ uktadu zamknietego.

(7) Zbadano wtasciwosci J—bezstratnych stabilizujacych koniugatorow.

(8) Sformulowano konieczne i wystarczajace warunki istnienia réznych J—
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym takze
uogdlnionych J—bezstratnych faktoryzacji macierzy, ktére maja zera

nalezace do 0Da. Szczegodtowo przeanalizowano whasciwosci czynnikow
takich faktoryzacji.

(9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych
algorytmoéw sterowania, ktére uzyskuje sie, biorge pod uwage zalecenia
wynikajace z teoril przestrzeni H,,. Podano wystarczajace warunki
istnienia wymiernych rozwigzan o sci§le wtasciwe] postaci, a takze
zwrécono uwage na ograniczony zakres ich stosowalnosci.

(10) Omowiono szereg algorytméw odpornego sterowania oraz estymacji

stanu, w tym ogo6lng postaé algorytmu wyprowadzonego z metody roz-
mieszczania biegunow.

Rozdzial 6., podwiecony problemom syntezy liniowych uktadéow optymal-
nych ze wzgledu na norme H ., stanowi merytorycznie najistotniejsza czesc
pracy. Latwo wszakze zauwazyé, ze notyw ksztaltowania charakterystyk
uktadéw dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania

formutowane z wykorzystaniem normy He, wielokrotnie pojawial si¢ takze
w innych miejscach tej pracy.

Problemy oraz zadania tu podjete nie wypetniaja calosci obszaru zastugu-
jacego na penetracje. Jeden z rozpoczetych i interesujacych watkéow wiaze
sie¢ z pytaniem o mozliwoé¢ zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu
syntezy regulatora wediug normy Hy na podstawie rozszerzonego modelu
danego obiektu. Okazuje sie, ze w przypadku takich modeli, badajac ko-
nieczne i wystarczajace warunki istnienia odpowiednich J—bezstratnych fak-
toryzacji, a takze definiujac dodatkowe strukturalne wymagania naktadane
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji, po raz kolejny przekonujemy
sie o korzyéciach, jakie daje reprezentacja rozwazanych réownan Riccatiego
w postacl stosownych macierzowych pekéw (Suchomski [412]). Inny prob-
lem, o ktérym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozwazan, doty-
czy algorytmoéw syntezy odpornych adaptacyjnych uktadow sterowania z
()—parametrami zmieniajacymi sie w czasie (Suchomski [411]).

Na zakoriczenie warto jeszcze wymieni¢ dwa tematy, ktore bedac rozwinie-
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowiag o aktualnych fas-
cynacjach jej autora. Sa to problemy syntezy numerycznie odpornych al-
gorytméw sterowania nieliniowymi obiektami o nieskoriczeniewymiarowych
modelach oraz zagadnienia zwigzane z adekwatnym modelowaniem w czasie

dyskretnym niepewnosci charakterystyk obiektéw opisanych rézniczkowymi
inkluzjami.
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