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Rozdziat 4
Modele i systemy wspomagania decyzj
w ekonomii i finansach






OPTYMALIZACJA OPERACJI FINANSOWYCH W KROTKIM
HORYZONCIE CZASOWYM

Stanistaw fuhasik
Instytut Badan Systemowych PAN, Warszawa

In this paper, we consider a class of decision support models formulated in
terms of multistage mixed and discrete optimization. The subject of investi-
gations is a model of short-time financial actions. Practical motivations ca-
me from. financial operations of small firms.

1. Wstep

W artykule przedstawiono wieloetapowy model optymalizacji operacji finan-
sowych, w krotkim horyzoncie czasowym. Model sformulowany jest w konwencji
dyskretnej optymalizacji dynamicznej. Rozpatrywany zbidr operacji ( decyzji )
obgjmuje ; realizacj¢ zobowiazan finansowych wobec zbioru wierzycieli, podej-
mowanie kredytu z otwartych kont kredytowych oraz otwieranie nowych kont kre-
dytowych. Zmienne egzogeniczne modelu reprezentuja wplaty dokonywane przez
dluznikéw rozpatrywanego podmiotu gospodarczego. W praktyce czgsto jest to
zmienna wnoszaca czynnik niepewnos$ci. Zagadnieniu temu poswigcono oddzielne
opracowanie. Stan ukfadu x(t) = { x' (1), x7(1),..x™ (1)}, ktéry mozna okreglié
jako niestandardowy, obejmuje; wysokos¢ biezacego konta obrotowego. zbior zo-
bowiazan ( terminowych 1 przeterminowanych ), stan kont kredytowych oraz zbior
oczekiwanych wplywdéw finansowych. Jako funkcje celu przyjeto petny bilans fi-
nansowy wszystkich kont, naleznosci i zadtuzen na koncu okresu planowania. Pre-
zentowana praca nosi charakter propozycji metodologicznej, zatem uznano za do-
puszczalne wprowadzenie wielu uproszczen w opisie problemu, bez uszczuplania
aspektéw merytorycznych. Dotyczy to opisu kont, zasad otwierania nowych linii
kredytowych oraz oproccntowania kredytow i karnych odsetek za opdznienia plat-
nosci. Przyjeto rowniez zasade spfacania zobowigzan w pelnej wysokosci , bez roz-
ktadania ich na raty.

Nalezy podkresli¢, ze przedstawione w niniejszej pracy rozwiazania zaleza
tylko od stanu poczatkowego . Sa to wigc rozwiazania typu ,,open loop”. Rozwia-
zania takie stanowia pierwszy krok w kierunku konstrukcji rozwiazan uwzgledniaja-
cych nieprzewidziane zmiany stanu systemu, czyli do rozwiazan w ukladzie za-
mknigtym. Gléwnymi czynnikami niepewno$ci sa terminy platno$ci naleznodei w(t)
oraz nowe zbiory kontrahentow W(t) i Z(t). Problemy syntezy regut decyzyjnych dla
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takich przypadkéw stanowia przedmiot dalszych rozwazan. Ukfad pracy jest naste-
pujacy.

W punkcie 2 przedstawiono model matematyczny zadania z petna informacja
o modelu. W p.3 omowiono zasady tworzenia algorytmu wyznaczania rozwiazan dla
tego typu zadania . Kolejny punkt po$wigcono opisowi procedur obliczeniowych.

2. Model matematyczny i jego charakterystyka

Na poczatek rozpatrzmy przypadek pelnej znajomosci parametréw modelu.
Przyjmiemy nastepujace oznaczenia

x' (1) - stan konta biezacego, z oprocentowaniem Y "

X () =W(tT,8 )= {w'(t,T',lT)}iE,(”- zbiér oczekiwanych wptat o war-
tosciach w', terminach bezodsetkowej ptatnosci T’ oraz szacowanych terminach
platnosci ',

X ()=Z(t,7) = {z'(t,T")} ey, - Zbior zobowiazan platniczych nie przeter-
minowanych . o wartoéciach z’ i terminach bezodsetkowej platnosci T’ oraz o
maksymalnych terminach platnosci A',

Z-(ty ={ 27 (1) (r)=0vit=1'} - zbior zobowiazan osiagajacych granice
terminu platnosci bez karmych odsetek,

7% = {2/ (t):u I (1)=1}- zbior zobowiazan terminowych, sptacanych na etapie
t, V(’\(l): { pk (t):ul" ()=l ke K(t)} ~ zbiér zobowiazan przeterminowanych,
splacanych na clapie t,

=V, =pH* (‘t,fk AF M rek - Zobowiazania przeterminowane o maksy-
malnych terminach platnosci Ak

X (N=G(1,1) = {8, T")} e - Zbidr otwartych linii kredytowych o kontach
g"(t)i oprocentowaniu ¥ ,

G (D={g"(1)eG():g"(t +1)=0}- zbiér kont wyczerpanych na etapie t
D" (t)— zbidr rat platnosci kredytow g", zuwzglednieniem oprocentowania,

w (e {00}, je J(),u* ()e{0l},keK () ,te T1={ 15,1, —11- binarne

zmienne decyzyjne , okreslajace terminy platnosci odpowiednio j -tego ( termino-
wego ) oraz k-tego ( przeterminowanego) zobowiazania ptatniczego,

y" ()€ [0,1]- zmienna decyzyjna okreslajaca podjecie na etapie t kredytu w wyso-
kosci v"(f)= y"(r)g"(t), z otwartego konta g" (1),

h(t)e {0,1} - zmienna decyzyjna okreslajaca otwarcie na etapie t nowej linii kre-
dytowej,
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q, (t) - zmienna decyzyjna okreslajaca wysoko$¢ konta nowo otwieranej linii kre-

dytowej, z rozkladem rat { d 1)) =D(1),

Jjed,
N+1 .
¥"" - oprocentowanie kredytu g, (t),
S — maksymalna wysoko$¢ nowego konta kredytowego g, (1),
Z-(t) ={ 27l ()=0ve =17} - zbiér zobowiazan platniczych, osiagaja-
cych granice terminu platnosci bez karnych odsetek,
Z° (t) = { 2yl (1) =1 } - zbidr zobowiazan terminowych, splacanych na etapie
t, VOO ={ v*@)u*()=1,ke K(t)}~- zbiér zobowiazan przeterminowanych,
splacanych na etapie t,
WO ={w' (t):r =1, i€ I(t)} - zbiér naleznosci wplacanych na etapie t,
Q(t) - zbioér nowych naleznosci , okreslonych na etapie t,
k™,k" -karne odsetki za opdznienia platnosci poza odpowiedni termin dopusz-

czalny © L
A- oprocentowanie wkladu bankowego.

Zadanie optymalizacyjne

Poszukiwaé bedziemy strategii operacji: u’ (t), u k (t), h(t), y(1), q(t),
VeeTl =(1g,1, = 1), maksymalizujacych koncowy bilans firmy;

max () + 3w )= D )= PRV -1

iellt,) Jedtig) keK{ty) (1)

przy warunkach:

A+ =x' O+ )+ > W (T

iel(t) = (2)
- N0 m- Yutepto+ Yy e
jel(r) meM(t) neN(t)
O+ + I W T i+ Yy 0g 1) -
i l(t) neN(t) (3)
Sulw @) - Y utewte) 20, dla¥'teT
jel) ke K (1)
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2I(t) = jesli u’()=0vr<t’
2t +1)=40- jesli jeE@)={j:u’ (t)=0vi 277}, Vje J(1) &)
0 jesli jeJ®={j: u’()=1)

Z D)= {2/t +D) 0y =2/ Z=(2) 1 Z°@)® D(1) (5)
VA +K YY)~ jesli ut(1)=0
v+ D)= .V ke K(t) (6)
0— jesli u*()=1
VerD) = (0 C+D ek =V O ® Z2 () 7/ V() (7
w'(t) — jesti: <1

Wit 1)=1 0— jesli :1=1" dla Yie [(1) (8)
'[w[ (O + "y —jeslizt >t

W= {w' (0 + D)) g0, =W/ W0 ©0(0) ©)
g"{1 +1_):g”(t)(! —_y”(r)) (10)
G(t+1) = GO ® h(t) q(v) / G° () (1

va1 | ¥~ Jjesli bilans koncowy B(t)=0
- Wy, 1u>1~ jesli bilans B(t)<0

: (12)
gdzie BO=x"0) + Y W)= 3 /0= I v
fel(t) jeJ(1) ke K(r)

h(t)qt)<S ,Vte Tl (13)

Yuln<t, Vje Uso (14)
teT teTt

Yutyst, Ve Uk® (15)
el teTl
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Y h()<1 (16)

teT'l

g" ()20, Vne N(t), VteT], (17

Interpretacja powyzszego zapisu jest nastepujaca.
Funkcja celu (1) wyraza bilans konta biezacego oraz naleznosci i zobowigzan - w
koncu przedziatu planowania £ ;. Zaleznosci (2), (3) opisuja jednoetapowa ewolucje

stanu konta biezacego. Formuty (4), (5), (6), (7), (8), (9) przedstawiaja ewolucje
zbioréw zobowigzan platniczych terminowych i przeterminowanych, zbioréw na-
lezmoscei i zestawow kont kredytowych. Formuta (12) okreéla sposob wyznaczania
oprocentowania nowego kredytu. Nieréwnos¢ (13) ogranicza wielko$¢ nowego
kredytu. Nieréwnosci (14),(15), (16) wyrazaja naturalne warunki jednokrotnej reali-
zacji operacjl.

Warunek (17) okresla nieujemnos¢ kont kredytowych.

Nalezy podkresli¢ nastgpujace cechy powyzszego zadania, jako wieloetapowego

zadania optymalizacji dyskretno-ciaglej:

—  niektore zmienne stanu ( x (t) ) , stanowia reprezentacje zbiorow, ktorych licz-
nos$¢ i parametry charakterystyczne zmieniaja si¢ w czasie, sg to wigc opisy za-
gregowane, ktore w warstwie algorytiniczne] beda rozpisane detalicznie wg ukla-
du elementdw,

—~ zmicnne decyzyjne u(t) oraz h(t) posiadajq charakter binarny, natomiast zmien-
ne y(t) oraz q - ciagly,
— zakladamy nastgpujacy porzadek szeregu kosztow operac)i

Nk’ < kT <y<yM (18)

dla innego porzadku powyzszych parametrow otrzymamy inne rozwigzania

- zasada okreslania oprocentowania nowego konta kredytu obrotowego (’)/N“)

jest nastgpujaca :

jesli spodziewany bilans koncowy jest nieujemny , przyjmujemy standardowe opro-

centowanie Y, w przeciwnym przypadku — przyjmujemy oprocentowanie wyzsze

(por.(12)),

— przypadek niedokladnej znajomosci terminéw wplat nalezno$ci (zmienne
w' (1)), jest zinterpretowany w terminach lokalnej analizy wrazliwosci, jego
kompensacja odbywa si¢ w ukladzie zamknigtym , w funkcji stanu biezacego .

— Inne podejscia (minimaksowe, probabilistyczne, metoda zbioréw rozmytych)
wymagaja oddzielnego potraktowania.

3. Algorytm wyznaczania rozwigzan

Specyficzna forma stanu ukladu sklania do przyjgcia programowania dyna-
micznego jako zasady konstrukeji algorytmu. Metoda ta wiaze si¢ ze znanymi trud-
nosciami, okre$lanymi mianem przeklenstwa wymiarowosci. Naturalnym zatem jest

193



postulat wstgpnej redukcji zbioréw osiggalnych, z zachowaniem otoczenia rozwia-
zania optymalnego. Prowadzi to do nastgpujacego schemata postgpowania:

etap I. oszacowanie istomego podzbioru rozwiazan dopuszezalnych, metody testow
symulacyjnych,

etap Il. zastosowanie procedury programowania dynamicznego, do wyznaczania
rozwigzania w zredukowanym zbiorze dopuszczalnym.

Omowimy teraz bardziej szczegdtowo powyzsze etapy.
Test 1.
a) przyjmuyjemy nastgpujace wartosci zmiennych decyzyjnych

- l—dla t=17 —dla t=t
u'(r)= “r=r ,ut ()= ¢ hty=0dla ¥1eT1, oraz
O—dla t=14 O—dla t#t,

=0 —dla VieTl . (19

by rozwiazujemy ukiad rownan ( 2 ), {4) - (8) , dla Wi 71, przy sadanym stanie
poczatkowym, preyjmujac powyzsze zinienne decvzyine ,
¢) oceniamy olrzymang trajektorig testowa:

- jesli THUO20 dla Y1e T, co oznacza wystarczalnosé whasnych srodkéw

finansowych , ber podejmowidnia kredyiow - akeeptujemy decyzje (18) jako roz-
wig-anie osiateczne,

—  wprreciwnym preypadku, przechodziny do testu 11,
test 1

a) przyjmujemy nastgpujace wartodel zmiennych decyzyjnych

. 1-dla t=A
ul ()= L ViedJm, (20)
) {O—cﬂa t#+ 4 /
l—dla t=t
uf‘(r)=I ' 1)
10—d!a I,
hity=dla ¥YteTl, oraz y"(£)=0—-dla VteTl . (21)

b} rozwigzujemy uklad rownan ( 2 ), (4) - (8), dla Yt T, przy zadanym stanie
poczatkowym, przyjmujac zmienne decyzyjne okreslone w (19}, (20},
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¢) oceniamy otrzymanag trajektori¢:
~ jesli ¥'(1)=0 dla VreT , co oznacza wystarczalno$é przesuwania terminow

platnosci ze zbioru Z(t) , bez koniecznosci zaciagania kredytow - akceptujemy
decyzje (21) , jako sktadowa rozwiqzania ostatecznego, natomiast zmienne decy-
zyjne u(t) wyznaczamy rozwiqzujqc zadanie zredukowane ~ por. Problem P,

—  w przeciwnym przypadku, zmieniamy zmienne ut (#) na
uk(t):{ | —dla z:/li o
O-dla t# A
a nastgpnie wykonujemy operacj¢ punktu b),
- -jeshi =20 dla YteT , akceptujemy decyzje (19) oraz rozwiazujemy
problem Pla, dajacy w wyniku optymalne warto$ci zmiennych 1* (1),

—  natomiast w przeciwnym przypadku, jesli 3reT ;X' (1)<0 |, przechodzimy
do restie 11,

Test 111
a) przyjmujemy wartosci zmiennych decyzyjnych:
I—dla t=11 ) . I—dla t=4*
. 11’(t)r:J N OO S (23)
0—dla t#1/ O—dla t# A

Vi) = l —dlatr=t,
O—dlat+#t,

- b)rozwiazujemy ukfad rownan ( 2 )- (4)-(8 ) dla V€ T1, przyjmujac znienne
decyzyjne okreslone w (23),
¢) oceniamy otrzymang trajektorig XN

- jesli X¥'(1)20 dla YteT , co ommacza wystarczalnosé przesuwania termi-
now platnosci oraz zaciagania kredytéw z otwartych kont ,

- bez koniecznosci otwierania nowych kredytéw akceptujemy decyzje (21 ).(22)
. jako rozwiqzanie ostateczne, natomiast zmienne decyzyjne Y(1) wyznaczamy
rozwiqzujqc zadanie zreduko-wane - por.Problem I1.,

- wprzeciwnym przypadku , konieczne jest otwarcie nowej linii kredytowe;j
.odpowiednie zmienne decyzyjne wyznaczamy rozwiazujac Problem 111,

- Etap II. Formalna wieloetapowa optymalizacja dyskretno — ciqgla.
Podamy teraz sformutowanie zadan wieloetapowych, ktére w poréwnaniu ze
sformulowaniem wyjsciowym (1)-(16) stanowia formg¢ zredukowana, w sensie

zbioréw decyzji dopuszczalnych.
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Przypomnijmy, ze zadania te formulowane s3 na podstawie wstepnych testow
symulacyjnych, ponadto przypomnijmy, ze wszystkie reguly klasyfikacji i redukcji
zbioréw dopuszczalnych oparte sa na relacji (17).

a) Problem I

max(x' ()= Y, 2= Y KV,

jsJ(t/) keK(tf) (24)

przy warunkach :
ht)=0dla VreTl, y"(1)=0 —-dla VteTl,

oraz przy warunkach (2) - (9) 1 (14),(15).
Prostg modyfikacja Problemu 1 jest Problem Pl a, w ktorym zmienne

u*(t) zastepuja u’(¢), wraz z odpowiednimi ograniczeniami..

Problem 11

max(,xl(rf)— z zj(rj) - ZK"*vk(ff-))!

viin el (ty) ke K
przy ustalonych u(t), h(t) - zgodnie z (18), oraz przy warunkach
(10), (1), (16) .(25)
Froblem I

max(x'(e)= 3 2') = Yk,

jed ) keKit)) (26)

przy ustalonych wartosciach 1’ (7) , u*(t) - por.(22),oraz przy warunkach
(2) - (13), (16).

4, Konstrukcja procedur obliczeniowych

Przy formutowaniu algorytméw dla probleméw zredukowanych ( PI, PII i
PIII) , wykorzystujemy nast. wlasnosci rozwigzan optymalnych:

- przy pozytywnym wyniku testu I ;X' (£)20 dla Vie T, docelowy zbiér
zobowigzah przeterminowanych V(t ; ) jest pusty,

- wprzeciwnym przypadku, tzn. przy negatywnym wyniku testu IT — daty
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- platnosci. zobowiazan nie przeterminowanych z’ beda przesuniete do
granicy A’, VjelJ,
- trajektorie i zmienne decyzyjne testowe sa przyjmowane jako wartosci poczat-

kowe odpowiednich sekwencji iteracyjnych,
- zmienne decyzyjne u(t) w zadaniu P1, ograniczone sa do przedziatow

U’ =(u/(t);re{t/, A7)}, UR ={u* () :te(r,,A*}) (27)

Przyjmujemy nieklasyczna zasade optymalnosci, z odwréconym kierunkiem
rekurencji ( typu forward equations ), jako formalna metod¢ wyznaczania rozwia-
zan zadan (24) - (26).Przykiadowo, funkcja Bellmana problemu I (24), dla wybrane-
go etapu t, jest okreSlana jako funkcja od stanu

x(t) = (x'(t) Z(t) V() G)},

w wyniku rozwiazania rownania rekurencyjnego

Fl(x(t)) =
max (A @O0+m =D W @2 0= D ut v ) |

Tl iout e K
il Jutell ) el () ke K (1)

dla Vx(nye X ()= {x(1):@(x() <F(t - 1) a},dla t=t,,t, +1,..,1, 1,

przy warunkach (3), (4), (5), (8) oraz (13).

Zbidr d(x(t)) stanowi otoczenie punktu x(t), przy wskazniku relaksacji lokalnie
optymalnej wartosci funkcji celu , rownym o< 1.

Podobnie dla problemu PIT :

FII(x(t) =
max ('O A+m- Y, W 0 (0~ Y uF i) |

7 J k K
w/ (el (Nu"elU™ () jel ) ke K(D)

dlaVx(t)e X , ()= {x(): D(x() S F(t —1) a}, dla t=14,t +1,..,1, —],

przy ustalonych warto$ciach u(t), h(t)- zgodnie z (18),
oraz przy warunkach (10}, (11), (16).

S. Przyklad obliczeniowy o charakterze testowym

Rozpatrzmy testowy przyklad omawianego procesu z horyzontem czasowym
T = 18 etapéw ( dni ). Zatézmy, ze dysponujemy jednym otwartym kontem kredy-
towym o stanie poczatkowym g(t,)= 650 jednostek pienieznych , z oprocen-
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towaniem 7Y = 20 % w skali rocznej. Oprocentowanie kredytu krétkoterminowego
Y N= 350, Przyjmujemy dwie alternatywne wartosci poczatkowe konta obrotowe-

go: x' (t)=400 jedn. pien. oraz x! (t,)=150 jedn. pien. Poczatkowe
zbiory kontrahentow zestawiono w ponizszej tabeli.

QOczekiwane wpla- | Zobowigzania terminowe Zobowiazania przetermi-

ty W(t) Z(t) nowane V(t)

Suma | te | Karne Suma [ Termin Karne |su |Mak- Karne
m | odsetki platn./max. | odsetki | ma |sym..ter | odsetki
in | %/dzien .termin pt. min

fatn.

100 11 10,01% {100 [1/14 0.2 % - - -

100 |2 10,1 % (300 [2/15 0.2 % - - -
200 {3 10,1% [ 100 [3/16 02% - - -
750 14 10,0 % {400 (4/18 0.1 % - - -
100 15 102% |- - - - - -
800 |6 |02% 1450 '6/18 0,1 % - - -

- - 100 | 7/7 0.1 % - -
600 18 10.1% (150 18/8 025% |- - -
200 19 10.1 % 1400 [9/9 0,1 % - - -
200 {10 100 % 1700 |10/10 0,1% - - -
- - 100 | 1l/11 0,1 % 200 |11 0,32%

- - 700 [ 12/12 0.1 % 300 |12 0,27%
200 P13 102% |- - - -

100 114 10,1 % 600 |14/i9 0,1 % 250 | i4 0,27%
500 {15 10,1% (150 [15/19 0,1 % - - -
100 |16 [0, % |200 {16/19 0,15% |- - -
100117 102 % [300 |17/19 0,1 % - - -
550 |18 |02% |- - - - - -

Dla wartosci konta poczatkowego xl(t0)=400 jedn. pien., w pierwszym
etapie podejmowana jest pozyczka z konta g(t) w wysoko$ci 550 j. p,. oraz splacanc

sa zobowiazania przeterminowane ( zmienna decyzyjna u k (£)). Ponadto na etapie t

= 12, zobowigzania terminowe(zmienna decyzyjna u’(t)), przesuwane s na ter-
min t= 18. Nie jest tutaj konieczne otwieranie nowego konta kredytowego .

Przy stanie poczatkowym konta biezacego xl(t0)=150 jedn. pien., do-
konywane sa nastepujace operacje:
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— platno$ci terminowe z terminéw t = 1,2,3.4,6 przesuwane sg na terminy mak-
symalne, od t= 14 dot =18,

- przy t=1 podejmujemy kredyt w wysokosci 500 j.p., z konta otwartego oraz
sptacane sa zobowigzania przeterminowane ( zmienna decyzyjna ut (),

— przy t = 15 otwieramy nowe konto kredytowe o wysokosci q = 450 jednostek
platniczych.

Wybrane przebiegi zmienne] x' (t ) dlaréznych wartosci bilansu poczatko-

wego podano ponize;j.

przebiegi wskaznik plynnosci finansowej x1(t)
2500
2000

1500

1000

wskaznik x1(t)

500

1
i

d]ﬂéﬁi?;)&c. 400 m dla konta pocz. 15q etapy
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