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WSTEP

Analiza wrazliwosci rozwiazart zadan optymalizacji Jest dziatem
zajmujacym sie badaniem wptywu zaburzen danych zadania na jego rozwig-
zania. Zwykle jest zaliczana do tak zwane]j analizy pooptymalizacy jnej
(patrz np. [23,49]), ktdéra rozpoczyna sie po uzyskaniu rozwiazania
optymalnego lub przybliZzonego zadania.

Podstawowy problem rozwazany w analizie wrazliwosci dla =zadan
optymalizacji dyskretnej polega na wyznaczeniu dla danego rozwigzania
optymalnego lub suboptymalnego takich zmian danych =zadania, przy
ktérych rozwiazanie to pozosta je rozwigzaniem optymalnym
(suboptymalnym). Takie podzbiory danych zadania nazywane sa obszarami
niewrazliwoscl rozwigzarni (patrz [48,49]). W konkretnych przypadkach
badane sa rozmaite warianty tego podstawowego problemu, sprowadzajace
sie najczesciej do zawezenia go w taki sposdéb, zZe analizowane sa
jedynie obszary zmiennosci wybranych parametréw zadania (na przykiad
pojedyriczych wspéitczynnikéw) nie naruszajace optymalnosci danego
rozwiazania.

Takie postawienie problemu wrazliwoséci rozwiazan w optymalizacji
dyskretnej rézni sie od typowego postawienia problemu wrazliwosci na
przyktad w programowaniu nieliniowym (patrz np. [18]). W tym ostatnim
przypadku celem analizy wrazliwosci jest zwykle wyznaczenie
zaleznosci zmian rozwigzan optymalnych 1 warto$ci optymalnej zadania
od niewielkich zaburzen danych.

Analiza wrazliwo$ci rozwiazan ma s$cisty zwigzek z innym dzialem

analizy pooptymalizacyjnej - tak zwanag analiza parametryczna rozwia-



zari. Dotyczy ona sytuacji, w ktdérej zaktada sie, ze dane zadania za-
leza od pewnego zbioru parametréw. Celem analizy parametrycznej Jest
rozbicie catego obszaru zmienno$ci parametréw na maksymalne w sensie
zawierania podobszary, w ktdérych rozwiazania optymalne zadania pozos-
taja niezmienne, a nastepnie wyznaczenie rozwiazan optymalnych dla
kazdego z tych obszardw. Tak wiec kazdy z obszardéw znajdowanych w ana-
lizie parametrycznej jest pewnym podzbiorem obszaru niewrazliwosgci dla
odpowiada jacego mu rozwiazania optymalnego. Pozwala to na wykorzysta-
nie wynikéw analizy wrazliwosci w analizie parametrycznej.

Potrzeba prowadzenia analizy wrazliwos$ci rozwigzan w optymaliza-
cji dyskretnej wynika z tych samych przestanek, co w przypadku innych
dziatow optymalizacji. Podstawowym powodem badania wrazliwosci
rozwigzania w przypadku praktycznego problemu jest to, Ze rozwigzanie
to Jjest uzyskiwane przy niedoktadnych danych zadania. Wyznaczenie
obszaru niewrazliwosci lub jego podobszaréow pozwala sie zorientowaé,
na ile wiarygodne jest takie rozwiazanie. Pozwala to rdwniez na
wskazanie, ktdére z parametréw modelu sa najistotniejsze i1 powinny byd
W 2zwigzku z tym estymowane ze szczegdlna uwaga.

W sposdb naturalny obszar niewrazliwosci okresla roéwniez zakres
stosowalnosci danego rozwiazania, a co =za tym idzie, potrzebe
reoptymalizacji przy doktadnych wprawdzie, ale =zmieniajacych sie
danych. W przypadku optymalizacji dyskretnej argument ten staje sie
szczegdlnie istotny, ze wzgledu na wysoka zwykle ztozonosdé
obliczeniowg tego typu zadan. Przy tym sytuacje, w ktérych zachodzi
potrzeba rozwigzania sekwencji probleméw nieznacznie rdézniacych sie
danymi, zachodza bardzo czesto. Powodem ich wystapienia moze by¢
naturalna zmienno$¢ parametréw zadania (na przyktad cen, itp.). Inny
powdd wynika ze specyfiki metod optymalizacji, ktére uzywaja danego
zadania jako podproblemu i w kolejnych iteracjach wymagaja rozwiazania
go dla innych, czesto nieznacznie zmienionych, danych. Z taka

sytuacjg mamy do czynienia na przyktad przy rozwiagzywaniu zadan

10




dualnych (patrz np. [52]) oraz w metodzie podziatu i oszacowan.

Prace dotyczace analizy pooptymalizacyjnej w optymalizacji
dyskretnej zaczetly sie pojawiad¢ w plerwszej potowie lat siedemdziesia-
tych. 0Od tego czasu liczba publikacji dotyczacych tej tematyki znacz-
nie przekroczyta sto. Jednakze dziedzina ta nadal nie jest w peini
uksztattowana. Wiekszosc¢ publikacji nadal koncentruje sie na zagad-
nieniach dotyczacych konkretnych szczegélnych probleméw.

Praca niniejsza jest plerwsza tak obszerna pozycja monograficzna
dotyczace ilosciowych problemdéw analizy wrazliwosci dla zadan optyma-
lizacji dyskretnej. Zagadnienia jakos$ciowego badania wrazliwosci
(przez co rozumie sie na przykiad analize takich wiasciwodci rozwiazamn
zadann z zaburzonymi parametrami, jak ciggtosc¢ multifunkcji opisujacych
zbiory rozwiazan dopuszczalnych i optymalnych) sa tu catkowicie pomi-
niete. Ta tematyka wykazuje zreszta znacznie wigce]j zbieznosci z
analogicznymi zagadnieniami w optymalizacji ciagtej i1 doczekata sie
opracowan monograficznych [4,66].

Zasadniczym zagadnieniem omawianym w pracy jest problenm
wyznaczania obszardéw niewrazliwosci dla rozwigzan optymalnych zadan

dyskretnych, ktéry jest traktowany jako centralny problem w analizie

wrazliwoéci dla tych zadan. Inne zagadnienia sa poruszane w bardzo
niewielkim stopniu. Niemal catkowicie sa pomijane wyniki dotyczace
ilosciowej analizy parametrycznej. Nalezy Jjednak sadzic¢, ze ze

wzgledu na pilna potrzebe stworzenia skutecznych metod dla zagadnien
parametrycznych, dziedzina ta stanie sie w najblizszym czasie jednym z
najbardziej dynamicznie rozwijajacych sie dziaidéw optymalizacji

dyskretne].

Uktad pracy jest nastepujacy. Praca jest podzielona na trzy roz-

dziaty.
Rozdziat 1 przedstawia sformutowania podstawowych problemdw poja-

wiajacych sie w analizie pooptymalizacyjnej dla zadan dyskretnych.
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Omawiane sa roéwniez problemy, ktdore tylko w niewielkim stopniu sa roz-
wijane w dalszych czes$ciach pracy, ale zostaty tu zamieszczone dla
peitnosci prezentacji. Rozdziat rozpoczyna sie od sformutowania klasy
zadaik dyskretnych, ktérych dotycza dalsze rozwazania, oraz podania
przyktaddéw takich zadari.

Rozdziat 2 jest opisem technik , ktdére moga byc¢ uzywane do znaj-
dowania obszardéw lub podobszaréw niewrazliwosci dla zadarn optymaliza-
cji dyskretnej. Prezentacja ta 'jest podporzadkowana powigzaniom
miedzy analiza wrazliwo$ci a mozliwo$cia sformutowania warunkdéw
optymalnosci rozwiazania. Obszernie sa przedstawlane zwigzki analizy
wrazliwosci z dualnoscia dla zadan dyskretnych.

Rozdziat 3 jest najobszerniejsza czescia pracy i zawiera wyniki
analizy wrazliwos$ci dla kilku wybranych zadan optymalizacji dyskret-
nej. W trzech kolejnych podrozdziatach przedstawione sa rezultaty
uzyskane dla zadania znajdowania w matroidzie bazy o minimalnej wadze,
binarnego zadania zatadunku oraz zadan wyznaczania w grafie najkroét-
szej drogi 1 obwodu Hamiltona. Starano sie, aby podrozdziaty te mogty
by¢é czytane w duzym stopniu niezaleznie od siebie, co powodowato ko-
nieczno$¢ przypominania i powtarzania niektérych oznaczen. Jednakze
wystepuja $ciste zwiazki miedzy tymi czed$ciami pracy, na przyktad w
rozdziale o drogach i obwodach Hamiltoma w istotny sposdéb korzysta sie
z rezultatdéw uzyskanych dla baz matroidoéw.

Prace koriczy spis literatury, zawlerajacy wybdr waznie jszych po-
zycji dotyczacych analizy wrazliwodci dla zadan optymalizacji dyskret-

nej.
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ROZDZIAL 3

ANALIZA WRAZLIWOSCI DLA WYBRANYCH ZADAN KOMBINATORYCZNYCH

3.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale podane zostana wyniki dotyczace wyznaczania
obszaréw niewrazliwosci dla kilku wybranych zadan kombinatorycznych.
W punkcie 2 dokonana jest peina analiza wrazliwosci dla problemu
wyznaczania bazy o minimalnej wadze w matroidzie. Punkt 3 dotyczy
binarnego =zadania zatadunku, a prezentowane wyniki opisuja obszar
niewrazliwoéci rozwiazania optymalnego przy dopuszczeniu jedynie
zmiennosci wspdéiczynnikéw ograniczenia. Punkt 4 jest poswiecony
wyznaczaniu oszacowan dolnych dla tolerancji wag krawedzi grafu w
przypadku zadania wyznaczania najkrotszej drogi Hamiltona w grafie

nieskierowanym oraz w przypadku symetrycznego zadania komiwojazera.
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3.2 Analiza wrazliwosci dla problemu wyznaczania optymalnej
bazy matroidu

3.2.1 Podstawowe pojecia z teorii matroiddw

W punkcie tym przytoczymy podstawowe pojecia 1 fakty z teorii
matroidéw, ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci tego rozdziatu.
Teoria matroidéw jest tematem obszernych monografii (np. [84,88]).
Podstawowe pojecia i fakty z tego zakresu mozZna znaleZé na przykiad
w [60].

Niech S ©bedzie zbiorem skonczonym, |SI = m, i niech ¢ bedzie

rodzinag Jjego podzbiordw.

Definicja 3.1

Pare M = (S,%) nazywamy matroidem na S, je$li speinione sa nastepu-

Jjace warunki

(I1) 2 e ¥

(12) Jesli X e 3 oraz Y £ X, to Y € %;

(I3) Jesli U,V e 3 oraz |U| = |[V| + 1, to istnieje element
x € U\V taki, ze V u {x} € ¢.

Liczne przyktady matroidéw sg podane w [43,60,84,88); patrz rdéwniez
punkt 3.2.2

Elementy zbioru N bedziemy nazywac¢ zbiorami niezaleznymi,
natomiast pozostate podzbiory S - zbiorami zaleznymi. Mdwimy, Ze dwa
matroidy (S,%) i (8',%’) sa izomorficzne, jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie f zbioru S na zbidér S’ takie, ze X € &

wtedy i tylko wtedy, gdy f(X) e 3.
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Baza matroidu nazywamy maksymalny podzbidér niezalezny zbioru S.

Rodzine baz matroidu M bedziemy oznaczad¢ symbolem B. Z definicji
bazy i warunku (I3) wynika, ze jesli Bl. BZ € B, to IBll = IBZL
Cyklem matroidu nazywamy minimalny zalezny podzbidér S. Rodzine

cykli matroidu bedziemy oznacza¢ symbolem Z.

W teorii matroidéw stosuje sie¢ kilka réwnowaznych definicji
matroidu. Trzy z nich, do ktdorych bedziemy sie odwotywad¢ w dalsze]j
czescl tego rozdziatu, przytoczymy nizej w postaci nastepujacych

twierdzen (patrz np. [88])

Twierdzenie 3.1 (Aks jomaty baz)

Niepusta rodzina 3B pozbioréw zbioru S jest rodzina baz matroidu na S
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla B1’82 € B z warunku x € Bl\B2 wynika,
ze istnieje element vy € 82\81 taki, ze (B1 u {y}) N\ {x} e B.

Twierdzenie 3.2 (Aksjomaty cykli)

Rodzina Z podzbioréw =zbioru S jest rodzina cykli matroidu na S
wtedy 1 tylko wtedy, gdy speinione sa nastepujace warunki

(C1) Jesli Cl, C2 e Z i C1 % C2, to nie zachodzi warunek Clg C2;
(C2) Jesli Cl, C2 sg roznymi elementami Z 1 2z € C1 n C2,

to istnieje C3 e Z taki, ze C3 < (C1 v C2) N\ {z}.

W dalszych rozwazaniach bedziemy rowniez korzysta¢ z twierdzenia
opisujacego warunek silniejszy niz (C2)}, nazywany silnym aksjomatem

cykli (patrz [88]1).
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Twierdzenie 3.3
Jesli C1 i C2 sg 1éznymi cyklami matroidu M 1 x € C1 n C2, to dla
dowclnego elementu vy € C1 \ C2 istnieje cykl C taki, ze

y e C< (C ucC) \ {x})
1 2

Bezposrednim wnioskiem z warunku (C2) jest nastepujacy fakt (patrz
np. [88])

Wniosek 3.1

Jedli A Jest zbiorem niezaleznym 1 x € S, to zbiér Au{x} zawiera

co najwyzej Jjeden cykl.

7 powyzszego wniosku 1 faktu, ze dowolna baza B matroidu jest
maksymalnym podzbiorem niezaleznym, wynika, ze dla dowolnego x € S\B
zbiér Buix} =zawiera doktadnie jeden cykl. Cykl ten bedziemy ozna-

cza¢ symbolem C(x,B) 1 nazywad¢ cyklem fundamentalnym wyznaczonym w

bazie B przez element x.

Niech Be B 1 x € B. Zbidér W(x.B) ={y e S\B: x € Cly,B) }
bedziemy nazywac¢ przekrojem fundamentalnym wyznaczonym przez element x

dla danej bazy B.

Ponizszy lemat okresla, w oparciu o cykle fundamentalne i
przekroje fundamentalne zZwigzane z danag baza B, warunki przejscia od

bazy B do innej bazy matroidu w wyniku =zamiany pary elementow

matroidu.
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Lemat 3.1

Niech B bedzie baza matroidu M = (S,%) oraz x € B, y € S\B.
Nastepujace warunki sa réwnowazne

(i) (B \ {x}) v {y}) € B;

{(ii) x € Cly,B);

(1i1) y € W(x,B).

Dowod. Rownowaznos$¢ warunkdéw (ii1) i (iiil) wynika bezposrednio z
definicji cykli i przekrojéw fundamentalnych. Implikacja (i)=(ii)
wynika z faktu, ze B v {y} zawiera cykl C(y,B), a poniewaz zgodnie
z (i) zbidr (B \ {x}) v {y} Jjest niezalezny, =zatem usuwany z bazy
element x musi nalezed¢ do tego cyklu. Jed$li natomiast spetniony jest
warunek (ii}, to zbidr (B N\ {x}) v {y} Jest baza, poniewaz ma moc
rowng mocy B 1 jest niezalezny. Niezaleznoé$¢ zbioru (B \ {x}) v {y}

vivnika z faktu, ze Bu {y} zawiera doktadnie jeden cykl C(y,B).

W dalszej cze$ci bedziemy korzysta¢ z nastepujacego lematu,
crzekajacego, Jjaka co najmniej liczbe elementdéw nalezy usunaé z sumy

roznych cykli matroidu po to, aby powstaty zbidr byt niezalezny.

Lemat 3.2
Niech Cl,.‘.,Ck, beda cyklami matroidu M na zbiorze S

spetniajacymi warunek

c, ¢ U Cho i=1k (3.1)
i#]

Woéwczas dla dowolnego T € S ‘takiego, ze |T| < k, zbiér
k

( U Cl) N\ T Jjest zbiorem zaleznym.

i=1
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Dowéd. Lemat zachodzi w oczywisty sposéb dla k = 1. Zaitdzmy, ze

zachodzl dla pewnego k =1 = 1 1 pokazemy, zZe z tego wynika jego

prawdziwosé dla k = 1+1. Gdyby lemat nie byt prawdziwy dla k = 1+1,

to oznaczatoby to, ze istnieje 1+1 cykli matroidu Cl....,Ch1

speiniajacych warunek (3.1) oraz zbiér T € S taki, ze |T] < 1+1 i
1+1

D e ¥, gdzie D = ( U CJ) N T Rozwazmy teraz dowolny cykl Cp, p =
j=1

1,...,1+1. Z niezaleznosci zbioru D wynika, Ze musi istniec¢ pewien

element tp e Tn Cp. Moga zaj$¢ dwa przypadki

(1) t ¢C, j=1,...,1+1, j # p;

(ii) i € é_ dla pewnego j € {1,...,1+1}, j = p.

W przyg;dkuj(i) mamy natychmiast sprzeczno$é z zatozeniem, ze lemat

zachodzi dla k = 1, bowiem z niezaleznos$ci zbioru D i z warunku (i)

wynika, ze zbidr (D\Cp)\(T\(tp)) Jjest niezalezny. Réwniez w

przypadku (ii) otrzymujemy sprzecznosé¢, poniewaz mozna pokazaé, ze
zbiér D\{t } =zawiera 1 cykli speiniajacych warunek (3.1), a po
usunieciu ; niego 1-1 elementdéw zbioru T\{t } otrzymujemy zbidr
niezalezny. Wystarczy bowiem dla kazdego j e ?1,...,l+1)\(p) wziad
cykl cl nalezacy do (CJ v Cp) AN (tp) i zawierajacy element x spel-
niajacy warunki xJ € Cj oraz xj -3 Ci, i =+ J. Istnienie takich
elementéw wynika z warunku (3.1), a istnienie cyklu ¢!z Twierdze-
nia 3.3. O¢nacza to, iz zatozenie, ze lemat nie jest prawdziwy dla

k = 1+1, prowadzi do sprzecznosci, co koriczy dowdd.

Rozwazmy teraz dwie bazy B’, B” matroidu M. Twierdzenie 3.1
méwi, ze dowolny element x nalezacy do B’\B” moze byc¢ wymieniony z
odpowiednio wybranym elementem y € B“\B’ tak, aby zbidr (B“\{y}) v {x}
byt baza matroidu M. Ponizsze twierdzenie orzeka, 2ze odwzorowanie

wyznaczone przez takie pary elementéw moze byc¢ réznowartosciowe. Fakt
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réwnowazny temu twierdzeniu jest wspomniany bez dowodu w [88].

Ponizej dla peitnoséci rozwazan podamy go wraz z dowodem.

Twierdzenie 3.4
Niech B’, B” beda bazami matroidu M = (S,%). Istnieje bi jekcja
¥ : B’\B” > B”\B’, spelniajaca nastepujacy warunek :

(B” \ {y(x)}) u {x} € B dla kazdego x € B’\B”. (3.2)
Dowdd. Wprowadzmy oznaczenia : R = B’\B”, Q = B“\B’. Rozwazmy
element r € R. Zbiér B”u{r} =zawiera cykl fundamentalny C(r,B”).

Niech Q = Q n C(r,B”). Bijekcja speiniajaca warunek (3.2) istnieje
™
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla zbiordw Q , 1 € R, mozna znaleZé system
1
réznych reprezentantdéw, to znaczy, gdy dla kazdego i € R istnie je

element x € Q taki, ze x # %, i . Z twierdzenia Halla
i j

i i

(patrz np. [60]) wiadomo, 2ze system taki istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego I ¢R zachodzi nierdwnosé |Q(I)| = |11,

gdzie Q(I) = U Qi. Zatdézmy, ze warunek powyzszy nie jest speinio-

iel
ny, to znaczy, ze istnieje zbior I < R taki, ze [Q(I )} < |I |.
o] o [+]
Rozwazmy teraz zbiér S = U C(r,B”) N\ Q(I ). Latwo zauwazyé, ze
o o]
rel,
S <€ B, a zatem S musi by¢ zbiorem niezaleznym. Ale z Lematu 3.2
o o

wynika, ze S jest zbiorem zaleznym, a zatem zalozenie o nieistnieniu
o]
systemu roznych reprezentantow dla rodziny zbiorédw Q , i € R, prowa-
1

dzi do sprzecznosci, co w konsekwencji dowodzi tezy twierdzenia.

Zbidér bijekcji ¢ : B‘\B” -5 B”\B’‘, spetniajacych warunek (3.2),

bedziemy oznacza¢ symbolem ¥ (B’,B”).
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3.2.2 Problem wyznaczania bazy o minimalnej wadze w matroidzie

Niech dla danego matroidu M = (S, ) bedzie okresélona funkcja
rzeczywista w : S > R. Liczbe w(x) dla x € S bedziemy nazywac
waga elementu X. Dla zbioru Q € S Jjego waga v(Q) bedzie

definiowana jako suma wag zawartych w nim elementdéw, tzn.
vQ) =} wix).
xeQ

Klasyczny problem optymalizacyjny, do ktdrego sprowadzaja sie
liczne problemy z zakresu badan operacyjnych (patrz np. [{43]), polega

na wyznaczeniu takiej bazy B° matroidu, ktérej waga jest minimalna :

v(B®) = min v(B). (3.3)
BeB

Zadanie powyzsze wiaze sie $cisle z bardzo prostym algorytmem

nazywanym algorytmem zachtannym (ang. greedy algorithm). W ponizszym

opisie tego algorytmu Q Jjest podzbiorem S, a v liczbay rzeczywista.

Algorytm zachtanny dla matroiddw

1° (Inicjalizacja) Podstaw Q := @, Vv := O
Uporzadku]j elementy zbioru S w taki sposdb, aby
wix ) = wix) = ... = wix).
1 2 m
2° for i :=1 to m do
if Qu {x } € % then
1
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begin

Q:=Qu (xi);
vV oi= Vv o+ w(xi)

end;
3° B® :=Q; V(B°) :=v.

Algorytm powyzszy porzadkuje m liczb (co wymaga O(m log m)
pordwnan) oraz dokonuje m-krotnego badania niezalezZnosci zbioréw.
Wiadomo (patrz np. ([43]), 2e algorytm =zachtanny daje rozwiazanie
optymalne zadania (3.3). Co wiecej, zachodzi nastepujace

twierdzenie (patrz np. [60])

Twierdzenie 3.5

Nastepujace warunki sg réwnowazne

S

(i) (S,9), gdzie S Jjest zbiorem skoriczonym, F 27, ¥ = o, jest

[a)

matroidem na S;

(ii) Dla dowolnej funkcji W : E - R’ algorytm zachtanny wyznacza

rozwiazanie optymalne zadania max{W(X) : X € F}.

Ponizej przytoczymy kilka przyktadéw zadan wyznaczania bazy o

minimalne j wadze dla réznych typdw matroidow.

Matroid grafowy

Niech G = (V,E) bedzie grafem nieskierowanym; V = (vl,...,vn) Jjest
zbiorem wierzchotkdéw, natomiast E = (el,...,em) Jjest zbiorem
krawedzi. Zdefiniujmy rodzine podzbioréw ¢ w nastepujacy sposdb :

3 ={ S <E: zbidér krawedzi S nie zawiera obwodu w grafie G }.
Mozna pokazaé, Ze para M(G) = (E,%) Jjest matroidem, ktdéry

bedziemy nazywaé¢ matroidem grafu G, a kazdy matroid izomorficzny z
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matroidem pewnego grafu nazwiemy matroidem grafowym. Zbiorami
niezaleznymi matroidu M(G) sa podzbiory krawedzi tworzace lasy W
grafie G, natomiast cyklami s3a podzbiory krawedzi tworzace obwody
elementarne w G. Bazami tego matroidu sg lasy rozpinajace w G. W
przypadku, gdy graf jest spéjny, bazami matroidu M(G) sa drzewa
rozpinajace grafu G.

Zatdzmy, ze krawedziom grafu sa przypisane wagi, ktére mozna
interpretowa¢  jako diugosci tych krawedzi. Wowczas  problem
wyznaczania bazy o minimalnej wadze w matroidzie M(G) jest znanym
problemem wyznaczania najkrotszego lasu rozpinajacego w grafie.
Problem ten ma liczne praktyczne zastosowania w zagadnieniach
zwigzanych z konstrukcja 1 eksploatacja rdéznego rodzaju sieci
tacznosci, systeméw komunikacy jnych, itp. (patrz np. [14,16,43]).
Przyktadem matroidu grafowego bedziemy sie postugiwad przy 1ilustracji

rozwazan W dalsze]j czesci tego rozdziatu.

Matroid macierzowy.

Niech A bedze macierza o n wierszach i m kolumnach. Oznaczmy j-ta
kolumne macierzy symbolem A’ i niech E = | AJ. j o= 1,...,m}.
Zdefiniujmy rodzine # w nastepujacy sposoéb
F = {S ¢ E zbidér kolumn nalezacych do S jest liniowo niezalezny}
Para M(A) = (E,%) jest matroidem, ktéry nosi nazwe matroidu macierzy
A, a kazdy matroid izomorficzny =z matroidem pewnej macierzy jest
nazywany matroidem macierzowym. Cyklami tego matroidu sa minimalne
podzbiory kolumn liniowo =zaleznych, a bazami maksymalne podzbiory
kolumn liniowo niezaleznych macierzy A. Jesli kolumnom macierzy
przypisane sa wagi, to wowczas problem (3.3) polega na znalezieniu w
macierzy A maksymalnego podzbioru kolumn liniowo niezaleznych o
minimalnej sumie wag. Problem taki znajduje na przykiad zastosowanie

W zagadnieniu planowania eksperymentdéw (patrz np. [43]).
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3.2.3 Analiza wrazliwosci dla bazy o minimalnej wadze

Jak juz wspomniano w poprzednim punkcie, zadanie znajdowania bazy
o minimalnej wadze w matroidzie nalezy do stosunkowo tatwych =zadan
optymalizacji dyskretnej. Rdéwniez analiza pooptymalizacyjna dla tego
zadania jest prostsza niz w przypadku wielu innych zadan. Dzieje sie
tak dlatego, ze dla danej bazy matroidu mozna poda¢ proste warunki
konieczne 1 dostateczne jej optymalnosci. Sformutujemy te warunki w

postaci ponizszego lematu :

Lemat 3.3

Nastepujqce warunki sa réwnowazne

(1) B° Jjest baza o minimalnej wadze w matroidzie M;

(ii) Dla dowolnego = € B®° zachodza nierdwnosci w(x) = w(y)
dla wszystkich vy € W(x,B%);

(iii) Dla dowolnego y € S\B° =zachodza nierdéwnoéci wly) = wix)

dla wszystkich x € C(y,B°)

Dowéd. Réwnowaznos¢ warunkdéw (ii) i (iii) wynika bezposrednio z
definicji cykli 1 przekrojéow fundamentalnych, Implikacja (i)-(ii)
wWwynika natychmiast z Lematu 3.1. Zauwazmy bowiem, ze gdyby dla dane]j

bazy B® istniata para elementdéw x € B° oraz y € W(x,B%), dla ktorej
w(x) > w(y), to przeczyloby to optymalnosci B°, bowiem baza B’, gdzie
B’ = (B™\{x}) v {y}, wmialtaby wéwczas mniejsza wage niz B°. Dla do-
wodu, ze (ii)>(i) przyjmijmy, ze B° spetnia (ii), ale istnieje inna
baza B, dla ktérej v(B) < v(B®). Z Twierdzenia 3.4 wynika, ze
¥(B,B%) # @. Niech ¥ bedzie dowolnym elementem zbioru ¥(B,B°). Jedli

v(B) < v(B®), to dla co najmniej jednego elementu y € B\B° nusi

zachodzi¢ nierdwnosé wly) < w(yl(y)), ale to przeczy warunkowi (ii),
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bowiem zbiér (B™\{y}) u {y(y)} jest baza, a zatem z Lematu 3.1 wy-
nika, ze y € W(yly),B°).

Lemat 3.3 pozwala na peiny opis obszaru niewrazliwosci wzgledem
bazy B°. Zatdézmy bowiem, ze elementy matroidu zostaty ponumerowane
kolejnymi liczbami naturalnymi, tzn. S = (sl,...,sm) i niech w € R"
bedzie wektorem wag przyporzadkowanych elementom matroidu. Mamy zatem
W o= (wl,...,wm), gdzie w_l = w(si), s, e S. Niech W(B°) oznacza
obszar niewrazliwosci dla bazy optymalnej B° w matroidzie M = (S,%)
z wagami wyznaczonymi przez pewien wektor w’. Ponizszy wniosek podaje
dwa réwnowazne opisy obszaru niewrazliwo$ci W(B°) =z uzyciem zbioru

cykli albo zbioru przekrojow fundamentalnych. Zauwazmy, ze zgodnie z

rozwazaniami z Rozdziatu 1, obszar ten jest wielosciennym stozkiem

wypuktym w R".

Wniosek 3.2

WEB) ={wePR" :w

. = W, dla i,j=1,...,m, takich, ze
j
s e€B’, s e W(s ,B°)}.
i j i
(3.4)
WEB°) ={weR :w zw dla i,j =1,...,m, takich, ze

s € S\B®, s e C(s ,B°)}.
i j i

Dowéd. Dla dowodu wystarczy zauwazyd¢, ze zapisujac warunki konieczne
i dostateczne optymalnoéci bazy B° wyrazone w Lemacie 3.3 (i), (ii), i
stosujac wprowadzone wyzej oznaczenia, otrzymujemy powyzsze wyrazenia.
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Lemat 3.3 pozwala roéwniez na znajdowanle dopuszczalnych zmian wag
poJjedyniczych elementdw matroidu, nie naruszajacych optymalnosci
rozwigzania B°. Niech t+(x,B°) oznacza tolerancje gorna elementu x
wzgledem bazy BO, to znaczy maksymalny przyrost jego wagi, przy ktérym
B° pozostaje baza optymalna. Podobnie, niech t™(x,B%) bedzie
tolerancja dolna elementu x, réwna maksymalnemu zmniejszeniu wagi
tego elementu nie naruszajgcemu optymalno$ci B’ (patrz Rozdziat 1).

Nastepujacy wniosek jest bezposrednisg konsekwencjg Lematu 3.3 :

Wniosek 3.3

Jedli x € Bo, to t-(x,Bo) = ©» oraz

t*(x,B°) = min { wly) : y € W(x,B°) } - w(x). (3.5)
Jesli x € S\Bo, to t‘(x,Bo) = » oraz

t (x,B%°) = w(x) - max { w(y) : y € C(x,B°) \ {x} }. (3.6)

Wprawdzie Wniosek 3.3 opisuje jedynie dopuszczalne zmiany pojedyrni~
czych wag elementéw matroidu, ale tatwo zauwazyé, Ze znajac wartosci
tolerancji pojedyriczych elementéw mozna, na podstawie Lematu 3.3, ana-
lizowaé w pewnym zakresie rdwniez dopuszczalnos$é jednoczesnych zmian

wag elementéw. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia. Niech

W(B°) ={deR" : d = wis) + t' (s ,B%) dla s e B,
1 1
d = wis ) dla s e S\B"}
p] ]
oraz
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WI(B%) = {deR": d = wls) dla s € B’

dJ > w(sj) - t7 (s ,B") dla SJ € S\B°},
j

gdzie d = (d,,...,d)".

m
Ponizszy fakt jest prosta konsekwencjg Lematu 3.3 1 Wniosku 3.3 :

Wniosek 3.4
W(B%) u W (B°) ¢ W(BY).

Dowdd. Latwo sprawdzié¢, Ze jesli wektor wag w nalezy do zbioru W' (B%)
lub do zbioru W (B°), to spelnione sa warunki optymalnosci bazy B°
matroidu M sformutowane w Lemacie 3.3, a zatem w nalezy do obszaru

. . . .. o . . . . .
niewrazliwosci bazy B 1 zachodzi powyzsza inkluzja. [ ]

Wniosek 3.4 stwierdza, ze znajac tolerancje gdérne i dolne wag
elementéw matroidu wzgledem B°, mozemy bez utraty optymalnos$ci rozwia-
zania B° zwiekszy¢ dowolnie wagi elementow nie nalezacych do bazy op-
tymalnej oraz jednoczesnie zwiekszy¢ (o nie wiecej niz wynosza tole-
ranc je dolne) wagi dla dowolnego zbioru elementdéw nalezacych do tej
bazy. Analogicznie, bez straty optymalnosci bazy B°, mozemy dowolnie
zmnie jszy¢ wagi elementow nalezacych do B° oraz zmnie jszy¢ wagi dowol-
nego podzbioru elementéw nie nalezacych do B® o wartosci nie przekra-
czajace ich tolerancji dolnych. Zauwazmy, Ze powyzszy wniosek nic nie
méwi o przypadku jednoczesnych zmian wag elementdéw matroidu, przy kté-
rych zarowno rosng wagl elementdéw nalezacych do bazy optymalnej, jak i

maleja wagi elementdéw nie bedgcych w tej bazie.
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Dla skorzystania =z Lematu 3.3 lub Wnioskéw 3.2 oraz 3.3
potrzebna jest znajomo$¢ odpowiednich rodzin podzbioréw zwigzanych z

baza matroidu B®:

rodziny przekrojow fundamentalnych

F (B°) = ( W(x,B°) : x € B° ) (3.7)

cu

oraz rodziny cykli fundamentalnych

F (B”) = ( C(y,B°) : y e S\B° ). (3.8)

cl

WprowadzZmy numeracje elementdéw w zbiorach B® i S\B° w ‘taki

sposdéb, ze B® = {xl,...,xb), S\B° = {yl,l..,y }, gdzie b = [B°],
n
n = [S\B°|.
Rodziny F (B°), ¥ (B°) moga by¢ teraz przedstawione z uzyciem
cl cu

macierzy fundamentalnej A(B°), gdzie
A(B°)=[aij] i=1,...,b, j=1,...,n,
. aq s - o]
a = { 1 jesli x, € L(yj,B )
ij

0 w przeciwnym przypadku.

Zbiory rodziny 9ci(B°) odpowiadaja teraz kolumnom macierzy A(B°)
natomiast zbiory z ?CU(BO) - wierszom A(B").

Element a macierzy A(B°) moze by¢é wyznaczony przez zbadanie
niezaleznosci ztioru (Bo\(xi)) u {y }, a zatem wyznaczenie cate]
macierzy A(B°) moze by¢ dokonane popr;ez O(b+n) badann niezaleznosci
zbioréw. Majac dang macierz fundamentalng i korzystajac z Wniosku 3.3,

mozna wyznaczy¢ tolerancje wszystkich elementdéw dokonujac O(ben)

pordéwnari.
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Inng mozliwoscia reprezentowania struktury cykli i przekrojéw
fundamentalnych matroidu jest konstrukcja grafu pomocniczego na-
zywanego transmuterem. Podejs$cie takie zostato wprowadzone w [81,82]
W zwiazku z analizg wrazliwosci dla najkrétszych drzew rozpinajacych i
drzew na jkrétszych drég w grafie. W przypadku matroiddéw pojecie to

moze by¢ wprowadzone w analogiczny sposob.

Dla danej bazy B matroidu M = ($,%), transmuterem bedziemy nazywacd
graf skierowany acykliczny T(B), majacy po jednym wierzchotku e
o stopniu wejsciowym roéwnym zeru dla kazdego Xx € B, po Jjednym
wierzchotku e o stopniu wyjs$ciowym réwnym zeru dla kazdego vy € S\B°,
dowolna licége dodatkowych wierzchotkdéw, a ponadto spetniajgcy

nastepujacy warunek :

(+) W T(B) istnieje droga z e do e wtedy i tylko wtedy,
x y
gdy vy € Wi(x,B).

W [82] pokazano, jak korzystajac z odpowiednich struktur danych, mozZna
efektywnie skonstruowaé¢ transmuter dla przypadku najkréotszego drzewa
rozpinajacego grafu (to znaczy dla optymalnej bazy matroidu grafowe-
go).

Ma jac dany transmuter dla bazy BO, mozna do znalezienia wszystkich
tolerancji gérnych i dolnych elementdéw matroidu zastosowac ponizsze
proste algorytmy, ktdérych poprawnos$¢ wynika bezposrednio z Wniosku 3.3
i definicji transmutera. Algorytmy te polegaja na przypisywaniu
wierzchotkom transmutera 1liczb rzeczywistych nazywanych etykietami.
Dla etykiety przypisywanej wierzchotkowi e bedziemy stosowad oznacze-
nie 1(e). Ponadto, dla wierzchotka e, oznaczymy symbolem In(e)
zbidr wierzchotkdéw réznych od e 1 incydentnych z krawedziami wcho-
dzacymi do e, natomiast symbolem Out(e) - zbidr wierzchotkdéw roéz-

nych od e 1 incydentnych z krawedziami wychodzacymi z e.
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Algorytm wyznaczania tolerancji dolnych dla y € S\B°

1° Przypisz etykiety 1(ex) = w(x) wszystkim wierzchotkom e dla

X € BO; inne wierzchotki pozostajg nieetykietowane.
2" Dla kazdego wierzchotka e, dla ktdrego wszystkie wierzchotki na-
lezgace do zbioru In(e) sa juz etykietowane, przypisz etykiete rdéwna

maksymalnej wartoséci etykiety wierzchotka nalezacego do Infe).

o

3 Oblicz t (y,B°) = w(y) - 1(ey), y € S\B°.

Algorytm wyznaczania toleranciji gdérnych dla x € B°

o

1 Przypisz etykiety 1(ye) = w(y) wszystkim wierzchotkom ey dla
y € S\BO; inne wierzchotki pozostajg nieetykietowane.

2 Dla kazdego wierzchotka e, dla ktdérego wierzchotki =ze zbioru
Out(e) sg Jjuz etykietowane, przypisz etykiete rdéwng minimalnej

wartos$ci etykiety wierzchotka nalezgcego do zbioru Out(e).

o

3 Oblicz t'(x,B°) = 1(v) - w(x), x e B°.
X

Powyzsze algorytmy dokonuja jednokrotnego etykietowania kazdego =z
wierzchotkéw transmutera. Liczba pordéwnan =zalezy od stopni
wierzchotkéw grafu T(B%). Kazdy transmuter mozna, poprzcz zwiekszenie
liczby wierzchotkéw dodatkowych, przecksztatci¢ w taki sposéb, ze dla
kazdego z wierzchotkéw stopien wejsciowy 1 stopienn wyjsciowy jest nie
wiekszy niz 2. Opisane wyzej algorytmy wymagajs wowczas o(T)
poréwnan, gdzie T Jjest 1liczba wierzchotkdéw tak przeksztatconego
transmutera. W [81,82] pokazano, ze dla matroidu grafowego mozZna
skonstruowac¢ transmuter, dla ktérego T rosnie niemal liniowo w funkcji

liczby krawedzi grafu m.
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Przyktad 3.1

Zilustrujemy dotychczasowe

rozwazania na przyktadzie matroidu
grafowego. Niech G bedzie grafem nieskierowanym pokazanym na
Rysunku 5. Wagi krawedzi podane sa w ponizszej tabell

© \ €y % %5 % €s % %7 %3 %9 %10 €11

wie) } 7 4 11 6 3 2

9 4 10 5 12

Oznaczmy przez M = (E,¥) matroid grafu G.
wadze w M jest podzbidr krawedzi G,

Baza o minimalnej
pinajace. W

tworzacych najkrotsze drzewo roz-
rozwazanym przykiadzie baza optymalna jest nastepujaca

natomiast v(B°) = 25
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WprowadZzmy naturalng numeracje elementdw zbiordw B° 1 S\Bo, gdzie

S\B° = { e, e

Macierz fundamentalna dla B’ jest nastepujaca:

00001
10001
A(B®) = 01000
01110
10100
11010
Wiersze macierzy odpowiadaja elementom e, e, e, e, e, e
1 2 5 6 8 10
natomiast kolumny - elementom e3, e4, e7, eg, elf Korzystajac z

Wniosku 3.3 i macierzy A(B®), talwo teraz obliczyé tolerancje

wszystkich elementdéw matroidu. Wezmy na przykiad element e, nie
nalezacy do B°. Z Wniosku 3.3 wynika, ze t+(e3,B°) = oo, natomiast
dla obliczenia t_(eB,Bo) nalezy wyznaczy¢ maksymalna wage elementu
nalezacego do zbioru C(eB,BO)\(eB). Elementom tego zbioru
odpowiadaja Jjedynki w kolumnie macierzy A(B) przyporzadkowane j
elementowi e3 (w tym przypadku jest to kolumna pierwsza). Nalezy

zatem wyznaczy¢ maksimum sposrod wag elementdw e2, €y e1o'
Ostatecznie z (3.6) otrzymujemy

o]

t (e_,B°) = wie ) - max{w(e ),wle },wle }} = 11 - max{4,4,5} = 6.
3 3 2 8 10

Podobnie wyznaczamy podane w ponizszej tabelce tolerancje dolne

pozostatych elementéw matroidu nie nalezacych do bazy B°
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Analogicznie obliczane sa tolorancje gorne dla elementdw nalezg-
cych do B°. WeZmy na przyktad element €0 Do obliczenia toleran-
cji goérnej tego elementu nalezy =znalezé minimalng wage elementu ze
zbioru W(elO.BD). Zbiorowi temu odpowiadajg jedynki w wierszu macie-
rzy A(B”) przyporzadkowanym elementowi €5 ( w naszym przypadku jest
to wiersz szdésty). Nalezy wiec wyznaczyé minimum spodrod wag elemen-
tow e

, € , e . Ostatecznie z (3.5) mamy
3 4 9

+

t"(e ,B°) = min{wle ),wie ),wie )} - w(e ) = min{11,6,10} - 5 = 1.
10 3 4 9 10

W podobny sposéb otrzymujemy podane nizej tolerancje gdrne dla

wszystkich pozostatych elementdéw bazy B’

3.2.4 Wykorzystanie tolerancji elementéw w innych zadaniach analizy

pooptymalizacyjnej zwiazanych z optymalna baza matroidu

W poprzednim punkcie rozwazany byt podstawowy problem 2z zakresu
analizy wrazliwo$ci dla optymalnej bazy matroidu, polegajacy na wyzna-
czeniu tolerancji pojedyriczych elementdw matroidu. W tym punkcie po-
kazemy, Jjak znajomo$¢ tolerancji elementéw moze by¢ wykorzystana w
rozwigzywaniu innych probleméw nalezacych do analizy pooptymalizacyj-
nej, zwigzanych z baza matroidu o minimalnej wadze. Zaczniemy od udo-
wodnienia twierdzenia [58] bedacego podstawg tego podejsécia. Twier-
dzenie to wigze tolerancje elementdw z roéznicg wag bazy optymalnej i
dowolnej bazy matroidu. Z faktu tego bedziemy roéwniez korzystaé w

nastepnym punkcie.

83



Twierdzenie 3.6
Niech B° bedzie baza o minimalnej wadze w matroidzie M, a B - dowolna

baza tego matroidu. Zachodza wéwczas nastepujace nierdwnosci

v(B) - v(B°) = ) tT(y,B") (3.9)
yeB\B°
oraz
v(B) - v(B%) = ) t7(x,B). (3.10)
xe€B°\B
Dowéd. Rozwazmy dowolna bijekcje ¢ € ¥(B,B°); z Twierdzenia 3.4

wynika, ze taka bijekcja istnieje. Mamy

v(B) - v(B®) = Z [wly) - wygl(y))].

yeB\B®

Ponadto, z definicji ¥ wynika, ze dla dowolnego vy € B\B° =zachodzi
warunek (B° \ {Y(y)}) v {y} € B, a zatem, na mocy Lematu 3.1, mamy
Y(y) € C(y,B°). Ale warunek (3.6) pociaga teraz dla kazdego y € B\B’
nieréwnos¢ w(y) - w(yly)) = t (x,B°) 1 w konsekwencji otrzymujemy
zaleznosé¢ (3.9). Podobnie, dla dowolnego X € BO\B, z faktu, ze
(B\{x}) v (w_l(x)) € B wynika, ze w—l(x) € W(x,B°). 2 warunku (3.5)

mamy teraz w(w_l(x)) - w(x) =2 t'(x,B°), a poniewaz v(B) - v(B°) =

= z [w(y(x)) - wix)], otrzymujemy w koricu (3.10).

xeB’\B

Rozwazmy teraz nastepujace dwa problemy z zakresu analizy poopty-

malizacyjnej : Majac dang baze B o minimalnej wadze chcemy ocenié,
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Jjaka bytaby minimalna waga bazy, ktéra nie zawierataby wskazanych ele-
mentéw nalezacych do B, Podobnie, moze nas interesowad, o ile wiek-
sza musi byd¢ waga bazy, ktora zawiera pewne elementy nie nalezace do
zbioru B°. Powyzsze pytania prowadzg do sformutowanych nizej =zadan
wyznaczania baz matroidu o minimalnej wadze, ktére spetniaja jeszcze

dodatkowe ograniczenia.
Niech D g B°. Rozwazmy problem

v, = min { v(B) : Be B, DnB =0 }. (3.11)

Podobnie, dla A £ S\B°,

v = min { V(B) : Be B, A CB }. (3.12)

Zadania (3.11) i (3.12) moga by¢ rozwigzywane poprzez nieznacznie
zmodyfikowany algorytm =zachtanny. Jesli Jjednak znane sa wartosci
tolerancji elementow matroidu, woéwczas bardzo tatwo Jest obliczyd

A

oszacowania od doiu wartosci VD’ v' dla dowolnych zbioréw D oraz A.

¢ Twierdzenia 3.6 otrzymujemy bowiem nastepujace wnioski

Wniosek 3.5

Niech D ¢ B°. Wéwczas, dla dowolne]j bazy BD speiniajacej warunek

Dn BD = @, zachodzi nierodwnosc

v(B ) = v(B®) + z t (%, B%). (3.13)
D

xeD
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Wniosek 3.6
Niech A € S\B®° i Ae 3. Wowczas, dla dowolne]j bazy BA spetnia-

. . A . . .
jace]j warunek A € B, zachodzi niercdwnosc

v(B®) = v(B®) + Z t7(x,B%). (3.14)

XeA

Przyklad 3.2

Wyniki prezentowane w tym punkcie =zilustrujemy na przyktadzie
matroidu grafowego z Przyktadu 3.1. Baza o minimalne)j wadze w tym
matroidzie, to znaczy najkréotszym drzewem rozpinajacym w grafie z
Rysunku 5, jest B={e,e,e,e,e,e } 1 v(B”) =25

1 2 5 6 8 10

Tolerancje elementéw dla tej bazy podane sa w punkcie 3.2.3.
Zatdézmy, ze 1interesuje nas pogorszenie rozwiazania po wprowadzeniu
dodatkowego warunku , ze elementy e2, e6, e8 nie moga naleze¢ do ba-
zy. Wykorzystujac obliczone poprzednio tolerancje, mamy

t'(e ,B) + t'(e ,B) + t'(e_,B) = 16,

2 6 8
A zatem, na podstawie Wniosku 3.5, wiadomo, Zze kazda z baz matroidu,

nie zawlerajaca elementodw e2, e6, e8, nie moze mie¢ wagi mniejszej

niz 41. W tym przypadku oszacowanie, wyznaczone przez nieréwnosc
(3.13), okazuje sie by¢ éciste, bowiem te witasnie wage ma baza

B ={ce e, e e, e, e
D 17 737 T4’ st Ty 10)

W podobny sposéb mozna oceni¢ efekt wiaczenia pewnych elementéw
do bazy. Je$li na przyktad chcemy, aby e, e, znalazty sie w bazie,
to z Wniosku 3.6 wynika, 2ze pogorszenie rozwiazania zwiagzane z
wprowadzeniem tych elementow do bazy nie moze by¢ mnicjsze niz

t" (e ,B°) + t (e ,B°) = 6,
4 7

a zatem waga takiej bazy Jest rowna co najmniej 31. Réwniez w tym
przypadku oszacowanie Jest Sciste, bowiem rozwigzaniem zadania (3.12)
jest baza B* = {e,e, e, e, e, e} oraz v(BA) = 31. o

1 2 4 s 6 7
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3.3 Analiza wrazliwosci rozwiazan dla binarnego zadania zatadunku

3.3.1 Wprowadzenie

Binarne liniowe =zadanie =zatadunku Jjest waznym szczegdlnym
przypadkiem zadania programowania binarnego liniowego. Zwykle jest

formutowane w nastepujace]j postaci

T
max C X

a'x = a (3.15)
o]

. n
gdzie a,c e R, a €R
+

Wiadomo, ze mimo prostej struktury wynikajacej z istnienia tylko
Jednego ograniczenia, zadanie to nalezy do klasy probleméw NP-trudnych
(patrz np. [8,22]). Jednakze intensywne prace nad algorytmami
rozwiazywania zadania zatadunku doprowadzity do metod pozwalajacych na
uzyskiwanie rozwiazarn optymalnych dla duzych n (rzedu kilkuset tysiecy
- patrz np. [17])).

Binarne zadanie =zatadunku mozZze by¢ naturalnym modelem sytuacji
decyzyjnych, w ktérych nalezy wybrac¢ podzbidér sposréd n mozliwych
wariantow. Pojedynicze ograniczenie =zadania okres$la dopuszczalnosdé
takicgo wyboru, a funkcja celu ocenia jego jakosé. Bardzo prosty
przyktad takiego problemu jest nastepujacy

Danych jest n projektéw badawczych, ponumerowanych liczbami
naturalnymi od 1 do n. Parametr a dla j = 1,...,n jest rdéwny
wysokosci naktadéw finansowych niezéednych do wykonania projektu o

numerze j, natomiast ¢ oznacza zysk ze zrealizowania projektu j.
j
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Nalezy wybrac¢ podzbiér projektéw w taki sposdb, aby taczne naktady
nie przekroczyty a i zysk byt maksymalny.

Oprécz naturalnych i prostych sytuacji decyzyjnych, jak ta,
opisana wyzej, =zadanie =zatadunku jest uzywane czesto jako =zadanie
pomocnicze w bardziej ztozonych problemach. Typowym zastosowaniem
tego rodzaju jest uzycie zadania zatadunku jako podproblemu w metodzie
dualnej opartej na tak zwanym ograniczeniu zastepczym.

Bardzo intensywnie sa réwniez badane rozmaite uogdlnienia zadania
(3.15), takie jak zadanie zatadunku z wyborem, wielowymiarowe zadanie
zatadunku, nieliniowe zadania zatadunku. W metodach rozwiazywania tych
zadan czesto wystepuja odwotania do podstawowego modelu, jakim jJest
zadanie (3.15).

W niniejszym rozdziale =zostana przedstawione wyniki [48,50],
dotyczace czeéciohej analizy wrazliwosci dla rozwigzan optymalnych bi-
narnego zadania zatadunku. Analiza jest ograniczona do przypadku, gdy
zmianom moga podlegac¢ dane w ograniczeniu zadania. Przypadek w pewnym
sensie odwrotny, gdy ustalone jest ograniczenie 2zadania, natomiast
badany jest wptyw zmian wspéitczynnikow w funkcji celu, byl omawiany w
bardziej ogdélnym postawieniu w Rozdziale 2. Rezultaty z [50] zostaty

uogdélnione na przypadek catkowitoliczbowego =zadania zatadunku w
[70,71].

3.3.2 Dopuszczalne zmiany wspélczynnikoéw ograniczenia w zadaniu

zaladunku

Rozwazmy binarne zadanie zatadunku (3.15). Zbidér danych zadania

mozna zapisac¢ w postaci wektora parametréw p = (cT,aT,a )T, p € R
[e] +

Zatézmy, ze e R jest rozwiazaniem optymalnym zadania (3.15) dla

T T . . T o . -
p = (c,a,a) 1 niech ¢ = c¢cx . Bedzie nas interesowat podobszar
o] [¢]
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niewrazliwosci rozwiazania x°, wyznaczony przy zatozeniu, ze wektor c
wspéiczynnikdéw funkcji celu jest ustalony. Przyjmijmy, ze wspdiczyn-
niki ograniczenia zadania (3.15) moga by¢ dowolnymi liczbami nieujem-—
nymi, a zatem chcemy wyznaczy¢ zbidr wektordw (aT,ao)T € Rf’l, dla
ktérych x° pozostaje rozwiazaniem optymalnym zadania (3.15). Tak
okreslony  podobszar niewrazliwosci bedziemy  oznaczad symbolem

P(x°;c). Zaczniemy od udowodnienia prostego lematu:
Lemat 3.4

Zbiér P(x°;c) jest wielosciennym stozkiem wypuktym w RT‘P

Dowod. Wektor x° Jjest rozwiazaniem optymalnym zadania (3.15) jesli

speinione sa dwa warunki:
. [ I N .
(1) X jest rozwiazaniem dopuszczalnym;

(1ii) nie istnieje rozwiazanie dopuszczalne x zadania (3.15),

dla ktdérego c'x > ¢
o]

Niech C=4{ x e B": c'x > c }. Warunek (ii) Jjest réwnowazny uktrado-
o]

Wi nierdéwnosci
aTx > a dla kazdego x € C, 3.16)
(¢}

natomiast (i) odpowiada nierdwnosci

ax =a. (3.17)
o

Mamy wiec:
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ax = a (3.18)

ax > a dla kazdego x € C }.
o]

n+1

Nierdwnosci (3.16) i (3.17) definiuja stozek wypukity w R* , a
poniewaz C jest zbiorem skoriczonym, zatem jest to stozek wielo$cienny.

Nierdéwnosci (3.16), (3.17) daja wprawdzie petny opis =zbioru
P(x%;c), lecz jest to opis w znacznym stopniu nadmiarowy. Opis ten
mozna uprosci¢ przez zastapienie zbioru C przez zbidér wektordéw

odpowiada jacych tak zwanym pokryciom minimalnym nierdwnosci

c'xX < c . (3.19)
2]
Niech dla Q € N = {1,...,n}
viQ) = ch, (3.20)
1
ieQ
gdzie ¢y 5 =1, .., n, sa elementami wektora c.

Zbidér Q € N nazywamy pokryciem nierdwnosci (3.19), jesli v(Q) > c,
Méwimy, Zze Q jest pokryciem minimalnym nierdwnosci (3.19), jes$li jest
pokryciem i dla kazdego R € Q, R # Q, speiniona jest nierdéwnosé
v(R) < c . Zbiér pokry¢ minimalnych nierdéwnosci (3.19) oznaczymy sym-—
bolem Q. Dla danego Q € N wektor X, = ( X i e N ), gdzie X = 1
dla i € Q oraz X, = 0 dla i ¢ Q, nazywamy minimalnym wektorem

pokrywajacym, jesli Q € Q. Zachodzi nastepujacy fakt:
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Lemat 3.5

Nierdéwnoscé aTx > ao, gdzie a € Ri, a0 € Rn, Jjest speiniona dla kaz-
dego x € C={yeB" : cTy > c, }  wtedy i tylko wtedy, gdy jest
speiniona dla kazdego %Xy bedacego minimalnym wektorem pokrywajacym
nieréwnogci c¢'x = ¢,

Dowodd.

( = ) Dowdd te]j czesci lematu jest natychmiastowy, bowiem dla kazdego

Q € Q, xO € C, a zatem aTxO > ad

( « ) Z2Zairozmy, ze aTxO > a dla kazdego xo, Q € Q. Chcemy pokazad,
ze aTx > a, dla dowolnego x € C. Zatdzmy, ze tak nie jest, a zatem,
ze istnieje x1 e C, dla ktdrego aTx1 = a . Wykazemy, ze zatozenie to
prowadzi do sprzecznosci. Utwérzmy ciag wektordw xl,xz,..,,xk W
sposob nastgpujacy : Poczatkowo Jjedynym elementem ciagu jest wektor
X . Nastepnie w kolejnych krokach dla ostatniego wektora aktualnego
ciagu ( oznaczmy ten wektor przez x' ) wybieramy dowolny wskaznik i,

. . . L .. T 1
dla ktérego x = 1 oraz spetniona jest nierdéwnos¢ cx - c, > c

1 o
Jesli taki wskaznik istnieje, to tworzymy nowy element x ! ciagu,

gdzie xylz x3 dla j # 1 oraz xi”= 0. W przeciwnym przypadku

konstrukcja ciagu sie korniczy, a ostatni jego element jest minimalnym

wektorem pokrywajacym. Ponadto, z nieujemnosci wektora a, wynika, ze
T k T 1 Sy s .. . T 1 e .
ax = ... =ax. Jesli wiegc przyjmiemy, Zze ax = a , to rdwniez
o
T k . L . . -
a X = a, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze dla kazdego minimalnego
[+]

wektora pokrywajacego zachodzi aTxO > a . ]

o

Rodzina pokry¢ minimalnych nierdwnosci moze by¢ wygenerowana w

wyniku zastosowania ponizszego prostego algorytmu. Zatézmy, ze
wspéiczynniki c, 1 = 1,...,n, sg uporzadkowane weditug nieros-
1
nacych wag, tzn. c, = c, z ... 2z C. Rodzina pokry¢ minimalnych
n

Jjest oznaczana symbolem @, natomiast R jest pomocnicza rodzing

zbiordw.
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Algorytm generowania pokrydé minimalnych

n
2° Oblicz dla j =n, n-1,...,1 wartogé¢ s = Z ¢
]

° for i:=1 to n do

3

begin

Dla kazdego R € R do
if vI(R) + s, =c, then R := R \ {R}
else utwdérz zbidr R =R {i};
if v(R) > c, then Q := Q u (Ri)

{ R Jjest pokryciem minimalnym }

else R := R v (Ri)

end.

Majac zbidér pokry¢ minimalnych mozna w sposdéb jawny wypisacé zre-
dukowany w stosunku do (3.18) uktad warunkéw definiujacych podobszar

niewrazliwosci P(x°;c), bowiem z (3.18) i z Lematu 3.5 mamy

P(x°c) = { (a',a)" e R™
o +

a'x’ = a 3.21)
Lo}

Z a, > a dla kazdego Q € Q }.
s
ieQ

Jednakze podanie petnego opisu zbioru P(xo;c) Jjest praktycznie
mozliwe jedynie dla matych n, bowiem liczba pokryé¢ minimalnych moze

bardzo szybko rosngé¢ z rozmiarem zadania.
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Przykiad 3.3

Rozwazmy binarne zadanie zatadunku

Tx + 4x_ + 3x_ + 3x =8 (3.22)
1 2 3 4
xl, ,X = 0 albo 1.
Rozwigzaniem optymalnym tego zadania Jjest wektor x° = (0,1,1,0)T i
c = cho = 10.
0
Zbidér pokry¢ minimalnych nierdwnosci 'x = ¢ , ktdéra w tym

[
przypadku ma postac
2x  + 6X  + 4x  + x = 10,
1 2 3 4
zawiera dwa elementy
Q=4 4{1,2,3}, {2,3,4} }.
Zgodnie z (3.21), zbidér P(x°;c) jest wyznaczony przez nastepujacy

uktad nierdwnosci

a_ + a = a
2 3 o

a + a + a > a
1 2 3 o
a + 2 + a > a

2 3 4 o
a,a, a,a z0

X L. . . . L L T
Zna jomos¢ zbioru pokryé minimalnych nierownosci cCX = C
o

pozwala na tatwe wypisywanie uktaddéw nierdwnosci definiujacych

podzbiory zbioru P(xo;c), otrzymywane przy zatozeniu, ze niektdre ze
y

wspotczynnikéw a, i =0,...,n, sa ustalone. Podzbiér zbioru P(x°;c)
dla ustalonych ¢ oraz ax, i el €N, bedziemy oznaczad¢ symbolem
P(xo;c,ai,iel). Ustalajac w omawianym wyzej przyktadzie a = 3,

a, = 3, a = 8, otrzymujemy z (3.21) podzbidr P(xo;c,aa,a4,a0) obszaru
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niewrazliwo$ci wyznaczony przez nastepujacy ukiad nieréwnosci

a =5
2
a +a >>5
1 2
a > 2
2
a, a =z 0.
1 2

Obszar ten jest przedstawiony na Rysunku 6 (obszar =zacieniowany).
Brzegl nlie zaznaczone linia pogrubiona nie naleza do obszaru niewraz-

. 2 N 8]
liwosci P(x ;c,a_,a ,a }.
3 4 s}

024

+
l

. . . s . o
Rys.6 Obszar niewrazliwos$ci P(x ic.a,a ,a }
0

Ustalenie wszystkich wspdiczynnikéw ograniczenia 2z wyjatkiem
Jjednego pozwala na badanie tolerancji tego wspdiczynnika wzgledem
rozwigzania optymalnego x°. Z Lematu 3.4 wynika, ze wdwczas

podobszar niewrazliwosci jest odcinkiem lub pdiprosta.

94



Rozwazmy najplerw przypadek, gdy wektor a Jjest wustalony, i

zmiany moga dotyczyé jedynie wspdiczynnika a prawej strony ogra-
[

niczenia, to znaczy poszukujemy podobszaru niewrazliwosci P(xo;c,aL
Z (3.18) wynika, ze
[ T o
P(x;c,a) = {a €R :a = ax
[ + [ T
a <ax dla c e C }. (3.23)
[
Niech a = aTx0 i niech a = max aTx, tzn. a jest wartoscisg
-° ° xeC °
optymalna nastepujacego binarnego zadania zatadunku :
- ) T
a = min a x
° T
cxX >cC (3.24)
[
x € B".

Przy przyjetych wyzej oznaczeniach, z (3.23) mamy

Jesli zadanie (3.24) jest sprzeczne, to, zgodnie z przyjeta konwencja,

jego wartos$¢ optymalna jest rdéwna « 1 wspdtczynnik a moze dowolnie

. . . . . . . o
rosnaé, nie naruszajac optymalnosci rozwiazania x .

Zauwazmy, ze w zadaniu (3.24) efektywnosci zmiennych, mierzone

ilorazami wspdétczynnikow przy tych zmiennych w funkcji celu 1 ograni-
czeniu, sa odwrotnosciami efektywnosci tych
(3.15).

zmiennych w zadaniu
Jeéli wigc przy rozwiazywaniu zadania (3.15) dokonano sorto-

wania zmiennych wedtug nierosnacych efektywnos$ci, to otrzymany porza-

dek moze by¢ wykorzystany przy wyznaczaniu a
(e}
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Wartoscd ; moze byé tratwo znaleziona, Jjes$li znany jest zbidr Q
o

pokry¢ minimalnych nierdwnosci c'x = ¢ , bowiem z (3.24) wynika,
o

ze
a = min Z a . (3.25)
) QEQ i
ieQ

Przykiad 3.4

Rozwazmy ponownie zadanie (3.22). Zbadamy, dla jakich wartosci
a (przy ustalonych pozostatych wspdiczynnikach zadania) wektor

o

x° = (0,1,1‘0)T pozostaje rozwigzaniem optymalnym. Mamy a = a'x® =

(7,4,3,3)(0,1,1,0)T = 7. Wartosc a moze by¢ znaleziona jako
o

wartosé optymalna zadania (3.24) lub z zaleznosci (3.25).

W pierwszym przypadku mamy

a =min ( 7x + 4x_+ 3x_+ 3x )
o 1 2 3 4
2x  + 6x_ + 4x + x> 10
1 3 3

2
X ,...,x =0 albo 1.
1 4

Rozwiazaniem optymalnym tego zadania jest wektor (0,1,1,1)T

a = 10.
o

i
Te samg wartoéé otrzymujemy ze zbioru pokryé minimalnych Q.
W tym przyktadzie Q = {{1,2,3},{2,3,4}}, a zatem

a =min{ (a+a+a), (a+a+a)}=1{14,10} = 10.
o 1 %2 %3 2 %3 %4

Wektor x° pozostaje wigc rozwiazaniem optymalnym, jesli a

nalezy do
o
przedziaiu [7,10).

96



Zatdézmy teraz, ze ustalone sg wektor c, wspdiczynnik a oraz
[+

wszystkie wspdiczynniki lewej strony ograniczenia z wyjatkiem

a, dla
pewnego k € N.

Chcemy znalez¢ obszar zmiennosci wspdiczynnika a

»

przy ktérym x° pozostaje rozwigzaniem optymalnym zadania (3.15).

Dopuszczalny wzrost wspdiczynnika a Jjest okreslony warunkiem

T o

ax =<=a w(3.23). Mamy
o

z ax’ +ax =a. (3.26)
i k k o

ieNN{k}
Zauwazmy, ze Jjesli w rozwigzaniu optymalnym x° = 0, to

wspdiczynnik a, moze dowolnie rosnaé¢, nie naruszajac optymalnosci

rozwiazania x°. Jeéli natomiast x° = 1, to wdéwczas z (3.26)
otrzymujemy
a =a =a - z a x°. (3.27)
k k [ ii
ieN\{k}

Dopuszczalne zmnie jszenie wspdtczynnika a, okreslaja

nierdéwnosci
(3.16). Otrzymujemy nastepujacy uktad warunkow
'
ax >a - z a x dla kazdego x € C. (3.28)
k k o i

ieNN{k}
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Rozwazmy nastepujace zadanie programowania binarnego:

ik = max ( a - Z ax, )
ieN\{k}
Z cx >c -¢C (3.29)
i1 o k
ieNN{k}

x =0 albo 1 dla i € N\{k}.

1

Je$li zadanie (3.29) jest sprzeczne albo ak < 0, to oznacza to, ze

warunki [(3.28) sg speinione dla dowolnego a, = 0. W przeciwnym

przypadku otrzymujemy ograniczenie od dotu na ak w postaci

a > a. (3.30)
x x

Podobnie jak w przypadku zadania (3.24), efektywnosci zmiennych w
zadaniu (3.29) sg odwrotnos$ciami efektywnos$ci zmiennych w oryginalnym
zadaniu (3.15), co pozwala na uniknigcie ponownego sortowania

zmiennych przy rozwiazywaniu problemu (3.29).

Jes$li znane sg pokrycia minimalne nierdwnosci (3.19), wdwczas

dopuszczalne zmniejszenie wspdtczynnika a, moze byc¢ wyznaczone na ich

podstawie.

Niech Qk ={ Qe : keQ}. Jesli Qk =@ albo a < 0, gdzie

ak‘= max (a - Z a ), to wéwczas mamy warunek a = 0.

T Q=Q 1eQ\{k}

W pozostatych przypadkach prawdziwa Jjest nierdwnos¢ (3.30).
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Przyktad 3.5

Rozwazmy ponownie zadanie (3.22) i zbadajmy zakres zmian
wspdtczynnika a, przy ktérych wektor x° = (0,1,1,0)T pozosta je

rozwiazaniem optymalnym. 2 (3.27) mamy

a zatem musi by¢ speiniona nierdwnos¢ a_ = 4.

Zadanie (3.29) ma teraz postad

a =max ( 8 - 7Tx + 4x_ +3x )
3 1 2 4

2X + 6X_ + x > 6
1 2 43

X, X, X =0 albo 1.
1 2 43

Wartoéé optymalna a, powyzszego zadania jest réwna 1 , a zatem
otrzymujemy warunek a, > 1. Dopuszczalnym obszarem zmiennosci wspéi-
czynnika a, W ktérym zachowana jest optymalno$é wektora x°, Jjest

wiec przedziat (1,4]. o
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3.4 Analiza wrazliwosci dla zadania wyznaczania najkrotszej drogi

Hamiltona w grafie oraz dla zadania komiwo jaZera

3.4.1 Wprowadzenie

Zadanie komiwojazera 1 zwigzane 2z nim =zadanie wyznaczania
na jkrétszej drogi Hamiltona w grafie naleza do najbardzie) znanych
procleméw optymalizac]ji komblnatorycznej. Zadaniom tym  jest
poswiecona bardzo obszerna literatura (patrz monografia [43]}). Zadanie
komiwojazera jest przy tym traktowane jako klasyczny problem
optymalizacji kombinatorycznej, na ktérym sprawdzane sa niemal
wszystkie nowe podejs$cia 1 dzieki temu na jego podstawie mozZna
przesledzi¢ rozwéj catej dziedziny.

W rozdziale niniejszym rozwazane s3 : symetryczne zadanie
komiwojazera 1 =zadanie wyznaczania najkrotszej drogi Hamiltona o
ustalonych koncach w grafie nieskierowanym. Sformutowania obu

probleméw sa nastepujace

Rozwazamy graf nieskierowany wazony G = (V,E,C), gdzie V = {1,...,n}
jest zbiorem wierzchotkéw, E = (el,“.,em), E € V x V, jest zbiorem
krawedzi, a C € R, gdzie R = R u {w}, jest symetryczna macierza
wag krawedzi. Jesli e = (1,j) ¢ E, to woéwczas c(i,]j) = w.

Przyjmijmy, 2e dla i eV, c(i,i) = w.

Podgraf (V,Q,C) bedziemy utozsamia¢ ze zbiorem Q ¢ E jego

krawedzi. Waga 1(Q) tego podgrafu jest definiowana jako suma wag
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Jjego krawgdzi, tzn.

1(Q) = z cle).

eeQ

W przypadku, gdy nie beda istotne wagi przypisane krawedziom grafu,

zamiast oznaczenia (V,E,C) bedziemy stosowad typowy zapis G = (V,E).

Droga Hamiltona w grafie G nazywamy taki jego podgraf (V,H,C),

ktéry jest droga przechodzaca przez wszystkie wierzchotki grafu

doktadnie jeden raz.

Obwodem Hamiltona w grafie G nazywamy podgraf, bedacy droga

zamknieta, przechodzaca jeden raz przez wszystkie wierzchotki grafu.

W przypadku zadan definiowanych na drogach Hamiltona rozwazane sg dwa
warianty :
(i) zadania dla drdég z ustalonymi kolicami ;
(ii) =zadania dla drdég z wolnymi koncami.
Zadania (ii) sa sprowadzalne do problemdéw z ustalonymi korcami (patrz
[12]). W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé¢, 2e w grafie G sa
wyréznione dwa wierzchotki, na przyktad wierzchotek 1 1 wierzchotek n.
Symbolem H bedziemy oznaczac¢ zbidér drdég Hamiltona w G o koricach w
wierzchotkach 1 oraz n. Podobnie, niech % oznacza zbidér obwoddéw Ha-
miltona w grafie G.
Biorac teraz w sformutowaniu ogdlnego zadania optymalizacji
dyskretnej z Rozdziatu 1 S = E, § = ¥ oraz C(H) = 1(H), otrzymujemy

zadanie znajdowania najkrotszej drogi Hamiltona w G :

min 1(H). (3.31)
HeH
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Podobnie jest formutowane symetryczne zadanie komiwo jazera

min 1(H). (3.32)
HeH

Oba zadania naleza do probleméw bardzo trudnych obliczeniowo.
Wiadomo, ze nie tylko sa w klasie zadan NP-trudnych, ale zZe réwniez
znalezienie rozwiazania przyblizonego z zadanym bitedem jest w ogdlnym
przypadku zadaniem NP-trudnym. Do niedawna problemy definiowane na
grafach o kilkuset wierzchotkach byty uwazane za nierozwiazywalne na
wspétczesnych komputerach. W ostatnich latach dokonano jednak
znacznego postepu w dziedzinie algorytméw doktadnego rozwiazywania
zwtaszcza zadania komiwojazera, co pozwala na uzyskiwanie rozwigzan
optymalnych dla zadan o kilku tysigcach wierzchotkow. Nalezy tu
rowniez wspomnie¢ o licznych 1 efektywnych metodach =znajdowania
dobrych rozwiazan przyblizonych dla omawianych zadan nawet w przypadku
bardzo wielkich rozmiaréw {(patrz np. [43]).

Ze wWzgledu na prostszy zapls wynikéw, w dalszej czesci tego
punktu bedziemy gidwnie méwié¢ o analizie wrazliwosci dla zadania
(3.31), podajac za kazdym razem ewentualne rdéznice, ktére nalezy

uwzglednié¢ w przypadku zadania (3.32).

Niech H® oznacza rozwiazanie optymalne zadania (3.31); podobnie,
niech ﬁo bedzie rozwigzaniem optvmalnym zadania (3.32).

Oba zadania naleza do omawianej w punkcie 1.2 klasy probleméw, w
ktérych wszystkie zmieniajace sie dane sa w sposdb naturalny
umieszczone w funkcji celu. Ponadto z rozwazan tam prowadzonych
wynika, 2ze obszar niewrazliwoscil wzgledem rozwigzania optymalnego u°
albo Eo Jjest wielosciennym stozkiem wypukiym w R". Wyznaczenie tego
stozka Jjest ponadto réwnowazne znalezieniu wszystkich $cian powioki

wypuktej rozwigzar dopuszczalnych, przechodzacych przez rozwigzanie
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optymalne. Mozna to zastgpi¢ wyznaczaniem wszystkich punktéw
sasiednich z wierzchotkiem odpowiadajacym rozwigzaniu optymalnemu na
wieloscianie rozwiazan dopuszczalnych. Jest to zadania praktycznie
niewykonalne nawet dla matych n, bowiem wiadomo, ze nawet problem
polegajacy na stwierdzeniu, czy dwa wierzchotki sa wierzchotkami
sasiednimi wieloécianu komiwo jazera jest problemem NP-zupeinym (patrz
np. [65]). Tym niemniej, pewne podzbiory obszaru niewrazliwo$ci moga
by¢ okreslone, jesli algorytm znajdujacy rozwiazanie dopuszczalne
wyznacza podzbidr interesujacych nas sScian. Tak sie¢ dzieje w
przypadku nowych metod rozwigzywania problemu komiwojazera opartych na

idei podziatu i odcieé¢ ([43].

Rowniez zaweZenie problemu do znalezienia jedynie tolerancji wag
krawedzi grafu prowadzi do trudnych zadarn. Niech bowiem dla zadania
(3.31) oraz dla e € E, t*(e,Ho), t (e,H%), oznaczaja odpowiednio
tolerancje gdérna 1 dolna krawedzi e grafu wzgledem rozwigzania
optymalnego H®, to znaczy, t+(e,H°) Jjest maksymalnym przyrostem wagi
krawedzi e, ktdéry nie narusza optymalnosci drogi Ho, natomiast
t-(e,Ho) Jest maksymalnym zmniejszeniem te]j wagi, przy ktdérym H° Jjest
nadal najkrétsza droga Hamiltona. Podobnie zdefiniowane wielkosci w
przypadku =zadania komiwojazera bedziemy oznacza¢ symbolami I*(e,ﬁo)
oraz E;(e,ﬁo). Z rozwazan w punkcie 2.2.5 wiadomo, ze znalezienie
tych wielko$ci dla danej krawedzi grafu sprowadza sie do Wyznaczenia
wartosci optymalnej pomocniczego zadania, bedacego w istocie zadaniem
wyznaczania najkrétszej drogi albo obwodu Hamiltona =z dodatkowymi

warunkami. WprowadZmy bowiem dla e € E oznaczenia

H

e

it

{HeH : eecH}},

H ={HeH:eg¢H}},
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i niech

—
1}

min { 1(H) : He K }, (3.33)

s
1§

min { 1(H) : H e K"}, (3.34)

Wniosek 2.5 moze by¢ teraz przepisany w nastepujacej postaci

Wniosek 3.7
Jesli e e H®, to wéweczas t (e,H’) = w oraz

t'(e,H%) = 1° - 1(H°). (3.35)
Jeéli e € E \ H°, to wéwczas t+(e,H°) = o oraz

tT(e,H°) =1 - 1(H"). (3.36)

Identyczne fakty =zachodza dla =zadania komiwojazera. Kazdy z
probleméw (3.33), (3.34) jest obliczeniowo nie mniej trudny niz
pierwotne zadanie 1 lemat powyzszy moze byc¢ uzyteczny, jesli w wyniku
rozwigzania zadania (3.31) uzysku jemy réwnoczesnie oszacowania

wielkosci 18, 1 dla e € E (patrz punkt 2.2.5).
e

W dalszej czesci tego rozdziatu pokazemy, jak, majac H®, mozna
wyznaczy¢ pewne oszacowania od dotu wartosci t"(e,H°) dla e € H® oraz
t"(e,H’) dla e € E \ H. Prezentowane podejscie jest oparte na

wykorzystaniu problemu dualnego i jest zastosowaniem techniki opisanej

w Rozdziale 2.
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3.4.2 Oszacowania tolerancji krawedzi

Oméwione w Rozdziale 2. podejscie do analizy wrazliwosci =z
uzyciem zadania dualnego wymaga skonstruowania sparametryzowane ]
rodziny relaksacji zadania pierwotnego. W przypadku zadad (3.31) i
(3.32) istnieja roézne mozliwosci wyboru relaksacji. W dalszej czesci
tego punktu stosowane beda relaksacje zwiazane z konstrukcja
najkrotszych drzew rozpinajacych grafu G oraz najkrétszych drzew

rozpinajacych uzupeitnionych.

Drzewem rozpinajacym (lub dendrytem) grafu G = (V,E,C) nazywamy

podgraf GT = (V,T), ktdéry nie zawiera obwoddéw i jest spdjny.

Zbidér drzew rozpinajacych grafu G bedziemy oznaczac¢ symbolem J.
Niech T € J i zatdézmy bez straty ogdlnosci rozwazan, ze w grafie G
stopienn wierzchotka 1 Jjest wiekszy od 1. Rozwazmy podgraf G% = (V,?)
taki, ze T = T v {e}, gdzie e Jjest dowolng krawedzia incydentna z
wierzchotkiem 1 spetniajaca warunck e ¢ T. Podgraf taki bedziemy
nazywaé drzewem rozpinajacym uzupetnionym (lub dendrytem uzupetnionym)
grafu G. Zauwazmy, ze podgraf ten zawiera doktadnie jeden obwdd
przechodzacy przez wierzchotek 1. Oznaczmy zbidr dendrytodw

uzupeinionych grafu G symbolem 5

Rozwazmy dwa zadania optymalizacji kombinatoryczne]

min 1(T) (3.37)
TeT

oraz
min 1(T). (3.38)
Te¥
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Zadanie (3.37) jest znanym zadaniem wyznaczania najkrétszego
drzewa rozpinajacego w grafie, czyli omawianym w punkcie 3.1 problem
zna jdowania bazy o minimalnej wadze w matroidzie grafowym. Zadanie
(3.38) jest réwniez znanym (patrz np. [29,30] ) problemem wyznaczania
najkrétszego drzewa rozpinajgcego uzupetnionego.

Latwo sprawdzié, zZe =zadanie (3.37) Jjest relaksacjg =zadania
(3.31), natomiast =zadanie (3.38) jest relaksacjg zadania (3.32).
Wystarczy bowiem zauwazyc¢, ze funkcje celu we wszystkich tych

zadaniach sg identyczne, natomiast H € J oraz H < 7.

Niech p € R" bedzie dowolnym wektorem nazywanym ze wzgledu na
y g

swojg role w algorytmach [12] wektorem kar. Sformutujmy =zadania
(3.31), (3.32) oraz (3.37), (3.38) dla grafu G’ = (V,E,CP), gdzie
elementy macierzy c? = (P, i,j = 1,...,n, sg tworzone w

ij
nastepujacy sposdb :

P =c +p +p.

Nastepujacy fakt jest dobrze znany (patrz np. [12])

Lemat 3.6 _
Rozwigzania H i H° pozostajg rozwigzaniami optymalnymi zadan (3.31)

i (3.32) dla dowolnego p € R".

Zauwazmy, ze analogiczny fakt nie zachodzi zwykle dla zadan (3.37)
i (3.38).

Ponizszy lemat [57] orzeka, ze w przypadku zadan (3.31) i (3.32)

réwniez wartosci tolerancji krawedzi nie sg zalezne od wartosci

wektora kar p.
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Lemat 3.7

" o

Tolerancje krawedzi t*(e,H%), t (e,H°) oraz t’(e,H ), t (e,H”) dla

e € E, pozostaja takie same dla dowclnego p € R".

Dowoéd. Ograniczymy sie jedynie do dowodu dla przypadku zadania
wyznaczania najkrotszej drogi Hamiltona; w przypadku zadania
komiwo jazera dowdd przebiega analogicznie.

Wystarczy rozwazy¢ jedynie sytuacje, gdy tolerancje krawedzi maja
wartosci skorczone. Zauwazmy, ze dla kazdego p € R wartosc
wyrazenia d(H’,H”) = 1°(H’) - 1P°(H”) nie zalezy od p dla dowolnych
H’ ,H” € H. Jesli jednak t*(e,Ho) < o albo t-(e,HO) < o, to wéwczas,
zgodnie z Lematem 3.6, dla e € H® mamy zaleznosé t*(e,HO) = d(He,Ho),
gdzie H® = arg min { 1(H) : H e ¥° }. Analogicznie, dla e e E\H®,
zachodzi t (e,H’) = d(He,Ho), gdzie H_=arg min { 1(H) : He X_}.

Niech 1P(Q) oznacza wage podzbioru Q € E w grafie G° i niech T°
oraz T beda odpowiednio rozwiazaniami optymalnymi =zadan (3.37) i

(3.38) sformutowanych dla grafu G° = (V,E,C").

Oznaczmy

Alp) = 1°(H%) - 1P(T®) (3.39)
oraz

Alp) = 1P(H°) - 1P(TP). (3.40)

Wielkosci A(p) i X(p) moga by¢ traktowane jako miary jakosci
relaksacji. Wiadomo z licznych eksperymentdéw obliczeniowych (patrz
np. [43)), Zze dla p = 0 wartosci tych wyrazen sa stosunkowo duze w
pordéwnaniu z wartoécia rozwigzania optymalnego, ale przez odpowiedni

dobdér wektora p moga by¢ bardzo istotnie zmniejszone. Wybdr

107



najlepszego p, to znaczy dajacego najmniejsza wartos¢ A(p) albo Z(p),
jest réwnowazny rozwigzaniu odpowiedniego zadania dualnego. W przy-
padku zadania znajdowania najkrdtszej drogi Hamiltona w grafie Jest to
problem dualny zwiazany z rodzing relaksacji (3.37) sparametryzowanych
wektorem ©p € R". W przypadku zadania komiwojazera problem dualny
jest zbudowany w oparciu o rodzine relaksacji (3.38) sparamertyzowang

w identyczny sposdb.

Stosujac wprowadzone wyzZej oznaczenia T oraz T° dla rozwiazan
optymalnych relaksacji (3.37) 1 (3.38), mozemy zapisa¢ zadania dualne

w nastepujacej postaci:

sup 1°(T") (3.41)
pemn
oraz
sup lp(Ep). (3.42)
peRn
Latwo zauwazyé, ze 1Py 4 lp(%p) Jjako funkcje wektora p sa
odcinkowo-liniowymi wypuktymi funkcjami w R". Typowym podejsciem do

rozwiazywania zadan (3.41) 1 (3.42) jest zastosowanie subgradientowych
algorytméw dla zadan optymalizacji nierézniczkowalnej (patrz np.
[29,30]1) 1lub monotonicznych metod optymalizacji nierdzniczkowalnej
([36]). W punkcie 3.4. zostanie opisane podejscie, ktére
wykorzystuje fakt, Zze w przypadku analizy pooptymalizacyjnej dla zadan
(3.31) 1 (3.32), ich rozwigzania optymalne s3 znane. Co wiecej, z
konstrukcji zadan dualnych wynika, 2ze dla wektoréw p, bedacych
rozwiazaniami optymalnymi 1lub suboptymalnymi =zadarn dualnych, drzewa
rozpinajace T° albo uzupelnione drzewa rozpinajace Ep sa "bliskie"

drodze Hamiltona H° albo, odpowiednio, obwodowi Hamiltona ﬁo zardéwno w
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sensie diugosci, Jjak 1 tworzacych je krawedzi. Szczegdlnym
przypadkiem jest sytuacja, gdy istnieja wektory p. i p. bedace
rozwiazaniami zadan (3.41), (3.42), a ponadto A(p-) = 0 lub A(p') = 0.

Mamy wdwczas do czynienia z zerowym odstepem dualnosci i rozwigzania
HC, ﬁo sa Jjednoczes$nie rozwigzaniami zadan (3.37), (3.38), sformuto-
wanych dla grafu G = (V,E,C”) odpowiednio przy p = p' lub p = ;..
Przypadek taki obserwuje sie stosunkowo czesto dla matych wartosci n,
natomiast sam problem czestosci wystepowania zerowego odstepu dualnog-
ci w funkcji rozmiaru =zadania dla losowo generowanych rodzin zadan

jest nadal otwarty. Zagadnienie to jest dodatkowo interesujace ze

wzgledu na Wniosek 3.11.

Zatézmy teraz, ze ™ 3 %p sg znanymi rozwiagzaniami optymalnymi
zadari (3.37), (3.38) dla pewnego p € R". Oznaczmy dla p € R" symbola-
mi t+(e,Tp) oraz t;(e,Tp) tolerancje krawedzi wzgledem najkrétsze-
go dr;ewa rozpinajacego T w grafie G" = (Vv,E,C"). W przypadku to-
lerancji krawedzi wzgledem najkrotszego drzewa rozpinajacego uzupei-
nionego %p, bedziemy stosowad¢ oznaczenia I‘(e,%p) i E;(e,%pk
W odréznieniu od podobnie zdefiniowanychp tolerancji t'(e,H%),
t (e, H") lub E4(e,ﬁ°), E_(e,ﬁo) wzgledem optymalnej drogi lub obwodu
Hamiltona, zdefiniowane wyze]j wielkosci w ogdlnym przypadku zaleza od

wektora p. Zachodza nastepujace fakty, ktére iacza wymienione wyze]
toleranc je

Lemat 3.8

Dla peR i ee (H AT') v ((ENH) n (EN T,

t' (e, H%) = t;(e,Tp) - A(p) (3.43)
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oraz

t"(e,H”) = t;(e,Tp) - ap). (3.44)

Dla peR i ee (HHnT)u ((ENH) A (ENT))

-
—
®
=5

<}
v

E;(e,¥p) - Alp) (3.45)

-
—
®
o)
v

E;(e,¥P) - a(p). (3.46)

Dowéd. Przeprowadzimy jedynie dowdd nierdwnosci (3.43), bowiem dowody
dla pozostatych nierdwnos$ci sa analogiczne. Zauwazmy, ze Jjesli
e € E\ H°, to wéwczas t'(e,H°) = w i nieréwnos¢ (3.43) oczywiscie

zachodzi. Zatdézmy wiec, ze e € H°A TP i niech

t® = min { 1°(T) : T e 7° }, (3.47)
P
gdzie I ={TeJ :eeT}.

Poste¢pujac analogicznie, Jjak w przypadku dowodu Lematu 3.7, Z%atwo

pokazac, ze
t'(e, ") = t° - 1°(1TP). (3.48)
p p

Z dowodu Lematu 3.7 wynika réwniez, ze

t*(e,H°) = 1: - 1P(H%), (3.49)
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gdzie

1; =min { 1°(H) : He X }. (3.50)

Zadanie (3.47) jest relaksacja zadania (3.50), a zatem 1; = t:.
To implikuje juz nierdéwnosé (3.43), bowiem z (3.48) i (3.49) mamy

t (e, H%) = t;(e,Tp) + 1°(TP) - 1P°) = t;(e,Tp) - Alp).

Lemat 3.8 daje mozliwo$¢ oszacowania od dotu wartosci tolerancji
krawedzi wzgledem optymalnej drogi 1lub najkrotszego cyklu Hamiltona,
jesli znane sa tolerancje krawedzi wzgledem najkrotszego drzewa rozpi-
na jacego 1 najkrotszego drzewa rozpinajgcego uzupetnionego. Wyznacza-
nie tolerancji wzgledem drzew rozpinajacych byto juz wspomniane w roz-
dziale dotyczacym analizy wrazliwosci dla optymalnej bazy matroidu,
ale wrocimy Jjeszcze do tego problemu w punkcie 3.4.3. Zauwazmy, ze
Lemat 3.8 okreéla oszacowania tolerancji Jjedynie dla tych krawedzi
grafu, ktdére sa identyczne w rozwigzaniach optymalnych (lub ich uzu-
petnieniach) dla oryginalnego zadania i jego relaksacji, to znaczy na
przyktad w przypadku problemu (3.31) dla krawedzi e € H A T° oraz
dla e € (E N\ H°) n (E \ H°). Ponadto, jakoéd oszacowania ulega pogor-
szeniu ze wzrostem A(p) 1lub E(p). Tak wiec, chociaz dowolny wektor
p moze byc¢ uzyty dla wyznaczenia oszacowan na podstawie Lematu 3.8, to
Jjest pozadane wybranie takiego p, dla ktdrego zaréwno A(p), jak i
[E°\T?| sa mozliwie mate. W przypadku, gdy mamy do czynienia z zero-
wym odstepem dualnosci i A(p') = 0, to wybierajac p = p‘, otrzymamy
oszacowania dla wszystkich krawedzi grafu. Sposdb wyboru wektora

p
Jjest dyskutowany w punkcie 3.4.4.



3.4.3 Tolerancje krawedzi wzgledem drzew rozpinajacych i drzew

rozpina jacych uzupeinionych

Wyznaczanie oszacowan dolnych tolerancji krawedzi wzgledem
najkrétszych drég lub obwodow Hamiltona zgodnie z Lematem 3.8, wymaga
zna jomosci wartosci tolerancji tych krawedzi wzgledem najkrétszych
drzew rozpinajacych 1 drzew rozpinajgcych uzupetnionych. Zagadnienie
wyznaczania tolerancji krawedzi grafu wzgledem najkrotszego drzewa
rozpinajgcego byto rozwazane w kilku pracach [11,24,76,82], a takze
zostato juz wspomniane w przyktadach przytoczonych w Rozdziale 3.2.
W dalszej czes$ci ninlejszego punktu przytoczymy podstawowe fakty
wigzace sie 2z tym zagadnieniem, a nastepnie oméwimy szczegdtowo
przypadek, gdy optymalne drzewo rozpinajace Jest jednoczesnie droga
Hamiltona. 2 sytuacja taka mamy do czynienia wowczas, gdy odstep
dualnosci jest réwny zeru.

Niech T' i %p beda odpowiednio najkrotszym drzewem rozpinajacym
i najkrétszym drzewem rozpinajacym uzupeinionym w grafie G' = (v,E,c")
dla pewnego ustalonego p € R". Problem polega na znalezieniu
t*(e,T"), t (e, T) lub t'(e,T"), t (e,T") dla wszystkich e € E. Jest
tg zagadnié;ie znacznie ;rostsze giz wyznaczanie tolerancji krawedzi
wzgledem drogi 1lub obwodu Hamiltona, a dzieje sie tak dlatego, ze
rodziny J i § sa rodzinami baz matroidéw nad E. Fakt, ze drzewa
rozpinajace sa bazami matroidu, jest dobrze znany; mamy tu bowiem do
czynienia z matroidem grafowym. Nizej, dla peinosci rozwazan, podamy
dowdd faktu, Ze roéwniez zbidr drzew rozpinajacych uzupetnionych tworzy
rodzine baz pewnego matroidu nad zbiorem E.

Niech ¥ bedzie rodzing podzbioréw E taka, ze dla zbioru F € ¥
wszystkie jego krawedzie, ktére nie sa incydentne z wierzchotkiem 1,
tworza las w G, natomiast liczba krawedzi incydentnych z wierzchotkiem

1 jest nie wieksza od dwdch.

112



Lemat 3.9

Para M = (E,¥) jest matroidem na zbiorze E 1 J jest rodzing baz
tego matroidu.
Dowéd. Zauwazmy, ze 5 € F. \MWystarczy wigc dowiesé, ze 5 spetnia
aksjomaty baz matroidu (Twierdzenie 3.1). Nalezy pokazacd, ze jes$li
T',T” sa drzewaml rozpinajacymi uzupetnionymi, to z warunku, ze
e € T'\T” wynika, 2e istnieje element u € T”\T’ taki, ze speiniona
jest zaleznosé¢ (T'u {u}) \ {e} € g. Ale to wynika natychmiast z
definicji drzew rozpinajacych uzupeinionych. Niech bowiem T’ =
(e;,e;) V] T;, T = (e:,e;) V] T:, gdzie T;, T: sa drzewami rozpina-
Jjacymi w podgrafie G1 generowanym przez zbidr wierzchotkdéw V\{1}, a
krawedzie e;, e;, ez, e; sa incydentne z wierzchotkiem 1. Jesli te-
raz wybrana krawedz e e T’\T” jest incydentna z wierzchotkiem 1, to
znaczy na przyktad e = e;, to jako krawedz u e T“\T’ wystarczy wziaé
dowolnag spos$réd krawedzi e:, eg, ktéra jest rozna od e ‘. Jesli nato-
miast e nalezy do T;, to istnienie odpowiedniej krawedzi u wynika

z faktu, ze T;, T: sa drzewami rozpinajacymi w G1' s

Z faktu, ze T i 5 sa rodzinami baz matroidéw na zbiorze E
wynika, ze do wyznaczenia tolerancji krawedzi t*(e,Tp), t7(e,T") oraz
E‘(e,%p), E_(e,Ep) dla e € E mozna zastosowacd wiiosek 3.;. Nalezy w
tsm celu oireélié zbiory cykli i przekrojéw fundamentalnych wzgledem
baz optymalnych ™ i Ep.

Niech e ¢ TF. Woéwczas cykl fundamentalny C(e,T’) wyznaczony

przez element e w bazie TP jest zbiorem krawedzi tworzacych jedyny

obwéd w grafie (V,TPu{e}). Wprowadzmy oznaczenie

Ule) = Cle,TP) \ {e}.
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Niech dla e e T,
Wie) = { weE\T' : e e Clw,T") }.

Zbidér W(e)u{e} jest przekrojem grafu G, a rodzina (W(e), e € TF) jest

rodzing przekrojéw fundamentalnych wzgledem bazy T w matroidzie
(E, 7).

postaci

Wniosek 3.3 moze by¢ wiec teraz przepisany W nastgpujacej

Wniosek 3.8

Jesli e € Tp, to t_(e,Tp) = w oraz
P
t+(e,Tp) = min{ cP(w) : w e Wie) } - cPle). (3.51)
P
Jesli e € E\Tp, to t+(e,Tp) = o oraz
P

t;(e,Tp) = cP(e) - max{ c"(u) : u e Ule) }. {3.52)

W podobny sposéb na podstawie Wniosku 3.3 moga by¢ liczone

tolerancje krawedzi grafu wzgledem najkrotszego drzewa rozpinajacego
uzupeinionego T,

Niech %p = T1 v {(1,k),(1,1)}, gdzie T1 jest drzewem rozpinajacym

w grafie GT = (V\(l),El,Cp), otrzymanym z grafu ¢® = (V,E,CP)

poprzez usuniecle wierzchotka 1 oraz wszystkich incydentnych z nim

krawedzi, to znaczy E1 ={ e ekE krawedz e nie jest incydentna z

wierzchotkiem 1 }.



Rozwazmy krawedz e ¢ ¥p. Jedli e € E, to wéwczas cykl funda-
1 y

mentalny wyznaczony przez element e w bazie T’ matroidu M = (E,7)
jest Jjedynym obwodem grafu (V,Epu(e),cp). Oznaczmy 2zbidér réznych od e
krawedzi tego obwodu symbolem Ul(e,Ep). Jegli natomiast e ¢ Ep oraz
e ¢ El, to znaczy e € E;, gdzie E; = (E\El)\((l,k),(l,l)), to wéwczas
cykl fundamentalny wyznaczony przez element e sktada sig z trzech ele-
mentéw : krawedzi e, (1,k) oraz (1,1).

Rozwazmy teraz krawedz e € ?p‘ Jegli e € E, to przekréj
fundamentalny wyznaczony przez element e dla bazy TP Jjest zbiorem
réznych od e krawedzi grafu, tworzacych w G1 przekrdéj wyznaczony
przez drzewo rozpinajace T1 1 krawedz e; tgki zbidér krawedzi oz-
naczymy symbolem Wl(e,Tp). Jeéli natomiast e € T 1 e ¢ El, to
znaczy e jest jedna z krawedzi (1,k) albo (1,1), to wowczas przekrdj

fundamentalny wyznaczony przez krawedz e 1 baze TP jest réwny

zbiorowi E;.

Powyzsze rozwazania pozwalajg teraz przeformutowac¢ Wniosek 3.3 w

nastepujacej postaci

Wniosek 3.9

Jesli e € Tl, to t (e, T’) = w oraz
I+(e,¥p) = min { P(w) : we Wl(e,Ep) y - cPle). (3.53)
P
Jesli e € El\Tl, to ;*(e,}p) = @ oraz
P

?;(e,¥p) = cPle) - max { Pu) : u e Ul(e,¥p) }. (3.54)



Jesli e e E/ = (ENEN{(1,k),(1,1)}, to t;(e,Tp) = » oraz

t (e, ™) = cPle) - max { c(1,k), c(1,1) }. (3.55)
P

Ponadto,

;;((1,k),¥p) E;((l,l),¥p) = o oraz

£(1,K), T = P((1,k)) - min { cPle) ; e e E ), (3.56)
P

E;((l,l),¥p) (1, 1)) = min { Fle) ; e e E] }, (3.57)

Wnioski 3.8 i 3.9 podajg sposob wyznaczenia wszystkich tolerancji
krawedzi wzgledem najkréotszego drzewa rozpinajacego i drzewa
rozpinajacego uzupeinionego. W dalszym ciagu skoncentrujemy sie na
przypadku drzew rozpinajacych, poniewaz rozwazania dla drzew
rozpinajacych wuzupeinionych sa analogiczne, natomiast notacja jest
bardziej skomplikowana.

Latwo =zauwazy¢, ze algorytm wyznaczania wszystkich tolerancji
t;(e,Tp), t;(e,Tp), e € E, oparty na bezposérednim wykorzystaniu
zaleznosci  (3.51) i (3.52) ma =ztozono$¢ obliczeniowa O(mn).
Konstrukcja macierzy fundamentalnej (a co za tym idzie wyznaczenie
Zbioréw  W(e) oraz U(e) dla wszystkich e € E ) wymaga bowien,
zgodnie 2z rozwazaniami z punktu 3.2.3, O(mn) operacji i moze by¢
dokonana na przyktad poprzez powtérzenie dla kazdej z m-n+1 Kkrawedzi
nie nalezacych do TP konstrukcji obwodu fundamentalnego w grafie Gp,
co wymaga 0(n) operacji. Majac macierz fundamentalna, mozna wyznaczyc
wszystkie tolerancje krawedzi zgodnie =z wzorami (3.51), (3.52)

dokonujac O(mn) pordéwnan.
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Stosujac odpowiednie struktury danych mozna w istotny sposoéb
zmnie jszy¢ ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu wyznaczania na podstawie
Wniosku 3.8 tolerancji krawedzi wzgledem najkrétszego drzewa
rozpinajacego w grafie. Najnizsza znang ztozonos$¢ obliczeniowa ma
pode jécie zaproponowane w [82], pozwalajace na obliczenie wszystkich
tolerancji krawedzi w czasie O(m «a(m,n)) przy naktadzie pamieci O(m),
gdzie oal(m,n) oznacza funkcje odwrotna do funkcji Ackermana (patrz
[80,81]). Funkcja ta rosnie bardzo wolno ze wzrostem m oraz n i w
zwiazku z tym ztozonos¢ algorytmu Jest niemal liniowa wzgledem m.
Jednakze skomplikowane struktury danych powoduja, ze algorytm ten,
wymaga jacy konstrukcji grafu pomocniczego nazywanego transmuterem
(patrz punkt 3.5 ), nie Jjest atrakcyjny Jjako praktyczna procedura
wyznaczania tolerancji krawedzi.

W [24) zaproponowano prostsze struktury danych pozwalajace na
wyznaczenie tolerancji wszystkich krawedzi wzgledem najkrétszego
drzewa rozpinajacego w czasie O(m log n) i z naktadem pamieci O(m).

Inne algorytmy dla tego samego problemu sa podane w {76]. Jeden z

nich ma naktad obliczen i pamieci O(nz), drugi wymaga O(mn) obliczer i

O(m) pamieci.

W dalszym ciagu zatrzymamy sie Jjeszcze nad szczegdlnym
przypadkiem wyznaczania tolerancji krawedzi wzgledem najkrotszego
drzewa rozpinajacego, ktdére jest jednoczes$nie droga Hamiltona. 2 taka
sytuacja mamy do czynienia wdéwczas, gdy istnieje wektor Kkar p', dla
ktérego odstep dualnosci A(p‘) jest réwny zeru. Interesujace jest,
2e w takim przypadku mozna skonstruowac¢ [57] algorytm o ztoZonosci
O(m) dla wyznaczania wszystkich tolerancji dolnych wzgledem
najkréotszego drzewa rozpinajacego grafu. Nie wiadomo natomiast, czy
istnieje w tym szczegdlnym przypadku algorytm o ziozonosci 0O(m) dla

wyznaczania wszystkich tolerancji dolnych.
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Idea algorytmu o liniowej ztozonosci obliczeniowej dla
wyznaczania tolerancji dolnych wzgledem najkrétszego drzewa roz-
pina jacego, bedacego jednoczesnie droga Hamiltona, jest oparta na
wykorzystaniu struktury danych nazywanej kopcem symetrycznym {(ang.
symmetric heap). Definicja tej struktury jest nastepujaca:

Niech U = (ul,...,uk) bedzie k-elementowym zbiorem liczb rze-

czywistych. Kopiec symetryczny SH(U) jest drzewem binarnym zorien-

towanym majacym jeden wierzchotek v(u) dla kazdego wu € U. Jesli
u = uJ, to w SH(U) 1istnieje droga z wierzchotka v(u)) do wierz-
chotka v(ui). Ponadto, Jjesli i < J, to wodwczas v(ui) nalezy do
lewego poddrzewa wierzchotka v(uj); W przeciwnym przypadku v(uQ

nalezy do prawego poddrzewa wierzchotka v(uj%
Kopiec symetryczny dla zbioru k-elementowego mozna skonstruowaé¢ w
O(k) krokach [1,40].

Rozwazmy teraz dwa elementy u'l oraz u_ zbioru U, gdzie 1 < j.
Zatdézmy, ze chcemy znalezé element u(i,j)JE U taki, ze ul(i,j) =
max{ u i =1=j}. 2Z definicji SH(U) natychmiast wynika, 2e ele-
ment u(i,j) jest przyporzadkowany wierzchotkowi kopca, bedacemu naj-
blizszym wspdlnym przodkiem wierzchotkdw v(ui) i v(u)). Jak poka-
zano W [28], dla k-elementowego kopca symetrycznego, o;eracje zna jdo-
wania najblizszgo wspélnego przodka dwéch wierzchotkdéw mozna wykonac w
czasie statym O0(1), jesli uprzednio przeprowadzono obliczenia wstepne
wymagajace O(k) operacji. Fakt ten jest podstawa liniowego algoryt-
mu wyznaczania tolerancji dolnych dla drzewa rozpinajacego, ktdére jest
droga.

Rozwazmy bowiem wyrazenie (3.52). Dla obliczenia pojedynczej
tolerancji dolnej th(e,Tp) dla danego e € ExTP nalezy znalezé mini-
malna wage krawedzi Ze zbioru Uf(e). Zatdézmy, ze TP jest jednocze-
énie droga Hamiltona i ponumerujmy wierzchoitki grafu w taki sposéb, ze
™ = {(1,2),(2,3), ...,(n-1,n)}. Rozwazmy dowolna krawedz e e E\T";

dla wustalenia uwagi niech to bedzie krawedZz (k,1). Zauwazmy teraz,



ze przy przyjetej numeracji wierzchotkdéw mamy: k e {1,...,n-2},
1 € {k+2,...,n} oraz U(k,1) = { (i,i+1) : k =i = 1-1}. Zbudujmy ko-
piec symetryczny dla zbioru U = { cP(i,i+1) : i=1,...,n-1}. Latwo

teraz zauwazyc¢, ze znalezienie wartosci
max{ cF(u): u e U((k,1)) }

jest rdéwnowazne wyznaczeniu najblizszego wspdlngo przodka dla wierz-
chotkéw v((k,k+1)) oraz v((1-1,1) w kopcu SH{U). Kazda taka ope-
racje mozna wykonac¢ w czasie statym O(1), jesli przeprowadzono wstep-
ne obliczenia wymagajace O(n) operacji. Zatem wyznaczenie wszystkich
m tolerancji dolnych moze by¢ wykonane w czasie O(m).

Jak juz wspomniano wyzej, problem istnienia dla tego szczegdlnego
przypadku algorytmu o =zYozonos$ci O(m) dla wyznaczania tolerancji

gérnych krawedzi grafu jest nadal otwarty.

Rozwazania tego punktu zakonczymy pokazaniem pewnych wlrasciwosci
tolerancji krawgdzi wzgledem drzew rozpinajacych, ktdore pozwalajg na
wzmocnienie oszacowan podanych w Lemacie 3.8. Wlasciwosci te sa
bezposrednim wnioskiem 2z Twierdzenia 3.6 1 wynikaja natychmiast =z

faktu, ze TP oraz T° sa bazanmi odpowiednich matroidéw.

Wniosek 3.10
Niech TP bedzie najkrétszym drzewem rozpinajacym w grafie
' = (V,E,C") i niech T oznacza dowolne drzewo rozpinajace w tym

grafie. Woéwczas

1°(T) - 1°(1") = Z t (e, T?) (3.58)
P

eeT\T"
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oraz

(M - 17 2 ) e, ™). (3.59)
P
eeTP\T
Podobnie, niech Ep bgdzie najkrotszym drzewem rozpinajgcym

uzupeinionym w G’ i niech T oznacza dowolne drzewo rozpinajace

uzupeinione w tym grafie. Wdwczas

1°(T) - 1°(T°) = ) t (e, T?) (3.60)
P
ee™\T°
oraz
1P(T) - 1P(1P) = ) e, M), (3.61)
D
ee%p\¥
| |

Powyzsze fakty sa wykorzystywane w dowodzie Twierdzenia 3.7,
ktdére daje mozliwo$é wzmocnienia oszacowar tolerancji z Lematu 3.8 w

przypadku, gdy dla danego wektora kar p odstep dualnosci A(p) jest

réwny zeru.

Twierdzenie 3.7

Jesli A(p) = 0 oraz H® = TP, to wowczas dla e ¢ E:

t" (e,H%) = t;(e,Tp) + min { t;(u,Tp) cu e H\{e} } (3.62)

oraz

120



t (e, H") = t;(e,Tp) + min { t;(u,Tp) cu e (ENH°)\{e)} }. (3.63)

Podobnie, jes$li A(p) = 0 oraz H® = ¥p, to wéwczas dla e € E:

e ") = t7(e, ") + min { (U, ™) ¢ u e HN\{e} } (3.64)
p

oraz

t7 (e, H°) = t;(e,¥p) +min { (U, T) : ue (ENHON\{e} ). (3.65)
P

Dowdd. Udowodnimy jedynie prawdziwoé¢ nierdéwnosci (3.62); dla

pozostatych nierdéwnosci dowody sa analogiczne.

Jesli t‘(e,Ho) < o, to wowczas zgodnie z Lematem 3.6, t‘(e,Ho) =
1°(H%) - 1P(H°), gdzie H® = arg min { 1°(H) : H e K°). Jak %atwo
zauwazyc, |[H\H®| = 2. Istnieje wiec krawedz u € H® taka, ze u # e.
Poniewaz H® i H® sa drzewami rozpinajacymi oraz e € }f\He, zatem z

(3.59) mamy t'(e,H°) = 1P(H%) - 1P(H°) 2 t7 (e, T") + t"(u,T%).
p p

Ponizsze twilerdzenie roéwniez wykorzystuje Wniosek 3.10 i dotyczy
sytuacji, gdy optymalna droga Hamiltona nie pokrywa sie z najkrétszym
drzewem rozpinajacym, albo gdy najkrotszy obwéd Hamiltona nie pokrywa
sie z najkrotszym drzewem rozpinajacym uzupeinionym. W takich przy-
padkach Lemat 3.8 nie dawat 2zadnych oszacowan tolerancji krawedzi
wzgledem drég 1 obwoddéw Hamiltona dla tych krawedzi grafu, ktére nie
nalezaty zardéwno do rozwigzan optymalnych oryginalnego zadania 1 jego
relaksacji, albo jednoczes$nie do uzupeinien tych rozwiazan. Ponizsze
twierdzenie podaje takie oszacowania, aczkolwiek przy duZych wartos-

ciach A(p) lub X(p) moga one byc¢ bardzo stabe lub wrecz trywialne.
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Twierdzenie 3.8
Jesli H® 2 Tp, to wéwczas dla e e HO\T":

t*(e,H%) = min { t7(u,T") : u e (ENTP)\{e} } - A(p) (3.66)
P

oraz dla e e TR\H°

t (e,H”) = min { t;(u,Tp) cu e TR{e} )} - alp). (3.67)

Podobnie, jesli ﬁo * Ep, to wéwczas dla e € HO\EP

t'(e,H°) = min { E;(u,¥P) Cue (ENTPIN(e) } - &(p), (3.68)

oraz dla e € ?p\ﬁo

t7(e,H°) = min { E;(u,¥P) S ue T™{e} } - alp). (3.69)

Dowdd. Rozwazmy Kkrawedz e € Ho\TP. Jesli t’(e,Ho) < w, to wowczas
t'(e,H®) = 1°(H%) - 1P(H°) i ponadto istnieje drzewo rozpinajace T°

ktére jest drugim elementem w zbiorze drzew rozpinajacych nie zawiera-
Jjacych krawedzi e i uporzadkowanych wediug nierosnacej dirugosci.

. . 7 . . e . . . . N .
Poniewaz réwniez H  jest drzewem rozpinajacym nie zawierajacym krawe-

dzi e, zatem zachodzi nieréwnosd lp(TZ) =< 1°(H%). stad wynika, ze
tle,H) = 171 - 1) = 1) - 1Pt - atw) - Pty =
lp(T:) - 1P(1") - A(p). Zauwazmy, ze zbidr Tez\Tp musi zawierac pewng

krawedZz u € (ENTP) N {e}, a zatem na podstawie (3.58) mamy nierdéwnosc
lp(T:) - 1%1h) = t (e, T’), co dowodzi zaleznodci (3.66). Dowody po-
p

zostatych nierdéwnosci sa analogiczne.
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3.4.4 Wybdér wektora kar

Jak juz wspomniano w punkcie 3.4.2, do wyznaczania tolerancji
krawedzi wzgledem H® albo ﬁo potrzebny jest wybdr wektora p, dla
ktérego zaréwno wartoéci A(p), Jjak i |H\TP| (a w przypadku zadania
komiwojazera wartosci Z(p) oraz IEO\EPI) sa mozliwie mate. Dla
ustalenia uwagi skoncentrujmy sie na zadaniu wyznaczania najkrotszej
drogi Hamiltona. Jesli odstep dualnosci jest roéwny zeru, to wdwczas
odpowiedni wektor p moze byé¢ znaleziony jako rozwigzanie rdéwnania

A(p) = 0. (3.70)

Ponadto, jako rozwiazanie " moze by¢ w tym przypadku wzieta
droga H®° i oczywidcie |TP\H°| = 0. Jeéli natomiast A > O, to stoimy
przed problemem wyboru najlepszego wektora kar ze wzgledu na dwa
kryteria : minimalizacje A(p) oraz minimalizacje iTp\HOI. W tym
przypadku strategie postepowania moga byc¢ rézne. Jedna z mozliwosci
polega na uporzadkowaniu kryteridéw i poszukiwaniu najpierw minimum ze
wzgledu na wartosé¢ A(p), a nastepnie ze wzgledu na wartosd I TP\H"| .
Zaréwno w przypadku zerowego, jak 1 nlezerowego odstepu dualnosci,
potrzebna jest metoda rozwigzywania w sposéb dokiadny lub przyblizZony
réwnania (3.70).

Typowym podejéciem do rozwigzywania réwnania (3.70) jest
wykorzystanie wtasciwosci funkcji Alp). Latwo bowiem dowies$d, ze
A(p) Jjest wypukia odcinkowo-liniowa funkcja na R, a zatem moze tu
by¢ zastosowana jedna z metod optymalizacjl nierdzniczkowalnej ( patrz
np. [36] ). W dalszej czes$ci tego punktu omdéwimy podejscie, ktdre
wykorzystuje fakt, 2e jesli réwnanie (3.70) ma rozwiazanie p', to
wéwczas znana droga optymalna H° Jjest rdéwnoczesnie rozwiazaniem opty-

malnym zadania (3.37) dla tego wtasnie wektora kar p(
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Wprowadzmy nastepujace oznaczenie

n n .
Pe = {peR : P, * P, " P T Py z c(k,k+1) -~ c(i, j)

dla (i,j) € E, i =1,...,n-2, j = 1+2,...,n

k

i,...,j-1 . (3.71)

Twierdzenie 3.9

Zatézmy, ze H°

101,2),(2,3),...,(n-1,n)} jest najkrétsza drogg
Hamiltona w grafie GP = (V,E,Cp)‘ Wowczas A(p) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy p € PC'

Dowéd. Réwnos¢ A(p) = O zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy H® Jjest
réowniez najkrotszym drzewem rozpinajacym w grafie GP. Ma to miejsce
wowczas, gdy spetnione sg warunki konieczne i dostateczne optymalnosci
H® dla zadania (3.37). Warunki te wynikaja z Lematu 3.3 (ii) i w
przypadku matroidu M = (E,J) oraz Jjego bazy H° maja postac
nastepujaca : H° jest najkrdotszym drzewem rozpinajacym w grafie

GP = (V,E,C") wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego e e E\H° zachodza

nierdwnosci

cPle) = cP(u)  dla u e Ule). (3.72)
Przy przyjetej numeracji wierzchotkdéw, dla ktérej i =
{(1,2),(2,3),...,(n-1,n)}, mamy nastepujace fakty : e e E\H® wtedy i
tylko wtedy, gdy e = (i,j), przy czym i = 1,...,n-2, Jj=i+2,...,n.
Ponadto wdéwczas U(e) = {(k,k+1) € E : i = k = j-1}. Podstawiajac te
wyrazenia do (3.72) i1 uwzgledniajac, ze cp(i,j) = c¢(i,j) + pi + py
otrzymujemy (3.71). .
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Uktad nierdwnosci (3.71) definiuje wielos$cienny zbidr wypukiy w R".

Liczba S(G) tych nierdwnosci jest rzedu O(mn).

Je$li G = K (to znaczy G jest grafem peinym o n wierzchotkach),
n

to wéweczas (571

S(G) = %(21( - 1) [k(2k + 1) - 3] dla n =2k, k=1,2,
oraz
S(G)=§k[(k+1)(2k+1)—3] dla n=2k+1, k=1,2,

Jesli PC # @, to wowczas jako wektor kar moze by¢ wybrany dowolny
element zbioru PC’ chociaz rézne wektory moga dawa¢ rézne wartosci
cszacowan tolerancji krawedzi na podstawie Lematu 3.8. Jesli

natomiast PC = @, to oznacza to, ze 1istnieje dodatni odstep

dualnosci.

Jest interesujacym otwartym problemem, Jjak czgsto zdarza sie sytu-
acja zerowego odstepu dualnos$ci dla pary zadan (3.31), (3.37). Prak-
tyczne dod$wiadczenia pokazuja, ze z takim przypadkiem mamy stosunkowo
czesto do czynienia dla losowo generowanych zadan o niewielkich roz-
miarach. Mozna sie roéwniez spodziewad, ze wraz ze wzrostem rozmiaru
zadan bedzie to zjawisko coraz rzadsze. W literaturze brak jednak
doniesien na temat empirycznych albo teoretycznych badan na ten temat.
Problem jest dodatkowo interesujacy ze wzgledu na ponizszy wniosek

[S7], wynikajacy bezposrednio z Twierdzenia 3.9.
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Wniosek 3.11
Jesli dla danego grafu G =(V,E)} odstep dualnos$ci jest rdéwny zeru, to

wowczas optymalno$é danej drogi Hamiltona mozna sprawdzié¢ w czasie

wielomianowym.

Dowod. Jesli dla danego grafu wazonego odstep dualnos$ci jest réwny
zeru, to stwierdzenie, czy droga Hamiltona H jest optymalna, moze byc
dokonane poprzez ponumerowanie wierzchotkéw grafu w takil sposob, ze

H = {(1,2),(2,3),...,(n-1,n)}, a nastepnie zbadanie czy PC o,
Wymaga stwierdzenia niesprzecznosci wielomianowe)j liczby nierdéwnosci
liniowych (3.71), co moze byc¢ zrobione w czasie wielomianowym poprzez
rozwiazanie zadania programowania liniowego 2z uktadem ograniczen

(3.71) (patrz np. (73]).

Podobne fakty (dowody sa analogiczne jak w omawianym przypadku

drég Hamiltona) zachodza dla zadania komiwojazera. Niech

EC=(pe[Rn~
pk - p2 = ¢c(1,2) - c(1,k) dla k =3,...,n-1, (1,k)eE,

P~ P =2 c(1,n) - c(1,k) dla k = 3,...,n-1, (k,n)eE,
n
P,*P, " P, TP, z c(k,k+1) - c(i,j)

dla (i,j) e E, 1 =2,...,n-2,
j=1i+2,...,n, k =1, ,J-1 h.
Twierdzenie 3.10
Zatézmy, zZe 1 = {(1,2),(2,3),...,{n-1,n),(n,1)} Jjest najkrdtszym
obwodem Hamiltona w grafie G = (V,E,C’). Na to, by obwdd H° byt

rowniez najkrétszym drzewem rozpinajacym uzupetnionym w tym grafie i
by zachodzita zaleznos¢ A(p) = 0, potrzeba i wystarcza, aby p € PC'
[ ]
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Twierdzenia 3.9 i 3.10 dajg sposéb wybrania wektora kar w
przypadku, gdy odstep dualnosci jest réwny zeru, poprzez znalezienie

rozwiazania dopuszczalnego uktadu nieréwnosci definiujacych P_ albo

— Cc
PC. Moze to byc¢ dokonane na przyktad w wyniku rozwigzania zadania
programowania liniowego
. T
min { ap: pe PC } (3.73)
albo
. T S
min { ap: peP_ }. (3.74)

W powyzszych zadaniach wektor a w funkcji celu moze byc wybie-
rany w rézny sposéb. W eksperymentach obliczeniowych w {57] przyjmo-
wano. zwykle wektor a = (1,...,1)T. W zasadzie, do znalezienia wektora
kar p, wystarczy jedynie przeprowadzenie obliczen dla pierwszej fazy
algorytmu simplex. Liczba ograniczen w omawianych zadaniach progra-
mowania liniowego szybko rosnie wraz z liczba wierzchoitkoéw 1 krawedzi
grafu i dlatego w [57] stosowano specjalizowang wersje zredukowanej
metody simplex dla probleméw dualnych do zadan (3.73), (3.74).

Okazuje sie, ze réwniez w przypadku nilezerowego odstepu
dualnoéci, rozwigzania uzyskiwane po zakonczeniu pierwszej fazy
algorytmu simplex dla probleméw (3.73), (3.74) moga byc¢ uzyte jako
wektory Kkar. Odpowiada ja one bowiem wektorom p dajacym minimalna
wartosé przekroczenia ograniczen definiujacych zbiory PC i EC'

Praktyczne dos$wiadczenia pokazuja [57), 2e czas zuzywany na
wyznaczanie wektora kar jest dominujacy w procedurze znajdowania tole-
rancji krawedzi opisywana metoda. Interesujaca obserwacja jest row-
niez to, Ze w przeliczonych przyktadach wyznaczone oszacowania dolne

tolerancji okazywaty sie stosunkowo duze w pordwnaniu z wagami krawe-

dzi grafu.
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Tabela 3.1

Waga

41.
50.
80.
67.
86.
58.
60.
37.
36.
14.
40.
28.
50.
41.
69.
39.
28.
34.
31.
53.
53.
83.
53.
42.
28.
41.
64.
101.
74.
63.
22.
36.
74.
50.
40.
40.
78.
61.
53.
39.
24.
22.
30.
41.
11.

[e]¢]
00
00
00
00
00
00
[e]¢]
00
00
00
00
00
00
00
00
00
[e]¢]
00
00
00
00
00

00
00
00
00
[e]¢]
00
00
[e]¢]
[e]¢]
00
00
00
00
[elo]
00
00
00
00
00
00
00

Oszacowania tolerancji krawedzi

Tolerancja gdrna

7.00

o
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INF
INF
INF
INF
INF
INF
INF
00

Tolerancja dolna

INF
0.00
27.00
18.00
33.00
12.00
7.00
0.00
INF
INF
.00
0.00

«©

6.00
27.00
13.00

3.00

INF

1.00
15.00
16.00
39.00
25.00
15.00

INF

9.00

24.00
54.00
43.00
33.00

INF

0.00
31.00
23.00
14.00

INF
31.00
30.00
23.00
INF
1.00
0.00
INF
12.00
INF




Przyklad 3.6

Dany jest graf G = K10 (graf peiny o 10 wierzchotkach); wagi
krawedzl sa podane w Tabeli 3.1. Rozwigzaniem optymalnym dla
zadania wyznaczania najkrétszego obwodu Hamiltona w tym grafie jest
H° = {(1,2),(2,3),...,(9,10),(10,1)} i 1(H°) = 259. Chcemy wyznaczyc¢
oszacowala tolerancji krawedzi wzgledem obwodu ﬁo, stosujac opisane w
tym rozdziale podejscie. Rozwiazujac zadanie znajdowania najkroétszego
drzewa rozpinajacego uzupeinionego w tym grafie, otrzymujemy jako
drzewo optymalne T = {(1,10),(10,9),(10,7),(10,2),(2,3),(2,5),(5,6),
(5,4),(9,8)} i 1(?) = 219. W wyniku rozwiazania zadania (3.37) z
a = (1,1,...‘1)T otrzymujemy wektor kar p = (0,5,3,0,4,0,7,0,16,17)T i
E(p) = 0. Obwodd ﬁo Jjest wiec réwniez najkrotszym drzewem rozpina jacym
uzupeinionym w grafie GP. Pozwala to na wyznaczenie oszacowan
tolerancji krawedzi grafu wzgledem obwodu Hamiltona ﬁo na podstawie
Lematu 3.3 poprzez policzenie tolerancji krawedzi wzgledem ?p = ﬁo W
grafie GP. Wartosci tych oszacowarn podane sg w Tabeli 3.1. Symbol

INF oznacza nieskoriczona wartos$é¢ tolerancji.

3.4.5 Uzycie tolerancji krawedzi ] innych zadaniach analizy

wrazliwosci zwiazanych z drogami i obwodami Hamiltona

W poprzednich punktach tego podrozdziatu przedstawiono podejscie
do wyznaczania oszacowan dolnych dla tolerancji krawgdzi wzgledem
najkrotszych drég 1 obwodéw Hamiltona w grafach symetrycznych.
Oszacowania te byty konstruowane poprzez wykorzystanie wynikéw analizy

wrazliwosci dla drzew rozpinajacych i drzew rozpinajacych
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uzupetnionych w odpowiednio zmodyfikowanych grafach. Dzieki temu
mozliwe jest skorzystanie z wynikéw dowiedzionych w podrozdziale 3.1 i
uzycie tak wyznaczonych tolerancji krawedzi do badania w pewnym
ograniczonym zakresie dopuszczalnych jednoczesnych zmian wielu
krawedzi grafu. Zanim jednak przejdziemy do tych zagadnien, pokazemy,
W jaki sposéb wyznaczone tolerancje krawedzi mozna wykorzystaé (patrz
[S6]) w zadaniach analizy pooptymalizacyjnej, polegajacych na badaniu
skutkdéw wprowadzania dodatkowych ograniczeri dotyczacych =zawierania

albo niezawierania wskazanych podzbioréw krawedzi w rozwigzaniu

optymalnym.

Rozwazmy nastepujacy problem. Dany jest graf G = (V,E,C) i
najkrétsza droga Hamiltona H° ( albo najkrotszy obwdd Hamiltona ﬁo )
w tym grafie. Chcemy zbadaé¢ skutki wprowadzenia dodatkowych warunkoéw
o nastepujacej postaci (sformutujemy je dla Ho; podobnie mozna
postawié takie zadania dla ﬁo)

(i) Majac B i dany zbidér krawedzi D ¢ y° chcemy ocenié, na ile w
stosunku do H° pogorszy sie najkrotsza droga Hamiltona w G, jesli

zadna z krawedzi nalezacych do D nie bedzie moglta znalezé sie w te]

drodze.

{ii) Majac H° i dany podzbiér krawedzi A € E\H® chcemy ocenié o ile
pogorszy sie w stosunku do H° najkréotsza droga Hamiltona, Jjesli bedzie
ona musiata zawiera¢ wszystkie krawedzie nalezace do zbioru A.
(Zauwazmy, ze pytanie to warto stawia¢ w przypadku, gdy podgraf

(V,A,C) nie zawiera drogi %taczacej wierzchotki 1 oraz n.)

OdpowiedZz na kazde =z powyzszych pytan wymaga rozwigzania

pomocniczego zadania optymalizacyjnego o nastepujacej postaci
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1°(1%)

min { 1(H) : He X, HAD = @ } (3.75)

albo

lA(H°) min { 1(H) : He H, A CH }. (3.76)

Niech In(ﬁo) i Ik(ﬁo) oznaczaja podobnie zdefiniowane wielkosci w

przypadku zadania komiwojazera, tzn.

1°(H°) = min { 1(H) : He X, HAD = & }, (3.77)

1 (H°) =min { 1(H) : He X, A< H }. (3.78)

Zauwazmy, ze rozwazanie zadania (3.78) ma sens jedynie wtedy, gdy

podgraf (V,A,C) nie zawiera obwodéw.

Zadania powyzsze sa w ogdélnym przypadku trudne 1 taka analiza

pooptymalizacyjna moze by¢ obliczeniowo bardzo ztozona,

szczegdlnie
wowczas, gdy chcemy rozwazadé¢ liczne podzbiory D i A. Jesli jednak
dysponujemy oszacowaniami tolereancji krawedzi uzyskanymi w sposdb
opisany w poprzednich punktach, to wdwczas wyznaczenie oszacowan
wartosci optymalnych =zadan (3.75) - (3.78) Jjest bardzo tatwe dla

dowolnych podzbioréw D, A. Nalezy jednak braé¢ pod uwage, 2ze moga to

by¢ oszacowania stosunkowo niedoktadne, jak pokazuje przytoczony nizej

przyktad.
Bedziemy chcieli wyznaczy¢ oszacowania dolne nastepujacych
wielko$ci dla danego rozwiazania g .
& = 1w - 1w, (3.79)
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d =1 (H°) - 1(H") (3.80)
A A

. i s,k . N o . . PR
oraz ich odpowiedniki dla rozwigzania H zadania komiwojazera

Q.
It

1°(H°) - 1(H%), (3.81)

[oR
]
—
T
|

—
T
°

. (3.82)
A A

Zauwazmy, ze Jjesli zbiory D albo A =zawieraja dokiadnie jedna
krawedz, woéwczas zdefiniowane wyzej wielkosci dD, d oraz dD, d sa na
mocy Wniosku 3.7 rdéwne odpowiednio tolerancjom gdérnym i dolnym te]

krawedzi wzgledem rozwigzania optymalnego H® albo H°

Wyznaczanie oszacowan dolnych dla tak =zdefiniowanych wielkosci

opiera sie na nastepujacym twierdzeniu :

Twierdzenie 3.11

Niech dla p € R”, T° bedzie na jkrotszym drzewem rozpinajacym w

grafie GP = (V,E,Cp), a t*(e,Tp), t (e, "), e € E, oznaczaja
p P
tolerancje krawegdzi grafu wzgledem TP. Wéwczas dla D € H° oraz dla

A € E\H® zachodza nastepujace zaleznosci

a® = Z t" (e, T?) - Alp), (3.83)
P
eeT’AD
> - p —_—
d, = Z t (e, TV) - alp). (3.84)
ee (ENTP)nA
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Podobnie, niech ?p bedzie najkréotszym drzewem rozpinajacym

uzupetnionym w grafie cP = (v,E,CP) i niech I;(e,Ep), t;(e,TpL

e € E, oznaczajg tolerancje krawedzi grafu wzgledem TP, Woéwczas dla
D < ﬁo oraz A £ E\H° zachodza nastepujace zaleznosci
= ¥ t'e, ™) - A(p), (3.85)
p
eeTPAD
_ - - _
= - . .8
d, = Z t (e,T) - Alp) (3.86)
e (ENTP)nA

Dowéd. Udowodnimy jedynie prawdziwosé nierdwnosci (3.83); dowody dla
pozostatych nierdwnoséci sag analogiczne.
Zatézmy, ze zadanie (3.75) ma rozwigzanie optymalne HD; zauwazmy, ze

gdyby takie rozwigzanie nie istniato, woéwczas zgodnie z przyjeta

konwencja mielibysmy 1H) = o i nierdwnos¢ (3.83) bytaby
oczywiscie spetniona. Droga Hamiltona HD jest rdwniez drzewem
rozpinajacym w grafie GF = (V,E,C"), a poniewaz nie zawiera krawedzi

nalezacych do zbioru DnTp, zatem z faktu, ze HD i 1" sg bazami

matroidu grafu GP i na mocy Wniosku 3.3, mamy zaleznosdé

Pa’) - P 2§t ). (3.87)
P
eeTPnD
Zauwazmy, ze 17(TF) = 1P(H°) - A(p), a ponadto réznica diugosci dwéch

dowolnych drég Hamiltona o tych samych poczatkach i1 koricach nie zalezy

od p. Mamy wiec d° = 1°(H%) - 1(H®) = 1(H") - 1(H®) = 1P(HD) - 1P(H%)=
= 1P - 1P(1Y) -alp) = Z t;(e,Tp) -A(p). .

ceT?nD
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. . : : P D
PowyZsze twierdzenie pozwala na oszacowanie wartosci d-, dA oraz

ED, EA dla dowolnego wektora kar p. Podobnie jednak, jak w przypadku

oszacowan tolerancji krawedzi, pozadany jest dobdér takiego p, dla
ktérego wartosci |H\TP ], jak i A(p), sa mozliwie mate. Jed$li nato-
miast dysponujemy juz tolerancjami krawedzi, to wdéwczas wyznaczanie
oszacowan dD, dA dla dowolnych podzbioréw D, A jest bardzo tanie
obliczeniowo. Nalezy sie jednak spodziewac¢, ze oszacowania uzyskiwane

tak matym kosztem moga by¢ niedoktadne.

Przykitad 3.7

Rozwazmy graf z Przyktadu 3.6. Tabela 3.1 podaje wagi krawedzi
oraz obliczone oszacowania tolerancji krawedzi wzgledem rozwigzania
optymalnego zadania komiwojazera ﬁo = {(1,2),(2,3),...,(9,10),(10,1)}
Wartosé rozwigzania optymalnego jest roéwna 295. Obwéd Hamiltona QD
jest rownoczesnie najkréotszym drzewem rozpinajacym uzupeinionym W
grafie G° = (V,E,CP) dla wektora kar p = (0,5,3,0,4,0,7,0,16,17)",
bowiem Z(p) = 0. Oszacowania tolerancji krawedzi zostaty obliczone
zgodnie z podanag w tym podrozdziale metodologia.

Zaidézmy teraz, ze zadamy, aby krawedzie dla wybranego podzbioru
D € H°, na przyktad D = {(2,3), (5,6), (9,10)}, nie nalezaty do opty-

malnego obwodu Hamiltona. Zgodnie z Twierdzeniem 3.11 mamy

d® = t7((2,3),H%) + t7((5,6),H°) + t'((9,10),H°).
1% 1% P

Biorac odpowiednie wartosci z Tabeli 3.1, otrzymujemy

d® =15 + 15 + 2 = 32
Zatem niewlaczenie krawedzi (2,3), (5,6), (9,10) do obwodu Hamiltona
musi spowodowac¢ jego wydiuzenie o co najmniej 32. W rzeczywistosci

wydituzenie to jest wigksze, bowiem najkrétszym obwodem Hamiltona w G,
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nie zawierajgcym tych krawedzi, jest ' = (1,9), (8,9), (7,8),
(6,7), (4,6), (3,4), (3,5), (2,5), (2,10}, (1,10) } i I(HD) = 344, a

zatem dD = 49,

Przyjmijmy teraz, ze chcemy, aby najkrétszy obwdd Hamiltcna
zawierat krawedzie nalezgace do wybranego podzbioru A < E\HO, na

przyktad A = {(1,6), (2,8), (6,9)}. Z Twierdzenia 3.11 wynika, ze

d, = t((1,6),H7) + t ((2,8),H) + E;(6,9J,ﬁ°).
Biorac odpowiednie wartosci z Tabeli 3.1, mamy

d =33 +27 + 30 = 9.
Na jkrotszym obwodem Hamiltona w G, zawlerajacym krawedzie nalezgce do
A, jest H* = { (1,6), (6,9), (2,8), (8,9), (2,3), (3,4), (4,5),
(5,7), (7,10), (10,1) } i 1(H*) = 406. Otrzymujemy zatem QA = 111.

a

3.4.6. Jednoczesne zmiany wag wielu krawedzi grafu

Badanie jednoczesnych zmian wag wielu krawedzi grafu, nie
naruszajacych optymalnoséci danej drogi lub obwodu Hamiltona, moze byd
obecnie prowadzone tylko w bardzo ograniczonym zakresie. Rozwazania
z tego punktu wykorzystuja fakt, zZe do analizy wrazliwosci dla
oryginalnego =zadania byty uzywane wyniki =znacznie prostszej jego
relaksacji.

Zauwazmy jednak, Ze niezaleznie od metody uzytej do wyznaczania
dopuszczalnych zmian wag pojedynczych krawedzi, znajomos$c¢ takich
zmian definiuje pewien obszar dopuszczalnej zmiennosci wielu wag.
Wynika to bezposrednio z wypuktosci obszaru niewrazliwosci. W przy-

padku, gdy wynikiem analizy s3 oszacowania tolerancji, uzyskane 2
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zastosowaniem podej$cia prezentowanego w tym rozdziale, prowadzi to
do nastepujacych wnioskow:

Niech, Jjak poprzednio, H® bedzie najkrotsza droga Hamiltona w
grafie G = (V,E,C), a 1% oznacza najkrétsze drzewo rozpinajace w
grafie GY = (V,E,CP) dla pewnego p € R". Ponadto, t'(e,T"),
t_(e,Tp) oznaczaja, Jjak poprzednio, tolerancje krawedzi wzgledem TP
ipA(p) = 1P(H") - 17(TP)

Zgodnie z rozwazaniamli z punktu 2.2.2, obszar niewrazliwosci

P(H%) rozwiazanla He, gdzie

P(H") = { d = (d(el),‘“,d(em))T e R" . #° Jjest najkrétsza droga
Hamiltona +aczacg wierzchotki 1 i n w grafie G=(V,E,D),
gdzie:

D=1I(d 1 eR™, d =d ,dlai,j=1,...,m,
i ij i
d =d(e) dla e = (i,j) € E,
ij
d = o jesli (i,j) ¢ E },

Jjest wielosciennym stozkiem wypukiym w R".

Niech
max{0, t (e,T%) - A(p)} dla e e H n TP
p
max{Q, t-(e,Tp) - A(p)} dla e e (ENH")n(E\TP)
p
3(e) = < _
max{0, min{t (u,T") : u e (E\T")\{e}} - A(p)} dla e € H\T®
p
| max{0, min{t (u,T") : u e T"\{e}} - A(p)} dla e € TO\H’
p
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Zdefiniujmy dla e € H

D°(H®) = { d e R" : dl(e) = cle) + &8(e),
d{u) = c(u) dla u = e }

oraz dla e € E\H®

D°(H°) = { d e R" : d(e) =z cle) - &le),
d(u) = c(u) dla u = e }.

Niech

D(H?) = conv ( U D°(H™) ).

eek

Zauwazmy, 2e z definicji zbioroéw De(Ho), e € E, oraz z udowod-
nionych w tym rozdziale Lematu 3.8 oraz Twierdzenia 3.8 wynika,
e dla e € E mamy D°(H°) € P(H°). Zatem bezposrednia konsekwen-

cja wypuktosci zbioru P(H") Jjest nastepujacy fakt:

Wniosek 3.12
D(H®) € P(H®). =

Inna mozliwo$¢ badania w ograniczonym zakresie dopuszczalnych
Jednoczesnych zmian wag krawedzi, nie naruszajacych optymalnosci
danej drogi lub obwodu Hamiltona, ma juz $cisty zwiazek z przyjeta
metoda wyznaczania tolerancji krawedzi i jest konsekwencja wczesniej
udowodnionych wtasciwodéci obszaru niewrazliwosci dla optymalnej bazy

matroidu (Rozdziat 3.2).
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Zatézmy, ze w pierwotnym grafie G = (V,E,C), dla ktérego H°
jest najkrotsza droga Hamiltona z wierzchotka 1 do n, wprowadzamy
zaburzenie wag krawedzi i niech d = (d(el),...,d(em))T oznacza

wektor nowych wag. WprowadZmy dla e € E oznaczenia:

8" (e) = max{0,d(e) - c(e)},
8 (e) = max{0,c(e) - d(e)}.

Niech

o

D’(H°) = { d e R™ Z 6 (e) =0 oraz dla kazdego S < H

eeE\H’

J 8'(e) < max{o, t (e, T°) - Alp)} ) (3.88)

P
ees eeSnT’

oraz

D) ={deR" Z 8'(e) = 0 oraz dla kazdego S < E\H®
[+]

ee€H

J 8 (e) = max{o, ) t (e,T") - A(p)} }. (3.89)
eeS F

eeSn(ENT?)

Zachodzi nastepujacy fakt:
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Twierdzenie 3.12
D'(H®) v D (H°) ¢ P(H"). (3.90)

Dowdéd. Dowdéd inkluzji (3.90) przeprowadzimy nile wprost. Zatdzmy,
2e w gafie G wagi krawedzi sa wyznaczone przez pewlen wektor
d e D'(H°) v D(H®) 1 ze wéwczas istnieje droga Hamiltona H’' € ¥

krotsza niz H°.  Zauwazmy, ze jesli d € D (H®) u D (H°), to mamy

z 8(e) =0 1lub z §"(e) = 0. Przyjmijmy, ze z 8 (e) =0,
e€ENH’ eeH’ ecENH’
czyll ze d e D‘(Ho); rozumowanie w drugim przypadku Jest analogicz-
ne. Oznacza to, Zze wagl krawedzi grafu nie nalezacych do drogi H°
moga dowolnie rosnaé¢, ale nie mogg male¢. Natomiast wagi krawedzi
nalezacych do H° moga dowolnie maleé¢, ale ich wzrost jest ograniczo-
ny nierdwnosciami (3.88). Rozwazmy rdznice Ld(HO,H’) dtugosci drdg

o . .. N .
H" i H’, to znaczy wartosé¢ wyrazZenia

Ly H ) =} dle) - ) d(e) = Y de) - ) dee) =

eeH’

eeH eeH \H’ eeH’ \H®

= z (c(e) + 8" (e) - 8 (e)] - z lcle) + 8" (e) - & (e)] =

ecH \H" eeH' \H’
— z cle) - z cle) +
eeH\H’ eeH’ \H°

+ z s'(e) - z s (e) - z s'(e) + z s (e).

eeH\H’ ecH\H’ ecH \H° ecH’\H°
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Z przyjetego zatozenia, ze droga H’ jest krétsza niz H°, wynika, ze

L,(H°,H’) > 0. Poniewaz 8(e) =0 1 s'(e) = 0 oraz
d

eeH’'\H° eeH'\H°

Z 8 (e) = 0, to zatozenie takie implikuje nierdéwnosé

ecH \H’
Z 5'(e) > Z cle) - Z cle). (3.91)
eeH"\H’ eeH’ \H° eeH \H’

Prawa strona tej nieréwnosci jest réwna réznicy drugosci 1(H’)-1(H)
drég H’ i H° w oryginalnym grafie G = (V,E,C), a poniewaz H°
jest najkrétsza droga Hamiltona w tym grafie, zatem 1(H’)-1(H%) = 0.

Ponadto, zgodnie z Twierdzeniem 3.11,

L(H ) -1 (H®) = ) t" (e, T%) - Alp).
p
ee (H\H’ )nT?

Nierdwnosé (3.91) pocigga wiec za sobag zaleznosdé

T s'e) > maxfo, ) t (e, 1) - alp)).
P

ecH \H’ ee (HO\H' )nT"

To jednak oznacza sprzecznos¢ z zatozeniem, ze d e D'(H°), bowiem w
definicji zbioru D (H) wystepuje warunek przeciwny dla S = H\H’.

Dowdéd w przypadku, gdy d € D (H%), jest analogiczny. Zatozenie o
istnieniu w grafie z wagami wyznaczonymi przez wektor d drogi H’
kréotszej od H° Jjest wiec nieprawdziwe, a zatem d nalezy do obszaru

. . . . . . . o]
niewrazliwosci rozwigzania H . [ ]
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Analogiczny fakt zachodzi dla rozwiazania optymalnego H® zadania
komiwojazera 1 odpowiadajacego mu obszaru niewrazliwosci P(H’).
Jesli ?p jest najkrétszym drzewem rozpinajgcym uzupeinionym w grafie

GP dla pewnego p € R" i
D'(H°) = { d e R™: Z 3 (e) =0 oraz dla kazdego S € H°
ecE\K’
+ -+ -p -
) 8"(e) = max{o, ) t (e,T°) - A(P)} }
P
eeS

eesnT?

oraz

()

D(H) = {deck |} &(c) =0 orazdla kazdego S ¢ E\H°

eel’
Z 8 (e) = max{0, Z E_(e,Ep) - X(p)) +,
p
ees eeSn(ENTY)
to wéwczas
D(H) u D' (H) € P(H"). (3.92)

Powyzsze fakty pozwalaja na badanie w ograniczonym zakresie
Jjednoczesnych zmian wag krawedzi grafu nie naruszajacych

optymalnosci danej drogi H° lub obwodu Hamiltona H°. Zauwazmy

Jjednak, zZe jednoczesnoé¢ tych zmian jest ograniczona tylko do
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podzbioréw krawedzi nalezacych do rozwigzan optymalnych albo ich
dopektnier. Z konstrukcji zbioréw D'(H°), D (H°) oraz D' (H°), b (H%)
wynika tez, 2ze po to, 2eby opisy takich podzbioréw obszaru
niewrazliwoéci byty praktycznie uzyteczne, liczba jednoczesnie
zaburzanych krawedzi nie moze by¢ duza, poniewaz ilos¢ nierdwnosci

definiujacych te podzbiory bardzo szybko z nia rosnie.
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ZAKONCZENIE

Analiza wrazliwosci rozwigzan staje sile obecnie dynamicznie
rozwijajacym sie dziatem optymalizacji dyskretne]j. Jednakze nadal
pozostaje w niej wiele nierozwigzanych problemdw. Réowniez czesto
mozliwosci obliczeniowe badania wrazliwosci rozwigzan znacznie
odbiegaja od praktycznych potrzeb. W duzym stopniu jest to
nastepstwem faktu, Ze same =zadania optymalizacji dyskretnej sa

zwykle trudne. Wymownym objawem tych trudnosci jest to, ze obecnie

zaden komercyjny pakiet, ©przeznaczony do rozwigzywania =zadan
dyskretnych, nie oferuje Jjakichkolwiek mozliwosci analizy
peooptymalizacyjnej.

Wydaje sie, ze obecnie trudno sie spodziewac istotnego postepu,
jesli chodzi o ogdlne techniki rozwiazywania probleméw z zakresu
analizy wrazliwosci. Ciagle perspektywiczne wydaja sie natomiast
badania dla poszczegdlnych klas zadan, a zwtaszcza badania zwiagzane
z konkretnymi algorytmami uzywanymi dla tych klas zadarn. W przypad-
ku kazdego takiego algorytmu zasadne jest postawienie na przyktad
pytan o zakres i koszty obliczeniowe modyfikacji, jakie nalezaloby
wprowadzi¢ dla wutatwienia reoptymalizacji. Celowe Jjest rdéwniez
analizowanie kazdego =z takich algorytméw =z punktu widzenia
mozliwosci uzycia go do rozwigzywania nie tylko pojedyriczego

zadania, ale cate]j rodziny zadar parametrycznych.
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Z praktycznego punktu widzenia bardzo pozadane wydajg sie roéw-
niez badania nad przybliZonym rozwigzywaniem zadan z zakresu analizy
pooptymalizacyjnej. Dotyczy to dwéch grup zagadniend. Plerwsza jest
zwigzana z przyblizona analiza wrazliwosci i analiza parametryczng
dla rozwigzan optymalnych =zadani (na przyktad wyznaczanie jedynie
dolnych oszacowann tolerancji, oszacowan promienia niewrazliwosci,
przyblizone okres$lanie przedziatu zmian wartosci optymalnej zadania
przy zmianie parametrdw, itp.). Druga grupa zagadnien dotyczy po-
dobnych probleméw, ale formutowanych dla rozwigzan przyblizonych
zadani. Takie postawienie celdw w analizie wrazliwosci powinno zwy-
kle byc¢ satysfakcjonujace z praktycznego punktu widczenia, a rdwno-

czesnie daje szanse na dostarczenie metod akceptowalnych

obliczeniowo.
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