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WSTEP

Analiza wrazliwosci rozwiazart zadan optymalizacji Jest dziatem
zajmujacym sie badaniem wptywu zaburzern danych zadania na jego rozwig-
zania. Zwykle jest zaliczana do tak zwane]j analizy pooptymalizacy jnej
(patrz np. [23,49]), ktdra rozpoczyna sie po uzyskaniu rozwiazania
optymalnego lub przybliZzonego zadania.

Podstawowy problem rozwazany w analizie wrazliwosci dla =zadan
optymalizacji dyskretnej polega na wyznaczeniu dla danego rozwigzania
optymalnego lub suboptymalnego takich zmian danych =zadania, przy
ktérych rozwiazanie to pozosta je rozwigzaniem optymalnym
(suboptymalnym). Takie podzbiory danych zadania nazywane sa obszarami
niewrazliwoscl rozwiagzarni (patrz [48,49]). W konkretnych przypadkach
badane sa rozmaite warianty tego podstawowego problemu, sprowadzajace
sie najczesciej do zawezenia go w taki sposdéb, Ze analizowane sa
jedynie obszary zmiennosci wybranych parametréw zadania (na przykiad
pojedyriczych wspéiczynnikéw) nie naruszajace optymalnosci danego
rozwiazania.

Takie postawienie problemu wrazliwo$ci rozwiazan w optymalizacji
dyskretnej roézni sie od typowego postawienia problemu wrazliwosci na
przyktad w programowaniu nieliniowym (patrz np. [18]). W tym ostatnim
przypadku celem analizy wrazliwosci jest zwykle wyznaczenie
zaleznosci zmian rozwigzan optymalnych 1 warto$ci optymalnej zadania
od niewielkich zaburzen danych.

Analiza wrazliwo$ci rozwiazan ma s$cisty zwigzek z innym dzialem

analizy pooptymalizacyjnej - tak zwang analiza parametryczna rozwia-



zari. Dotyczy ona sytuacji, w ktdérej zaktada sie, ze dane zadania za-
leza od pewnego zbioru parametréw. Celem analizy parametrycznej Jest
rozbicie catego obszaru zmienno$ci parametréw na maksymalne w sensie
zawierania podobszary, w ktdérych rozwiazania optymalne zadania pozos-
taja niezmienne, a nastepnie wyznaczenie rozwiazan optymalnych dla
kazdego z tych obszardw. Tak wiec kazdy z obszardéw znajdowanych w ana-
lizie parametrycznej jest pewnym podzbiorem obszaru niewrazliwosgci dla
odpowiada jacego mu rozwiazania optymalnego. Pozwala to na wykorzysta-
nie wynikéw analizy wrazliwosci w analizie parametrycznej.

Potrzeba prowadzenia analizy wrazliwos$ci rozwigzan w optymaliza-
cji dyskretnej wynika z tych samych przestanek, co w przypadku innych
dziatow optymalizacji. Podstawowym powodem badania wrazliwosci
rozwigzania w przypadku praktycznego problemu jest to, Ze rozwigzanie
to Jjest uzyskiwane przy niedoktadnych danych zadania. Wyznaczenie
obszaru niewrazliwosci lub jego podobszaréow pozwala sie zorientowaé,
na ile wiarygodne jest takie rozwiazanie. Pozwala to rdwniez na
wskazanie, ktdére z parametréw modelu sa najistotniejsze i1 powinny byd
W 2zwigzku z tym estymowane ze szczegdlna uwaga.

W sposdb naturalny obszar niewrazliwosci okresla roéwniez zakres
stosowalnosci danego rozwiazania, a co =za tym idzie, potrzebe
reoptymalizacji przy doktadnych wprawdzie, ale =zmieniajacych sie
danych. W przypadku optymalizacji dyskretnej argument ten staje sie
szczegdlnie istotny, ze wzgledu na wysoka zwykle ztozonosdé
obliczeniowg tego typu zadan. Przy tym sytuacje, w ktérych zachodzi
potrzeba rozwigzania sekwencji probleméw nieznacznie rdézniacych sie
danymi, zachodza bardzo czesto. Powodem ich wystapienia moze by¢
naturalna zmienno$¢ parametréw zadania (na przyktad cen, itp.). Inny
powdd wynika ze specyfiki metod optymalizacji, ktére uzywaja danego
zadania jako podproblemu i w kolejnych iteracjach wymagaja rozwiazania
go dla innych, czesto nieznacznie zmienionych, danych. Z taka

sytuacjg mamy do czynienia na przyktad przy rozwiagzywaniu zadan
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dualnych (patrz np. [52]) oraz w metodzie podziatu i oszacowan.

Prace dotyczace analizy pooptymalizacyjnej w optymalizacji
dyskretnej zaczely sie pojawiac¢ w plerwszej potowie lat siedemdziesia-
tych. 0Od tego czasu liczba publikacji dotyczacych tej tematyki znacz-
nie przekroczyta sto. Jednakze dziedzina ta nadal nie jest w peini
uksztattowana. Wiekszosc¢ publikacji nadal koncentruje sie na zagad-
nieniach dotyczacych konkretnych szczegélnych probleméw.

Praca niniejsza jest plerwsza tak obszerna pozycja monograficzna
dotyczace ilosciowych problemdéw analizy wrazliwosci dla zadan optyma-
lizacji dyskretnej. Zagadnienia jakos$ciowego badania wrazliwosci
(przez co rozumie sie na przykiad analize takich wiasciwodci rozwiazamn
zadan z zaburzonymi parametrami, jak ciggtosc¢ multifunkcji opisujacych
zbiory rozwiazan dopuszczalnych i1 optymalnych) sa tu catkowicie pomi-
niete. Ta tematyka wykazuje zreszta znacznie wigce]j 2zbieznosci z
analogicznymi zagadnieniami w optymalizacji ciagtej i1 doczekata sie
opracowan monograficznych [4,66].

Zasadniczym zagadnieniem omawianym w pracy jest problenm
wyznaczania obszardéw niewrazliwosci dla rozwigzan optymalnych zadan

dyskretnych, ktéry jest traktowany jako centralny problem w analizie

wrazliwoéci dla tych zadan. Inne zagadnienia sa poruszane w bardzo
niewielkim stopniu. Niemal catkowicie sa pomijane wyniki dotyczace
ilosciowej analizy parametrycznej. Nalezy Jjednak sadzic¢, ze ze

wzgledu na pilna potrzebe stworzenia skutecznych metod dla zagadnien
parametrycznych, dziedzina ta stanie sie w najblizszym czasie jednym z
najbardziej dynamicznie rozwijajacych sie dziaidéw optymalizacji

dyskretne].

Uktad pracy jest nastepujacy. Praca jest podzielona na trzy roz-

dziaty.
Rozdziat 1 przedstawia sformutowania podstawowych problemdw poja-

wiajacych sie w analizie pooptymalizacyjnej dla zadan dyskretnych.
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Omawiane sa roéwniez problemy, ktdore tylko w niewielkim stopniu sa roz-
wijane w dalszych czes$ciach pracy, ale zostaty tu zamieszczone dla
peitnosci prezentacji. Rozdziat rozpoczyna sie od sformutowania klasy
zadaik dyskretnych, ktérych dotycza dalsze rozwazania, oraz podania
przyktaddéw takich zadari.

Rozdziat 2 jest opisem technik , ktdére moga byc¢ uzywane do znaj-
dowania obszardéw lub podobszaréw niewrazliwosci dla zadarn optymaliza-
cji dyskretnej. Prezentacja ta 'jest podporzadkowana powigzaniom
miedzy analiza wrazliwo$ci a mozliwo$cia sformutowania warunkdéw
optymalnosci rozwiazania. Obszernie sa przedstawlane zwigzki analizy
wrazliwosci z dualnoscia dla zadan dyskretnych.

Rozdziat 3 jest najobszerniejsza czescia pracy i zawiera wyniki
analizy wrazliwos$ci dla kilku wybranych zadan optymalizacji dyskret-
nej. W trzech kolejnych podrozdziatach przedstawione sa rezultaty
uzyskane dla zadania znajdowania w matroidzie bazy o minimalnej wadze,
binarnego zadania zatadunku oraz zadan wyznaczania w grafie najkroét-
szej drogi 1 obwodu Hamiltona. Starano sie, aby podrozdziaty te mogty
by¢é czytane w duzym stopniu niezaleznie od siebie, co powodowato ko-
nieczno$¢ przypominania i powtarzania niektérych oznaczen. Jednakze
wystepuja $ciste zwiazki miedzy tymi czed$ciami pracy, na przyktad w
rozdziale o drogach i obwodach Hamiltoma w istotny sposdéb korzysta sie
z rezultatdéw uzyskanych dla baz matroidoéw.

Prace koriczy spis literatury, zawlerajacy wybdr waznie jszych po-
zycji dotyczacych analizy wrazliwodci dla zadan optymalizacji dyskret-

nej.
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ROZDZIAE 2

METODY WYZNACZANIA OBSZAROW NIEWRAZLIWOSCI

2.1 Wprowadzenie

W Rozdziale 1 wspomniano juz, ze jako gtéwny problem w analizie
wrazliwosci dla zadan dyskretnych traktowane jest zagadnienie
wyznaczania obszaru niewrazliwosci dla danego rozwigzania optymalnego.
Rozdziat niniejszy poswigcony jest prezentacji najwazniejszych metod
uzywanych do opisu obszaru niewrazliwosci, wyznaczania jego podzbioroéw
oraz stwierdzania, czy dany punkt Jjest elementem tego obszaru.

Zagadnienie wyznaczania obszaru niewrazliwo$ci danego rozwiazania
zadania ma $cisty zwigzek z warunkami optymalnosci tego rozwigzania.
Z tego wtasnie punktu widzenia zostaty potraktowane w dalszych rozwa-
zaniach poszczegélne techniki znajdowania obszaréw niewrazliwosci.

Punkt 2.2 prezentuje role warunkdéw optymalnos$ci w analizie
wrazliwosci, natomiast punkt 2.3 jest obszernym przedstawieniem

zastosowania dualnosci w znajdowaniu obszardw niewrazliwosci.
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2.2 Warunki optymalnosci dla zadan optymalizacji dyskretnej i ich

wykorzystanie w analizie wrazliwosci

Rozwazmy ponownie zadanie optymalizacji dyskretnej w postaci

min cle) (2.1)
XeF (u)
eeX

i niech, jak poprzednio, P € G » U bedzie obszarem mozliwych danych
p = (c,u) zadania, gdzie ¢ =(c(e1),.,.,c(en))T € G, oraz u € U.
Niech X° bedzie znanym rozwiazaniem optymalnym zadania (2.1) uzyska-
nym dla p° = (c°,u°).

Zasadnicza role w analizie wrazliwos$ci dla zadania (2.1) odgrywa
mozliwoséé sformutowania warunkéw optymalno$ci rozwigzania x°. Latwo
bowiem =zauwazy¢, ze problem okreslenia warunkéw koniecznych i
dostatecznych optymalnosci X’ dla zadania (2.1) i problem wyznaczenia
obszaru niewrazliwos$ci rozwiazania x° sa bardzo $cisle ze soba
zwigzane. Zatézmy bowiem, ze potrafimy dla zadania (2.1) wypisacd
warunki konieczne i dostateczne optymalnosci rozwigzania x°.

Przyjmijmy ponadto, ze warunki te maja postac¢ uktadu nierdwnosci
J(x%c,uw) =0 dla q e Q, (2.2)

gdzie Q Jjest zbiorem indekséw, a Jq, g € Q, sg pewnymi funkcjami

rzeczywistymi, J, : F € x U > R.
Mamy woéczas, w oczywisty sposob,

P(X®) = {(c,u) € P : Jq(Xo,c,u) <0 dla g e Q ). (2.3)
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W niektdrych dziatach programowania matematycznego (na przykitad w
programowaniu liniowym, programowaniu wypuktym, programowaniu geome-
trycznym) mozna W stosunkowo prosty sposdéb skorzystac¢ z warunkdéw op-
tymalnosci dla efektywnej analizy wrazliwosci [18,20,74,86]. W opty-
malizacji dyskretnej sytuacja Jjest znacznie gorsza, bowiem bardzo
rzadko sie zdarza, abysmy dysponowali warunkami koniecznymi i dosta-
tecznymi optymalnosci danego rozwiazania. Z taka wyjatkowa sytuacja
mamy do czynienia w przypadku opisanego w Rozdziale 3 zadania znajdo-
wania w matroidzie bazy o minimalnej wadze 1 wtedy analiza wrazliwosci
okazuje sie stosunkowo prosta. Zauwazmy jednak, Zze dzieki skorczonos$-
ci zbioru rozwiazan dopuszczalnych, zawsze mozemy wypisaé¢ trywialne
warunki konieczne i dostateczne optymalnosci rozwigzania X° dla zada-
nia (2.1). Wynikaja one bezposrednio z definicji rozwigzania optymal-

nego 1 maja postac¢ nastepujaca

x° jest rozwiazaniem optymalnym zadania (2.1) dla danego u e U

wtedy i tylko wtedy, gdy X° & %(u) oraz

C(x°) = C{X) dla kazdego X e F(u). (2.4)

Szanse efektywnego skorzystania z powyzszych oczywistych warunkéw
optymalno$ci sa niewielkie, chociaz mozna sobie wyobrazi¢ proste
sytuacje, w ktdérych przy ustalonym u opis zbioru rozwigzarn dopusz-
czalnych Jest na tyle prosty, zZe zaleznosci (2.4) daja akceptowalny
obliczeniowo opis obszaru niewrazliwosci rozwigzania x°. Zwykle
jednak na to, aby opis powyzszy byi uzyteczny, musi byé¢ w przypadku
konkretnego problemu 1istotnie uproszczony. Takie podejscie jest
prezentowane w punkcie 3.3, gdzie punktem wyjscia do opisu obszaru
niewrazliwoéci dla zadania zatadunku sa, w istocie, trywialne warunki

optymalnosci rozwigzania, a nastepnie dokonywane sa uproszczenia tego

opisu.
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Innym wykorzystaniem trywialnych warunkéw optymalnogci (2.4) jest
uzycie ich do wyprowadzenia pewnych ogélnych formut opisujacych takie
wielkos$ci, jak promien niewrazliwosci czy promierl stabilnosci danych.
Formuty takie nie sa wprawdzie zwykle uzyteczne jako praktyczne
sposoby wyznaczania tych wielkosci, ale pozwalaja na badanie pewnych
ogélnych wtasciwoséci obiektdéw wystepujacych w analizie wrazliwosci.

Ponizszy przyktad ilustruje takie mozliwosci.

Przyklad 2.1

Rozwazmy zagadnienie wyznaczania promienia niewrazliwosci
rozwigzania optymalnego X° zadania (P) uzyskanego dla p° =(c°,u°),
w przypadku, gdy parametr u Jjest ustalony i € = R"

P = R x {u°}. Zatézmy, ze zaburzamy wektor kosztéw c w taki sposéb,

, to znaczy gdy

ze llc - c®°ll = r, gdzie |I-li oznacza normg Czebyszewa w Rn, a r jest
ustalong liczbg rzeczywistg. Chcemy znalezé promien niewrazliwosci
rozwiazania XO, co oznacza W tym przypadku wyznaczenie maksymalnej
wartosci r, dla ktérej kula K_(p°) nalezy do obszaru niewrazliwosci
P(x%).

Zauwazmy, ze dla dowolnego X € ¥

C(X) - C(X%) = c(x\x?) - C(x\x) =

(CX\X) = C®(X\X")) - (C(X\X) - c®(Xx\X)) + c°(X) - c°(x"),

gdzie C°(Y), Y € S, jest waga zbioru Y dla wektora kosztéw c°.
Trywialne warunki optymalnoéci (2.4) sa wiec speinione dla X° 1 danego
c € R" wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego X e F\{X°}

(CIXNX") - C7(X\X")) - (C(X™\X) - C°(X™\X)) + Cc°(X) - c°(x°) = 0.

Ale przy zatoZzeniu, ze |llc - c°ll = r mamy

[CNX") = C°(\xX") ) = rix\x°|

oraz

ICX\X) - C°(X\X)| = r|X\Xi,
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a zatem maksymalna wartoscia r, przy ktérej powyzsze warunki optymal-

noéci sa speinione dla dowolnege c € K (c°), jest

_ . c’(xX) - c°(x”) _ . c®(xX) - X%
p(P,p°) = min . . = min -
xega(x®y KT+ IXONKD g goy 1XD + IXT] = 20%nX7

W podobny sposdéb, korzystajac z trywialnych warunkéw optymalnosci
(2.4), mozna wyprowadzid¢ wyrazenie (patrz [45)) na promien stabilnosci
rozwiazania, bedace punktem wyjscia dla catego podejs$cia
prezentowanego w pracach [44,45,46]. Przy przyjetych wyze]j =zatoze-

niach wyrazenie to ma postac¢ nastepujaca :

c°(X) - c°(x)
IX] +1X 1 - 21%x |

pQ(P,p°) = min max
XeF\Q X‘EQ

»

gdzie Q jest zbiorem rozwiazan optymalnych zadania (P) z danymi p°.

Jak juz wspomniano, podane wyzej wyrazenia maja niewielkie
znaczenie dla praktycznych obliczen. Pozwalaja jednak na wyciaganie
pewnych prostych wnioskodw.

Przyjmijmy na przyktad, ze oprécz wymienionych wyzej zatozen
dotyczacych obszaru P wiadomo, ze x° jest Jjedynym rozwiazaniem

optymalnym i wszystkie sktadowe wektora e’ sg liczbami wymiernymi, to

znaczy ¢ = — , i = 1,...,n. Wowczas z podanych wyzej formut wyni-

ka, ze zardéwno promien niewrazliwosci, jak 1 promienn stabilnosci da-

nych nie moga byc¢ mniejsze niz 1/(2un), gdzie p Jjest najmnie]jsza

o
wspdlng wielokrotnoscia liczb m , i= 1,...,n. s}
i
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2.2.1 Warunki optymalnosci oparte na prostych relaksacjach 1

restrykc jach zadania.

Mimo braku warunkéw koniecznych 1 dostatecznych optymalnosci,
mamy w programowaniu dyskretnym czesto mozliwo$¢ sformutowania
réznorodnych warunkoéw dostatecznych optymalnosci. Chociaz zwykle nie
sa one réwniez warunkami koniecznymi optymalnosci, to odgrywaja bardzo
istotna role w analizie wrazliwosci. Pozwalaja bowiem czesto na
wyznaczenie podzbioru obszaru niewrazliwo$ci rozwigzan. Najczestszym
zrédtem warunkow dostatecznych optymalnosci rozwiagzard sa relaksacje

(ostabienia) oryginalnego zadania.

Definicja 2.1

Relaksacjg zadania

(P) min C(X)
XeF (u)

dla danego u € U nazywamy zadanie

(R) min C’ (X),
XeF’

gdzie F(u) € ¥ oraz C'(X) = C(X) dla kazdego X € F(u).

Relaksac je zadan sa zwykle konstruowane w taki sposdéb, Ze zmiany
danych zadania pierwotnego (P) znajduja bezposrednie odbicie w zmia-
nach danych relaksacji, co oznacza, ze C’ mozna traktowa¢ jako fun-
kcje c oraz ¥’ jest pewnag funkcjg zalezng od u, %’ = %F’(u). Fakt

ten odgrywa istotna role w analizie wrazliwosci rozwigzan.
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Réznorodne relaksacje zadan sa powszechnie uzywane w optymali-
zacji dyskretnej. Czesto przy tym spotykana jest sytuacja, w ktoérej
c’ = C. Relaksacje tego typu odgrywaja ogromng role w algorytmach
rozwigzywania zadan, na przyktad przy szacowaniu wartos$ci optymalnej
podprobleméw w metodzie podziatu 1 oszacowan (patrz [21]). Zasadni-
czym faktem, na ktdérym opiera sie wykorzystanie relaksacji w analizie

wrazliwosci, Jjest nastepujacy dobrze znany warunek dostateczny opty-

malnosci.

Lemat 2.1

Jesli dla (c,u) € (€ x U), X jest rozwigzaniem optymalnym relaksacji
(R) zadania (P) oraz X‘ e F(u), to X jest tez rozwiazaniem

optymalnym zadania (P).

Dowdd. Dowdéd wynika natychmiast =z faktu, ze jesli X. Jjest
rozwiazaniem optymalnym zadania (R), to z definicji relaksacji wynika,

Zze spetnione sa trywialne warunki konieczne i dostateczne optymalnosci
(2.4).

Pojeciem w pewnym sensie odwrotnym do relaksacji zadania jest

restrykcja (wzmocnienie) zadania (P).

Definicja 2.2
Zadanie

(Q) min C” (X)
XeF”

nazywamy restrykcja zadania (P) dla danego u € U, Jjesli F” € F(u)
oraz C”(X) =z C(X) dla X e F”.
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Podobnie, jak w przypadku relaksacji, uzyteczne dla analizy
wrazliwoéci sa takie restrykcje (Q) zadania (P), dla ktdrych istnieje
zaleznoéé miedzy C” i ¢ oraz ¥” = F”(u).

Zastosowanie restrykcji w analizie wrazliwosci oplera sie na

nastepujacym prostym fakcie [23]

Lemat 2.2

Jegli X° jest rozwiazaniem optymalnym zadania (P) oraz jest jedno-
czeénie rozwiazaniem dopuszczalnym restrykcji (Q) =zadania (P), a po-
nadto zachodzi réwnogé C“(X°) = C(X°), te X° jest te? rozwiazaniem

optymalnym zadania (Q).

Dowod. Dla dowodu wystarczy zauwazyc¢, ze poniewaz C”(X) = C(X) dla
X € ¥”, to X° speitnia trywialne warunki optymalnosci (2.4) sformuto-

wane dla zadania (Q). ]

Lemat 2.2 formutuje warunki dostateczne optymalnos$ci dla zadania
(Q). Dopdki warunki te sa speinione, dopdty dane zadania definiujace
restrykcje (Q) okres$laja punkt nalezacy do obszaru niewrazliwosci
rozwigzania X°. Dobér restrykcji i powigzanie parametrdéw zadan (P) i
(Q) sa zwykle bardzo naturalne i chociaz przestanki, na ktdérych opiera
sig taka analiza wrazliwosci, sa bardzo oczywiste, to Jjej rezultaty
moga byc¢ uzyteczne.

Bardzo prostym wnioskiem 2z Lematu 2.2 jest ponizszy fakt
opisujacy podzbiér obszaru niewrazliwosci P(X°). Niech dla danego

ueU F” < F) oraz X' e F”. Oznaczmy

C={de€: dle)zcle) dla e ¢ X°,
d(e) cle) dla e € X° ).
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Wniosek 2.1

(Cx{u)n?PecPE).

Dowéd. Dowdd powyzszej inkluzji wynika natychmiast z obserwacji, ze
zadanie min { C"(X) : X € ¥ } dla C"(X) = Z d(e) Jest restrykcja
eeX

zadania (P) i X° spetnia zatozenia Lematu 2.2.

Przyklad 2.1

o [ o] T

Niech x = (x ,...,x ) bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania
1 n

programowania binarnego (1.1}, tzn.
)

n
x = arg min { ch : Ax =2 b, x € (0,1} 1},

mXn m n

gdzie (A,b) e U=R xR, ce € =R .

Przyjmijmy, Ze obszarem interesujacych nas danych zadania jest

n mXn m
zbidsr P=6 x U=R xR xR i wprowadZmy nastepujace oznaczenia

Ip=1{1i=1,...,n: x =0) oraz I, ={i=1,...,n: x =1 ).
i i
Z MWniosku 2.1 wynika, Ze obszar nlewrazliwoscl P(X°) =zawiera

n mXn m

wszystkie punkty (E,X,b) eR xR xR takie, ze

c; dla 1 el

o

1°

v

c; dla i€l

> b,

—

o
)

A

A

’

b.

U‘I>I3:IOIO!
x

v
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Mamy tu wiec do czynienia z przypadkiem opisu jednoczesnych zmian
danych, kiedy zwiekszeniu ulegaja wspdiczynniki wektora funkcji celu i

prawych stron ograniczed 1 roéwnoczesnie maleja elementy macierzy

ograniczen. o

2.2.2. Warunki optymalnosci zwiazane z relaksacja ciagla zadania.

Z bardzo waznym przykitadem, ilustrujgcym wykorzystanie relaksacji
W analizie wrazliwosci, mamy do czynienia wéwczas, gdy jako relaksacja
zadania (P) brany Jjest problem, w ktdérym zbidr rozwiazan dopuszczal-
nych ¥ jest zastapiony powitoka wypukita wektordéw charakterystycznych
elementéw zbioru ¥F. Mamy wéwczas do czynienia z zadaniem programowa-
nia liniowego (ciagtego) i warunki optymalno$ci rozwiazania optymalne-
go wynikaja z bogatej teorii programowania liniowego. Przypadek ten
oméwimy bardziej szczegdtowo, bowiem dodatkowo ilustruje on dobrze
istote trudnosci w analizie wrazliwosci dla =zadann optymalizacji
dyskretnej.

Zatdézmy, 2e zmiany danych moga dotyczy¢ Jjedynie funkcji celu
zadania (P). Moze to mie¢ miejsce wéwczas, gdy parametr u definiujacy
rodzinge zbiordéw dopuszczalnych  F(u) Jest ustalony, albo gdy, jak w
omawilanych wyze) przyktadach, problem jest def iniowany dla
niesparametryzowanej rodziny ¥ zbiorodw dopﬁszczalnych. Mozna wiec
przyja¢, ze U = {u,}.

Niech, Jak poprzednio, §£€(X) € R" bedzie wektorem charakterys-

tycznym zbioru X € ¥, to znaczy £(X) = (EX(X),...,E (X))T, gdzie dla
n
i=1,...,n, Ei(X) =1, jesli e e X, oraz £ (X) = 0 w przeciwnym
1 1
przypadku.

Oznaczmy symbolem F zbidér wektordéw charakterystycznych elemen-

téw rodziny F 1 niech conv(F) oznacza powtoke wypuktag zbioru F.
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Poniewaz F jest zbiorem skonczonym, zatem istnieje skonczona liczba

écian wyznaczajacych conv(F), to znaczy

i
conv(F) = { x ¢ R" : (hl)Tx < h

[}

, 1el},

gdzie 1 jest zbiorem indeksdéw nierdwnosci definiujacych $ciany,
i n 1 .
h e R, h e R dla i e I.

o
Zadanie (P) moze by¢ teraz zapisane jako problem minimalizacji

funkcji liniowej na wieloscianie wypukiym (patrz na przyktad [21])

n
min z cle.) x
xeconv (F)

Zna jomos¢ opisu zbioru conv(F) sprowadza wiec problem (P) do
zadania programowania liniowego, a badanie wrazliwoséci rozwigzan
optymalnych przy zmianach wag wektora c¢ - do standardowej analizy
pooptymalizacyjnej w programowaniu liniowym (patrz [20,861]).

Zatézmy teraz, ze wektor ¢ moze by¢ dowolnym elementem r" (to
znaczy € = R").

Niech £(X%) bedzie wektorem charakterystycznym rozwazanego
rozwiazania optymalnego X° 1 niech 1° bedzie zbiorem indekséw $cian

wieloscianu conv(F) przechodzacych przez punkt £(X°), tzn.:
I°={iel: ) &x =n' )
el

Oznaczmy symbolem D(X°) stozek wyznaczony przez wektory hi, iel’

»

czyli

D(X°) = { x e R" : (hi)Tx <0, ielI°.

40



Z teorii programowania liniowego (patrz na przyktad [77]) wynika

nastepujacy fakt

Lemat 2.3

P(X°) = G(X°) x U, gdzie G(X°) ={ceR": cx =0, x € -D(X) }.

Dopuszczalny obszar zmiennosci wektoréw «c¢ nie naruszajacych
F . . o . . .1, s . .
optymalmosci rozwigzania X Jjest wiec stozkiem biegunowym stozka

-D(X°). Z wiasciwosci stozkéw biegunowych wynika teraz (patrz np.
[73]1), ze

G(X°)={CE[Rn:c=Z -hixi A =20 dlaieI°}.

1

Wyznaczanie opisu zbioru conv(F) jest zwykle bardzo trudne. Tylko
w nielicznych przypadkach peiny opis $cian tego wieloscianu jest
znany. Tak jest na przyktad dla zadania maksymalnego skojarzenia w
grafie 1 zostato to wykorzystane w [49] do analizy wrazliwos$ci dla
tego zadania. Ale i wtedy praktyczne skorzystanie z powyzszego lematu
jest ograniczone do zadan o bardzo niewielkich rozmiarach ze wzgledu
na szybki wzrost mocy zbioru I wraz z rozmiarem zadania. Zdarza sie
jednak, ze w wyniku =zastosowanej metody rozwigzywania =zadania
uzyskiwany jest pewien czedéciowy opis wieloscianu conv(F) w okolicy
punktu £(X°), a $cidle]j, wyznaczany jest stozek wypukty D’ taki, ze
D(X°) ¢ D’, a ponadto wektor wspdtczynnikéw funkcji celu c speinia
warunek c¢ € G’, gdzie G’ jest stozkiem biegunowym stozka D’. Ponie-
waz G’ ¢ G(Xo), zatem G’ wyznacza pewien podzbidr obszaru niewrazliwo-

sci rozwiazania X°. Z taka sytuacja mamy na przykitad do czynienia,
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kiedy zadanie jest rozwiazywane z uzyciem odcie¢ (patrz [21]). W kla-
sycznych metodach odcied, stosowanych gtéwnie do zadan programowania
catkowitoliczbowego liniowego, wektor optymalny §(X°) Jjest uzyskiwany
jako rozwigzanie zadania programowania linlowego otrzymywanego poprzez
uzupeitnienie oryginalnych ograniczen zadania dodatkowymi nieréwnoscia-
mi liniowymi (tak zwanymil odcieciami Gomory’ego), wyznaczanyml w wyni-
ku formalnych przeksztatceri pierwotnych ograniczen. Podejscie to jest
obecnie uwazane za mato efektywne. Mozliwosciom réznego rodzaju ana-
lizy pooptymalizacyjnej zwigzanym z odcieciami Gomory’ego sa pos$wieco-
ne prace [31,32,37].

W ostatnich latach intensywnie byty rozwijane badania dotyczace
wielosciandéw rozwigzan dopuszczalonych dla rdéznego rodzaju zadan
optymalizacji kombinatorycznej (patrz [2,26,42,73]). Doprowadzito to
do znalezienia wielu typdow $cian dla takich problemdw, Jjak zadanie
komiwojazera, zadanie =zatadunku, =zadanie rozbicia zbiorow i inne.
Wprawdzie zwykle nadal nie pozwala to na peiny opis powitoki wypuktej
rozwigzan dla wiekszosci zadan kombinatorycznych, ale umozliwia
konstruowanie bardzo efekywnych algorytméw opartych na idei podziatu
i odcieé¢ (branch and cut) (patrz np. [13,42]). W trakcie dziatania
tego typu algorytméw uzyskiwana jest pewna liczba nierdéwnos$ci generu-
jacych sciany conv(F), ktére jednoczesnie wyznaczaja podzbiér obszaru

niewrazliwos$ci rozwiazania.

2.2.3. Warunki optymalnosci oparte na znajomos$ci podzbioru rozwiazan

najlepszych.

Stosunkowo proste warunki optymalnoéci mozna wuzyskaé *aczac
odpowiednie relaksacje oryginalnego zadania =z generowaniem podzbioru
kilku rozwigzan o najmniejszych wartosciach wag. Punktem wyjécia do

opisywanego tu podejsécia jest idea zawarta w [64].
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Rozwazmy zbiér wszystkich rozwigzan dopuszczalnych =zadania (P)

ponumerowanych w taki sposéb, ze

C(x®) = c(x') = c(x®) = ...= c(x®), (2.5)

gdzie s = |F|-1.

Rozwigzanie Xk w tak skonstruowanym clagu bedziemy nazywac k-tym
najlepszym rozwiazaniem zadania (P).

Zatdzmy teraz, Ze oprécz rozwiazania optymalnego X° Znamy jeszcze
k-1 kolejnych elementdéw ciagu (2.5). Wiele algorytméw rozwigzywania
zadan dyskretnych daje sie w stosunkowo tatwy sposdéb zmodyfikowad tak,
aby oproécz rozwigzania optymalnego generowaty rodwniez kolejne wyrazy
ciagu (2.5). Réwniez dodatkowy naktad obliczen zwiazany z taka
modyfikacja jest czesto niewielki (patrz np. [10,15,27,34,64]).

Niech

K = {x', ... ¥xh

oraz
s =cx*hH - cix”.
Niech ponadto dla c'e €
z(C') = min {C'(Y) : Y e %, C(Y) = C(X°) + 5}, (2.6)

gdzie C’'(Y), Y € F, Jjest waga podzbioru Y dla wektora wag c’.

Ponizszy prosty lemat formutuje warunek dostateczny optymalnosci
rozwigzania XO, ktéry mozna wykorzystaé¢ przy badaniu dopuszczalnych

zaburzen danych w funkcji celu zadania (P).
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Lemat 2.4

X° jest rozwiazaniem optymalnym zadania (P) z funkcja celu ¢, Jjesdli

(1) ¢ x%

A

c’(Y) dla kazdego Y € K
oraz

(i1) ¢ x*

A

z dla pewnego z = z(C').

Dowéd. Warunek (i) zada, zeby waga rozwiazania X° dla wektora wag c’
byta nie wieksza niz waga dowolnego rozwigzania ze zbioru X. Na to,
aby x° pozostawato rozwigzaniem optymalnym zadania (P) przy funkcji
celu C' wystarcza wiec, aby warunek (ii) wymuszal, ze waga ¢ (XM
jest nie wieksza niz waga dowolnego rozwiazania ze zbioru F\K, to

znaczy, musi zachodzié nierdéwnosé

z =z, (2.7)

gdzie

N
i}

min{C (Y) : Y € FK }. (2.8)
Ale tak istotnie jest, bowiem zadanie (2.8) jest relaksacja zadania
(2.6). Aby to pokazad zauwazmy, 2e funkcje celu w obu zadaniach sg
identyczne, natomiast z definicji & wynika, ze

FNK < {Y e F: ClY)=C(X") + 8},
Mamy wiec z(C') = ;, co implikuje (2.7).

Lemat powyzszy nie pozwala W prosty sposdéb wypisaé¢ uktadu

nieréwnosci opisujacego podzbidr obszaru niewrazliwos$ci rozwiazania
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X°. Umozliwia Jjednak badanie czy konkretna wartosé wektora c’ nalezy

do obszaru niewrazliwodci P(X°). Aby to zrobié, potrzebne jest
wyznaczenie odpowiedniego progu =z. Na to, aby warunki dostateczne
optymalnosci wynikajace z Lematu 2.4 nie byly trywialne, prég ten musi
by¢ dostatecznie bliski z(C'). JednakZe wyznaczenie wartogci z(C’)
dla wustalonego wektora ¢’ Jjest roéwnie trudne, jak rozwiazanie
oryginalnego zadania. Na to wiec, aby optacalne byio korzystanie z

Lematu 2.4, warto$sé¢ z musi by¢ wyznaczana nie poprzez policzenie

wartosci z(C'), lecz poprzez tansze obliczeniowo znalezienie jej
oszacowania dolnego. Takie oszacowanie mozna uzyska¢ z relaksacji
zadania (2.6). Zaleznie od konkretnej postaci rodziny % moze byd

optacalne rozwazanie roznych relaksacji. Dwie najprostsze prowadza do

rozwiazywania zadan zatadunku. Maja one nastepujaca postacd

min{C’ (Y) : Y e 2°, C(Y) = C(X°) + &}, (2.9)

z' (C)

n

min((c’)Ty :yeR, cTy > cTxo + 8, 0=y =1}, (2.10)

z”(C")

o

gdzie x° = £(X7).

W przypadku (2.9) mamy do czynienia 2z binarnym zadaniem

zatadunku, bowiem jak tatwo zauwazyé, (2.9) jest rdéwnowazne zadaniu
z' (C') = min ((c’)Ty : cTy > cTxo + 8, y € B"}.
Zadanie (2.10) jest ciagta relaksacja (2.9). Z wtasciwosci relaksacji

wynika, ze z"(C’) = z(C") = z(C’'). Zatem jako prég z mozna wziad

wartosé¢ optymalna jednego z zadan (2.9) lub (2.10).
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2.2.4. Warunki optymalnosci dla wyznaczania tolerancji wag elementoéw

Mozliwosé sformutowania warunkéw optymalnos$ci rozwiazania zalezy w

istotny sposdéb od postaci obszaru P dopuszczalnych zmian danych
zadania. Z bardzo waznym przypadkiem takiego szczegdlnego obszaru
dopuszczalnych zmian mamy do czynienia wéwczas, gdy zatozymy, ze
P =P, =6, x U, gdzie B, = {d € R" : d(u) = c(u) dla u = e,
d(e) € R}y i U, = {u}. Oznacza to, Ze wszystkie elementy danych
zadania, z wyjatkiem Jjednego skalarnego wspdiczynnika bedacego waga
elementu e, sg ustalone. 2Z Lematu 2.3 wynika, Ze obszar niewrazliwos-
ci rozwiazania optymalnego X° jest woéwczas zbiorem wypukiym. Wyzna-
czenie obszaru niewrazliwogci P(X°) polega wiec w tym przypadku na
znalezieniu maksymalnego przyrostu (oznaczanego symbolem t*(e,Xo)) i
maksymalnego zmniejszenia (oznaczanego symbolem t (e,X”)) wagi elemen-
tu e, nie naruszajacych optymalnosci rozwiazania X°. Wielkosci
t"(e,X°) 1 t7(e,X°) bedziemy nazywaé odpowiednio tolerancja gdérna 1
tolerancja dolna wagl elementu e wzgledem rozwiazania x°.

Warunki optymalnosci rozwiazania X’ przy tak zdefiniowanym
obszarze dopuszczalnej zmiennoséci danych maja zwigzek 2z pewnymi
zadaniami pomocniczymi okreslonymi na podzbiorach rodziny ¥.

Niech dla e € S,

«
1}

{Xe%F: eecX}
oraz

ge

{Xe¥F :e¢gX?}.

Przy jmi jmy ponadto konwencje, Zze jesli zadanie minimalizacji jest
sprzeczne, to jego wartosé¢ optymalna jest réwna o. Podobnie, w
przypadku sprzecznego zadania maksymalizacji przyjmujemy, zZe jego

wartos¢ optymalna jest rdwna -o. Zachodzi nastepujacy prosty fakt
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Lemat 2.5

Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym na to, by rozwiazanie optymalne
X° zadania (P) uzyskane dla danych ©p° = (c°,u®) byto rozwiazanienm
optymalnym zadania (P) dla p = (c,u®), jest speinienie nastepujacych
nieréwnosci
cle) = coe) + min { C(X) : X e ¥ } - C(X°) dla e e X°,
cle) = coe) - min { C(X) : X e F_} +C(X°) dla eeX.

Dowdd. Rozwazmy przypadek, gdy e € X°. Jest oczywiste, ze waga
elementu e moze dowolnie male¢ 1 nie narusza to optymalnosci
rozwigzania x°. Jesli natomiast waga elementu e rosnie, a wagi
pozostatych elementéw nie ulegaja zmianie, to wodwczas w taki sam
sposéb rosng wagli wszystkich rozwiazan dopuszczalnych nalezacych do
96, a wagl rozwigzan nalezacych do F° pozostaja niezmienione. Na to,
by X° byto nadal rozwiazaniem optymalnym, potrzeba wiec i wystarcza,
aby przyrost wagi elementu e nie przekroczyt réznicy miedzy
najmnie jsza waga rozwiazania dopuszczalnego ze zbioru 7° a wartosciag

C(x°). Dowéd w przypadku, gdy e ¢ X°, jest analogiczny.

Natychmiastowa konsekwenja powyzszego lematu jest )

Wniosek 2.2

Jedli e € Xo, to t-(e,Xo) = @ oraz

t"(e,X’) = min { C(X) : X e ¥° } - C(X°). (2.11)

Jesli e ¢ X°, to t'(e,X°) = w oraz

tT(e,X*) =min { CX) : X e F_} - G(X). (2.12)
n
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Wystepujace w (2.11) i (2.12) zadania optymalizacyjne moga byd¢ w
ogélnym przypadku rdéwnie trudne, jak oryginalne zadanie (P), a zatem
wyznaczanie tolerancji na podstawie powyZszego wniosku moze byd
obliczeniowo bardzo ztozone. Praktycznie interesujaca Jjest jednak
sytuacja, gdy wraz z rozwigzaniem x° dysponujemy oszacowaniami dolnymi
wartosci rozwiazan zadan pomocniczych w (2.11) i (2.12), to znaczy,

gdy znane sa wielkosci ve, v takie, ze
e

<
1A

min { C(X) : X € %° },
v =min { C(X) : X € ?e }.

Mamy wdéwczas oszacowania od doiu wartosci tolerancji wag
elementéw, bowiem z (2.11) i (2.12) wynika natychmiast, ze

€

t"(e,x°) 2z max { 0, v - Cc(x*) },
t (e,X°) zmax { 0, v - C(X°) }.

Wielkogci v°, v, dla niektérych elementéw zbioru S moga byd
dostepne jako w pewnym sensie produkt uboczny rozwigzania zadania (P).
Tak jest na przyktad w przypadku metody podziatu i oszacowan =z
wykorzystaniem relaksacji ciagiej pilerwotnego zadania, gdy wraz z

rozwigzaniem optymalnym dysponujemy zwykle tak zwanymi pseudokosztami

(patrz np. [(90]).
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2.3 2Zwiazki analizy wrazliwosci z dualnoscia

Teoria dualnosci odgrywa zasadnicza role w analizle wrazliwoscl w
takich dziatach ©programowania matematycznego, jak programowanie
liniowe, programowanie wypukte, programowanlie geometryczne. W
optymalizacjl dyskretnej rola =zadati dualnych jest roéwniez bardzo
istotna, chociaz sytuacja jest tu zasadniczo rozna. Gidwna roznica
polega na tym, Zze w optymalizacji dyskretnej mamy do czynienia =z
wieloma typami zadan dualnych, a ponadto wyniki sa zwykle stabsze w
tym sensie, Zze zazwyczaj nie zachodzl silne twierdzenie o dualnosgci, a
co za tym idzie, ze zwiazkdw miedzy zadaniamil prymarnym i dualnym nie
wynikaja warunki konieczne 1 dostateczne optymalnosci analizowanego
rozwigzania, Sytuacie te omdwimy szczegdlowe W punkcie 2.3.2,
natomiast w punkcie 2,3.1 przedstawimy podstawowy schemat tworzenia
zadann dualnych zaproponowany w [52]. Pozwala on na konstruowanie

roznych typow zadan dualnych rozwazanych w optymalizacji dyskretnej.
2.3.1 Zadania dualne w optymalizacji dyskretnej

Tworzenie zadan dualnych wiaze sie z wprowadzenym W poprzednim
punkcie pojeciem relaksacji zadania. RozwaZmy pare zadan :

zadanie picrwotne (prymarne)

(P) min C(X)
XeF

oraz Jego rclaksacje

(R] min C* (X).
XedF’
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Przy konstrukcji zadan dualnych zachodzi potrzeba rozwazania nie
pojedyniczej relaksacji zadania, lecz rodziny relaksacji, utworzonej
jako rodzina podobnych zadarn, z ktérych kazde jest wyznaczone przez
parametr q nalezacy do tak zwanego zbioru zmiennych dualnych Q.
Ponizsze przyktady pokazuja, Jjak moga byd¢ tworzone tego typu rodziny
dla czesto stosowanych relaksacji.

Zatézmy, ze problem (P) jest zadaniem optymalizacji dyskretnej, w
ktérym rodzina rozwigzan dopuszczalnych jest przecieciem dwdch rodzin

zbiordéw, to znaczy
F=6n7, gdzie §,% ¢ 2°. (2.13)
Przyjmi jmy ponadto, ze rodzina § jest zadana przez uktad ograniczen
natozonych na wektory charakterystyczne x = £(X) zbiordéw bedacych
elementami tej rodziny :
§={XcsS: gx) =b}, (2.14)
S s

gdzie g : R R®, b e R®.

Mamy wiec do czynienia z nastepujacym zadaniem prymarnym :

min C(X)
g(x) =Db (2.15)
X e X

przy czym x = £{(X), X ¢ S.
Taka posta¢ zadania wystepuje bardzo czesto w réznych sytuacjach.

Rodzina X opisuje wdéwczas zwykle cechy strukturalne rozwiazan. Na

przyktad X moze byé rodzing podzbiorow krawedzi grafu tworzacych

50



drogi w grafie, natomiast rodzina & obejmuje tylko te podzbiory
krawedzi, ktérych moc jest nie mniejsza niz zadana liczba k. Jesli
funkcja celu jest zdefiniowana jako suma diugosci krawedzi, to mamy
wéwczas problem wyznaczania najkrétszej drogi zawierajacej co najmniej
k krawedzi grafu. Zauwazmy, Ze réwniez standardowe zadanie programo-
wania binarnego (1.1) ma strukture zbioru rozwiazan dopuszczalnych
taka, Jjak zadanie (2.15).

Przedstawienie zbioru rozwigzan dopuszczalnych w postaci (2.15)
Jjest zwykle podyktowane wzgledami algorytmicznymi. Czesto bowiem
zadanie optymalizacyjne na zbiorze X jest proste i dopiero warunek
X € § czyni je trudnym obliczeniowo. Powszechnie w takich przypadkach

stosowana bywa relaksacja Lagrange’a zadania (2.15)

min ( C(X) + A [g(x) - b] ) (2.16)
XeX

S
definiowana dla pewnego wektora A € R .
+

Inng czesto stosowana relaksacja jest tak 2zwana relaksacja z
ograniczeniem zastepczym. Ma ona postac¢ zadania, w ktérym warunek

S
X € § jest =zastapiony dla pewnego ustalonego wektora w € R

*
pojedyriczym ograniczeniem

ng(x) < w'b.
Zadanie ma wiec postac
. T T
min { C(X) : wg(x) =wb, X e X }. (2.17)

Relaksacja powyzsza jest roéwniez czesto atrakcyjna obliczeniowo ze

wzgledu na skuteczne techniki rozwiazywania zadan typu zadania
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zatadunku.

W obydwu oméwionych wyzej przypadkach, kazda konkretna relaksacja
wiaze sie z wyborem tak zwanego parametru relaksacji : w przypadku
reaksacji Lagrange’a Jjest to wektor A mnoznikéw Lagrange’a, a W
przypadku zadania (2.17) - wektor w mnoznikdéw ograniczenia
zastepczego. W powyzszych przyktadach mnozniki te petnia role

wspomnianych wyzej zmiennych dualnych. W przypadku zadan (2.16),

S
(2.17) zbiorem zmiennych dualnych Q Jjest stozek R .

+

We wszystkich podanych dotad przyktadach zbiorem zmienych
dualnych byt zbidr wektoréw rzeczywistych. Obszerng klase relaksacji
otrzymujemy, gdy jako zbidr Q jest przyjety pewien podzbiér D zbioru

s s

F funkcji rzeczywistych niemalejacych F : R R. Dwa przyktady

+

takich relaksacji otrzymujemy, uogdlniajac w naturalny sposdéb
wspomniane wyzej relaksacje (2.16) i (2.17). Otrzymujemy wéwczas
l-relaksacje (od lagrangean relaxation) oraz s-relaksacje (od

surrogate relaxation).

S
Dla dowolnej funkcji F € F l-relaksacja ma postac :
+

min [ C(X) + F(g(x)) - F(b) 1, (2.18)
XeX

natomiast s-relaksacja jest zdefiniowana nastepujaco

min [ C(X) : F(g({x)) = F(b), X e X 1. (2.19)

Zwiazkil miedzy powyZszymi zadaniami oraz wtasciwos$ci tych zadan

sa oméwione doktadniej w [52].
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Zatézmy teraz, 2e dla =zadania prymarnego (P) mamy okres$long

rodzine relaksacji {(R;), q € Q}, gdzie zadanie wyznaczone przez pa-

rametr dualny g ma postad

(Rq) min Cq(X).
Xe?q

Niech v(R,) oznacza wartos¢ optymalna zadania (Rg).

Definicja 2.3

Zadaniem dualnym do zadania (P) wyznaczonym przez rodzine relaksacji

{(Ry), q € Q} nazywamy zadanie

(D) sup v(Rq). (2.20)
q€Q

Przy opisanym wyzej schemacie tworzenia zadan dualnych mamy do
czynienia z duza ich rdéznorodnoscia, spowodowana wyborem rozmaitych
typdw relaksacji oraz zbiordéw zmiennych dualnych. Je$li na przykiad
zadaniem prymarnym Jjest (2.15) i Jjako =zbidér =zmiennych dualnych
s

, to biorac jako
+

relaksacje zadania l-relaksacje (2.18), otrzymujemy tak zwane zadanie

wybierzemy dowolny niepusty podzbidr D < F

l-dualne w postaci

(D,) sup min [C(X) + F{g(X)) - F(b)]. (2.21)
FeD XeX

Natomiast wybierajac jako relaksacje s-relaksacje (2.19), otrzy-

mujemy zadanie s-dualne w postaci

(Dg) sup min[C(X) : F(g(x)) = F(b), X € X]. (2.22)
FeD
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S
Podobnie, biorac jako zbidér zmiennych dualnych R , a jako
+

relaksacje odpowiednio wspomniang wyzej relaksacje Lagrange’a albo
relaksacje z ograniczeniem =zastepczym, otrzymujemy czesto spotykane
zadanie dualne Lagrange’a i zadanie dualne ograniczenia zastepczego.

W analizie zwigzkow miedzy =zadaniami dualnymi istotng Trole
odgrywa jeszcze Jjedno zadanie, nazywane zadaniem f-dualnym [52,89]).

Zadanie f-dualne dla problemu (2.15) jest formutowane nastepujgco :

(D¢) sup F(b)
F(g(x)) = C(X) dla X e X (2.23)
F e D,

s
gdzie D jest dowolnym niepustym podzbiorem F .
+

Zadanie powyzsze mozna réwniez wyprowadzi¢ z ogdlnego schematu
tworzenia zadari dualnych (patrz [52]), biorac jako relaksacje patolo-
giczne zadanie min{F(b) : X € X}, a jako zbidér zmiennych dualnych

Q={F e D : F(g(x)) =z C(X) dla X e X}.

Niech teraz v(D;), v(D;) i v(D.) oznaczajg odpowiednio wartosci
optymalne zadan l-dualnego, s-dualnego i f-dualnego. Zachodzi naste-

pujacy fakt [52], nazywany sitabym twierdzeniem o dualnos$ci, ktéry po-

damy tu bez dowodu

Twierdzenie 2.1

S
Dla dowolnego niepustego podzbioru D € F zachodzg nierdwnosci
+

v(P) = v(D,) = v(D;) = v(D,)
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Rozwazmy teraz pare zadarn: zadanie prymarne (P) i zadanie dualne (D).
Istotna role, jesli chodzi o mozliwosci wykorzystania zadania dualnego
w analizie wrazliwosci dla =zadania prymarnego, odgrywa wielkosd

nazywana odstepem dualno$ci, definiowana nastepujgco

A =v(P) - v(D).

Jest pozadane, aby wartosé¢ odstepu dualnosci byta réwna zeru albo
mozliwie mata. Uzyskanie zerowego odstepu dualnosci nie zawsze jest
mozliwe. Na przyktad w przypadku zadania dualnego lLagrange’a i zada-
nia dualnego ograniczenia zastepczego, czesto musimy sie liczy¢ z nie-
zerowym odstepem dualnosci. W przypadku zadan l-dualnego, s-dualnego
i f-dualnego, mozliwy Jjest taki dobér zbioru zmiennych dualnych, ze
odstep dualnosci jest rowny zeru. Nalezy jednak mied¢ na uwadze fakt,
ze mamy tu do czynienia z trudnymi zadaniami optymalizacyjnymi.

Istota postepowania gwarantujgcego zerowy odstep dualnosci dla
zadan (D,), (D;) i (D) polega na doborze na tyle obszernego zbioru

zmiennych dualnych, aby zawierat on funkcje, nazywana funkcja zaburzen
zadania (2.15).

Definicja 2.4

s
Funkcja zaburzen zadania (2.15) nazywamy funkcje ¢ : R - R, gdzie

Cly) = min {C(X) : g(x) = y}. (2.24)
Xed

Ponizsze twierdzenie, ktére rdéwniez przytoczymy bez dowodu,
(patrz [52,83,89]) okresla warunek dostateczny zerowania sie odstepu

dualnosci dla zadan (D;), (Dg) i (Dg).
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Twierdzenie 2.2
Jedli w przypadku zadania (2.15) zbidér D zawiera funkcje zaburzen ¢,

to wéwczas

v(P} = v(Dg) = v(D}) = v(D). L]

)

Zatozenia powyzszego twierdzenia sg bardzo silne. Zadanie, aby
zbidér D zawierat funkcje zaburzen zadania, prowadzi do bardzo trudnych
zadari optymalizacy jnych. Wynika to z wtasciwosci funkcji zaburzen
zadan dyskretnych, ktéra zwykle nie jest funkcja ciagia. Zgodnie z
podana w Rozdziale 1 klasyfikacja probleméow analizy pooptymalizacy j-
nej, badanie przebiegu funkcji zaburzen nalezy do analizy parametrycz-
nej rozwigzan. Dla niektdérych probleméw optymalizacji dyskretnej

wtasciwosci funkcji zaburzen sa cze$ciowo znane (patrz np. [6,7]).

2.3.2 Wykorzystanie zadan dualnych w analizie wrazliwosci

Zadanie dualne z zerowym odstepem dualnosci moze byc¢ uzyte do
. . . . s . . 0 .
okresglenia podzbioru obszaru niewrazliwosci rozwiazania X . Niech

((Rq), q € Q} bedzie rodzing relaksacji wyznaczajaca zadanie dualne.

Oznaczmy:

Pp={(c,u) e Pc€xU: (i) X e F),
(ii) q" € Q,
(1i1) C(X°) = v(Rg) }.

Zauwazmy, 2e parametr q* spelniajacy warunki (ii}, (iii) jest

rozwigzaniem optymalnym zadania dualnego, wyznaczonego przez rodzine

relaksacji {(R;), q € Q}. Zachodzi nastepujacy fakt:
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Wniosek 2.3

Py € P(X°). (2.25)
Dowéd. Rozwazmy dowolna pare (c,u) spetniajaca warunki
(i), (ii), (iii). Z konstrukcji zadania dualnego wynika, ze (Rq') Jjest

relaksacja zadania (P), a poniewaz speinione sa warunki (i) i (iii)
to X° Jjest tez rozwiazaniem optymalnym (Rq'L Na podstawie warunku
(1) X° jest rozwiazaniem dopuszczalnym (P), a zatem 2z Lematu 2.1

. . - . . . 7 . . . o
wynika, ze (c,u) nalezy do obszaru niewrazliwosci rozwigzania X

Wniosek 2.3 jest podstawg nastepujacego postepowania prowadzacego

N . . ez P . . o
do wyznaczenia podzbioru obszaru niewrazliwosci rozwigzania X

1° Majac dane rozwiazanie X° oraz okreslony obszar P £ € x U
dopuszczalnych zmian parametrdéw zadania (P), nalezy wybra¢ rodzine
relaksacji ((Rq), q € Q} zadania (P) taka, ze rozwiagzanie q" zadania
dualnego opartego na tej rodzinie spetnia warunek v(Rq') = C(X%)

2° Nastepnie nalezy rozwazyé, w jaki sposéb zmliany danych
(c,u) € P zadania prymarnego przenosza sie na zaburzenia danych relak-
sacji. Dla potrzeb analizy wrazliwosci istotne jest, aby relaksacja

(Rq*) data sie przedstawié¢ w nastepujace]j postaci

Vigq®,c,u) = min C’ (X), (2.26)
XeF’

gdzie F'= F',(u) oraz C’'(X)= C’'(X,c).
q
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o . . - . . . ’ . .
3 Zgodnie z Wnioskiem 2.3, do obszaru niewrazliwosci rozwiaza-

nia X° zadania (P) naleza te dane (c,u) € P, dla ktérych :
(1) X° jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania prymarnego,
to znaczy X° e F(u);
(ii) Zadanie (2.26) Jest relaksacja zadania prymarnego
min{C(X)} : X € F(ul};

(iii) Zachodzi réwnosé C(X°) = V(g®,c,u).

Sprawdzenie warunkdw (i) oraz (ii) jest zwykle proste. Natomiast
wyznaczenie danych, dla ktérych zachodzi (iii), moze by¢ w konkretnym
przypadku trudne. Zauwazmy, Ze w istocie weryfikacja réwnosci (iii)
wymaga umiejetnosci prowadzenia w pewnym zakresie analizy parametrycz-
nej dla relaksacji (2.26). Nie jest to wprawdzie peina analiza para-
metryczna rozumiana tak, jak w Rozdziale 1, bowiem potrzebne jest jJe-
dynie wyznaczenie parametrycznej funkcji wartosci zadania bez koniecz-
nosci znajdowania rozwiazarn, ale i tak moze to byé¢ obliczeniowo skom—
plikowane. 2 drugiej strony, mozna sie spodziewad, ze relaksacja be-
dzie zadaniem znacznie tatwiejszym niz oryginalny problem (P), a co za
tym idzie, analiza pooptymalizacyjna dla relaksacji moze by¢ rdéwniez
znacznie prostsza.

Omawiane podejscie jest wykorzystywane w Rozdziale 3 do analizy
wrazliwosci dla zadania komiwojazera, a zadanie dualne jest konstruo-
wane W oparciu o rodzinge relaksacji, bedacych zadaniami wyznaczania

minimalnych drzew rozpinajacych uzupeinionych.

Rozwazana Wyzej sytuacja dotyczy przypadku, gdy udaje sie znalezd

zadanie dualne, dla ktérego odstep dualnosci jest réwny zeru. W
pozostatych przypadkach sytuacja jest bardziej ztoZona. Schemat
postepowania, podobny do omawianego wyzej, pozwala wowczas na

wyznaczenie podzbioru danych nalezacych do tak 2zwanego obszaru
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e-niewrazliwosci, to znaczy takiego zbioru dopuszczalnych parametroéw,
dla ktérych dane rozwigzanie pozostaje rozwigzaniem eg-optymalnym.
Zadanie dualne z niezerowym odstepem dualnogci moze byc¢ tez uzyte do
zna jdowania podzbiordéw zbioru P(X°). Tak Jjest to robione w punkcie
3.4 dla zadania komiwojazera. Réowniez w tym przypadku istotne jest

uzyskanie mozliwie matego odstepu dualnosci.

Jak juz wspomniano wyze]j, zerowy odstep dualno$ci moze by¢
zagwarantowany w przypadku zadania f-dualnego z odpowiednio dobranym
zbiorem funkcji dualnych D. Warunkiem wystarczajacym Jjest wybranie

takiego zbioru D, ktory zawiera funkcje zaburzen zadania.

Rozwazmy pare zadan : zadanie prymarne w postaci

min C(X)
() g(x) =b
Xed

oraz zadanie f-dualne

sup F(b)
(¢9) F(g(x)) z C(X) dla kazdego X € X

S
FeDcF

+

Zadanie f-dualne pozwala na sformutowanie nastepujacego warunku

optymalnosci rozwiazania X° (patrz [(891)
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Twierdzenie 2.3
Zbisér X° jest rozwigzaniem optymalnym =zadania (¢) wtedy 1 tylko
wtedy, gdy
(1) g(x°) = b,
(11) X* e X

S
oraz istnieje funkcja F° e F taka, zZe
+

(1i1) F(g(x°)) = C(X"),
(iv) c(X”) = F'(b).

Rozwiazanie zadania f-dualnego jest =zwykle niejednoznaczne 1
istnieja liczne funkcje speinliajace zatozenia Twierdzenia 2.3. Majac
dowolna taka funkcje 1 wypisujac uktad warunkéw (i)-(iv), uzyskujemy
opis podzbioru obszaru niewrazliwosci P(X°). Zauwazmy, ze twierdzenie
powyzsze jest dodatkowo atrakcyjne ze wzglgdu na to, Ze pozwala badac
réownoczesne zmiany wielu parametréw zadania. Nie jednoznacznosdé
rozwiazania zadania dualnego powoduje jednak, ze mimo iz dysponujemy
tu warunkami koniecznymi i dostatecznymi optymalnos$ci rozwigzania, to
nie majac wszystkich funkcji spetniajacych warunki (iii), (iv), mozemy
wyznaczy¢ jedynie podzbidr obszaru niewrazliwosci.

Podstawowg trudnos$cia w omawianym podejsciu jest znalezienie fun-
s

kcji F® € F spetniajacej warunki (iii), (iv). Jest to zadanie trud-
+

ne nawet w tych przypadkach, gdy dzieki znajomosci witasciwosci funkcji
zaburzenn dla konkretnego zadania, moZzna na podstawie Twierdzenia 2.2
ograniczyd¢ klase funkcji, w obrebie ktdérych nalezy poszukiwad rozwia-
zania zadania dualnego.

Pewna szanse na skorzystanie z wynikow Twierdzenia 2.3 daje po-
czyniona w [89] obserwacja, Ze niektére algorytmy rozwigzywania orygi-
nalnego zadania mozna w nieznaczny sposdb zmodyfikowa¢ po to, by wraz

z rozwiazaniem optymalnym generowaty pewna funkcje dualna.
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W [89] opisano strukture funkcji dualnych, ktére wiaza sie z typowymi
pode jSciami do rozwiazywania zadarn programowania catkowitoliczbowego
liniowego : metoda podziaitu i oszacowari, metoda odcie¢ Gomory’ego oraz
pode jsciem wykorzystujacym relaksacje Lagrange’a. Zadanie, dla ktére-

go prowadzono te rozwazania, Jjest klasycznym problemem o postaci

T
max C X

Ax

1A
lo

(2.27)

przy czym Z jest zbiorem liczb catkowitych 1 dane zadania sa catkowi-

. n m mXn s PRI
toliczbowe, to znaczy c e€ Z, beZ, A el . Omawiane wczesnie]

zadanie programowanie binarnego jest szczegdlnym przypadkiem zadania
(2.27) otrzymywanym wéwczas, gdy uktad ograniczed Ax = b zawiera
warunki x = e, gdzie e jest n-wymiarowym wektorem jednostkowym.
Znana klasyczna metoda rozwiazywania zadania (2.27) Jjest metoda
form catkowitych (metoda odcieé¢) Gomory’ego (patrz np. [21]) i na jej
podstawie zilustrujemy omawiane podejscie. W kroku t tej metody
(gdzie t = 0,1,...,r) jest rozwiazywane zadanie (Pt], bedace restryk-
cja ciagtej relaksacji zadania (2.27), ( to znaczy relaksacji powsta-
tej przez odrzucenie warunkéw x € Z' ). Jako zadanie (P%) Jjest brana
ciggta relaksacja zadania (P), natomiast zadanie (P Jjest tworzone
poprzez dodanie do zadania (Pt) odciecia Gomory’ego, to znaczy ograni-

czenia liniowego o postaci
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Mozna pokazaé, ze ograniczenie to daje sie zawsze zapisaé¢ nastepujaco:

Z FHa)) % = F(b),

i=1

gdzie Ft jest pewna funkcjg rzeczywista F' : ’R" 5 R.

Zatdézmy, ze do rozwigzania zadania (2,19) wuzyto r odcieé.

Oznacza to, ze w wyniku rozwiazania zadania (P7) jako zwyktego proble-
mu programowania liniowego (ciggtego) otrzymano jako rozwiazanie opty-
malne wektor catkowitoliczbowy.
Niech u = ( ul,...,um, umﬁ,...,gmr) bedzie rozwiazaniem optymalnym
klasycznego (znanego z programowynia liniowego) =zadania dualnego do
problemu (P'). Wéwczas, jak pokazano w [32,89], rozwiazaniem optymal-
nym dla zadania f-dualnego dla problemu (2.27) jest nastepujaca
funkcja F° : R" 5 R :

F°(d) = Zu,d + Zu*tFt(d). (2.28)

Korzystajac z wynikdéw w [32] moZna w sposob jawny wypisaé postac
funkcji F°.  Niech bowiem B(t)‘1 bedzie odwrotnoscia macierzy bazowej
dla zadania (P') i niech q(t) oznacza wiersz tej macierzy
odpowiadajacy tak zwanemu wierszowi zrdédiowemu (patrz [21]), z ktérego
wygenerowane zostato odciecie o numerze t. Wéwczas funkcje,

wystepujace w wyrazeniu (2.28) sa tworzone nastepujaco

F'(d) = [ {q(0)} d 1,
F2(d) = [ {q(1)} @ F'an’i,
Ft(d) = [ {q(t-1)} @ F@), .. F"ran’ 1,
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gdzie [a], {a} oznaczaja odpowiednio czes$é¢ catkowita 1 czes$é utramkowa

liczby a, natomiast T Jjest symbolem transpozycji wektora.
Wspomniana wyzej modyfikacja algorytmu odcie¢ dla wykorzystania

Jjego wynikow do konstrukcji funkcji dualnej wymaga wigc zapamigtywa-

nia dla kazdego z generowanych odcie¢ wektora gq(t).
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ZAKONCZENIE

Analiza wrazliwosci rozwigzan staje sile obecnie dynamicznie
rozwijajacym sie dziatem optymalizacji dyskretne]j. Jednakze nadal
pozostaje w niej wiele nierozwigzanych problemdw. Réowniez czesto
mozliwosci obliczeniowe badania wrazliwosci rozwigzan znacznie
odbiegaja od praktycznych potrzeb. W duzym stopniu jest to
nastepstwem faktu, Ze same =zadania optymalizacji dyskretnej sa

zwykle trudne. Wymownym objawem tych trudnosci jest to, ze obecnie

zaden komercyjny pakiet, ©przeznaczony do rozwigzywania =zadan
dyskretnych, nie oferuje Jjakichkolwiek mozliwosci analizy
peooptymalizacyjnej.

Wydaje sie, ze obecnie trudno sie spodziewac istotnego postepu,
jesli chodzi o ogdlne techniki rozwiazywania probleméw z zakresu
analizy wrazliwosci. Ciagle perspektywiczne wydaja sie natomiast
badania dla poszczegdlnych klas zadan, a zwtaszcza badania zwiagzane
z konkretnymi algorytmami uzywanymi dla tych klas zadarn. W przypad-
ku kazdego takiego algorytmu zasadne jest postawienie na przyktad
pytan o zakres i koszty obliczeniowe modyfikacji, jakie nalezaloby
wprowadzi¢ dla wutatwienia reoptymalizacji. Celowe Jjest rdéwniez
analizowanie kazdego =z takich algorytméw =z punktu widzenia
mozliwosci uzycia go do rozwigzywania nie tylko pojedyriczego

zadania, ale cate]j rodziny zadar parametrycznych.
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Z praktycznego punktu widzenia bardzo pozadane wydajg sie row-
niez badania nad przybliZonym rozwigzywaniem zadan z zakresu analizy
pooptymalizacyjnej. Dotyczy to dwéch grup zagadniend. Plerwsza jest
zwigzana z przyblizona analiza wrazliwosci i analiza parametryczng
dla rozwigzan optymalnych =zadani (na przykitad wyznaczanie jedynie
dolnych oszacowann tolerancji, oszacowan promienia niewrazliwosci,
przyblizone okres$lanie przedziatu zmian wartosci optymalnej zadania
przy zmianie parametrdw, itp.). Druga grupa zagadnien dotyczy po-
dobnych probleméw, ale formutowanych dla rozwigzan przyblizonych
zadani. Takie postawienie celdw w analizie wrazliwosci powinno zwy-
kle byc¢ satysfakcjonujace z praktycznego punktu widvzenia, a rdwno-

czesnie daje szanse na dostarczenie metod akceptowalnych

obliczeniowo.
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