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Krzysztof Zuchowski
Zaktad Mechaniki
Cieczy i Gazéw .

NIELINICWE KOHERENTNE ODDZIALYWANIE FAL
I CZASTEK W PLAZMIE BEZZDERZENIOWEJ

' W pracy rozwazano nieliniowe oddzialywanie fal i czastek w
plazmie bezzderzeniowej, ograniczajac sie gidwnie do cddziaty-
wari kocherentnych. Szczegélnie uzyteczna okazala sieg metoda "fal
sprzezonych", ktdéra w przypadku nieliniowego oddzialywania fal
w plazmie bezzderzeniowe) prowadzi do ukladu rdwnan typu Vol-
terry-Lotki, lub pswnych jego uogélnien przy uwzglednieniu dys-
sypacji w ukladzie. Powyzsza metoda jest wygodna, gdy bezzderze=-
niowa plazma zostala poddana parametrycznemu cddzialywaniu, co
oznacza, ze zaburzenie ma odpowiednio dopasowane okres i faze
do danego ukZadu,

Rozwazeno takze wplyw nieliniowosci odrodka na medulacje za=-
burzenia gestosci czastek w plazmie. Uwydatnil sig tu zwigzek
nieliniowoséci z niestacjonarnoscia osrodka. Przy pewnybh upro-
szczeniach réwnanie opisujace wzgledng zmiane gestodci czastek
oérodka daje sie sprowadzié do nieliniowego réwnania Schrodin-
gera. Przytoczono takze rozwazania uwypuklajace z kolei zwiazek
pomiedzy nieliniowoécia i niejedncrodnoscig a modulacjg fali
Swistowej w plazmie. Bezposrednia przyczyna modulacji byia per-
turbacja gestosci jsko wynik efektu ponderomotorycznego. Réwna-
nie opisujace modulacje amplitudy fali Swistowej moZna takze
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sprowadzié, przy pewnych uproszézeniach, do postaci nitliniowe-

go réwnania Schrodingera.

Wstep

Teoria liniowa fal rozchodzgcych sie w plazmie /speiniaja-
cych zwiazek dyspersyjny D (k,w) = 0, wynikajacy z uktadu
réwnan Maxwella i réwnan liniowych opisujgcych dynamike plazmy/
nie opisuje wystarczajaco rozwoju w czasie nawet malego odchy-
lenia od réwnowagi. Falom © skonczonych amplitudach towarzysza
zjawiska, w ktorych iloczyny amplitud odgrywaja wazng role.

Na przykiad mozna tu wymienié [1] , [2] , [3] : dudnienie fal,
rozpraszanie fal przez rozkiad czgstek, czy tez rezonansowe od-
dziatywanie fal oraz fal i czastek.

Dynamiczny rozwé] teorii plazmy, Jjaki nastgpil w ostatnich
latach przyczynit sie do opracowania pewnych metod badania nie-
liniowych obiektéw fizycznych /np. fal nieliniowych, uderzenio-
wych i solitondw/.

Najrtardziej konwencjonalnym podejéciem do zjawisk nielinio-
wych w plazmie jest teoria zaburzer. Perturbacyjna teoria nie-
liniowych fal plazmowych, o maiych, lecz skoniczonych amplitu-
dach, = oddzialywaniu tych fal doczekala sig Juz wielu opraco-
wanh [4] , [5] . Dla dwéch przypadkéw granicznych ta siabo nie-
liniowa teoria Jest stosunkowo prosta. W pierwszym przypadku,
gdy Jjest niewiele fal o skorczonych amplitudach, moina kazda z
nich rozpatrywaé¢ oddzielnie, Mamy wtedy do czynienia z teorig
siabych fal kcherentnych [6] . W drugim przypadku wystepuje tak
wiele fal, Ze mozna do nich-zastosowaé opis statystyczny, otrzy-
mujac te wiasciwosci rozwoju w czasie stanu plazmowego, ktére
nie zaleza od szczegéléw faz poczatkowych fal. Teoria ta nosi
nazwe guasi-liniowe]j Jezeli uwzglednia Jjedynie coddziaiywanie
fal z rozkladem czastek. Jezeli uﬁzglqdnione sa takze oddziaiy-
wania fal, to teoria taka nosi nazwe siabej turbulencji, Nowe
wyprowadzenie rownan teorii quasi-liniowe]j, bez uzycia metody
"przyblizenia chaotycznych faz" /"random phase approximation"/,
zostaa przedstawiona w [7] , gdzie w celu wykonania usrednie-
nia po fazach posiugiwano sie funkcja autockorelacji stochasty=
.cznego pola elektrycznego.



Lgs

PodejScie oparte o rachunek zaburzern musi zawies$dé, gdy ampli-
tudy fal stajs sie¢ tak duze, ze zachodzi jedna z mozliwosSci:

1. Rachunek zaburzen Jest rozbiezny.

2, Orbity czgstek zmieniajg sie tak wskutek oddzialywania
z polami, 2ze nie mozna Jjuz zakladaé¢ o funkcJi rozkiadu: f= F
przy dokadnym obliczaniu liniowych wiasciwosci falowych plaz-
my, gdzie F, Jest réwnowagowa funkcjg rozkladu.

W przypadku plazmy spokojnej /quiscent plasma/ fluktuacje
maja charakter termodynamiczny i ich poziom jest okresflony przez
temperature osrodka. Stosunek energii fluktuacji do energii ki=-
netycznej czastek plazmy Jjest rzedu parametru plazmowego

q = 4 /.,-,_ R; , gdzie 7 - koncentracja czgstek, zas

A,. - promieri Debye’a. W celu uzyskania rdwnania na funkeje

korelacyjng nalezy dokonac¢ rozwiniecia hierarchii BEGKY w sze-
reg wzgledem parametru plazmowego [1] . Jezeli poziom fluktu-
acji znacznie przewyzsza ich wartes¢ dla plazmy znajdujace] sie
w pobliZzu réwnowagi termodynamicznej wéwczas, cho¢ hierarchia
BBGKY nadal obowigzuje, Jjednak nie mozna tu zastosowad sposobu
_JeJ obciecia charakterystycznego dla spokojne] plazmy i cparte-
g0 na rozwinieciu w szereg wzgledem parametru plazmewczo. Zaza-
muje sie tu rachunek zaburzer i nie mozna juz wykonaé iteracji
rozwigzania réwnania Wiasowa, ktéra byia skuteczna w przypadku
Stabej turbulencji. Teoria opisujgca plazme ¢ wysokim poziomie
energii fluktuacji no-si - nazwa teorii silnej turbulencji.

W przypadku silnej turbulencji plazmy charakterystyczne Jest
widmo energetyczne €, drgan plazmowych o wektorze falowym
k . Dla tego stanu plazmy mozliwe sg korelatje fluktuacji o
makroskopowych natezeniach., Ponadto w odSrodku plazmowym turbu-
lentnym, gdzie istnieje stale Zrddlo zewnetrzne utrzymujgce
osrodek w stanie niestabilnosci, na przykiad zewnetrzne pole
elektryczne, moze wytworzy¢ sig turbulentﬁy stan stacjonarny
osrodka scharakteryzowany przez stacjonarny przepiyw strumie-
nia gestosci energii.

Przy rozpatrywaniu stacjonarnej plazmy silnie turbulentnej
nalezy juz w stanie wyjéciowym /zagadnienie poczatkowe/uwzgle-
dnié istnienie makroskopowych korelacji i fluktuacji. Poniewaz
znajono$é funkcji korelacji obok Jjednoczgstkowej funkcii roz-
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k2adu stanowi docelowy punkt teorii, wiec jest to zagadnienie
samouzgodnione. Pomocniczym’' etapem do rozwigzania tego zagad-
 hienia Jest wykorz&stanie teorii liniowe] odpowiedzi na zaburze-
nie zewnetrzne dla plazmy znajdujace] sie w stanie stacjonarnej
turbulentnosci.

Alternatywnym podejsSciem do plazmy silnie turbulentne]j jest
zastosowanie hierarchii  BGKY w celu wyprowadzenia rdwnan dla
funkcJi korelacyjnel. Jednak w tym przypadku wieloczé&kowe fun-
kcje pozostaja skoriczone w granicy g -0 i nalezy inaczej do-
konaé obciecie hierarchii niz dla spokojne] plazmy.

Nieliniowe odd21a1ywan1e fal i czastek

¥ przypadku rozpatrywania zjawisk liniowych Jedynym mozli-
wym keclektywnym oddziaiywaniem w plazmie bezzderzeniowe] jest
rezonansowe oddziaiywanie czastek plazmy z fals, ktére wymaga
speinienia zaleZnosci: :

iy W - K.v- g0
K S t
gdzie: - czestosé fali, K - wektor falowy, v -~ pred-

koéé czasgki ZJjawisko to nosi nazwe tZumienia Landaua, ewentual-
nie prowadzi do niestabilno$ci, w zaleZnosci od poczatkowego roz-
kzadu czastek w przestrzeni predkosci. Natomiast“ﬁrzypadku nie-—
liniowym kolektywnie oddziaXywuja z czastkami plazmy przynaj-
mniej dwie fale i najpreostszy warunek oddziaiywania przybiera
postaé:
/2/ e - e e {5”!-

zaé zjawisko z nim zwigzane nosi nazwe nieliniowego t2umienia
Landaua i mo2e odgrywaé waing role zardwno w oplsie ewoluc ji
amplitud fal, jak i rozkzadu czgstek w przestrzeni predxosc;.
Gdy sprzezenia pomiedzy falami i czgstkami s siabe tak, Ze
zwiazki /1/ i /2/ nie zachodza, to decydujacym mechanizmem opi-
sujacym ewolucje ukzadu moze byé oddziaiywanie fal. W przy-
padku oddziaiywania trzech fal nieliniowe zjawisko jest szcze=

vy =0,



=g

gélnie istotne przy speinieniu warunku rezonansowego:

/3/ [ %] = b'u k:n'q-l:".

Gdy rozwazany jest makroskopowy model osSrodka, to na ogdi,
w przypadku ograniczenia sie do siabej nieliniowosci i dyspersji,
mozna go przedstawié w postaci [4] :

/ol 3 w(x) = Li{vls,e)} « B{e(xt), wiq},

gdzie ¥ Jest skonczenie wymiarowym wektorem kolumnowym,
ktérego elementami sg wybrane wielkodéci fizyczne, opisujacy w
wystarczajacy sposéb badany osSrodek:

®, (x,¢t]
e xR )

W réwnaniu /4/ L oraz B sg operatorami r6zZniczkowymi
wzgledem x . Ponadto /i {_?-} jest liniowe wzgledem ¥ "
zas B {y, v} kwadratowe wzgledem ¥ . i

Réwnanie Kortevega - de Vriesa [3], [4], [8] Pl i
ktore jest najprostszym réwnaniem opisujgcym nieliniowosé i dys-
persje, jest szczegdlnym przypadkiem [4] . Takze ukiad réwnan
Maxwella wraz z doiwgczonymi réwnaniami plazmy wieloskladniko-
wej oraz réwnania magnetchydrodynamiki opisujgce zimng plazme
w polu magnetycznym, nieliniowo zaburzong wzgledem stanu Jedno=-
rodnego, tez maja postaé /4/. W tym ostatnim przypadku wektor
Y ma 7 skladowych: perturbacja gestosci, predkosé piynu i
perturbac ja pola magnetycznego.

Po przejsciu do reprezentacji fourierowskie] wzglgdem
zmiennych przestrzennych i wykorzystaniu jako bazy wektordw
wlasnych amplitud fourierowskich czesci zlinearyzowane] ukiadu

A4/

16/ wlx, &) = 5 exp(in-z)¥ (¢,
.4
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moZna otrzymaé réwnanie:

o
/8/ S_ 'A.’.‘ —_-’ZJ %K-K!;s" >y e E[{u;-w;-“—:.}t]’
gdzie . 5 K" zalezy od dokladnej postaci operatordw
é. - D . Postaé réwnania /8/ dla plazmy opisanej réwnanien
wiasowa, przy zalozeniu slabego sprzezenia fal i czgstek zosta-
Xa wyprowadzona w IAJ przy uzyciu metody wielu skal wzgledem
czasu.

Jezeli nie zachodzi warunek /3/, to rozwigzania /8/ maja
charakter oscylacyjny. Przy speinieniu /3/ rozwiqiania /8/ po=-
siadajag czesdé éystematycznq.

Réwnania-/8/ mogg by¢é wykorzystane zardéwno w przypadku ko-
herentnym, gdy mamy do czyhienia z niewielkg iloscig fal, Jak.
i w przvpadku siabej turbulencji /stan niekcherentny/. W tym
ostatnim przypadku mamy do czynienia z wielksg iloscig fal o
chaotycznie roz*ozonych fazach. Informacja o fazach poszcze-
gélnych fal jest w tym przypadku nieistotna i dokonuje sig
usrednienia wzgledem faz. '

Koherentne nieliniowe oddzialywanie

 Tfal 1 czastes.

Formalne podejscie do oddzialywahia fal i czgstek, w tym
takze nieliniowe przedstawiono w [10] . Podano tam hamilto-
nowskie sformulowanie réwnania Wiasowa na przestrzeni fazowe]J
wyposazonej w strukture nawiasow Poisscna i przeksztaicenia
kanoniczne. Praca ta jest kontynuacjg rozwazan przedstawionych
w [11] , [12] . Podobne rozwazania przeprowadzono w [13] . Nie
podano tam jednak réwnarn przedstawiajacych nieliniowe oddziaiy-
wania konkretnych fal w plazmie, ani wyrazen na silg pondero-
motoryczng wynikajacych z nieliniowego oddziaiywania w osrodku,
pomimo zawartych tam ogélnych rozwazan dotyczacych tych efektdw.



LEETe

W [6] przedstawiono uproszczone podejsScie do badania ko-
herentnego oddzialywania fal w plazmie. Metoda "fal sprzezonych®
ma zastosowanie do badania oddzia*ywania fal oraz fal i czastek
zaréwno w plazmie bezzderzeniowe] jak i uwzgledniajacej zderze-
nia. Jest to fenomenclogiczne ujecie ogdlnej metody przedstawio-

‘nej w poprzedniej czesci pracy, ktérej wynikiem bylo rdwnanie
/8/ «

Aby przedstawié powyzsza metode podamy tu wyprowadzenie
vownah dla fal sprzgzonych,

g opisujacych cddzialywanie dwéch fal ele=-
ktromagnetycznych poprzecznych i podiuznej fali plazmowe].

Uklad réwnan opisujacych dynamike plazmy ma postac:

_ /3t No¥-V 2 =7 (my),

- 3Bt +P-E=0, :
=/9f -dv/idt+eE]/m + (u’]No)gm —(.\.’-Y).\."‘

~(e/m)y=8 ~(v*/N*)ngn, '

- EIE |3t~ (4/mM, ) ¥~B ~e N,V = eny |
gdzie: = e i wm odpowiednio radunek i masa elektronu;

N, s m i ¥ - réwnowagowa ggstos¢ plazmy, zaburzenie ggstosci
elektronéw i zaburzenie predkosci elektrondw; ji i !? - nate-
Zenie pola elektrycznego 1 indmkcja magnetyczna; o = predkosé
cieplna elektrondw; &£, , Mo - przenikalnosci odnoszace sig
do préini. Ukiad réwnan /9/ zostal napisany przy zalozeniu, ze
plazme Jest Jednorodna w stanie niezaburzonym i ruch jonéw
mozna zaniedbaé. Zaniedbanie prawych stron ukladu /9/ jest
réwnowazne linearyzacji i wtedy poszukiwanie jego rozwiazan w
postaci fali piaskiej A exp [ (wt -k x)] prowadzi
do zwiazku dyspersyjnego pomiedzy czgstoscig & i wektorem
falowym K

(0L (- - x0t) e syt net) = ©

http://rcin.org.pl



- 10 =

Réwnanie /10/ separuje sie na zwiazek dyspersyjny dla fal po=-
dtuinych /langmuirowskich/:

/11/ uag wr" - R.U‘
i zwiazek dyspersyjny dla fal poprzecznych /elektromagnetycznych/:
/12/ w® = w: + wtet,

gizie ap = (Noe®[m- 6’-)h - elektronowa czestosé plaz-
mowa, ¢ - predkos¢ swiatia. i
Jezell zostang uwzglednione czlohy nieliniowe wystepujace

po prawej stronie ukadu /9/, to fala piaska nie bedzie juz
rozwigzaniem tego ukiadu. Zajmiemy sie teraz ewolucjag wielkosci

e¢ |, ktora Jjest kombinacja liniowg fourierowskich skZadowych
przestrzennych zmiennych dynamicznych opisujgcych océrodek plaz-
mowy modelowany ukladem /9/. Wielkoéé o ma speiniaé réwnanie

13/ dec' [ dt = iewee,

Podstawiajqcﬁs’pomnianq kombinacje do réwnania /13/ i ru-
gujac pochodne wzgledem czasu przy pomocy liniowej czesci ukia-
du /9/ /przy zalozeniu, 2e rozpatrujemy tylko drgania poprze-
czne i fala jest spolaryzowana wzdiuz osi g / po uwzglednieniu

w nich harmonicznej zaleimosci wzgledem zmiennych przestrzen-
nych (.A/:\K — - i.k) i wykorzystaniu zwigzku dyspersyjnego
/12/ mozna otrzymaé 3

/»1/4/ oc_r = 950- (iurl',fc No)éy"' fik.rlﬁl‘,cN.)E‘ '

gdzie ey i Kk, speiniaja zwijzek dyspersyjny /12/.
Ponadto

115 vy = (%% + %)

i podobnie dla pozostalych wielkosci: Ey, , B .
Rézniczkujae /14/ wzgledem czasu po wyeliminowaniu pochednych
wzgledem czasu przy pomocy pelnego wkiadu /9/ z wyeliminowany-
mi pochodnymi wzgledem zmiennych przestrzennych w czesci li-
niowe] / 3/3x — - ik, ' / moma otrzymac :



-1 -

/16/ 8= ¢ :
3 Tttt c(Ev by S avy - v i)

gdzie indeks k; wskazuje, ze przy zapisie prawej czesci nale-
zy przyjaé zalezno$é od zmiennych przestrzennych postaci e-cp [-Hr x)

Analogiczne rozwazania dla fal podiuznych prowadzg do za-
leznoscit

/17/ *L=;Q-(N.u,ltbv'l)\2 '(S‘QN‘/ﬂk‘Ul)Ex ’

/18/ 8. _ = 4
i BReR) I .‘“w-%‘-#.-(v.‘-‘,g.

rEvy e - g ga)],

Teraz mozna rozwazy¢ oddziatywanie ‘tI"Zech fal: dwl pop*zecznych
/z czestosciami Wy i e, oraz liczbami falowymi kr i
ko, / z jednag fa]q pod}:uzna / czegstoscig w, i liczbg falo-
w3 &, /+ Wyjsciowymi réwnaniami dla tych rozwazan sa dwa réwna=-
nia typu /16/ jedno réwnanie typu /18/.

Przedstawienie pél falowych Jjako przestrzennych skiadowych
fourierowskich prowadii do warunku

/19/ k-r.' = K‘.‘ + r‘.

przy wypeinieniu ktérego po obu stronach réwnarn /16/ oraz /18/
mamy takg samg zaleznoS$¢ od zmiennych przestrzennych.

Aby znalez¢ nieliniowy ukiad réwnan dla drgan normalnych
wyrazonych przez wielkoSci e nalezy wyrazié wielkcsci dyna-
miczne przez « i podstawié je do prawych stron rownan /16/,
/18/ .

Wtedy moima otrzymac¢ uklad postaci:

éd-ro lbt - l: UT,MT. - C“- u_f’ ol

/20/ i
:5%7' ]de - ¢ Wy o

"
oﬁ
.
o

%

L &t - £ & o = C o bk
gizie "I k- h o4 To °"1‘:. )



€, = teom KSutwp | Cow = —iNewy wph
4Ny w* R T O .
/21/ 7 gt

e - &4 Ne “L‘ “’T.‘

Metoda drgar normalnych /fal sprzezonych/ daje sie takze
wykaorzystaé¢ w podejéciu kinetycznym, przy badaniu oddzialywa-
nia fal [6]. Analiza ukiadu réwnah typu /24/ przedstawiona w
[3], [6] dopuszcza dla takich ukiadéw niestabilnoéé eksplozyj-
na, gdy wszystkie amplitudy fal narastajs do nieskonczonosci
~lt, - % )" w skoriczonym czasie &, .

Dla dalszych celdw wygodnie bedzie wykonywa podstawienie
dla 9kladu /20/ postaci :

/22/ e, = A, (¢) enp w3, G,

gdzie A‘. ft) ' jest wolno zmienng amplituda.
Peonadto

2 A :l - -
/23/ Lo u,ro :..s_r‘ w,

Wtedy ukad /20/ mozna zapisaé w postaci:

23A, )3t = Cpa A A, axp (- Lawt)
J2u) A lat = cam A,,;\: exp (cawt)
éfqzi dt = CO’/AO,IQ exp ('C;A wt ).

gdzie nowe indeksy oznaczajg, ze rozwazone jest oddziatywanie
trzech fal, w osSrodku plazmowym bez dysypacji, nie przesgdza-
Jac typu tych fal.

Gdy Aw = © , ukiad taki jest typu Volterry - Lotki [14],
W tym przypadku moze on takize reprezentowad niekcherentne od-
dziatywanie fal, gdy juz zostalo wykonane usrednienie wzgledem
chaotocznych faz i przedstawia zaleimofci pomiedzy amplitudami
fal. :

: Korzystajac z formalizmu oddzial&ﬁania trzech fal oméwio=-
nego ponizZej mozna wigczyé oddzialywanie fal z czgstkami,
Rozpatrzmy taki przypadek oddzialywania trzech fal, gdy czes-
tosé fali dudnienia, ktdére to fala powstala w wyniku oddzialy-
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wania dwu fal wyJjsciowych nie pokrywa sig z Jjakgs z czestosci
fal plazmowych, Jednak dzieki istnieniu tiumienia Landaua
ktére rozszerza widmo dla fal dudnienia, istnieje pewien zwiz-
zek pomiedzy plemotnyw falami i oddziaiywaniem kolektywnym w
plazmie dla tego przypadku. Wszystkie oddzialywania fal w bez- -
zderzeniowej plazmie moZna klasyfikowaé jako oddziaiywanie typu
fala-fala, lub fala-czgstka.

Niech przy oddziaXywaniu dwu pierwotnych fal powstaje fala
dudnienia o czgstosci wy , ktéra rézni sie¢ o wielko$é s w
od okreélonej czgstosci wg drgan kolektywnych w plazmie, to
znaczy AW =z W, - Wy .

Nastepnie, postepujgc jak w [15], mozna wyjéciowy ukiad
réwnan, analogiczny do /24/, sprowadzidé Przy pomocy podstawienia

/25/ Ad = A,_'exp (- iawt)
do nastepujace] posteci:

QA Jat = c 4 A A
/25/ I td g4

S ALdE = c y A,,Z_, i

(8]t + caw)Ay = Co, A A,

Uwzgledniajac powolno$é zmiany emplitudy Ay mozna zalozyd,
2e drugi skladnik w lewe]j czesci osfatniego réwnania ukiadu
/26/ jest dominujacy, mozna w przybliZeniu napisaé:

127/ Ad = (C“]tnw]A./:‘

Podsumowujac /27/ do pozostalych réwnan ukiadu /26/ otrzymamy:

=<
dA st = (c, Couliow)A AL A

/28/ -
- 3A4l2>f =~(C“ C‘J IIA&J)A'A.A‘

Obok ukiadu /28/ mozemy napisac¢ uklad do niego zespolono sprze=-
zony /28/“ Mnozgc pierwsze réwnanie ukadu /28/ przez A,, a
drugie przez j‘ , zas$ pierwsze rownanie ukladu /28/* przez
A, a drugie przez A
otrzymamy :

¢ - 1 dodajac Jje odpowiednio stronami
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(3/3t)A 1" = 2Im (CaCial aw)l ALl?1A, 1

/29/
(alst) 1Al

1}

2Im (e €y /awllal®]Adt,

Jﬁtmpmﬁyﬂhdwnﬂw¢ﬂn.hmeeImAu:O
prowadzilo by do stalosci amplitud fal pierwotnych. Jednak fala
dudnienia jest tXumiona ze wzgledu na oddzialywanie Jjej z
czgstkami plazmy. Wynika stad zwigzek pomiedzy amplitndami fal
pierwotnych. W takim razie obecnodé fali dudnienia moina trakto-
waé Jjakec przejaw zwigzku pomiedzy amplitudami fal pierwotnych i
czgstkami plazmy, Czyli fala dudnienia reprezentuje nieliniowe
oddziatywanie fal i czastek.
Wobec tego mozna wprowadzié oznaczenie:

/3{)/_ S o= AU.+£’(‘

i zakZadajac dla prostoty rzeczywistos¢ wspéiczynnikéw Cgq
Cod mozna .otrzymad

(313t |Al® = =W 1A I*|AI*

/31/
: 2 2 2
CalaelAl” = o, 1AITTAL,
gdzie:
(3% Y o B 2 £

MRS PEIETET <) WIS S
)""+ (Auil. cu C‘J ] afq = r"-.-(AN.)" Cﬂ CoJ

Wprowadzajac przeksztalcenia

s T, =% VAR I s M AL
otrzymamy
y36/ \ dI_ldr =-£,1 JT Mo = 1,1, .

Dodajgc stronami réwnania ukiadu /54/ mozna otrzymaé stals

ruchu |

.



(251 I 24, = Tfe) + 1 o) =m

'3 1
ktéra jest szczegdlnym przypadkiem zwigzkdéw Manley-Rowe [16] .
Ukiad /34/ ma rozwigzania w postaci:

I, = m 1 (O]IL’I.-(O) +1,(0) exp (m )]
/36/

I, = m I (e)[[1,(c) +I,(c) cxp("'"',fjj_
Tak wiec energia przepiywa monotonicznie z Jednej fali do dru-
giej. Szybkosé tego procesu zalgZy od stosunku parametréw Adl,

AP =

Modulacja fali w nieliniowym osrodku

Gdy fala o dostatecznie duzej amplitudzie /pobudzona zewne-
trznie lub samoistnie/ rozchedzi sie w nieliniowym o$rodku dys-
persyjnym, wtedy jednym z najwazniejszych skutkéw Jjest pojawie-
nie sie amplitudowej zaleznosci w zwiazku dyspersyjnym, CO powo=-
duje modulacje fazowg fali. [‘1’7] . [18] o N [19] przedstawionc
analitycznie modulacje fali jako wynik oddzialywania trzech Isl.
Natomiast w [20_'] przedstawiono zwigzek pomiedzy modulacjg ampli=-
tudy i modulacja fazy jako konsekwencje nielinicwosci.

Dla zmodulowane]j fali mozZna napisad:

37/ F(x#) = a(x,t) cos [kox - wt e $0xt)],

gizie a(x,t) = a,ta, (x¢) , 2eé a, (x¢t) 1 é(xt)
sg odpowiednio, powoli zmieniajqcym:i sie, amplitudowz i fazowg
modulacja fali nognej o liczbie falowej ke 1 czestosci &o .
To znaczy obowigzujg zaiozenia:

/38/ |4 2ar| o 134 « Kk,

Q

3
o
®

139/ [+ -%%“! = [%?_] «~w°
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Czesto$é chwilowa zaburzenia F (x,t) moma ckreélié¢ jako:
40/ © =z ow, - 24 xt)

y T o
Czyli chwilowe odchylenie od wartosci-czestotliwosci fali nos-

nej ma postacd:

)

[41/ Sw 3 w-w, =~ Ll
15
Jedng z konsekwencJi nieliniowosci jest wystgpowanie amplitudy

w zaleZnosci dyspersyjnej:
P =
/42 coli= ey ["4 a«]

Zak2adajac, 2e modulacja amplitudy e, Jest bardzo maza moz-
na dokonac¢ rozwiniecia zwigzku dyspersyjnego /42/ wzgledenr e,

/583/ = U[k}"'( ) + ... .

zas indeks @, oznacza obliczanie pochodne;‘ przy &a = ag .
Jezeli bedziemy rozumieé (k) Jako zaburzenie czestodci za-
m

) nieliniowe efekly stana sie istotne, wtedy moZna wprowa-

i Sw = (), al(x.8)
Jako odchylenie czestosci spowodowane nieliniowcdcia,

Jezeli nieliniowosé Jest przyczyna medulacji fali nosnej,
to mozna napisaé /41/, [43/:

165/ _5%'&5 _.:_(g%)% ot {=t).

Zwigzek /[45/ ustenawia zaleznos¢ pomiedzy modulaejg fazy
spowodowany nieliniowoscia. Réwnanie /45/ impiikuje, ze modu=-
lacja amplitudy indukuje modulacje fazy i na odwrét.

Zaidimy teraz, ze caila amplitt.ida a Jjet mala i dokonajmy
zaloZenia w szereg wokoi wartosci: czestosci i liczby fa-
lowe] t'o fali nosnej:

66/ Wz oo, +( ) (k-k, +_(3_L) (- k;,)+(';“"")=\-.

gdzie tym razem (au / ék)o A &3’:»/ ﬂ)“jo i féulgal] sa
wartosciami wzietymi w granicy @ =z © i K=k ;
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Z drugiej stronv modulacja .fazy 4) jest przyczyng pew-
nej niestacjonarnosci fali:

= - 9

/47/ o (x,bj = oy Tz
/48/ KE (et e ‘3’% %

Réwnanie zachowania energii mozna napisaé w postaci [521:
bo SBT3l af) o
149/ oy e c
gdzie:

&\ ot o

/50/ U, (x,e Yoo (-55). (.;_;L) :
zasg U, - predkosé¢ grupowa, Wprowadzimy teraz zespolong am-
plitude
/51/ V(x,t) = a(xt) exFE‘:QS(?‘;H:]J

ktéra moze opisywaé na przykiad mocdulacje gestosci czasteczek
plazmy:

/52/ on . wixt)exp [i(k, x - L..Lt)] :

m

Podstawiajac do /46/ zwigzki /47/, /48/ mnozymy otrzymane
réwnanie przez czynnik ta exp [<g (g‘t‘)] i dodajemy do niego
stronami réwnanie /49/ po uprzednim podzieleniu stronami tego
ostatniego przez @ . W wyniku otrzymujemy nieliniowe rowna-
nie Schrodingera

/53/ iSL .+ p -;—g—aa"’ LR RO

gdzie nowe zmienne niezalezne majg postad:

/54/ s = X—VDt Thie

Przy wyprowadzeniu /53/ wykorzystalismy zaleimosci:

/55/ 0w . Jde e
T2 ek A = oSF W gt



—ia e

oraz oznaczenia

/56/ p:f*/,_){alu[ék‘}o : 9,.:-(3;:/:]5’“). = -(Ju/é]‘ﬂ‘)o .

/57/ vy = (30/dx), .

Ponadto przy wyprowadzeniu réwnania /53/ zostal pominiety czyn-
nik p(4/a)(d%a |ox*) , co jest uzasadnione przy malej mo-
dulacji, to Jjest powolnyéh zmianach w przestrzeni i w czasie
amplitudy a .

Réwnanie /53/ zostalo oméwione w [B8], [9] oraz [17] ,
gizie zostalo ono wyprowadzene dla zagadnien dotyczacych nie-
liniowej modulacji fali w osrodku dyspersyJjnym na drodze rachun-
ku wariacyjnego.

Doktadne rozwazania dotyczace rozwigzania réwnania /53/
zaleza od postaci nieliniowego zwigzku dyspersyjnego, ktéry
implikuje wartosci p i g , zas przy szczegdlnym ich do-
borze dopuszcza rozwiazania solitonowe.

Innym przykladem nieliniowego oddzial*ywania w plazmie Jest
ponderomotoryczna nieliniowosé, ktora powoduje samomodulacje
fali swistowej [21]. Wprowadzonec tam nieliniowos$é jako efekt
ponderomotoryczny, ktdéregoc idea opiera sieg na efekcie oddzia-
lywania na siebie elementdw z pradem elektrycznym za poérednic-
twem pél magnetycznych wytworzonych przez te prady, poprzez
tensor przenikalnosci elektrycznej zalezny od gestosci czastek.

Uklad réwnan Maxwella rozpisany na skiadowe, przy zaioze=-
niu, ze nie ma zmiennosci wzgledem osi y ma postac:

[RE+ I E - LIK 1E, =9, 0. E =0,
I E + (35 &+ i, )Ey = 0,
~0,9;E +(d5+K,)E_ = O.

W réwnaniu /58/ przyjeto zaleznogd exp (~ cet) 3 ZaS
stae pole magnetyczne, skierowane wzdiluz osi z , ma taks war-

/58/

tos8é, 2e czestos$é fali padajacej speinia nierdéwnosc:
.Q‘. K xR, gizie 82; , Sl sg odpowiednio

http://rcin.org.pl
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Jonowag i elektronowg czestoscia cyklotronowa. UkXad /58/ jest
nieliniowy ze wzgledu na zaleincsé sktadowych tensora przeni-
kalnosci elektrycznej od gestosci czastek:

/ - - s dn
/59 Kz'k_go (k_\.‘, ‘)';.'_" K,:K,'(ib_;:_:.).
Ko = K. (44-.8_;,_:),
gdzie:
/60/ K, =4-2elK) . welxl K . Deg ()
° G.J" 5 R: % wge

oraz K = — e (x)

Uk*ad niezaburzony Jjest szabo niejednoredny, w kierunku X ,

i stad wynika zaleznOs¢ czestofci plazmowych, QPM (x)
Epas (%) , Jonowych 1 elektronowycn od X . Natcmiast 5n
oznacza perturbacje gestosci spowocdowanych efektem ponderomo-

torycznym.

Ukiad /58/ mozna w operatorowej formie zapisa¢ w postaci y
/61/ LE =(8n]n, ) Mg,

gdzie LLE = 0 Jest jego postacia po odrzuceniu czlondéw nieli-

niowych. Pole elektryczne zostalo zapisane w postaci:

/62/ E=8exf>(i5n‘dx+in:dz)¢ Cicit

gdzie n, = kK, ¢lw, Ny = kK clw.

Wolno zmienna amplituda £ =zostala rozloczona w formalny szereg

163] (o A il e
Hzia € << .

Otrzymanc nieliniowe rdwnanie Schroedingera
/84/  E0, ¥ +pd W +q¥V]PY - (7, (Lang)Y = 0,

gdzie -% = z-f‘ud:, v = -dn



- 20 =

; gdzie L (‘:‘.n', i-n‘)v_:-o oraz v:'v, =4,

jest wektorem wlasnym operatora L o0 zerowej war~

zas € = WV,
gyz g°
tosci' wiasnej.
Pozostale oznaczenia majg postad:

\

¥

;’65/ p= [-(2n+ K‘,)Ké +6n_ th ('ﬂ:- 4.)‘# (ﬂ:—K‘_)"l{“]
2o, (- KLY LK - m - K )T

/66/ qf - C Klul(z":"‘ K-I..-'-f)'.( K., - 1)(‘":_ KA-)‘]‘
2m, (n“‘-K“)'[K.;‘-p.(n:- K, 7]

(3"‘.&- k.l- —2) Klo‘ b (Klﬂ- 4)("': "K-L.).‘

/6%/ T
(“c"— K-&-)[Kn: * (h:— K;o )LJ :

Wykorzystanc ponadto zaiozenia

168/  Jim | »ludz|»w]ox], lin | »|o3]
']i<"l » I*<3| 3

Tak wiec ponderomotoryczne zaburzenie J%fl gestosci spo-
wodowalo modulac je amplitudy pplaz elektrycznego opisang przez
nieliniowe réwnania Schrodingera. Nalezy tu podkreslic¢ zwigzek
niejednorodnoséci z nieliniowoscisg.

Natomiast w pierwsze) czesci tego punktu pracy rozwazano in=-
ny efekt, ktdrego wynikiem byia modulacja zabur*_zenia‘ gestogei,
zas jako przyczyne nalezalp traktowac relacje nieliniowosci i
niestacjonarncséci. ‘
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