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Roman Bogacz
Tomesz KrzyzZzynski

Pracownia Teorii
Materiatdéw Niesprezystych
IPPT PAN Varszawa

O BELCE BERNOULLI“EGO = EULERA SPOCZYW/AJACED
NA LEPKOSPREZYSTYM PODL0OZU PODDANEJ DZIALANIU
RUCHOMEGO LSCYLACYJNEGO OBCIAZENIA

Streszczenie

Praca zawiera analizg zachowania sig¢ nieskoriczenie dtugiej
Jednorodnej belki Eulera spoczywajacej na lepkosprezystynm
podtozu poddanej dzialaniu poruszajacego sig¢ ze stata predkodé-
cig obcigzenia harmonicznie zmiennego w postaci sity skupionej.
Otrzymano rozwigzanie w ruchomym ukladzie odniesienis o pocza-
tku w punkcie przytozenia obcigzenia. Zbadano caty zakres pre-
dkosei ruchu i czestosci zmian obcigzenis uwzgledniajec tiu-
mienie zewnetrzne belki. Szczegbélowo oméwiono przypadek spre-
Zysty.

Rozwazono réwniez graniczne przypadki obcigzenia stanowig-
ce poruszejgcg sig site o stelej wartosci oraz sile harmonicznie
zmienng dzialajaca w ustalorym punkcie.

Rozwigzania uzyskano zakiadajgc ich stacjonarna postac.
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Ozneczenia.
Yielko$ci wymiarowe:

B '~ - sztywnoéé belki na zginanie,

g - gestos¢ masy,

/2 - pole przekroju poprzecznego belki,

7 - wspéiczynnik zewnstrizneso tiumienia,
q - wapélozynnik sprezystosci podloza,
Fo ~ amplituda sily wymuszajgcej.

o - czestodé zmiany obcigzenia,
J(x) - funkcja Diraca,

(x5 - nieruchomy ukiad wspéirzecdnych,

v - predkod$é ruchu obciazenia wzgledem ukladu |x,t|,

167 = - czestodé krytycezna,
04 €A

v°=|/_4(3_% - predkoéé krytyczna,
7 A

Qo= 2 fqﬁ A - tiumienie krytyczne,
4

ace E£f7 - liczba falowa rozwigzenia zagadnienia nie-
= ograniczonej belki Eulera obcigzonej siig
skupicng o staiej wartosci,
F.
W= —_— - ugiecie belki w punkcie przyZozenia sity
8LI a; skupionej F, = conost.,
vy(x,t) - przemieszczenie belki.

Wielkodci Dbezwymiarowe:
V= ;1- - predkoéé zmian obcigzenia wzgledem ukZadu (x,t),
o

W= 7%?— ~ czestoéé zmian obcigzenis,
o

N JL— -~ tiumienie w podiozu.

Mo
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1. WSTEP

Zagadnienie odpowiedzi dynamicznej nieskofczonych ukladdw
belkowych spoczywajgcych na lepko-sprezystym pod2ozu,poddanych
dziataniu obcigzeh ruchomych bylo rozwazane wczedSniej przesz
wielu autordw.

Do postawowych prac dotyczacych belki Eulera nalezy praca
(1], w ktérej mozna znaleZé rozwiazanie problemu drgah stacjo-
narnych wymuszonych dzialaniem poruszajacej sie ze stata pred-
kodcig sity slupionej o stalej wartosci. W pracy [2] otrzymano
to rozwigzanie jako granice przy czasie dazacym do nieskofi~
czono$ci rozwigzania zagadnienia poczatkowo-brzegowego réwna-
nia rézniczkowego opisujacego ruch belki.

W pracach [3] i [4] podjeto prébe rozwiazania zagadnienia w
przypadku poruszajacej sie po belce sily oscylujacej.

Otrzymane w pracy [3] rozwigzanie obejmowalo tylko zakres ma—
2ych wartos$ci predkodci i czesfoéci zmian obcigzenia, Pominig--
to réwniez wpiyw tZumienia. Tumienie zevnetrzne belki uwzgled-
niono w pracy [4] . Jednak , problen zbadano - tylko dla granicz-
nych przypadkéw obcigzenia, tj. zerowej wartodci predkodei
ruchu sily oscylujacej oraz przypadku zerowej wartoéci czes-
todci zmien sily przy dowolnej predkodci ruchu.

Niniejsza praca stanowi kontynuacje badah Hathews'a [3]i [4]

i zawiera rozwigzanie problemu w calym zakresie zmian wartodci
parametréw predkos$ci i czg¢stosci oraz tiumienia.

Uzyskane w niniejszej pracy rozwigzanie umozliwi zbadanie
‘statecznod$ei ukladdéw hybrydowych majgcych liczne zastosowaria
w réznych dziedzinach techniki [5].
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2, SFORLULZOWANIE PROBLEMU

Ruch belki spoczywajacej na lepko-sprezystym podiozu ob-
cigzonej poruszajgcy si¢ ze stals predkoScig sita oscylujacse
harmonicznie opisuje réwnanie rézniczkowe:r

ﬁ_;!+q,q g-Ji_g+?'9L-+q' -J(r—vt) ¥, cos wt. /1]

Ze wzgledu na rodzaj obcigzenia wygodnie jest poszukiwaé roz-
wigzania w ruchomym ukladzie odniesienia o poczgtku zwigzanym
z punktem przylozenia obcigzenia.

Po wprowadgeniu zmiennych r = x-vt oraz T=1t otrzymujemy
réwnanie rézniczkowe w ruchomym ukladzie wspbirzednych wzgle-
dem w(r,T) o postaci:

w gw W o o BB e

EJar‘MgA\f 4 wiA%+gA%}g, e & vqw= I
=dr)E coswr¥.

Réwnanie /2/ zapiszemy wzgledem bezwymiarowe] funkcji

¥(RT) = !%g&l_ w zmiennych bezwymiarowych R = r.a  oras
T= © wo:o
g ESL T aN A .47 -
OR 4\/2%[ BVaRbT 8NV +8NBT LW = /3]
:BCHR)COSWT.

Bedziemy poszukiwaé rozwigzania stacjonarnego réwnania /3/
podobnie jak w pracy [3] w nastepujgcej postaci:

W(R,T) = W, (R) cos WT + W, (R sin W1, 141
Po podstawieniu /4/ do réwnania |/3/i przyréwnaniu do zera wy-—
razei przy funkcjach cos W[ oraz sin W1 otrzymujemy ukad

dwéch réwnafn rézniczkowych zwyczajnych wzgledem funko ji
W, (R} 19, (R):
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) 1 _. 0 —
Wi« VA, -BNVT, +4 (1-WIW, -8VWHW, +8NWW;-8dR)=0, /%

W s bR 8NV, +4 (1 -W)T, « 8VWI, -8NWT, =0,

A i
gdzie oznaczono: W' = Qﬁ i=1,2.

d 9 r*

Uklad réwnah /5] rozwiazemy za pomoca trensformacji calkowej
Fouriera zdefiniowanej nastegpujgco:

4(s)= j W, (8) e 1SR4,
-t

/61

T (R)= o j Py (s)e R as.

-

Po wykonaniu transformacji otrzymujemy uklad réwnah algebra-
icznych wzgledem funkcji PJ (s):

[s*- 4v2s?- aNvis + 4 (1-#9)]- PJS) - [8VWiS-BNW BAE)

= 8,
17
[8vwis - 8NW |-P, (S) + [s*-4v2s2- emvis + 4 (1-w?) }e,(s) = 0.
Rozwigzanie ukladu /7/ ma postaé:
it 8 [s% 4 v%s2 - 8NViS + 4 (1 - W]
S)= i
1
(s*-4v2s2- gnvis + 4(1-42) ]2+ 64 [vuis - w2
18/

2, (5)- ~ 64(VWiS ~ NW)

[s%- 4v%s2- anvis + 4 (1-w9))%+ 64 [VWis ~ WW]?



3. ROZWIAZANIE W PRZYPADKU POMINIECIA WPLYWU TLUMIENIA

Ktadgc N=0 we wzorach /8/ otrzymujemy:

s 8ls%- 4v3s2 4+ 4-{1 - WA)]
17 Ts% 2 4w + a(1-WAF - 64 VowPs2

! s

-64 VWS
B, (5)= : 110/
[s*- 4v2s2 + 4 (1= - 64 VWS

Funkcje P_(S) dane wzorami /9/, 10/ przedstawiamy w postaci
ulamkéw prostych rozkiadajgc wielomian wystepujacy w mianow-
niku na czynniki. W tym celu poszukujemy rozwigzania naste-
pujacego réwnania algebraicznego:

[s* - 4v%s? + 4(4-¥2)]12 - 64v°¥Ws?= 0 1141
lub dwéch réwnah algebraicznych:

st - 4v%s2%+ gvws + 4 (1-%%) = 0, 12/

st - 4v2%s2- gvws + 4(1-%°) = 0.

Uwzgledniajgc ré2znice znakéw przy nieparzystej potedze S,
ktérae sprawia, ze pierwiastki réwnafh [12/ réznig sie tylko
znakiem wystarczy rozwigzad pierwsze z réwnafi /12/, bedace
réwnaniem charakterystycznym problemu sprezystego.

Réwnanie /12/, w zalezno$ci od wartoéci parametréw V i W moze
mieé nastepujace postaci pierwiastkéw:

I/ Cztery liczby zespolone parami sprzezone

A+ iB,; A -~ iB1; =hy 4 iBZ; Ay = iB2



II/ dwie liozby zespolone sprzezone oraz dwie liczby ree-
czywiste

A +3B s A =3B 5. Gt D

111/ cztery liogby rzeczywiste
A3 By C oD
Podzial plaszczyzny (V,¥) na obszary, w ktérych wystepujs

uprzednio wymienione postaci pierwiastkdéw przedstawiono na
rys. 1.

W obszarze 1 wystepujg pierwiastki postaci I, w obszarze 2
pierwiastki postaci II, w obszarze 3 pierwiastki postaci III.
Parametry krzywyoh I 1 II dezielgcych plasszczysne (V,W)
na obszary 1, 2 i 3 speiniajg réwnanie:

v4 (27-18(1-8°) -(1-¥3)2 - av* ] = 4 (1-1°)> n3

Rozkladajgc funkcje P, (S) na ulamki proste otrzymemy w
poszezegélnych obszarach:

W obsgzarze pierwszym:

1 1 bt
i et Z{W&[2A+i(s,-an[2A,+i(B,+B,)l [S—A-iB, & )JS4A+iq

POLSRE b el [ 1oy _];m/
c)' B [2a-i(B,+B)II2A,i(B,-B)] |S-A+iB, S+A-iB

5 1 O | . 1 .
'T_.”I Bl2A-i(B,-BJ[2A- i(B,+B,)] l_S-tA-iB; S-A"'iBg]

1 1 e
3 A s
[e 7 Bi2A+i(B,+B,)[2A+i(B,- B, [S+A+ iB S-A-i B]} v
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% obszarze drugim:

1 J
P. =l 1) +
3(5) 2 Jmi B[ (4~C) + iB] [(A-D)+ iB] [S—A—iB ; suurj

: | 1 2 J i +
~[EFE [E=CT= I8 T 50T - 18] [m-n *‘"”m]

15
[———.' 1 1 o
=l (-1)’—- “’M — el |} -
(c-D) [(a=C) 2+ B2l |s=c  s+c| (D-c)[{&~D)2 le s=D  S+D]J .
Y obszarze trzecim:
L H R s el o 1L. : +
PJ(S) 1 {(A—B)(A-D)(A-C} [S—A B )Jsu. 1
) M6/

s GO W 7 M LR, SR Sl B 0T ol e
(C-B)(C-D)(C~4) [s-c H}sﬁ} (B~4)(B~C)(B~D)* {543 s&s]

% 1 A ey
(D=4) (D=-B)(D=C) | S=D S+D K

Transformacje odwrotng funkcji P P, (s) denych wzorami 15/ i
16/ rozwazymy jako granice rozwiqzania le pko-spresystego
przy t2umieniu dgzacym do gera podobnie jak w pracy (6] w
przypadku modelu Timoshenki.

Powracajac do problemu lepko-sprezystego zauwazmy, Ze w celu
rozlozenia funkcji P.(S) danych wzorami /8/ nalezy znaleﬁé
rozwiqzanie rdwnanladalgebralcznego

2ol

(s%- 4v2s2- anvis + 4 (1-¥2)2+ 64 [vwis - W) = 0, "7

bedacego réwnaniem charakterystycznym zagadnienia lepko-
—-sprezystego.
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S

W przypadku N # O pierwiastki réwnenia [17/ przyjmujg postaé
nastgpujacych par

Ayt 131; Ay iBZ i As- iB3 < Ix4 - iB-t
118/
A+ iB1; -A2+ iB2 s -Aj— 133 ; =A = 1}34 .
Natomiast dla Ni=0 otrzymujemy:
W obszarze drugim
A +# 4B D e A d B Sl
19]
=A ~-14B ; =D ; =A + iB; =C P
w obszarze trgzeocim
I el o e )
120/

Po dokonaniu transformacji odwrotnej oraz przeksztalceniach
algebraicznych z uwzglednieniem postaci rozwigzania danej
wzorem [4/ otrzymujemy: A

~ rozwigzanie w obszarze pierwszym

WIRT)= [x,cos[mm A£IWe Y, sin(AIRI « (WTJEBR, /20

+ {V, cos[AIRI- (£1WT] + Z,sinlARI- (:)W e B
- rozwigzanie w obszarze drugim

WIR.) = {X,cos[AIRI +(2]WT]+ Y, sin[AIRI +()WT 1) BR

122]

+V,sin [D‘lRl +WTIH(-R}-Z, sin[CIRI-WTIH(-R)
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- 12
- rozwigzanie w obszarze trzecim

W(R.D)=H(R) {-xssin[BanwT I+ Y, sin[DIRI+WT] « oy

+ HERI{ +V, SnIAIRI-WT1-Z,sinlCIRI-WT1]

Symbol (£ ) we wzorach [21/ i [22] ozpacza (+) dla R >0 oraz
(-) dla R <0, E(R) 1 H(-R) sg funkcjami Heaviside'a.
We wzorach [21/+ /23] oznaczono: :

v o hLA-B.B) e 8A

X Bk A-B BBA B 1 WA-B+Bf 168" Bi
Vo o kl4A-By4BY)  2: ~8A :
T BllA-B+BiFr16AT BE]

(LAL B .BY) «1BaZp@; 24

__4[A-B*-A(C+D)+CD] 4L(2A-C-D)

2" B(A-CJ + Bll(A-DI+B] ¥ {ACP-BIA-CI+B]
N = 8 ViR 348 .

2~ [(A-DF +B*1(C-D) % [{A-C ) +B°1(C-D)
X,z ——b 5 Y= 8

3* (B-A)(B-C)(B-D) (D A)ND-C)(B-D)
Vs g el 8

" (B ANAC)(A-D) " 1C_B)IC-DIC-A) _ «

4. DYSKUSJA ROZWIAZANIA SPREZYSTEGO

Uzyskane rozwigzanie jest superpozycjg fal biezgcych,
ktére zaleznie od wartoéci paremetréw V i W i obszaru (r>0
i R< 0 )gzanikaja w miare wzrostu odlegXo$ci od #rédia zabu-
rzefi lub pozostaja stale, propagujgc sie w kierunku osi wspél
rzednyoh R (R*) lub w kierunku przeciwnym (R ).

W wyrazeniach /22/i [23/ liczba D<O0, Liczba C > 0O w obsza-
rach 2S i 3B, w obszarach 2‘!l s BA liczba C< 0. C = 0 na

http://rcin.org.pl



S Tod

granicy pomiedzy tymi obszarami tj. W = 1.0. ¥ rozwigzaniach
{24/i [22] A >0, podozas gdy w [23] liczba A>01 B>0.
Oznacza jac:

Sl 4 WSt .
y= 34 0. g sg i Nomga Ty "m o 1251

moZzemy rozwigzenia [21/+ /23] zapisaé nastegpujgco:

Obszar 1

W(R.'U:{X,cosA[lRI»«(:)VATl+YisinA[lRI+&)VA’[].Se'BJR|+ i

. {V,cosA[lRi-(i)\(ﬂ]+ZisinA[|Rl~(t)VA‘[l}e'Ba":u ;

Obszar 2

WIRT)= | X, cosAIRI(ENU+ Yosin AR 11) € BE 12

- - V,sinIDI[IRI-V, TIH(R) - (3)Z;sin ICIIRI-(AVIIHIR) .

Obszar 3
WRD={-x, sinBURIVT1-Y,sinDIIR-GUT HR) + gy

. {VBSinA[IRI—VATl—(t)ZasinIClllRl-(:)V,,'I]} HI-R) .

Symbol (%) we wzorach f26/ i [27/ nalety rozumieé eanalogicznic
jak w [21/ i [22/, a symbol (+) we wzorach /27/ i /28] ozna-
czal-)dla W <1,0 orsz (+)gdy W >1.0.

Wy kresy za}eZnoéci liczby falowej niezanikajgeych fal spre-
zyetych dla wybranych wartosci czestosci W przedstawia rysu-
ne¥ 2. Na rysunku tym linig przerywana oznaczono wykres dla

R >0, natomiast linig ciagg dla R <0 , Strzalka oznaczono
kierunek propagacji fal wzgledem ruchomego ukZzadu odniesienia.
Rozwigzanie w obszarze pierwszym sklada sie¢ z zanikajgcych fal
o dlugoseci a(‘fA = % propagujacych sie z predkoscig VA‘

Fale o wspéiczynniku zanikania B, propaguja sie w kierunku
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A

przeciwnym do osi R, fale o wspélczynniku zanikania B2 propa-
gujga sie w kierunku osi R.

Nieograniczonos$é rozwigzaf wystepuje przy parametrach V, ¥
tworzgeych krzywg I, przy ktérych B, = 0,e” =1,

X oo . Rozwigzaniem jest wéweczas fala sprezysta o nieogra-
niczenie narastajgcej amplitudzie propagujaca sie = predkoscia
VA w kierunku osi R, ]

Graficzng ilustracje rozwigzah w obszarze pierwszym przedsta-—
wiono na rys. 3 odpowiednio dla chwil ty= 0, t2= % T t3= ';1- i g
1 t4= 5 T. /T - okres zmian obciazenia zewnetrznego/.

Rozwigzanie w obszarze drugim skiada sig¢ z fal zanikajgcych
propagujacych sie z predkoécisg V w kierunku przeciwnym do osi
R oraz z fal o staiej amplltudzle, fali o dZugodci aC = &1
propagujgcej si¢ z predkoscia V. = T%F w kierunku osi R dla

R >0, fal:L o dugosci oCC gt— propagujacej sie z predkod-
cig V = ICI w kierunku osi R dla W < 1.0 oraz w kierunku
prz-eciwnym dla W >1.0 i R < 0., Nieograniczonos$é rozwigzah
wystepuje w dwéch przypadkach. W przypadku wymienionym uprzed-
nio tj. na krzywej I C=D, olpo=oly,Ve= Vp, L, = slg oo
Predkosé VC= VD jest réwna predkosci VA w obszarze pierwszym.
Ponadto w przypadku parametréw V, W nalezacyoch do lkrzywej II,
gdy wspélczynnik zenikenia B=0, € _R = 1, X,—==o ., Wéwez as
fale sprezysta o nieograniczenie rosngcej amplitudzie propagu-
je sie z predkodcig vV, w kierunku przeciwnym do osi R.
Rozwigzanie w obszarze drugim ilustrujg wykresy na rys, 4 i 5
odpowiednio dla cbszaru i 28,

Rozwigzunie w obszarze trzecim jest superpozycjg fal biezg-
cych o staXej amplitudzie. Fale o dZugosSciach ol = Sty

oécr- -—,I- propaguja sie odpowiednio z predkoscisg V w kierunku
pre ec:mym do osi R oraz z predkoscig VC w xlerunku osi R dia
¥ < 1,0 1 w kierunku y;Z?C].WnyE dia W >1.0 4 Bi<'O:.

Fele o diugosciach oéB = QT’ET' oraz o(.D “"J)T propaguja sie

odpowiednio w kierunku R~ z pr Qckoécla,VD w cze$ci belki R > 0.

Tonadto o &6
Fonadte zachodzi zalezno$ on >¢;{,A 9"('? >°(I“
llieograniczone narastanie rozwigzan wystepuje dla parametrdw

wyznaczajgcych krzywsy II przy A=B, Dé}; = oy T =
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|V3|—--o, |X3l+-¢>. Rozwigzaniem jest wéwczas fala sprezysta
0 nieograniczenie narastajgcej amplitudzie, propagujgca sig
z predkoscig VB w kierunku przeciwnym do osi R. Predkosé VB
jest réwna V, z obszaru drugiego dla parametréw V i W okres-
lajgcych krzywg II. Rozwigzanie w obszarze trzecim ilustrujg
wykresy przedstawione na rys. 6 i 7.

Rozwizzanie na prostej III zapiszemy w nastepujgacej formie:
w obszarze 2

W(RT) ={ X,cosAlIRI(2)V,T] +stinA[lR|+{3)vA'n} o BIR|
1281
-V, sinIDIIRI-V, TIH(R) +Z,sinW T HIR) ,
w obszarze 3

W(RTI=HIR) | -X, sinBIRI+Y,TI-Y siniDIIRI-YT] i

+HI-R) | Y, SinATRI-V,T1+ Z,sinWT] .

Gdy W = 1,0 rozwigzanie sklada sig¢ z fal biezgcych w zalez-—
nosci od obszaru o malejgcej badé stalej amplitudzie oraz fali
stojacej o liczbie falowej dazacej do zera i stalej amplitudzie,
Amplitudy wszystkich fal przy W = 1,0 majg wartosciskoficzone
z wyjatkiem punktdéw przeciecia linii II oraz punktu V = 0,0,
Podobnie dla parametréw okreslonych prosta V = 1,0 amplitudy
majg réwniez wartodci skoficzone z wyjatkiem punktu W = 0.0.
Przypadek V = 1,0, W = 1,0 ilustruje rys. 8 a przypadek
V=2,0i%=1,0przedstawiono na rys, 9.

Rozwigzanie, ktdére zaleznie od wartos$ci parametréw V i W

dane jest wzorami /21/,/22/ lub /23/ mo2na przedstawié w in=~
nej formie. Na przyklad w obszarze pierwszym otrzymujemy:

WI(RT)=W, (R)coswt +W,(R)sinWt = 1311
= {(X,cos AIRI+ Y, sinARIIEBR v, cosARI+Z, sin ARIBREoswr

-sign(R){ [X,sinAIRI-Y, cosARI 1 ¥R (v, sinAIRI-Z cos ARIEER].
- SinWT,

http://rcin.org.pl



45 =

W tym przypadku rozwiazanie jest superpozycjg sprezystych fal
stojacych, ktére zanikaja wraz ze wzrostem odlegZosci od £rod-
Za zaburzefi, Tego typu postaé rozwigzania uzyskana zostala w
pracf [3]. Pozwolilo to futorowi [3] na wyznaczenie parametrdw
V i W tworzgoych krzywa I, uniemozliwiajac wyciggnigcie szere-
gu istotnych, jakoSciowych wnioskéw podanych 'w niniejszej pracy.

Dyskusyjne kwestie fal propagujacych sig do #rédia zaburzeh =z
okredlong predkoécig fazowg mozna wyjas$nié za pomocg analizy
energetyczne j.

¥ tym celu rozwazymy zagadnienie propagacji fal biezacych o
statej amplitudzie w nieobcigzonej belce spoczywajacej na
sprezystym podiozu,

Poszukujemy rozwigzafh wiasnych réwnania rézniczkowego:

4, 2. :
—é?—j'+4a,tﬁ+4w=o 32/
* 4

w postaci hermonicznej fali biezgcej
W= sin k-(x - at) , 133

gdzie: k jest liczbg falowa, natomiast a jest predkoscia
fazowg fali

Po podstawieniu /33 do [32/ otrzymujemy zalezZnodé o naste-
pujacej postaci:

+
a s =

il i

Predkodei fazowej fali a odpowiada predkod6 grupowa V, czyli
predko$é przenoszenia energii. Predko$é V>obliczymy z naste-
pujacej zaleznodci: 3

Fle R0 iy I35/
dk dk
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Wykresy predkodoi fazowych fal o staej amplitudzie oraz odpo-
wiadajacych im predko$ci grupowych przedstawia rysunek 1C.
Predkoéé fazowa fal o liczbie falowej k >z jest mniejsza od
predkosci grupowej, natomiast falom o liczbie falowej k < {5
odpowiada predkoéé fazowa wigksza niz predko$é grupowa.
Zaleznodé pomiedzy liczbg falows a predkodcig ruchu Zrddia dla
réznych warto$oi czesto$ci V 'z naniesiong zaleznoécig pred-
kodci grupowej oraz fazowej /W = 0,0/ w funkcji liczby falo-
wej, przedstawia rysunek 11. Podobnie jak nea rys. 2 strzalka
oznaczono kierunek propagacji fal wzgledem ruchomego ukZadu
odniesienia z predkodcig VR = T£T . VWartosci predkosci fazo-

K
wych fal wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia dane wzorem

Ve=v- ¢ 1361

spelniajg warunek dopuszczalnych predko$Sci fazowych [34/ uzy-
skany w poprzednich rozwazaniach. ‘

Falom propagujgcym sig przed obeiazeniem odpowiada predkofé
grupowa o wartodci wiegkszej od predkodci ruchu Zréda zaburzef,
Oznacza to, ze czedd dostarczanej przez £rédto energii jest
promieniowana w kierunku osi R.

Fale propagujgce sie za obcigzeniem przenoszg energie z pred-
kooig mniejsza od predkodci ruchu 4réda zaburzeh.

Ta cze$é energii dostarczanej do ukXadu moze byé promieniowa-
na tylko w kierunku przeciwnym od R.

Nieograniczonoéé rozwigzah ma miejsce wéwczas, gdy Zrédio
zaburzef porusza sie z predkoScig grupowa generowanej fali
/punkty minimum na wykresach z rysunku [11/ /.

Przyczyng nieograniczonego narastania amplitud fal w tym
przypadku jest brak mozliwo$ci wypromieniowania energii do-
starczonej do ukladu.
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5. ROZVWIAZANIA DLA UKZADU TZUMIONEGO

Po rozozeniu funkeji P.(S) danych wzorem ./8/ na uXamki
proste z uwzglednieniem postaci /18] pierwiastkéw réwnania
cherakterystycznego (17 otrzymujemy: :

3 3 (s)= (—ﬂH ; 2 : +
[(A-A)+ (B-BIA-A)s i1B+BJIA -A)+i (B+B]] S-A- iB,

+y . R L
: [(A-A,)- i(B,-BIIAA)- i (B,+BIA-A - i(B+B)] S+AriB,
: 1371
1 ) o
[A;-AJs (BB, A A,)+i(BBIIA-A) i(B+B)]  S-AriB,
sl . L +
(A A, )- (B, -BNASA,- (B BIAA)- (BB S+A;iB,
1 1
[1A-A,)- i(B,+B,IIIA,-A,)- (BB IIAL AN (BBl S-AsiB,
i 1 1
E) : +
(A-A s iB,+B A, A ) (BB IALA)+ (Br Bl SeAsiB,
1 1
((A~A,)- i(B,+BI(AA,)- i(BBIA-A)-i(B,-B,)]  S-AsiB,
aE) ! iy }
((A-A,)+i(B, +BIIAA) +i (BB IALA)+ i(B,-B,)] S+A#B .
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Po dokomaniu transformacji odwrotnej oraz przeksztalceniach
algebraicznych z uwzglednieniem rozwigzania danego wzorem [4/
otrzymujemy nastepujgacg postaé rozwigzania niezaleznie od
wartosci V, W i H:

WRT)= [g [ X;cos(A;IRI+WT)+ Y| sin(AjiRI+WT)]e"B"IR]}H(R)+

38
4

+ ﬂjglxicos(A,-le-wThYJ sin(AJ-IR[—W'I)]e'BﬂR‘}H(_R)

Amplitudy X, oraz YJ /j=1-4/ w rozwigzaniu /38/ sg okreflo~
ne nastepujgoo:

-80

xjs—@iu..._; rjs—-—-——l-. 139/
c§+n§ C§+D§

Ci (A=A A ~AJIA-A ) - (A-A )(B,-B,)(B, +B Jo
~A,-A)(B,+B (B, +B,)- (A-ANB,-B)B;+B,) ,
Dj =(A~AJ(A -A )(B;+B,)- (B, -B,IB; +B,)B; +B,) +
+(A-AGKA, -A B 4B ) + (A-A A AIB-By) 5

G+ Db =llA-Agfe B-B A -A T+ (BB THA-A,f+ (848,11 .

Dla j=1; K=2; L=3; M=4
Platt'w 2, Kadq ;7 L=3: H=4

oragz
Cj =(Aj°AK )(Aj- AL)(A_;- An)" (Aj ‘A”)(Bj *'B‘"BJ *BL)*
- (A=A )(B; +B_)(B;-B,)- (A=A )(B; +B)(B;-B) ,
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D; =(A -A)(A; -A,(B;- By )- (B, «B, B, +B B~ By ) +

+(A-ANA -ANB +B ) + (A-A JA-A)B;+B,) ,
G+ =l(A; A, + (B; +By )" (A - A fe (8, +B P IUA-A, T+ 1B- By 1.

Pl =3 =1, 22 s Med.
Pisgie 4 K =93 T=2"% W= 3.

%W przestrzeni paremetréw V, W oraz N istniejg powierzchnie, ne
ktérych liczby falcwe AJ. zmieniaja znak przechodzac przez
wartoéé réwng zeru.

Przecieciem tyoh powierzchni z plasgczyzhg(V, W)sg proste
W=0,0 V=00 oraz ¥W=1,0.

W przypadku mazego tiumienia mozna przyjaé, z pewnym przybli-
zeniem w otoczeniu tych prostych, ze liczby falowe Aj majg

. nastgpujgce znaki:

< 0 dla W. < 10 4
140/

Ly>0, <0, Ay > 0; 4,

Ay, >0 dla W > 1.0,
Ozpaczajac:(+) , (+ dla W>1,0, (=) dla W<1.,0 oraz
W W W W
Vo oo s - w L T o T /41/
- e TR e e

otrzymujemy
WIRT)={(X,cos AR +VT1+ ¥, sinA, IR TIeBR 4 105
+(X, cos IA,I[IRI -V, T1- Y, sinIA,I[IRI-V, Tle™B:IR! } HR) +
+{IX,cos A, [IRI -V, T1+ Y, sinA, [RI-v, T e BsIR! .

¢ 1%, cosIAIURI-(2V,T1 +(2)Y, sinlAIIRI-(2]y,T ]e'B‘m}H(—R).
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-Rozw1qi§fie skilada siq z fal zanikajgcych. Fale o dlugoéciach
oLy ol _IL 2T
Ay %Ay ,rr , Ky = ) ay

A, = -I-T propaguja

sie odpowiednio z predkoscig VA w kierunku R* 1 = predkoscig
1

v

]

4 ¥ kierunku R™ w czegéci belki R >0 oraz z predkoéocia V
2
w kierunku R i z predkoécig V, w kierunku RY dla W < 1.0,
4

w kierunku R dle W >1.0, w cze¢éci belki R <O,

W przypadku N > 0 nie wystepuje nieograniczonodé rozwigzafi
dla V i W speXniajacych réwnanie [13].

% rozwigzah [42] mozna uzyskaé otrzymane wczedniej rozwigzania
ukladu sprezystego przyjmujge:

Ay by = A, Ay = A= -A oraz By = B3 = By, B, = B4 - Bé

aby otrzymaé rozwigzanie w obszarze pierwszym dane wzorami /26/ ,
nastepnie Ay = Az = A, A = D, A4= C oraz B, = B3 =B ,

82 = B4 = 0 aby otrzymaé rozwigzenie w obszarze drugim dane p
wzorem [27/. ' :

Rozwiazanie w obswmarze trzesim dene wzorem (28/ otrzymemy pod-
stawiajgec w [37/ A, =B, A, =D, Ay =4, &, =C,

B, =B, = B3 = B4 =0 .

Wp2yw tlumienia na zanikanie rozwigzah przedstawionych na
rys. 5, 6 1.7 ilustrujg wykresy na rys. 12, 13 1 14.

6, PRZYPADKI SZCZEGOLNE OBCIAZENIA

W pierwsze] kolegjnosSci rozwazymy przypadki lepko~spresyste
N>0, ¥W=0, VO oraz N>0, W#0, V=0, i
Réwnanie charakterystyczne [17/ po podstawieniu W = 0 ma
nastepujaeq postaé pierwiastkéw: : 4
w obszarze pierwszym /Rys. 18/

A1+ 3R s -A1+ 1B = AS - 4B ; -A3 -iB

. 143(
~A+ 1B ; Ay 3B ; -A3 - iB ; AB - iB ?
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w obszarze drugim/ rys.15/

A., - :'L,B‘,; - .t-,1 + iB1 3 —33 ; -iB‘
i 144/
“hy F 1131; Ay + iB, ; -B3 $ ‘1B4 .
Po uwzglednieniu /43/ i [44/ oraz W=0 w rozwigzaniu /38/
otrzymujemy: s ;
w obszarge plerwszym / Rys. <5/
8 g o~BIEI
WR) = .
- [la;=hy" + 4B°] [(Ag+ 4,F + 45°]
A~ A+ 4B i
: { HIR )4 Boos ARI+ 2222 2B 5in A RI 1 HIRI4 Beos A RI+
1 s g
3 2 2
Moot S JE S IRI]} ‘
v obszarze drugim /Rys.15/ 3
— -B,IRI

[A+(B,+B, ) IIA + (B, +B.)]
i ge B

2
_A; -(B, +ABJ)(BF"B4)sinA,[R”+H("R){
4

Postaé pierwiastidédw réwnania [17/ po podstawieniu V=0 jest
nastepujaca:

-A +iB; B+1A; A=-i4iB; =B - iA
147]

A+ ¥B ; =B+ 1A ; -A = 1B ; B ~ iA

Po podstawieniu /47/ do rozwigzania /38/ otrzymujemy:

Sl BRI ]
W(R.T)=§E—-EB(3A‘-B‘)cosAumm)+A(A’-3a‘ JsinAlRIV,T )l+48)
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-ARI : :
'1?_—;\ f = [A(A"-38")cosB(IRI-V, T)+B(3A - B Jsin BIRKV,T)

¥ _ ¥
We wzorze /48] VA =g ¥g= g -
Powyzsze rozwigzania w granicznych przypadkach obciazen.a
88 analogiczne z otrzymanymi w pracy [4).

Rozwigzenia w przypadku spresystym N=0, V=0, WAC otrzymamy
uwzgledniajge postaé pierwiastkéw réwnania cherakterystyczne-
g0 [12]: podstawisjac w mim V=0, tj.:

W<1.0 /obszar pierwszy/ A=B, = B2 = Y1 - 92

W>1.0 /Jobszar drugi/ 4=D, B=C= -D = [2 [w’-1 .

Uwzgledniajge /49/ odpowiednio we wzorach /26/ i [27]
otrzymujeny
4

£5 - \-W?2
W<10 W(R,T):W(oos“fl—W‘thsin‘h—W Riloos Wl

{50/

4
{
w10 WR T 5L (1T Rl oot ssin [WETRI- 2]
(Wi fwi e

Uzyskane rozwigzanie opisuje fale stojaca dla W < 1.0 nato-
miast dla ¥ >1.0 sk?ada si¢ z“biezacych propagujscych sie
od frédla zaburzed /R=0/, oraz zanikajgcej fali stojacej o
liczbie falowej dgzgcej do zera.
Rozwigzanie w przypadku szczegdlnym N=0, W=0, V#0 otrzymamy
uwzgledniajgo we wzorach /26/ i /28] nastepujaca postaé pier-
wiastkéw réwnenia charakterystycznege /12/:podstawiajac W=0.

V<1.0 /obszar pierwszy/ A= |1 V2 V "“
G
V>1,0 /obszar trueci/ 4= =C = |2 ;vz sz Z.
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B=-n={2—vv2+ v§-1

v <1.0 TaledtV | 6?15"1\;\,2 RL , s:?:'h_vv:lm

Is21

¥ =10 Tele b SOl gy, <SR em)g.

Rozwigzanie to opisuje stojacg zanikajgcg dla V<1.,0 orasz
niezanikajgcg dla V >1.0 propagujacg sie z predkofoig ruchu
obcigzenia wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia, Nieogra-
niczonod$é rozwigzaf wystepuje dla V=1,0,

PowyZsze rozwigzanie w przypadku N= 0, V= 0, W< 1,0 jest
réwnowazne uzyskanemu W pracy [5] y & W przypadku N = O,
Nig- 0y W.=0 uzyskujemy rezultaty rozwazan [1,‘2, 3] .

7. WNIOSKI

Otrzymane w ninie jszej pracy rozwigzanie zagadnienia
belki Eulera spoczywajgcej na lepko-sprezystym podlozu pod-
danej dziaXaniu obciazenia w postaci poruszajgcej sie ze
stalg predkodcig sily oscylujgcej przedstawiono jako superpo-
zycje fal bieggoych,

¥ przypadku sprezystym w zalezno$cl od wartofei predkod-
ci i ozestoS$ci zmian obecigZenia fale mogg byé zanikajgce lub
niezanikajace.

Dla matych wartodci parametréw V i W rozwiazanie to nie rézni
sig¢ od uzyskanego w pracy (3], gdzie zapisano je w postaci fal
stojgbyoh. ¥ przypadkach granicznych, gdy nastepuje zmiana
natury fal biezacych z zanikajgcych w przestrzeni na nieze-
nikajace lub odwrotnie wystepujg fale o niessraniczenie na-
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rastajgcej amplitudzie propagujace sig w prawo lub w lewo
wzgledem ruchomego ukiadu odniesienia.
Zjawisko to jest enalogiczne @ propagujacg nieogranioczone]
fali w przypadku poruszenia sie¢ po beloe sily o stalej war-
todei z predkodcia krytyczng. ;
Dla wartoéci parametréw V i W, przy ktéryoh me miejsce nie-
ograniczonoéé rozwigzefi ukladu sprezystego przemieszczenia
ukzadu tlumionego sg ograniczone.
Uwzglednienie tlumienia zewngtrznego powoduje przesunigeie
fazowe fal biezscych propegujacych sig¢ w tym ukiadzie.
W przypadkach V#0, W=1.0 oraz V=1,0, W¥0 nie wystepuje nie-
ograniczonodé rozwigzaf uktadu sprezystego /por. rys., 8 i 9/.
Warto zauwazyé, Ze wzgledem nieruchomego ukZadu odnie-
sienia predko$é fal biezgcych o stalej emplitudzie propagu—
Jacych sie w czedci belki R >0 w kierunku R~ jest zawsze
dodatnia, Oznacza to, 2ze fale te propagujg sie w kierunku
zgodnym 2z osig nieruchomego uk?adu odniesienia,
Uogélnienie rozwazafi podanych w [7] dotyczacych modelu
belki Timoshenki bedzie przedmiotem. nastepnej pracy.
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