Z powodu zadania 83.

Rozwigzanie zadania.

Podstawe iteracji ma stanowi¢ funkcja f(x)=sin kx; mamy zbada¢
zbiezno$¢ ciagu

Uzasadni¢ mozemy przedewszystkim:

Twierdzenie 1. Réwnanie x=sinkx posiada, przy wszelkiej wartosci
k, co najwyzej jedno rozwigzanie dodatnie i jedno, réwne mu co do war-
tosci bezwzglednej rozwigzanie ujemne, spetniajagce warunek

tatwo sprawdzi¢ zapomocg rachunku i uwidoczni¢ na rysunku, ze war-
tosciom k, spetniajgcym warunek O=k<1 odpowiada wogdle tylko jedno roz-
wigzanie (rzeczywiste) réwnania x=sinkx, réowne 0 i ze mamy réwne 0=k
a wiec =1. Przy dalszym wzroscie k az do pewnej wartosci, ktérej tu bli-
zej nie okre$lam, ale ktéra napewno jest wieksza od 2m, wystepuje jeszcze
wogolle tylko jedna para rozwigzan, rownych co do wartosci bezwzglednej,
a przytym kcosk.O>l. Potrzeba tedy dowodu ogodlnego jedynie dla k>2rt.
Zaznacze przytym raz na zawsze, ze rozwazamy tylko wartosci f=O, ponie-
waz zastosowanie osiggnietych wynikdéw do wypadku: k<<0 dogodniej bedzie
poda¢ na samym korcu.

Przypus¢émy na chwile, ze istniejg dwa rozwigzania dodatnie a i b row-
nania x=sinkx, dajgce: kcoska =1, kcoskb =1 Mamy: sinka—sinkb=a—Hb.

Wezmy teraz dwie wartosci x0 i y0, speiniajgce warunki:

oraz:

gdzie &—odpowiednia warto$¢ Srednia, dajgca oczywiscie
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O<kcosk&<1, podobnie jak kazda inna warto$¢ X, nalezaca do (X0, y0), co
wynika z elementarnych wiasnosci funkcji y=cosz, stale malejacej w prze-
dziale oraz warunkéw: coskx0= coska| wiec kcoskxo=1 i tak samo

kcosky0=1. (Znak = moze odpowiada¢ tylko jednej z dwu wartosci, o ile
x0 nie réwna sie y0, coby pociggneto za sobg wbrew zatozeniu a=bh). Wy-
padioby tedy |sinka—sinkbh < x0—y0], a wiec

wbrew zatozeniom. Zupeilnie tak samo wykazalibysmy istnienie tylko jednego
rozwigzania ujemnego —a, spetniajgcego warunek

c. b. d o

Przed przystgpieniem do dalszych wnioskdw podaje wyrazenia pochod-
nych funkcji: f(x) =sinkx i f2(x)=sin(ksinkx)

Dla wartosci a, dajacej a=sinka, mamy

Warunek czyli daje:
ma znak przeciwny znakowi kcoska. Przy kcoska=1
czyli mamy przy
mamy sprawdzi¢ mozna, ze w tym wypadku
A. Stosujac bezposrednio twierdzenie podstawowe Il, 2) wraz ze szcze-

gétami, podanemi w dowodzie, stwierdzamy, ze dla k=l i wszelkiego x

wartosci

Przed przejSciem do pozostatych mozliwosci uprzytomnijmy sobie oma-
wiane stosunki zapomoca wykresu funkcji y=x i y=sinkx, nie przybierajgc
przytym dla krétkosci odpowiednich rozumowan, ktorych doktadnosé nietrudno
sprawdzié, w szate SciSle analityczng. Wozrastaniu parametru k odpowiada
rownomierne kurczenie sie krzywej y=sinkx w kierunku, réwnolegtym do
osi x-Ow. Przy zmianie k od 1 do pewnej wartosci ki, rownej w przyblize-
niu 2,26 .., mamy, oznaczajgc przez [ rozwigzanie dodatnie roéwnania
x=sinkx, zmiane kcosf3 od +1 do —1. Oznaczajgc zawsze przez a rozwigza-
nie dodatnie roéwnania x=sinkx, dajgce |kcoskal =<1 mozemy napisa¢ B=q.
Przy k jeszcze wigkszym kcosk(3 staje sie >1, przy pewnej wartosci k2=kl
(rzecz oczywista, ze k2#kl) ,kurczaca sie“ krzywa dotyka prostej y=x
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z lewej strony nastepnego wzniesienia—mamy, oznaczajgc odpowiednig war-
tos¢ x przez vy, sink2y, y=a. W dalszym ciggu zamiast y wy-
stepuja dwa rozwigzania: y i o, z ktérych d(>y) daje , wiec d=a,
potym kcoskd staje sie =0, dalej ujemne, i dla pewnej wartosci k=k3 ma-
my k3cosk3d =—1. Pewnemu przedziatowi (k3, k4), z wylgczeniem koricow,
odpowiada ¥nowu nieistnienie  rozwigzan réwnania x = sinkx, dajacych
| kcoskx | = 1, potym wystepujg rozwigzania ¢ i y o tych samych wiasnosciach
coyidit d

Ogédlnie

B. Istnieje nieskoriczona liczba takich przedziatdw (k2n+1,k2n+2) war-
tosci k(>1) (n=0, 1,2, 3, ...), ze dla wartosci k, zawartych wewnatrz nich
rownanie X =sinkx nie posiada zadnego rozwigzania, dajacego |kcoskx = 1.

Takim wartosciom k odpowiada¢ mogg jedynie takie ciagi zbiezne, w szer-
szym znaczeniu tego stowa, ktére sg utworzone, poczynajagc od pewnego
wskaznika, z wyrazéw, réwnych O,+B3, +y i t. d. Odpowiednie wartosci
X réwnajg sie albo 0,+3, +vy, .. i t. d, albo wynikom, powstalym z jednora-
zowego lub wielokrotnego stosowania do tych liczb symbolu operacyjnego

ktéremu nadajemy w kazdym wypadku dowolne z mozliwych okreslen, za-
trzymujac cigg kolejnych dziatan jedynie wtedy, kiedy otrzymujemy wartosc,

*) Rozwiazania: B,y, § malejg wraz ze wzrostem k, a wiec
wzrastajg, pozostajac wcigz >1; to samo zachodzi, powyzej odpowiedniej war-
tosci k, ze wszystkiemi nowemi rozwigzaniami réwnania X=sinkx.
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wieksza co do wartosci bezwzglednej od jednosci. Nie trudno stwierdzié, ze
zbior takich wartosci jest przeliczalny. Zgodnie z twierdz. podst. Il 1) po-
zostatym wartosciom X, tworzacym zbior mocy continuum, nie mogg odpowia-
da¢ ciagi zbiezne iteracji fn(x), w zadnym znaczeniu tego stowa

Pozostajg do zbadania przedziaty: (k2n, k2n+l) wartosci k (n=0, 1,2, 3,..
ki=1, kl=2, 26..., ..). Oznaczajgc zawsze przez a rozwigzanie rown.
x=sinkx dajgce kcoska =1 i przez b, drugie rozwigzanie, najbardziej
zblizone do a (oczywiscie <a) oraz zakladajac, w razie gdy kcoska=1,
b=a (co odpowiada punktowi stycznosci krzywych y=x i y=sinkx), moze-
my uzasadnic¢:

Twierdzenie 2. Wszelkiej wartosci X, zawartej wewnatrz przedziatu

(b, bl) lub ogélniej wewnatrz ktoregokolwiek z przedziatow:

gdzie n=0, 1, 2,..., a bl oznacza najblizsza wartos¢ x, wieksza od b, dajacag
sinkbl = b, odpowiada ciag zbiezny iteracji fn(x), dazacy do a.

Istotnie, gdy kcoska=1, wystarczy zastosowa¢ twierdz. podst. I,
3) b) do przedziatlu (b, x0) w ktorym b=a, x0 stanowi najblizsza wartos¢
maksymalng, t. j. dajgca coskx =0, wigkszg od b. Wszystkie wartosci prze-
dzialu (x0, bl) dajg takie same wartosci pierwszej iteracji f1(x)—sinkx, jak
odpowiednie wartosci, zawarte w przedziale (b, X0) — rozszerzenie zakresu
zbieznosci az do (b, bl) jest tedy uzasadnione. Gdy 1=kcoska=O, wystarczy
zauwazy¢, ze wartos¢ Srednia & ktéra wprowadzimy, oznaczajac przez x! ja-
ka$ wartos¢, zawartg wewnatrz przedzialu (b, @), musi da¢ kcoské<1, po-
niewaz wzniesienie prostej, tgczacej punkty krzywej y =sinkx, odpowiadajace
wartosciom xX=xl, i x=a, jest <1 Mozna tedy do catego przedziatu (b, x0)

~_*) Prosta pozioma na rys. 1 (i 3-im) nie jest osig x-O0w, lecz rownolegtg do
niej.
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z wyjatkiem wartosci b zastosowa¢ rozumowanie podane w twierdz. podstaw.
I, 2)—(b, x0) zastepujemy, jak poprzednio, przedziatem (b, bl).

Gdy O=>kcoska= —1, udowodni¢ mozna, ze w catym przedziale (x0, a)
f2'(x) pozostaje =1, ale =0 i a=Ilimfn(x) dla dowolnej wartosci x, naleza-
cej do tego przedziatu, x0 oznacza najblizszg warto$¢, dajgcg maximum f(x)
mniejszg od a). Stosujgc rozumowanie, rozwiniete w twierdz. podst. II,
3) b) stwierdzamy, ze ten sam przedzial jest zakresem zbieznosci réwniez
dla ciagu iteracji funkcji f(x). Oznaczajac przez al warto$¢, dajacg: xO=al=
=a—x0 zastepujemy z tatwoscig przedziat (x0, a) przedziatem (al, a). Ciagi
iteracji, odpowiadajgce przedziatowi (b, al) z wyjatkiem konca b, musza ,wkra-
cza¢" do przedziatu (al, a). Istotnie, przy b<x<al, iteracje fI(x), T2(X),
f3(x), ... fm(x), nalezace jeszcze do przedziatu (b, al), stanowig cigg rosnacy
skonczony, poniewaz wzniesienia krzywej w punktach, odpowiadajgcych po-
trzebnym przy poréwnaniu z b=f(b) wartosciom S$rednim, sg wieksze niz
1+r (r-pewna liczba okre$lona, >0); po ostatniej, mniejszej, niz al, naste-

puje iteracja, =al, ale <ra, poniewaz wszystkie wartosci x<al daja
sinkx<<a. Przedzial (b, a), otrzymany w ten spos6b, zastepujemy bez trud-
nosci przedziatem (b, bl).

Stosujgc otrzymane wyniki do przedzialu (1, k1) wartosci k, ktéremu

odpowiada: b=0,b1:,n otrzymujemy, jako poczatkowg dziedzine zbiezno-
Sci, przedziat x-0w — poniewaz jednak wszystkie mozliwe inne war-

tosci x dajg ciggi takie same, jak odpowiednie wartosci przedziatu (O,

lub ciggi o wyrazach, réznigcych sie tylko znakiem, przeto:
C. Przy 1>k=k! (kl=2,262 ..))
cigg iteracji o podstawie f(x) — sinkx
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jest zawsze ciggiem zbieznym; granica jego dla wartosci X, spetniajacych wa-
runek

réowna sie jedynemu dodatniemu rozwigzaniu a réwnania X =sinkx warto$-
ciom, spetniajagcym warunek: odpowiada granica

ciggu, réwna —a. Wartosci x o postaci

daja
Zbadajmy teraz przedziaty

Zgodnie z twierdzeniem 2-em zakres zbieznosSci, odpowiadajgcy takim
wartosciom k, zawiera wszystkie wartosci x, nalezace do przedziatdw

Liczbie n nadajemy przytem wartosci: O, +1,+2,+3, ... , przedzialom
pierwszej kategorji odpowiada lim fn(x) =a, przedziatom drugiej kategorji —
lim fn(x) =—=a. Wszystkie te wartosci x daja

gdzie & oznacza pewng okreslong liczbe, zalezng od k, =O0.

Twierdzenie 3-cie. Jezeli k nalezy do jednego z przedziatow (k2n, k2n+l),
w dowolnym przedziale wartosci x-Ow znalez¢ mozna wartosci, ktore dajg
cigg zbiezny iteracji, dgzacy do —+a lub —a. Inaczej: wartosci takie stano-
wig mnogo$¢ wszedziegesta w przedziale (—oo, +oo).

O ile k==k2n, dowod jest tatwy. Oznaczmy przez x! i x2 konce rozwa-
zanego, dowolnego przedziatu. Przypusémy, ze twierdzenie jest bledne; w ta-
kim razie zadna z iteracji kolejnych, odpowiadajgcych wartosciom, nalezacym
do przedziatu (x1, x2) nie daje

(bo inaczej fn(x) nalezatoby do znanego zakresu zbieznosci).
Mamy ogolnie (poniewaz f'(z) =kcoskz)

We wzorze tym Tn oznacza pewng warto$¢ Srednig, zawarta pomiedzy
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p— z wiasnosci ogolnych funkcji ciggltych wynika, iz w prze-
dziale (x1,x2) istnieje taka wartos¢ &n, ze ™="fn-1(¢n), Mamy tedy, podiug
uczynionych zatozen

Wysnuwamy stad tatwo wniosek

Poniewaz o#0, przy pewnej wartosci n otrzymalibySmy

co jest oczywiscie niedorzecznoscia, poniewaz wartosci wstaw jakich$ dwu
liczb moga sie rézni¢ tylko o liczbe =2.
c. b. d o

Aby posung¢ sie dalej, rozpatrzmy iteracje funkcji

okre$lonej w ten sposob, ze F(b)=b.
W przedziale (—b, +b) mamy stale

(=1 tylko przy x=b i x=—"b, o ile b=a, t. j. gdy k=k2n). Innego rozwia-
zania réwnania x=F(x) przedziat ten nie zawiera — mozemy tedy, stosujac
twierdz. podst. Il 2) lub 3), napisa¢

o ile
Podobniez, oznaczajac przez h dowolne rozwigzanie réwnania

i przez ®(x) funkcje spetniajacg warunek stwierdzamy,

ze dla tych samych wartosci x

Wezmy w szczegolnosci

tatwo stwierdzi¢ w sposob nader elementarny, ze przy takiem okresle-
niu mamy, o ile tylko (warunek spetniony

w danym razie gdyz

*) 0 ile @'(x)<0, nalezy uwzgledni¢ wiasnosci funkcji ®2(x).
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i ogolniej

a wiec

Stad wynika w szczegolnosci, ze jakas wartos¢ & nalezaca do (b, bl)
i <1, daje jakas iteracje ¥Ynl(§) =1, mniejszg od b. Poniewaz lim Fn(t) =b,
n=co
przeto istnieje takie n2, ze Fn)(t) =n rozni sie dowolnie mato od b. Ot6z ma-
my limf@ =a a ze 1=fM2(n);, & = fl(t) = fnlt2(n) przeto réwniez:
limfn(n) =a  Stosujgc te samg metode w innych wypadkach, otrzymujemy:
n=oo

Twierdzenie 4. W dowolnym przedziale wartosci x, spetniajacych wa-
runek | x| < b, ktérego koniec stanowi jedno z rozwigzan réwnania x=f(x),

nie réwne (zastrzezenie ,nie rowne —+a“ zbyteczne, gdy k=k2n, b=a)
znalez¢ mozna zawsze warto$¢ nl, dajaca: limfn(nl) =a, i wartos¢ n2, dajaca:
limfn(n2) =—ay .

Twierdzenie 4, ktore zresztg zuzytkujemy rowniez nieco dalej, pozwala
dopiero rozciggna¢ twierdz. 3 na wypadek: k=k2n
Ze zbiér wszedziegesty, czyli pantachiczny wartosci X, dajacych

nie wypetnia catej dziedziny liczb rzeczywistych, wynika z istnienia innych
rozwigzan réwnania .., a takze wartosci ktére mo-

zemy otrzymaé, stosujgc dowolnie i w dowolnym porzadku, skoriczong liczbe
razy (w kazdym wypadku) dziatania, wskazane przez ktorekolwiek z okreslen
funkgcji

do ktorejkolwiek z wartosci *b, +=c, =d, ... Otrzymujemy w ten sposéb zbior
przeliczalny wartosci X, dla ktérych przy n>od pewnej okreSlonej liczby

n', zaleznej od x

Nalezy jeszcze rozstrzygna¢ pytanie, czy istniejg wartosci, dla ktérych
ciag

nie jest ciggiem zbieznym, w zadnym znaczeniu tego stowa?
*) Mozemy jeszcze dodaé warunek, ze cigg fn(nl) nie powinien zawieraé

wyrazéw réwnych a, a cigg fn(n2) — wyrazéw réwnych —a. Zastrzezenie to jest ko-
nieczne przy dowodzie istnienia liczb 1 (str. 236), o ile tylko b=a, t. j. k=k2n
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Na pytanie to odpowiemy w sposéb twierdzacy, dajgc metode okresle-
nia takiej wartosci.
Obierzmy sobie dowolny cigg wielkosci dodatnich, malejacych az do 0

Wezmy nastepnie jakikolwiek z przedziatéw, wskazanych w twierdzeniu
4-em, nadajagc mu dlugosé, mniejszg niz €l; w takim przedziale istniejg war-
tosci x=¢&' i x=n', dajagce

[O ile b=a, t. j. k=k2n, uwzgledniamy zastrzezenie, podane w ods. na stro-
nicy 234].
Mozemy znalez¢ taka liczbe nl, ze

Jest to zupetnie oczywiste, gdy a>b Gdy a=bh, istnieje
liczba n', dajaca fn*(&)>b, i liczba n", dajgca fn''(n,)<<—b — istotnie, przy-
puszczenie, ze np. niema liczby n', pociagnetoby za sobg istnienie ciggu
zbieznego iteracji, dla ktérego b byloby granicg wyzszg. Wniosek taki tatwo
da sie obali¢ zapomocg dowodu, uzytego w twierdzeniu podstawowem |II,
1) Otéz, w tym wypadku n>n' daje rowniez fnl&)>b i n>n" daje fa(n")<—Hb;
mozna tedy wzig¢ za nl dowolng liczbe n, >n* i >n".

W przedziale (&', n") funkcja fnl(x) przechodzi przez wszystkie rozwig-
zania réwnania x=Tf(x) (ewentualnie oprécz +a i —a) — wezmy dwie war-
tosci & i nl, dla ktérych fn(x) réwna sie odpowiednio dwu jakimkolwiek
nastepujgcym po sobie bezposrednio co do wielkosSci, rozwigzaniom réwnania
Xx=Ff(X), np. ¢c i d w ten sposéb, ze dla &l<x<nl mamy stale: fni(x) na-
lezy do przedziatu , jako wartos¢ wewnetrzna. Mozliwos¢ ta-
kiego wyboru wynika z ogélnych wiasnosci funkcji ciagtych. W przedziale
(&L, nl), spetniajgcym warunek nl—E&l<el, mozemy znowu, na zasadzie twier-
dzenia 4-go, obra¢ dwie wartosci &2 i n'2, ktorych réznica jest mniejsza niz
€2, dajgce przy odpowiedniem n2 (>nl)

Dobieramy znowu & i n2 (§2<n2) w przedziale (&2, n'2), podobnie jak
poprzednio &l, n! w przedziale (§', n'). Ogdlnie zaktadamy

w przedziale (§'p, n'p) obieramy &p<np tak, by wartosci fnpi&p) i fnp(np) réw-
naty sie odpowiednio dwom nastepujacym po sobie rozwiazaniom réwnania
x=f(x) i by dla {p<x<np miano réwniez: fnp(x) w przedziale [fn (&p),
fnp(np)] stanowi warto$¢ wewnetrzng, t. j. nie réwna fnpEp) ani fnp(np).

Ciggi

zdgzajg do tej samej granicy
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Przypuszczenia, ze lim fnt)=+-a oraz ze istnieje n, dla ktérego
fn(t) réwna sie ktéremukolwiek z rozwiazan (Za, £b), #=c i t. d) réwnania
x = f(x), musza by¢ uchylone:

1) Gdyby np. limfn(t) =a, to jak wykazaliSmy, musiatoby istnie¢ takie
n', ze n>n' daje

i w szczegélnosci dla jakiej$ liczby np>n"' mielibySmy: fnp(t)>b, a tymcza-
sem, jak wynika z dowodu, mamy dla wszelkiego wskaZnika p

2) Gdyby np. fn(t)=d, to mielibySmy réwniez przy np=>n

a tymczasem, poniewaz 1 nalezy do przedziatu (Enp, nnp), jako wartos¢ we-
wnetrzna, musimy mieé: fnp(t) nalezy, jako warto$¢ wewnetrzna do

sg réwne dwu nastepujacym po sobie bezposrednio co do wielkosci rozwia-
zaniom réwnania x =f(x), przeto fnp(t) nie moze sie roéwna¢ zadnemu z tych
rozwiagzan. 0. b do

Zapomocg odpowiedniego podporzadkowania zbioru wartosci T zbiorowi
utamkéw nieskonczonych, mniejszych od 1, wyrazonych we wiasciwym ukta-
dzie cyfrowym (W. Sierpinski. Zarys teorji mnogosci str. 37, 71), przekony-
wamy sie bez trudnosci, ze zbiér wszystkich takich wartosci w (—oo, +oo)
posiada moc continuum.

Ostatecznie:

D) Przy kans=k=skx+l (n=1, 2, 3 ..) t j. przy wartosciach k, dla
ktorych réwnanie x=f(x) czyli x=sinkx posiada dwa rozwigzania &, da-
jace: f'(a) =1, t j. |kcoska =1 wszystkie wartosci rzeczywiste dajg sie
podzieli¢ na 4 klasy:

I.  Mnogo$¢ mocy continuum wartosci, dla ktérych

Il. Mnogo$¢ mocy continuum wartosci, dla ktorych

I1l. Mnogos$¢ przeliczalna wartosci, dajacych pewng okreslong iteracje,
0o wskazniku zaleznym od x, réwng jednemu z pozostatych rozwigzan b,
+c, +d, ... rdwnania xX=f(x). Inaczej kazdej z tych wartosci odpowiada taka
liczba n, ze n=n" daje
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IV.Mnogo$¢ mocy continuum wartosci, dla ktérych ciag

nie jest ciggiem zbieznym.

Mnogos$¢, ztozona z wartosci obu pierwszych kategorji, jest w dziedzi-
nie wszystkich liczb rzeczywistych wszedziegesta; jak tatwo wywnioskowac
z twierdz. 3-go, kazda z pozostatych mnogosci musi byé w tym samym obsza-
rze ,nigdziegesta". (W. Sierpinski ,Zarys t. m.“ str. 121).

Nalezy jeszcze dodaé kilka stow o wypadku, w ktérym k<O. Oznaczmy
przez fn(x) n-tg iteracje przy podstawie f(x) = sin(—kx). Jak tatwo spraw-
dzi¢, mamy ogélnie

przy n parzystym
przy n nieparzystym.

Zauwazmy, iz wobec tego zbiezno$¢ ciggu iteracji fn(x) pocigga za sobag oscy-
lowanie ciggu fn(x) pomiedzy dwiema granicami: limfn(x) i—Ilim fn(x). Gdy
lim fn(x) =0, limfn(x)=0—i wynik, podany w ustepie A, da sie zastosowac
wogéle do k =1. Przy k<—1, ciagg fn(x) nie moze byé Wogdle zbieznym
(o ile nie posiada nieskoniczonej liczby wyrazéw, réwnych 0), dopdki k nie
osiggnie pewnej wartosci —k!' przy ktérej wystepuje, oprécz zera, jeszcze
para rozwigzan réwnania xX=f(x). Dalej powtarza sie¢ to samo, co juzeSmy
wyjasnili poprzednio: wnioski, podane w ustepie B stosujg sie do przedzia-
tow (—k'2n, k'2n+l). [n=1, 2, 3,...], a tres¢ ustepu D — do przedziatow
(—k'2n-1, —k'2n). Przedziaty (k'2n-1, k'2n) muszg leze¢ catkowicie wewngtrz
przedziatbw (k2n-1,k2n) — i naodwrdét, przedziaty (k2n, k2n+l) wewnatrz
(k'2n, k'2n+l), poniewaz inaczej dla jakiej§ wartosci k wszystkie wartosci
X, dajgce ciagi fn(x) dazace do +a i —a, dalyby ciagi fn(x), nalezace do ka-
tegorji IV. (D), co jest niedorzeczne, gdyz w ten sposéb mnogos¢ tych war-
tosci byla by jednoczesnie wszedziegesta i nigdziegesta. Otrzymujemy kolej
nastepujaca

T. tazowski.
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