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Roman Bogacz, Aleksandra Niespodziana
Pracownis Teorii Materialdw Niesprezystych

0 OBSZARACH NIBSTATECZNOSCI PEWNYCH
MODELI KOLUMN OBCIJZONYCH SIE§ 3LEDZYC}

1. Wstegp

W problemach statecznosci kolumn zachowanie sig obcigzenis
w trakcie odkzsziaicenia odgrywa istotna role. W literaturze
szceegllpg uwagg zwrdcopo ne przypadek sily "siyczpej™, tj.
przypadek, ® ktérym sila zachowuje styczny kierunek do zde-
formowanej osl kolumny. Przy obciazeniu tego typu wartosé sizy
krytycznej nie moze byé okrssSlona przy pomocy kryterium sta-
tycznego, ale wymoge zastosowania kinetycznego kryterium ste-
bilnosci. Stwierdzenie to potwierdzajs wyniki uzyskane w pra-
cy [41 . dutorzy okreslajsg dls dyskretnego modelu sprezys-
tego zaleznosé sily krytyczne] od wepdélczymniks O charaktery-
zujscego niekonserwatiywnosé obeigienis dzialajgcego na swo-
bodny koniec kolumny dowodzgc, ze dla OLE (0; 0.345)
oraz GE(LJOE;; oo) waertosé krytyczps obcigzZenia mozna ustalid
stosujac wyZscznie stsiyczne kryterium stabilnosci, natomiast
dla X € ( 0.345; 1.305) kinetyczne kryterium stabilnosci.

Zagadnieniem cptymalizacji takiego ukiadu zajmujg sig
autorzy pracy [5] Poszukujgc wartosci ilorazu statych
gprezystych C1C2 ,dlﬂ ktérego objetosé kolumny byZaby naj-
mniejsza, W przypadku aily styczne] uzyskspo wartosé c;cz ={
oraz zmniejszenie objetosci o 42,1%

Uwzglgdnienis dyssypacji snergii w ukzadzie moze istotnis
wptywa¢ na wartosé siry krytyczmsj, zardwno stabilizujagce jak
i destabilizujaco.

Praca [1] zgwiera analize zachowania sig¢ kolumny oddziaiuje-
cej z dwojekiege rodzsju tiumikemi; translacyjnym i rotacyjoym.
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Prezentowapa snalizs misls na celu zbadanie wpXywu podpér
tiumigcych na waritosé sity krytycznej. Jednym z interesujs-
cych przypadkéw jest dzialanie pojedyiczego tiumike, la
ktérego wartosé siy krytycznej zalezy istoinie od poXozenia
trumika a nie od intensywnosci tumienia. Najwigksze rdznice
w wartosci sity krytyczpnej dla ukZadu sprgzystego i tiumio-
nego wystepuja gdy tiumik wychyled znajduje sig na keoicu
kolumny, batomiast tXumik obrotu na wysokoSci 0.75 jej diu-
goéci. Wykazano réwniez, ze w graniczoym przypadku, kiedy
wepGiczynnik ttumienia dgZy do zera, nie istinicje przejscie
graniczne do ukXadu sprezystego.
¥ przypedku réwnoczespego oddziatywania obydwdch rodzajdw
trumikéw, poza ich poozeniem, istotnie wpZywa na wartosé sizy
krytycznej wartosé ilormzu wspéiczynnikdéw tZumienia wisko-
tycznego. Autor pracy [2] stosujgc dwuelementowy ukxad dys-
kretny z ttumieniem zewngirznym translacyjnym oraz wewngtrz.
nym rotacyjnym uzyskaz wyniki wskazujace na zaleznos$é obeig-
zenis krytycznego od intepsywnosSci tiumienia. Ze wzgledu na
fakt, ze przyjete w [2] tzumienie rotacyjme w przsgubach,
nie jest w pezni odpowiednikiem tzumienia rotacyjnego przy-
jetego w pracy [11 oraz wystepowanie istotnych roéznic pomiedzy
modelem dyskretnym kolumny [2] i ciagiym [1] bez BzCzZE~-
géxowe] analizy nie moznas stwierdzié co jest przyczyng isto-
tnych jakoéciowych réznic w kwestii statecznosci.
Prezentowane ponizej rozwazania stanowisg analizg zachowa-
nia sig dwuelemtowego ukXadu dyskretnego z dwojakiego rodzaju
ttumieniem; translacyjpoym i rotacyjnym. T?umienie rotacyjne
pie jest jednak zlokalizowans w przegubach, jak to ma miejsce
W pracy [2] lecz w sposéb, kiéry moze byé odpowiednikism
$zumienia rotacyjnego przyjetego w pracy [1] .
Rozwazenie tego modelu umozliwi pordéwnanie wynikéw dla ukZz-
déw dyskretnych o nieznacznie réznych modelach tZumienia a
takze poréwnanie z rezultavami uzyskanymi dla ukZadu ciggzego
co pozwolil na oceng wpiywu dyskretyzacji ukzadu.



2. STormuiowanis problemu

Rozwazmy ukZad dyskretny przedstawiony na rysunku 1 bgdgcy
podobnie jak w [2] wahaedXem podwéjnym skiadejgcym sig z
dwéch sztywnych pretdéw o 2acznej diugoSci 1 oraz dwéch prze-
gubdw spreizystych, poddany dzistaniu sily niskonserwatywnej.
Zechowanie sig sily chérakteryzowane Jest wepdiczynnikiem .

Rys.1

Przeguby charskteryzowaé bedciemy stalymi sprezystymi c'ic,,
tiumienie lepkie-translacyjne stazymi i; if; a tZumienis
rotacyjne staiymi b1, b2, bB' b4, Momenity przencszone przez
przeguby podanc pas Rys. 4 natomiast obcigzenie dziaXajace

w punktech skupienia msay okreslaje zwiagzki

h=%v% , My=Dbs 9y
2.1/
B=Twve , M;=b,9,,
gdzie Viy¥p =8 predkoféciami, natomiast b39 b4 wagpdiczyn-
nikami szewnetrznego tiumienia rotacyjnego.
Ruch ukZedu opiezemy rdéwnaniemi Lagrangea drugiego rod eju
o postacis

) - fe o B
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gdzie:

T - energia kinetyczna
V - energis potencjalne
D - funkcja dyssypacii
Q- uogélnione sity niekonserwatywne.

ZekZadajac, ie katy @,ig, o mate mozemy napisac
T= % ffmyn? + tmy)gt + a0y Gy + Mo 631,
V=1[@*c)of —2c,09, + e, 0],
D=4Tbsgf + b+ 41w bt ~2b, s + by 1+
+ 3l + 1) ¢f + %40, + nit¢f],

Q4'=';'P1(<P4"°“Pz) )
Q=T Pl(1-a)g,,

gdzie oznaczono:

/2.3/

el -— z
t’4=T4 lz ’ Tzn'rzL " /2.4/

Réwnania /2.2/ prowadzg do nastgpujpcego ukiadu réwnan
rézniczkowych liniowych:

(mqnf + 4 my) UGy + [0, + 7,)+ (by+ by) 4164 +
+(ey+e= 3P *%mz"z’z‘?z*(:zlnzfz’bz)‘i’z*
+(4Pla-c,)p, =0,

’2i myn, LGy + (0,7, =by )4 = cay “‘mz"zzlz‘?zjz.y
+(r3 T, + by +b) s + [c,~ PL(1-a)],=0.
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Poszukujac rozwigzania w postaci

o Hjei“’t L | /2.6/

oraz wprowadzajgc nastgpujgce wielkoscl :

Q=1 (% i, B=%, u=Tt, y=2,

g 41 b;
= ——t s = ;= 1=
lWmye, ? BJ m y =42, j=123k r2.1/
otrzymujemy uklad réwnai liniowych jednorodnych wzgledem
stazych A1 R Y AQ:

[(urz+4)0%+ (T+ £ T,+ B, + BBy ey 487
+{40,2" + (3n,T,-B.)R +(§8a-1)JR,=0

{%” Q"+ (Fn,h-B,)R- 1}9 +{n§§2 +

+(ri T +B,* B,)Q +(1- 78+ Zup)}R=0
/2.8/

Z warunku nietrywialnosci rozwigzal otrzymamy nasigpujgcy
zwigzek:

8un2n2 R + 2°[8n2(B,+B,)+ 2(1+kny+ hnf +4unf B+
+2(1+4pnf)B + 8nfnd T, + 8unfniT,] +

Q°[-Bllt-a)(lpnf +1)+ hn + 2] + [8n (1+ ¥+ Burf+
+2+8n,1+ 8nfnd T, Ty + 8n T, (B,*B, )+ 2Ty B, (f+4n2 +
+4n,) + 8TonZ (B, + By) +
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+ 8(B,B, * BB, + B,B, + B,B,4 +B,B)+2T;B, } +
+Q{u(2-B+oB)(B+Bs) + 8(W+aB-B)B, +
+4(2+2¥-B)B, + 4T} (2-B+ap)+

+T[B (oc-'!*-énf—ana) +8niy +
+2(1+hny+hnf )]+ [8Y - 4(1-a)(2+ W) B+
¥ 2(1__ «)p*]=0. ' /2.9/

Réwnanie to istotnie sig uprosci jezeli przyjsé, Ze obis masy
8g réwne i skoncentrowane w sSrodku pretéw ({p =1, n1-n2-%).
Jezeli ponadto zatozymy identyczne wartosci wspéiczynnikéw

sprgzystosci obu przegubdw ( W’- 1), to przyjmie ono postad:

Q% + Q°[16(B,+ B,)+ 160B, + 80B, + T, + T, ] +
+Q°[176 - 24(2-a) B + 256 (B,B, + BB, + B,B,+ B,B, +
+B,B,) + 16T (B+Bs) + T, (144B, + 64By)+ 16T,(B,+B )
+T,To] + {128 (2-B+B)(B,+ B;)+ 256 (1 +a-B)Bs+
+128(L—B)B, + 8(2+af -B)T; +[160 + 8(2a-5)gT}H
+ 644 - 6(1-a)B + (1-x) 8] =0.

/2.10/

Stosujgc kryterium statyczneﬁb@uzyskujamy wyrszenie na war-
tosci siry krytycznej,anaslogicznie jak w [2], postaciz

S 3(1-a) #/(i~a)(5-3a]
12 :

-

/2.11/
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Nie zalesy ona od parametréw tiumienis. Kryterium to jest
jednak sXuszpe tylkeo dla G{«g i C!}f Natomiast wewnatrz
tego przedziein palezy stoesowaé kinetyczme kryterium stabil-
nosci.

W przypadku réwnania charakterysiycznego o postaci
LY + MR+ NR¥*+ SR+R= 0 ,2.12/

kinetyczpe kryterium stebilnosci otrzymane z warunku Routh’a-
=Hurgitz’a IJ] wyrazi sig nasigpujgco:

2
LSZ = MNS + M R <o' /2.13/

Nierdwnosé ta wraz z Zgdaniem dodatniej okreslonoéci wszys-
tkich wspdéiczynnikdw réwnania /2.12/ jest warunkism wystar-
czajscym stabilnosci.

Wykorzystujgc warunek /2.13/ otrzymamy:

Hﬁz -Bg+ C=0, /2.14/

gdzie ozpaczono:

A= b*- bce + 64(1-a)c?
B = 2ab - bed — ace +384(1-a)c?

C = a2 - acd + 256 c?,
o= 256(1+y)+ 256, + 5127 + 6% +160¢ x,
b = (1-)f128(1+%5,) + 256, + 8u]— 820 ~5)gse + 128,
¢ =16(1+ %)+ 1601, + 80% + 2 +Fu ,
d =176 + B3 [256(5a%a + 4% + 525 + 2+ §) + 165 (1+ 0
+En(Bhy + Wk yg) + 163 (3+ %)+ goc,
e= 21,(2..:‘“). /2.15/
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Viprowadzono tu pastgpujgce perametry charakteryzujgce tiu-

miepie:

g p= g Be=g

3. Viyniki analizy numerycznaj

.

Tz T
-—3—.—- —.L-_=
o b oy

Analize numeryczng przeprowadzono dla nastgpujgcych przy=
padkdéw szczegdlnych; f'gl=5 ’ =1 x=0.2, 54=Zz=0 oraz
F=0.2,%=5, x= =0
Viyniki zilustrowano odpawiedmo na rysunkach 213 dla
wybranych wartosci BJ(O.O, 0.3, 045, 10 ).

Rys.2 Zalsznosd ﬁ(&)w przypadku ¥=0.2 oraz Jjednorodnego
tiumienis rotacyjnego ¥=1,0 i niejednorodnego
tXumienia trapslacyjnego ; = 5.
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=020 , [=50, =10

Rys.3 Zaleznosé Bla)ala T =5y F=0.2,% 1.

¥ pracy [2] zbadapo zalezposé siy krytycznej ,B od wartosci
wspétczynnika Of dla rdéznych rodzajéw trumisnia.

Na rysunkach 4 1 5 zilustrowano odpowiednio przypadki, jsdno-
rodnego trumienia wewngirznego przy nisjednorodnym tiumieniu
zewng trznym oraz przypadsk obu niejednorodnych rodzajow
tXunienia.

Zwraca uwagg fakt, Zs ksztait krzywych ogranmiczajgcych
obszary stabilnosci istotnie rézni si¢ od ksztaltu krzywych
otrzymanych w [2] « Zamiast jednej-jak w [2] , istnieja
dwie pary wartosci charakterystycznych a.,ﬁ,przy ktérych para-
metry krytyczne nie zalezg od intensywnosci tumienia /war-
tosci parametru 33 /.



_12-

=5, {1 ,%=020

B4 B4=0

=

Rys.4 Zaleznoéé‘ﬁﬂx)w przypadku jednorodnego tiumienia
wewnetrznego przy nisjednorodnym tiumieniu zewngiraznym.

E-020, G5 & =1

Bys.s.‘BﬁI)w przypadku niejednorednege tZumispis 2ewngtrzuego
.0raz wewngirznego.
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Odpowiednikiem zalezno$ci przedstawionych na Rys.2 jest w

pracy [2] wykres przedstawlony na Rys.4 « Dle przyjetego w

[2] modelu tiumienia, przy pewnych wartosciach parametru &
krzywe ograniczajasce obszary niestabilnosci dgzg asymptotycz-
pie do nieskoficzonoéci niezaleznie od przyjetej intensywnosci
t2umienia B¢.

Podohne ceschy wykazujsa wykresy przedatawione na Rys.i,
ilustrujace przypadek parametréw charsktsryzujscych niejedno-
rodnosé obydwsch rodzajéw tzumienia [ =0.20, Y =5, 3 =1 ¥
Przy O =0.5 wartosé sily krytycznej réwniez nie zaleiy od
wartosci 31.

Poréwnujac wykresy przedsiaewione na Rys. 2 1 3 z ich odpo-
wiednikami z Rys.4 i 5 Xatwo zauwazyd,ze tXumienie wewngtrzne
w przegubach ukZadu dyskretnego nie jest odpowiednikiem tiu-
mienia rotacyjnego pretdéw przyiozonego np. W punktach Srodkéw
mesy.

W celu uwypuklenia wpiywu dyskretyzacji ukiadu na krytyczne
wartodéci obcigzenia pordwnamy wyniki uzyskane w pracy [1]

z rezultatami otrzymanymi dla nastgpujscych parametrdéw (L =1,
—» 00y Z—> 00, XE (0, o).
Przyjecie takich parametrdéw odzwierciedla sytuacjg, w ktérej
T1 = 0 1 Bj- 0, co oznacza, Ze oddziatywujs tylko tXumiki na
drugim elemencie modelu.
W obliczeniach numerycznych dla F = 1000 i } = 1000 otrzy-
manc rezultaty zilustrowapne na rysunku 6.
Z przedstawionych wykresdéw wynika, ze intensywnos¢é tZumienia
ma niewielki wpzyw na dplna granice obszaru niestatecznosci.
Viptyw ilorazu wspéiczynnikdéw tiumienia iranslacyjnego i rota=-
cyjnego jest jakosciowo podobny do przypadku przedstawionego
w pracy[1] /Rys.7/.
Viptyw intensywnosci tXumienia pa gdérng granice obszaru nise=~
statecznosci jest widoczny. Wartosé drugiej sity krytyczne]
rosnie wraz ze wzrostem wepdtczynnika tiumienia. W pracy [1]
obszar niestatecznosci dla kolumny modelowanej ukiadem cig-
gtym, by nieograniczony. Réznica ta jest skutkiem dwkrety-
zacji zagednienia. :
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g8
E—~e=, [ =~=.a—10

100010~ 2
SKC:0 Obszar statecznosci

g7
. Obszor niestatecznosei B;=1
;'—__/ B,+03.05

Obszor  statecznosci

wn

B TR

G 02 04 06 08 10 08 06 04 02

% — -

Rys.6  Zaleznosé B(k)ala praypadiu o =1, f =1000, §= 1000.

] | obszar mestcteczrn:icir :
¥= 0750 e
TQpar S

| obszar statecznosci J

ik Als
04 1 04 0-
. FREg -— 3%
2 K3

Rys.7 Zaleznosé sily krytycznej cd ilorazu wspdiczn.trumienia
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Jezeli zalozymy, ze tXumiki oddziazujs tylko ns pierwszym
elemencie modelu ( F =0 5 5 =0 ), to niezaleznie od przyjetej
intensywnosci tZumienia B! oraz niezaleznis od wartosci ilo-
razu ¥ otrzymujemy stats wartosé sity krytycznej.

Podobny rezultat otrzymano w pracy [1] /Rys.3 1 4/. W przypad-
ku tiumikéw dzialajacych na dolna czeéé kolumny wplyw polozenia
tilumiks na warto$é silty krytycznej jest nieznaczny.

5. Wnioski

Poréwnujec wyniki dla O =1 z rezultatami uzyskanymi w
pracy [1] stwisrdzamy istotny wpiyw dyskretyzacji rozwazanego
ukzadu. Poza réznicami ilosSciowymi mamy do czynienia rdwniez
z réinieami jakosciowymi. Zaskakujgcym jest wystepowanie ograni-
czonych obszardéw niestatecznosci w przypadku ukiadéw dyskre-
tnych, podczas gdy w przypadku uktaddéw ciggiych sg one nie-
ograniczone. Rozwazany uktad dyskretny zZozony ze sztywnych
elementdéw obclazony sitami Sledzgcymi, jest jednym z najl-
prostszych uktadéw tego typu. Bastgpnym kierunkiem badan bg~
dzie apaliza ukiadu ziozopego z odksztaicalnych pretdw poiag-
czonych przegubami o zadanej sztywnosci. Umozliwi to zebra-
nie w jednym modelu cech obu rozwazanych ukiaddéw co ma okre-
slone znaczenie poznawcze a takze pozwoli daé odpowlsdZ na
pytanie kiedy rezultaty powyzszej dyskretyzacji mogs byé wy-
korzystane w praktyce inzyniserskiej. Dyskretyzacja ukiaddw
tego typu jest bowiem obecnie powszechnie stosowana za=-
réwno w dynamice maszyn i konstrukcji jak i mechanice robotdw.
W badaniach ukiadéw poddanych obcigzeniom niekonserwatyw-
oym wynikl analizy dynamicznej i statecznosci technicznej nise
sg tak wrazliwe na sposéb dyskretyzacji jak to ma miejece
w przypadku nisktérych typdw obcigzer niskonserwatywnych.
Typowym przykiadem jest rozwazany w niniejaszej pracy przy-
padek obcigzen Sledzscych ,
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