O wykitadzie teorji utamkoéw tancuchowych.

Scista teorja utamkéw tancuchowych o postaci

(al, a2, a3... an, ... liczby catkowite dodatnie; al moze by¢=0)

zmierzajgca do wyjasnienia wiasciwego znaczenia tego algorytmu, winna za-
wiera¢ dowod czterech twierdzen nastepujacych:

1) Kazdy utamek zwyczajny czyli inaczej : kazda liczba wymierna daje
sie rozwinag¢, i to w jeden tylko sposdb ¥ na utamek tancuchowy skon-
czony omawianego typu.

2) Odwrotnie: Kazdy utamek tancuchowy skonczony stanowi rozwinie-
cie pewnej okre$lonej liczby wymierne;j.

3) Kazda liczba niewymierna daje sie rozwingé w pewien jedyny,
okreslony sposdb na utamek tancuchowy nieskonczony.

4) Kazdy utamek tancuchowy nieskoniczony stanowi rozwiniecie pewnej
okres$lonej liczby niewymierne;j.

Pierwsze 3 twierdzenia bywajg dostatecznie uzasadniane w podreczni-
kach elementarnych (np. w M. Feldbluma ,Algiebrze elementarnej“ str.
473 — 478); ostatnie rozpada sie w istocie rzeczy na dwa twierdzenia na-
stepujace:

a) Przyblizenia utamka tancuchowego nieskonczonego zdazaja do pe-
wnej granicy skoriczonej;

b) Liczba, otrzymana jako granica ciagu przyblizen daje istotnie, jako

*) 0 ile uwzgledniamy zastrzezenie, ze ostatni iloraz czastkowy an ma by¢
> 1, nie za§ = 1.
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swe rozwiniecie, dany utamek tahcuchowy (a wiec jest niewymierna, bo ina-
czej, na zasadzie tw. 1-go, databy rozwiniecie skohczone).

Twierdzenie 4 a) bywa zwykle uzasadniane zapomocg czysto analitycz-
nych sposobéw badania wiasnosci przyblizeh. Sposoby te same przez sie nie
pozwalajg na tatwe objecie catosci rozpatrywanych stosunkéw. Popetnia sie
przytym niekiedy niescistosci; M. Feldblum np. na str. 483 swego podrecz-
nika traktuje cze$¢ rozwiniecia

jako liczbe skonczong b, wiekszg od 1 przedtym, nim zostato dowiedzione,
ze przyblizenia utamka taricuchowego nieskoriczonego zdazaja do pewnej gra-
nicy, a zarazem pomija zagadnienie, czy liczba b ma stanowi¢ owa granice,
czy tez liczbe, ktérej rozwiniecie bezposrednie stanowi

Zdaje mi sie, ze ze wzgledu na zrozumiato$¢ i zywos¢ wyktadu, bada-
nie analityczne (nastepujace po udowodnieniu wzoru

nalezy koniecznie poprzedzi¢, a po czesci nawet zastgpi¢ stwierdzeniem ekspe-
rymentalnym, pogladowym zapomocg odpowiedniego wykresu, ilustrujacego
ciag przyblizen w sposéb podany w No 10-ym ,Wektora" w artykule: ,0 kla-
syfikacji ciggéw liczbowych". Uczniowie, bioragc numery kolejnych przybli-
zen za odciete, a wielkosci ich (np. w skali dziesieckro¢ wiekszej) za rzedne,
otrzymaja na papierze milimetrowym, wykres ilustrujgcy zmiennos¢ przyblizen
utamka ciggtego nieskonczonego (O, 1, 1, 1, 1 ...) lub innego, podobniez mato

zbieznego

Odpowiednia interpretacja wykresu pozwala stwierdzi¢: zmniejszanie sie
przyblizen parzystych, wzrastanie nieparzystych, zmniejszanie sie wartosci
bezwzglednej rdéznicy, zblizanie sie do pewnej wartosci granicznej i t. d.
Tam, gdzie wykres przestaje by¢ Srodkiem do$¢ gietkim, mozna sie positko-
waé wylgcznie rachunkiem, mozna tez odpowiednio zwiekszy¢ skale.

Potym dopiero mozna przystapi¢ do $cistego uzasadnienia twierdzen
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(stosujgcych sie zarowno do utamkow tancuchowych skonczonych, jak do nie-
skonczonych)

wraz z wnioskami: a) Kazde przyblizenie parzyste jest wieksze od dwuch
sagsiednich przyblizenn nieparzystych; b) R6znica Rn—Rn-1 maleje co do war-
tosci bezwzglednej, gdy n wzrasta.

Zwracajac sie wciaz do rysunku, wykonanego przedtym lub innego, do-
wolnie uplastycznionego (zgodnie z twierdzeniami | i Il), dowiedziemy dalej
tatwo (dla utamkoéw tanc. skonczonych lub nieskornczonych):

1. Przyblizenia parzyste maleja, nieparzyste wzra-
stajq, poniewaz np. réznica
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stanowi sume dwuch liczb o znakach przeciwnych, z ktérych ujemna ma
wiekszg wartos¢ bezwzgledna. Pogladowo: poniewaz zaden z kolejnych ,sko-
kéw" nie pokrywa poprzedniego wzrostu lub spadku.

IV. Kazde przyblizenie parzyste jest wieksze od kaz-
dego nieparzystego, a to dlatego, ze bedac wieksze od poprzedzajace-
go je bezposrednio przyblizenia nieparzystego, bedzie wieksze (na zasadzie
1), od wszystkich innych poprzedzajgcych przyblizen nieparzystych; bedac
za$ wieksze od kazdego z przyblizen parzystych nastepujacych, jest przez to
wieksze od przyblizen nieparzystych, sasiednich wzgledem nich, a wiec na-
stepujacych po danym.

V. Kazde przyblizenie zawiera sie pomiedzy dwoma
jakiemikolwiek kolejnemi przyblizeniami poprzedzajgce-
mi, poniewaz zakresy (amplitudy) wahan czy ,skokéw" mieszcza sie kolejno
jeden w drugim.

Dalej sformutowa¢ juz mozna specjalnie wiasnosci ciggu przyblizeh
utamka taricuchowego nieskoriczonego (podziat na 2 ciagi nieskoriczone: ros-
nacy i malejacy; wihasno$é, wyrazona w tw. IV; zmniejszanie sie, az do gra-
nicy = 0 wartosci bezwzglednej réznicy pomiedzy dwoma odpowiedniemi
wyrazami obu ciagébw (p. np. M. Feldblum str. 485), z ktérych wynika bez-
posrednio stusznos¢ twierdzenia 4 a).

Czy w wykladzie elementarnym warto podawa¢ dowdd szczegotowy
twierdzenia 4 b)? Sadze, ze wystarczy wskaza¢ tylko jego potrzebe — dobrze
jednak, jezeli nie bedzie obcy dla nauczyciela. Dowod, n. sformutowany
w ,,Cours d"algebre" B. Niewegtowskiego (p. 326), stuszny w za-
sadzie, jest zbyt zwiezty i moze da¢ powdd do pewnych niescistosci.

Dostosowujac sie do powyzszego planu wyktadu, mozemy uzasadnié
twierdzenie 4b) w sposéb nastepujacy:

Przypus¢my, ze bezposrednie rozwiniecie, przez kolejne wylgczanie cze-
Sci calkowitej, liczby x, stanowigcej granice ciaggu przyblizenn ulamka #anc.
nieskoriczonego

posiada inng postaé

Dowodzeg, ze jezeli

to mamy réwniez

Oznaczajac przyblizenia utamka tancuchowego [1] przez Rn, utamka za$
[2] przez rn, mamy
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Liczbe uiewymierng, ktorej rozwiniecie datoby kolejno bn oraz nastepne
ilorazy czastkowe utamka tanic. [2], nazwiemy V.
Wtedy

a stad

Poniewaz za$ x jest granica ciggu przyblizen ulamka taric. nieskonczo-
nego [1], przeto czyni zado$¢ warunkom

[(—21)n zostato wprowadzone w tym celu, by rozpatrywaé odrazu zaréwno
przyblizenia parzyste, jak nieparzyste] .

Inaczej

tatwy rachunek, oparty na zastosowaniu wzoru

pozwala stagd wysnuc, iz

Dzielgc przez otrzymujemy

a wiec czes¢ catkowita y=an czyli
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Poniewaz za$ bl=al (bo inaczej x nie zawieratoby sie pomiedzy

b2=a? (bo inaczej

nie zawieratoby sie pomiedzy

przeto twierdzenie jest dowiedzione dla wszelkiego n.—Twierdzenie 4 b) zo-
staje w ten sposéb catkowicie uzasadnione.
T. tazowski.





