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Marek SOKOLOWSKI
Zakdad Teorii Osrodkéw Ciagiych
IPPT PAN 5

PRZYBLIZONA ANALIZA USTALONEGO I NIEUSTALONEGO PRZEPLYWU CIEPLA
: ¥ O0SRODKU ZAWIERAJACYM INKLUZJE

1. Wstep

W kilku wozeéniejszyoh pracach /1] = [4]/ zajelismy sie
problemem przyblizonego lecz efektywnego okreélania wplywu
réznego rodzaju defektéw /otwordw, inkluzji, szozelin/ na roz-
kiad napre¢zel w nieograniczonych oérodkach sprezystych podda=
nych piaskiemu lub antyplaskiemu aﬁancwi odksztatcenia, Zasto=
sowana do tych zagadniert przyblizona metoda analizy cpierala
sie na spostrzezeniu, 2e dzialanie takich defektdow mozZna w
pewnych przypadikach zastgpié dziataniem mcamentdw skupionych
réznego rzedu /multipoli silowych/ przylozonych do o$rodka
Jednorodnego /bez defektdédw/. Intensywnoéé tych zastepczych
multipoli okre$la sie w prosty sposéb w zaleznoéci od charak-
teru defektu /inkluzja, otwér, szczelina/, jego ksztattu /ko=-
towego lub eliptycznego/ i rozmiardéw oraz od wiasnosci tzw.
pierwotnego pola naprezenia, ktérym to mianem okreéla sig takie
pole naprezer jakie panowaloby w oérodku sprezystym pozbawio=-
nym rozwazanego defektu. Dzieki takiemu sposobowi modelowania
defekidw lub takiemu sposobowi dyskretyzacji problemu oérodka
niejednorodnego, zagadnienie wplywu defektdéw na pole napreze=-
nia i ich wzajemnego oddzialywania sprowadzié mozna do rozwig-
zania prostego ukiadu liniowych réwnan algebraicznych przypo-
minajgcych swym charakterem zZnane z mechaniki budowli ukiady
réwnan dla konstrukcji statycznie niewyznaczalnych. Przy zalo-
zeniu, Ze pola napr¢zen pierwotnych sg dostatecznie regularme
a defekty nie sg rozmieszczone zbyt gesto, metoda ta okazuje
sie nie tylko bardzoc prosta ale i dokladna oraz efektywniejsza
niz zazwyczaj w takich przypadkach stosowane metody numeryczne
réznic luh elementédw skoficzonych.
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W wymienionych na wstepie pracach zajeto sig jedynie usta=-
lonymi stanami papr¢zenia. Tutaj podejmiemy prébe wykazania,
2e metoda moZ%e byé rozszerzona na przypadki pél zaleinych od
czasu, a wigc nieustalonych., Poniewaz chodzié nam tu begdzie
jedynie o pokazanie zasady postgpowania w takich przypadkach,
ograniczymy sie¢ do przeanalizowanié réwnania przewcdn;;twa
ciepta i przypadkéw jedno- oraz dwuwymiarowych w o$rodkach
nieograniczonych zawierajacych kolowo-cylindryczne inkluzje
lub otwory.

Problemy jednowymiarowe przepiywu ciepla w aérodkach nie-
jednorodnych sa oczywisScie eclementarne i nie wymagajg wprowa-
dzania jakich$ szczegdlnych metod analizy; wigozamy je jednak
do naszych rozwazan bedac zdania, ze nadajg sig najlepiej do
zademonstrowania zasad stosowania omawianej metody 1 jej podo=~
bienstwa do metod analizy ukladbéw statycznie-niewyznaczalnych
znanych z mechaniki budowli.

2. Jednowymiarowxfustalony przepiyw ciepla w ofrodku niejedno-

rodnym
Zalézmy, ze Jednorodny o$rodek przewodzgcy cieplo, scharake

teryzowany wspélczynnikiem przewodnictwa A =zajmuje obszar
ograniczony piaszozyznami x =0 i x = 1 ; dérodek zawiera
warstwe /inkluzje/ a<x<a + ¢ z materiatu o wspélczynniku
przewodnictwa 31 i znajduje sie¢ w stanie ustalonego przeply-
wu ciepia przy ustalonych temperaturach powierzchni zewngtrz-
nych: T(0) = T,y T(1) =0.

Rozwigzanie tego zagadnienia jest oczywiscie elementarnie
proste. Réwnanie przewodnictwa ciepla

Toex) = 0

z warunkami brzegowymi T(0) = To 4 T(1) = 0 i warunkami
ciggto$ci temperatury T(x) i strumienia ciepia 3
Qe = = 1 8T/3x na powierzchniach rozdzielajgcych osrodki:
x=a i x=a + ¢ prowadzi do liniowych rozwigzad w trzech
obszarach: I{0¢x<a) , II(agx<a +¢) , III(a + cgx<1),
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T T [1 b ]
e A 1+ &{g=1) :
o+ (x/1 =ct)
l2a1/ Pl L 1 =
2 2 [ 1+ 5 (y=1) ]
1 - x/1
T = T
; TLT ] 3 6(‘?"1)
przy oznaczeniach
[2.2/ 8§ = o/, ot = afl , @ = Q/A,l .

Na rys.1 przedstawiono linis cigglq przebieg temperatury
/2+1/ w ciele z inkluz jg, a linig przerywang =. przebieg tempe-
ratury w przypadku ciaia jednorodnego,

/243/ T =T (1-2x41).

Ksztalt zakreskowanego pola zawartego miedzy tymi wykresami
sugeruje mozliwo$é zastgpienia inkluzji /niejednorodnos$ci oérod=-
ka/ odpowlednim rozkladem Z4rbédet ciepta w oérodku jednorodnym.

W przypadku Zrédel ciepla o intensywnos$ci ¥W(x) rozlozo=-
nych w jednorodnym oérodku o wspbdiczynniku A temperature wy-
znaczamy z rdwnania

2-"’ 2“‘?' == '—-'—v x) =
il ax® A

W przypadku #%rédia skupionego na plaszczyinie x = a /lub w
punkcie x = a JjeSli opercwaé bgdziemy jJjednowymiarowym obra-
zem o$rodka/, a wigc gdy W(x) = ¥ d(x - a) , gdzie

3(x - a) oznacza funkcje Diraca, rozwigzaniem réwnania
/2e3/ z jednorodnymi warunkami brzegowymi T(0) = T(1) = 0
Jest funkcja
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Przylozenie drugiego zrdédia ciepia o intensywnosci = LA

w punkcie X = @ + ¢ prowadzi do rozikladu temperatur przed-
stawionego zakreskowanym polem na rrs.2 o ksztalcie identycz-
nym z wykresem na rys.is W granicznym przypadku, gdy c <K i

i zmierza do zera przy zachowaniu stalosSci iloezynu W,ec = Ma.'
dziaXanjie skupionych Zrédel ciepila Va - —Va zastapié mozna
dzialaniem dipela zrédiowego /"momentu®/ M, prowadzacego do

rozkiadu temperafury

/2 = MB. X M y Ma, I)
/ 05/ TL(I) = K I ’ TR(x) = - ..i. (1 -T)e

.

Rys.3 uwidacznia zupeins analogie wykresu T(x) /2.5/ z wykre-
sem momentédw zginajgcych w belce swobodnie podpartej w punktach
x =0 i1 x =1 obcigzonej momentem skupionym w punkcie x = a.

Przy analizie rozkladu temperatury w o8rodku z niejednorod=
no$ciami poréwnanie rys.1, 2, 3 prowadzi do wniosku, zZe dzia=-
lanie niejednorodno$ci modelowaé mozna bgdZz za pomocg dwdch
4rédel ciepta /rys.2/, badZ tez dipola Zirédiowego M /rys.3/
o odpowiednio dobranej intensywno$ci. Z pordéwnania wzordw
/2¢1/ 1 /2.3/ otrzymujemy zaleznosé

5L o (ler=r1) T

2.6 M, o= - = .
e B 1+ 0lp=-1) 1

Oznaczajgc teraz symbolem Tpr(x) pierwotny rozkiad tempera-
tury, to jes: rozklad jaki panowalby w oércdku bez inkluzji
w punkcie a /w rozwazanym przypadku TF® = To(l - x/1 ) 5
wzér /2.3/ /, zalezno$é /2.6/ przedstawié mozna w postaci

o [__aPe P51
/2-7/ Ha = - A [L—_z——]na ® OWW .
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Jak widaé, zastegpczy dipol Zrddlowy jest proporcjonalny do ilo=-
czynu trzech wielkos$ci: strumienia ciepla w uikladzie pierwot=
nym obliczonym dla punktu x = a ,
. q s

A | ax a ’

L x=8a

do rozmiardw inkluzji ¢ oraz wspélczynnika ci'larakteryzujq-
cego niejednorodno$é

¢ - 1
t 5 Sleg 1)

Wspblczynnik ten przy © --O zmierza do wartoéci 2//11 -1
i zmieniaé si¢ moze w granicach (-1, OO) .

Oznaczajge lloczyn
P~ 1
1 + é(? - 1)

? c przez CP

a ’

wzér /2.7/ mozemy wyrazié w postaci

/2.8/ Ma = Qgr @ a -

¥yprowadzone wyze] wzory mozemy wykorzystaé do ulozenia od=
powiedniego ukladu réwnan dla oSrodka Qi< =] o wspdl=-
czynniku przewodniciwa A zawierajacego n inkluzji, a wigo
warstw o grubos$ciach c, zajmujacych obszary a, £ 01/2
i o wspblezynnikach przewodnictwa A i 1 = 1,2,40e,0 s
Je$li warunki brzegowe dla temperatury pozostaja niezmienione,
T(0) = Tl d T{1) = 0 , to na podstawie wzoru /2.8/ inten=
sywnoéé zastgpozych dipoli Zrédtowych umieszczonych w piasz-

czyznach x = a, = c‘:l. X wynosi
= QoFf

/2.9/ B e okt g

gdzie

A
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/2.10/
8; = iep A3l R =-4 [aTP’/axT .

x=a
- i

Z kolei gradient pierwotnego pola temperatury wyrazié mozna
przez gradient temperatury /2.3/ wywolany w ukitadzie podstawos=
wym /jednorodnym/ warunkami brzegowymi /"obcigzeniem zewngtrz=
nym"/, czyli -To/l oraz przez sume gradientdéw temperatury
pochodzacych od niewladomych dipoll zastepczych Mk s K £ i N
umieszczonych w ptaszczyznach x = 2, . Zgodnie ze wzorem /2.5/
gradienty te sa réwne Mk/ A1 , Wobec tego uklad réwnah /2.9/
przyjmuje postaé

k=n
/2011/ M o+ 1.8, Z ¥, =¢ AT/ 1, 1=1,2,000,n

k=1 K
k1

Na uwagge zasiugujg dwa wnioski wynikajace z przedstawionych
rozwazan.
/1/ MNaklad pracy obliczeniowej. W przypadku obszaru zawie=-

rajacego n inkluzji o parametr- :h 2,1 T
gadnienie wyznaczenia temperatury sprowadza si¢ do rozwigzania
uktadu n réwnan algebraicznych /2.11/ z taka samg liozbg
niewiadomych Mi « Zwykla droga postgpowania polegajgca na za=
lozeniu liniowych przebiegbébw temperatury Ai + Bix W pPOSZCZe=
gélnych podobszarach I , II , ¢se , 20 + 1 i wyznaczeniu
wspdlczynnikéw Ai 1 B1 z warunkéw cigglodci temperatury
i strumienia ciepla wymaga rozwigzania czterokrotnie wigkszej
liczby réwnan.

/2/ Dokladnosé rozwigzania. Ze wzglgdu na szczegdlpie

prosty charakter rozwigzan ustalonego problemu jednowymiarowes

go /liniowe przebiegi temperatur/, metoda dipoli zastgpezych
/2.11/ prowadzi do rozw-igzania §cistego poza obszarem inkluzji;
rozszerzenie rbzwiqzania na obszar inkluzji jest elementarnie

proste i moze by¢é przeprowadzone nawet sposobem wykre$lnyme.
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Problem ten wyjasni nastepujacy przyklad.

Przykied i. Zalézmy, Ze obszar 0 < x < 1 =zawiera dwie
inkluzje o charakierystykach 21 = A/6 , oy = 0.25 ,
8y =01 & A, = A/3, oty =065, &, = 0.1 [rys./s
Uk2ad réwnah /2.11/,wobeo

= Q.1 » 5§ _1 __1
@1" 1+ O0siie 5 Sy @2‘3
ma postaéd
o SRR I
1 Bl e e K o ?
i+ 3 AT
6 1 DT °

i rozwigzanie
2
o i AT Mieiiel ML My et ok

Uwzgledniajgc wzory /2.5/ 1 /2.3/ otrzymujemy wzory na tempe=-
rature T(x) w obszarach I , II , IIX /rys.l4/.,

]

‘ T T
Seoie ) A 2.8 rnt s
To= =017 - 10x), Ty= 17(12 10,5} | Ty 17(10 10 x),

Wykres T(x) uzyskamy w ten sposéb, uzupelniony odcinkami

kreskowanymi w obszarze inkluzji /rys.5/, spelnia wszystkie
warunki zadania i jest Scisiy.

3. Dwuwymiarowy ustalony przepiyw ciepla

Rozwazmy przypadek nieskoiiczonego obszaru przewodzgcego

" cieplo ze wspbilozynnikiem przewodnictwa A zawierajgcy kolo=
wa /kolowo-cylindryczng/ inkluzj¢ z materialu o wspélezynniku
gq » zajmujacq obszar x2 + y2 < az + W duzej odleglobci od
inkluzji, dla x + yz = r2>> a2 , zakladamy stale warto$ecl
skladowych strumienia ciepta, Q_ == A , Q =-B_ , a wigo

x SO S o

liniowy rozklad temperatury: dla x° + 7 —» o0
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A3/ T x,y) , = > %n y + conste

Podobne zadania, jeinak z bardziej ogdlnymi warunkaml brzc—
gowymi w nieskonczonoéci i odnoszace sie do antyplaskiego sta-
nu odksztaicenia w clele sprgzystym zawierajgcym inkluzje o
przekroju eliptycznym, rozwazono obszernie w pracy [4}. Tutaj
ograniczymy sie do najprostszej postaci warunku /3e.1/.

Scisie rozwiazanie postawionego tu zadania jest oczywiécie

zrnane /pore. noe [5] / 1 ma postaé

A
/3.2/ Tlg,6) = o(la (q-b%-)cose +
Bo B L _J e
+ A L\E?-a- Q) 1118 A

gdzie 2a  jest érednicy inkluzji, Q=r/a , x =T cos @ ,
y = r sin 8 , a wspdiczynnik

A= A,
A F A,

/3+3/ Bk i

charakteryzuje niejednorodnodé osrodka 1 przyjmuje wartodé z
przedziatu (=1 , 1) ; przypadek A = -1 oznacza inkluzje
wykonang z doskonalego przewodnika ciepla, A= - z dos-
konatego izolatora, zaé .\ = 0 = brak inkluzji /oérodek
Jednorodny/. : .

Efektem dzialania inkluzji jest wigec, jak to wynika z pordw=—
nania wzordéw /3.1/ i /3.2/, dodatkowe pole temperatury
e o g SR RSP (6 SN B

A€ A 0

Podobne pole temperatury uzyskaé mozna w oérodku jednorod-
nym o wspbélczynniku przykladajgc don odpowiedni ukiad
2rédel ciepla. Skupicne, liniowe Zrdédio ciepla rozlozone wzdiuz
osi (0,0,z) prowadzi w o$rodku nieograniczonym do pola tem=
peratury
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/3.5/ TAx,y) = = ——— Ing r .
ZJLA i
Rozwigzanie odpowiadajace driataniuv dipola Zrddiowego w po-
czgtku ukiadu wspoirzednych otrzymamy rozniczxzujge funikcje
/3.5/ wzgledem x oraz y . Oznaczajac skiadowe tego dipola

przez Hz i My otrzymu jemy

4

< 3 coz 2
/3.6/ T{r,g) T L Mx : +
albe, przy oznaczeniach y
/307/ TF = = :‘—-;‘:*—:: :-—‘:‘ ’ s DAPE
wzbr
/3.8/ T(r,g) = Mx i (¢ r,»f):’ * M, ¥ ( r,a) E

Peréwnanie wzoréw /3.7/ lub /3.8/ 2z /3.4/ prowadzi do
wniosku, ze dzialanie inkluzji Kolowo-cylindrycznej r = a

w nieograniczonym osrodku poddanym w nieskonczonosci dzizla-

niu temperatury /3.1/ jest, w obszarze poza inkluzjg, sciie
réwnowazne dzialtaniu di:cld Zridiowych Mx y M. przylozonych
w punkcie r = O oS$Srodka jeanorocnego. tensyvwnosci tych di=-

poli zastepczych wynosza

M
x

—AO./\. 2 ot a2 -

/3.9/

M '-Bo./\_ZG‘Laz Y

%

Poniewaz jednak /por./3.1/ /

r 2 rPT ] n ?Tpr 1
NP I it , B, == | S| .
L o x x=y=0 oy Jx=y=0

gdzie TFF = 7% oznacza pierwotne pole temperatury obli-
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czone dla oérodka bez inkluzji w punkeie r = 0 , to wzory /3.9/

przedstawié mozna rdwniez w postaci

/3.10/ M_=QfF 2A P M = I s af
Poréwnanie wzordw /3.10/ i /2.7/ pokazuja peina analogie obu
wynikéw: przedstawiaja one iloczyny skladowych pierwotnego po=
la strumieni ciepta, rozmiary inkluzji i charakterystyke nie-
jednorodno$ci, tym razem w prostej postaci

2A =2(a-23,)/(2+4,) -

Zastepowanie pojedvnczej inkluzji parg dipoli Zrédiowych
/3.10/ w celu uzyskania scislego /poza obszarem inkluzji/ roz-
wigzania problemu nie ma, oczywiScie, praktycznego sensu.

Takie modelowanie inkluzji nabiera dopiero zmnaczenia w przypad=
ku iB‘Iienia szeregu inkluzji prowadzgcego do niejednorodnego
pola pierwotnych pdl przeplywu ciepila.

Zaldzmy, ze oSrodek zawiera wiecej inkluzji; na rys.6 zazna=-
czono jedynie dwie z nich o Srodkach w punktach 0,0 , X51¥5
promieniach a, i a, oraz wspéiczynnikach przewodnictwa

2,1 i 2,2 « Zakladajgc, ze temperatura oérodka w nieskoriczo-
noéci zmierza zndéw do funkecji /3.1/, intensywnoéé dipoli zastpp=
czych dla inkluzji (1) , Moy s My1 A obliozgmy %o wzoru
/3.10/ postugujac sie¢ /3.1/ oraz /3.7/. Pierwoine pcle tempe=-
ratur dla tej inkluzji Tfr sktada si¢ z temperatury "ukladu
podstawowego" /3.1/ oraz z temperatury pochodzgcej od /tym=
czasem nieznanych/ dipoli sz ’ Myz zastepujgeych inkluzje
(2) /wzory /3.7/, /3.8/ /.

B

/3:13/ ™(x,y) = :2 N +
' 1 4 A 2y

X,
W H:XZ T (x'xgry")’z) + Myz Ty(x-xz |Y'y2) e
Odpowilednie gradienty tego pola potrzebne do obliczenia

Mxi ’ My1 wynoszg wiec
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gix 11 A y2L Oy 1 ;
/3.12/
2 fl 5, [2m (61 7
[ay e Wi o ‘ e L O

Ze wzoru /3.10/ otrzymujemy wiec dwa rdéwnania

£ Er 2
Mg ™ By AT 8y,
7313/
= pr 2
g ST L ST
: i » h .
zawierajgce cztery niewiadomse dx1 - My1 v sz » Wya Podobns

réwnania napisane dla inkluzji (2) prowadzg do dwoéch dalszych
réwnan i Lmozliwiajq rozwiazanie problemu. W przypadku n in-
kluzjl otrzymujemy w ten sposéb 2n réwneii liniowych typu
/3.13/ 2 2n niewiadomymi.

Nalezy tu podkre$lié dwa elementy przedstawionego sposobu
analizy.

/1/ Naklad pracy. Rozwigzanie $cisle problemu w przypadku
istnienia kilku inkluzji jest w ogdlnym przypadku nieosiggalne
i stosuje sie w takich zadaniach metody numeryczne, a wig¢c np.
metode réznic lub elementdédw skoniczonych, co zwigzane jest z re=
guily z konieczno$cig rozwigzywania ukladéw réwnan o liczbie
niewiadomych wielokrotnie przekraczajgcej 2n .

/2/ Doktadno$é rozwiazania. V¥ odréznieniu od przypadku
Jjednowymiarowego lub pojedyhiczej inkluzji kolowej, rozwigzanie
uzyskane omawiang metodg w przypadku kilku inkluzji lub nie-

linjowego rozktadu temperatury w nieskoiiczonos$ci jest przy=-
blizone. Dokladnoéé tego rozwigzania mezna tatwo zwigkszyé
wprowadzajgo do rozwazan multipole wyzszego rz¢du, co zostalo
oméwicne szczegbdlowo w pracy-[h]. Doktadnoéé rozwigzania przy-
blizonego jest tym mniejsza im gestszy jest rozklad inkluzji,.
W pracy [ 4] pokazano, ze je$li odlegto$é wzajemna Krawedzi
inkluzji nie jest mmiejsza od ich $rednic, blgd rozwigzania
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przyblizonego nie powienien przekraczaé 1%e

Przyictad 2. Sposéb wyznaczania momenté4w zastepczych i przy=-
blizonego rozkiadu tcmperatury wyjaknimy na prostym przykadzie
nieograniczonego ofrodka z dwiema jednakowywi inkluzjami (1)

i (2) umieszczonvmi w odlegtoéci H od siebie i polozonymi
badz nad soba /przypadek I/ lub obok siebie /przypadek II/,
rys.7; zakladamy w obu przypadkach, #e w du2ej odleglo$ci od
inkluz ji zapewniony jest staly przcplyw éiepla w kierunku osi
G e G e Bo/ﬂ, + conste, Q;o = =B e

Latwo stwierdzié, ze ze wzgledu na symetri¢ obu zadan zastgp-
cze dipole zZrbédiowe dla obu inkluzji sg identyvczne, M =

¥1
= Myz = My i Mx1 = sz = 0 . Wobec tego pierwotne pole tem=
peratury Tz?},y) potrzebne do wyznaczenia zast¢pgzego dipola
M- =M ma staé
Y ya it
B b7
r o 1 R 2
el e e I
oraz’
A, ?Tpr 1 x2 2
/Ju1“/ - = =B +——M —rL- -
By‘ ° 2 ¥i r
Warto$¢é dipoli zastepeczych My2 obliczamy ze wzordw /3-10/2.

W przypadku I /rys.7/ obliczamy warto$é wyrazenia /3.1b4/ w
punkcie x = 0 , y = H otrzymujgc réwnanie

it 2 i 2.2
/3157 Moo = -2=n:a.AB° - Mw./\a/u

Poniewaz jednak H§2 2 M§1 3 Mi , 2 /3.15/ otrzymujemy bezpo-

$rednio warto$é dipeola Hi o

/3.16/ e et e R i
b o =
1+A—2'
H
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W przypadku II otrzymujemy w podobny sposdb

/3:17/ Mil M o Rl =y O "

Poréwnanie obu tych wynikéw ze wzorem /3.9/2 pozwala wy=
ciaengé /intuicyjnie oczywisty/ wniosek, ze inkluzje w potoze-
niu I wzajemnie oslabiaja swéj wplyw na pole przeplywu ciep=-
ta /jeéli wykonane sa 2* izolatora J\>0 /y a w potozeniu II -

poteguja ten wpiyws. Pola te wyznaczamy z prostych wzordw,

W przypadku I :

Q B 2 A x 2xy 5 2x v-H

a >
= s 2=
1+4’\.a—2* (x?4y?)? {x2+(y-H)“12
H

2 St e
it DA S B o SR Wl Ul

]
1+ A -‘-;- (x®+v°)2  [x%- (y-m)2)2 f
H

W przypadku II :

S 1’ 2xy elxmdy
Qx = Boa =~ + ! 3
=~ i ” b
1—'_/\'1—2 L(:i‘ﬂ'z,)z [(x-li)z + y212 _[
H
/3.19/
2 .r’\. r xz—yz (x-H?a2 - ya “ 1
QY =-B° a 5 ‘ + =l + 1 r .
2 '
1= A &E ;L(x"+y2}2 [(x-H‘;aq-yzf,zj J
H

Sg to oczywisSclie rozwigzania przyblizone, Ich blad ocenié
mozna np. zakladajgc A =1 /inkluzja nieprzewodzaca -iepla,
?\,1 = 0 / i obliczajgc warto$ci strumienia ciepla na ich kra=-
wedzi. Okazuje sig¢, ze wartodci te sa rzedu Bo(a/1)3 /za-
miast zero/, stanowia wigc ulamek (a/:l.)3 $redniej wartosci

strumienia zalozonego w nieskoiliczono$ci. Tak wigc biad przybli=-
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.

zenia /3.18/, /3.19/ ocenié mozna przy 'a/l = 1/5 /odlegtodé
krawedzi obu inkluzji réwna 1,3 $rednicy/ na ponizej 1%.

Jak juz wspomnielidmy, dokiladnosé rozwigzania mozna zwigkszyd
bez trudu wprow&dza‘jqé multipole zastepcze wyzszych rzeddéw Ih].

+

4, Jednowymiarowy nieustalony przeplyw ciepia

Rozwazmy Jjednowymlarowe zagadnienie n:}.eus'talonego przeply=
~wu ciepta w oérodku zajmujqaeym péiprzestrzen x > 0 . O$rodek
scharakteryzowany jest wspéiczynnikiem przewodnictwa ciepia
i temperatury A1 1 9{',1 i zawilera inkluzj¢ w postaci
warstwy © gruboéci € , @ <x < asc o wspélozynnikach A,
i ’3{2. Temperatura powierzchni x = 0 jest dang funkcjg
czasu, T(0,t) = T(t) m{t) /tutaj m() oznacza funkoje
Heaviside’a/, zaé w nieskoﬁczdnoéci, przy =x~=o< ,lim T(x,t)=
= 0 , Temperatura poozgtkowa osrodka jest stala i przyjmujemy,
2e T (x,0) = O . Na rys.8 przedstawiono wycinek tej pdi-
przestrzeni ograniczony plaszczyznami rdéwnoleglymi do plasz=
CZyzZny X,Z e

Do réwnania przewodnictwa

321 1 3Tt
VAT e gy = 0
ax:E ot 9t

stosujemy transformacje Léplace’a J.', ; oznaczajgc transformate
funkecji f£(t)- symbolem f(p) ,

L{s)} = jf{t) s S 2D U
)
otrzymamy réwnanie /4.1/ w postaci
2.-
/he2/ _.a_T D T e 0 -
—512 <2

Jego calka z warunkami
"T‘(O,p) = %(P) ’ "'r—(oa.p) = 0

w przypadku osrodka jednorodnegoe mialaby postaé
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/4.3/ T(x,p) = T(p) o~ ’

gdzie dodatkowo oznaczono g = \[p_/_éé‘ ; rozwigzanie to
zaznaczono liniag kreskowana na‘rys.8.

W przypadku o$rodka niejednorodnego, z inkluzjz, r zwiaza=-
nie w postaci transformat Laplace’a otrzymujemy spelniajac,
poza warunkami brzegowymi i w nieskoiczono$ci, warunki ciggtoé-
ci temperatury T(x,p) i strumienia ciepta Q_ = ~lqj_BTV ox
na powlerzchniach x = a 1 x = a+c. Otrzymujemy trzy posta-
cie rozwigzania T , T&I . E&II w trzech obszarach
O x<Ca, a=x<ato, a+c £ x < oo /rys.8/ ,

R1(p)eq1(a-x) + Rz(p)eql(xfﬂ)

/bl/ T (x,p) =7
L Ri(p)aqla + Rz(p)e-q1a

2. [ (L,+0,) o%2 (b"-‘-(LrLz)eqz(""b)]

/4.5/ T (x,p) =7C -
; ™ R1(p)eq1a 4 Rz(p)e e :
b L, L, 034 (B-x)
U6/ T (x0)= : g

R,(pre?1® + R,(p) SR

Wprowadzono tu oznaczenia

- 2 q,c e =-q,0C

R, (p) = (L1 T R R

R (p) = (L""1 = L’;’a) (st a2

Li = 21 / Y_'a_(; ] Sy \fib/ggi y A= 1,2

Na rys.8 1linigq ciagla przedstawiono przykiadowy przebieg
funkeji T(x,p) , opisany wzorami /U U/ - /h.6/.

W przypadku przestrzeni jednorodnej, bez inkluzji, mozliwoéé
znalezienia jawnej postaci odwrotnej transformacji Laplace’a
/4%e3/ zalezy od warunku brzegowego dla T(O,t) ; NDe W Przy=
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padku T(0,t) = T, m(t) otrzymujemy T =T p i

x
Tlx AL e T, Erfe

2 veet
/pors npe 161/. Odwrécenie rozwigzania /U.4/ - /L.6/ w posta=
ci jawnej nie jest mozliwe, niezaleznie od postaci funkcji

T (p)e Jedynym zapewne wyjatkiem jest bardzo szczegblny przy=-

padek niejednorodnosci L, =L, , gdy A1/ ,22 = Vge1/ Cou
wtedy

TI {2/ =T (p) et '

=y o - - ( X
A8/ TII(x,p) =  Tip) e4® ot B)

'fni(x,p) = Tlp) e-q1{x-c) 7 D%

cu przy prostej postaci warunku T (t) = Pt (t ) prowadzi
do jawnej ppstaci rozwigzania

/ 4.8/ TI fx, £ = T0 Erfc =

2 \he,t_ '

(x-a)/V2E, + a/Voe,

\ -
749/ T, (x,t) = T  Erfe o
B e et (x-c)/ Vae, + o/Y3e,
o1 X = ric .
EEE = o suile

Rezwazmy teraz mozliwo$é wyznaczania przyblizonej postaci
funkecii T(x,t} w cgdélnym przypadku niejednorodnoéci
L1 P Lo Zalézmy przy tym, %e c<<a oraz zajmijmy sig¢ prazy-
blizeniem dla duzych warto$ci czasu t /a wigc dla melych
warto$ci parametréw trensformacji P , a, , 9, /+ W tym celu
rozwazmy najpierw przypadek pélprzestrzeni jednorodnej /o sta-
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iyck 511 » 2, / z werunkami T(0,td=T (oo ,t)=0 i
T(x,0) =0 =ze skupionym “rédlem ciepla Wa(t") 7T {t) dziaktajgcym
w plaszczyinis x = a , a nastgpnis z dipolem Zrodiowym
Ma(t) 7 (t) dzialajgcym w tej samej piaszczyinie.
Rozwigzujemy réwnanie przewodnictwa w postacl przetransfor- -

mMOWAna j :

5] ZT L q2 N 2= 10 v

sz P ¥ }11. 3

w ktérym W = W(x,p) Jest transformatg Laplace’a funkecji

rozktadu 4rdédel ciepla. W przypadku Zrédla skupionego, W(x,p)=
= Fa(p') 8(x - a) otrzymujemy

W_(r) o
l’a a4 * shex 0 <x< & -
A B

Ao iiedd

Lt/ "fH(x,p)‘= s
W_(P

LTB'—'E— a'q1 X Sh qig 9 Bl X s

y Bl

Rozwigzanie dla dipola #Zrédlowego 'l\?a(p) §(x -3) otrzy-
mujemy rézniczkujac /k.11/ wzgledem % ,

Ty®spi B) = = —%¢ Tlx,ps 3) ,
[ M_(p)
a = a -
i T : Sh Q X 0 €£x< a ’
/4.12/ Tyi(x,p) = M (3. . e
: e Yi*tch q & s ale Xy
A 1

Funkcja ’fw(x,p) jest ciagla w punkcie x = & , a jej
pochodna po x doznaje skoku o wartosé

2T oip et 1

v W -

Jhe13/ - e = = — W_(p) .

2x gt dx ia X ™
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Funkcja Tﬁ(x,p) doznaje w punkcie x = a skoku o war-
tosé

foerl/  TEp) - BE) = - - W),

1

natomiast jej pochodna 8T,/ 3x Jest w tym punkcie ciagla.
Na rys.9 pokazano przyktady wykresdw funkecji T‘w (x,q1 sas)i

~s

Tﬁ(x,q:_ﬁ) dla wartosci qQ, = 1 oraz i anduipe Uiy e istan,

Na rys,10 pokazano wykres transfermat temperatury T(x,p)
dla ciata z inkluzjg, a wiadciwie czesé tego wykresu w otocze=
niu inkluzji /warstwy/ o grubodci ¢ . Przedluzenie krzywych
TI(x,p) i Till(z,p) do przecigcia sie z osig inkluzji
X = a ¢ ¢/2 prowadzi do wykresu w postaci linii lamanej
A A'B'B z uskokiem A°A i z nieciggloécig pochodnej w punkcis
x =a+ ¢c/2 /styczne do krzywych TI 4 T&iI w punktach
A 1 B’ nie sg naogdél réwnolegie/. Spostrzezenie to pozwa-
la przypuééié, ze dzialanie inkluzji w omawianym przypadku
mozna modelowaé¢ za pomocg skuplonego Zrédia ciepla i;(p) i
dipola Zrédiowego ﬁ;(p) o odpowiednio dobranych intensywnos=-

ciach, przylozonych w plaszczyinie x = a + ¢/2 pélprzestrzeni,

Przykiad 3. Dla oceny efektywno$ei i dokiadnosci tej dro=
gi postepowania rozwazmy blizej wspomniany juz wcze$niej przy=-
padek szczegblny L, = L, ; z warunkiem brzegowym Tlayt) =
= T, M(t) rozwigzania $cisle /4e8/\= /U.10/ stuzyé moga jako
sprawdzian dokladno$ci naszego przyblizenia,

Wydajnoé¢é zastepczego 4rédia ciepla oraz dipola 4rédiowego
okreslamy 2z nastepujgcych warunkéw:

L4

aT. AT,
ITI X -

= - =¥ (x,p)

21 dx Jdx ]x=a+c/2 R j

/b4e15/
= — M
Tty (a+e/2,p) - Ty (a+c/2,p) = ;{p) 3
1

.
.

Podstawiajgc do /4.15/ funkcje /4.5/ i /U.7/ otrzymujemy
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= 50 B -q,) =g )
V.(p) = =T A q U 920/2 [o(a792¢/2 _ o= (25=a,) o/2]
/e 16/ 3 :
M(p) = 7 A, 1% %Y2 (a2 _ -(a5ma) /2],
Jak widaé, zachodzi tu szczegbéblny zwigzek ?a(p) = - a, ﬂa(p} .

Rozwazmy teraz przyblizenie rozwigzan dla malych wartodoi
q1c - a,¢ /duzych czasdéw t/; przy malych wartosciach bez-
wzglednych wykladnikéw ( o q1)c/2 zachodzl réwnoéé przy-
blizona

o\do=94)0/2 o =(a,-q)e/2 (q2-q1)° i

1

‘tak wiec mamy

~q, M (p) = ¥ (p) =

A o -q.,a = q,c/2
= =TA, q,(a,=q,) ¢ o™ 2 3

a poniewaz w naszym przypadku przyje¢lisdmy
Ay /2 =@ = Vhe, Joe, , ay-a, =Vp/ee, - (p/ec; =

=" q'(Cf - 1) , to otrzymujemy rdéwnosci przyblizone

— — 2 -q,8~-q,c/2
WS (p) = i<t Riqi(ty-l)c_ o~948-9,°/

/et 40
- M ()= TA, q,(9-1)0 o=%18-92°/2

Podstawiajgc teraz do wworéw /he11/ i /l.12/ wyrazenia

/4e17/ oraz & = a + ¢/2 otrzymujemy przyblizone rozwigzanie,
ktére oznaczamy gwiazdka :

/4.18/ T*( x,p) T(p)e~ 4 * dla x <a + o/f2 ,

S8219/ T (x,p)

Tp)e ™1™ [1 = o (g ~1)a, o~ 1) %J
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Pierwsza czpéé tego rozwigzania, /4.18/, jest Scista w zakra.
sie 0 <x<a /por./4.5/ / i przyblizona na odcinku

a < x < ayo/2 , druga czesé fwzdr /4.19/ / Jest przyblizenimm
rozwigzania $cislego

— - - - -1)
P2o/ T (xyp) = Ep) eHl® (9 1e]
Przy zalczeniu, 2ze ;E(’_p) = To/p , obie transformaty

/%.19/ 1 /4.20/ mozna odwrdécié /por. [ 61/ otrzymujge

v

/he24/ T™(x,t) = T Brfe ———— -
2 Yot
c (& =1 x+ (=105 e
CRliv o (e e LEE : are
% — T E Tt ’
2 Yee ¥ Var’ filtaafemn g Mo g
x + ciep =1)

/he22/ T (Xt = CTNERES | e .

2 Voot

Ponizsza tablica obrazuje réznice migdzy rozwiazaniem przy-
blizonym /4.21/ i Scistym /hk.22/ przy zalozeniu, Ze a
Olt= 1051 ¢ = .-’{1/.':,2 = mf; gy 2\;58_;?
dla kilku wybranych warto$ci x> a + c.

(1]
-
-

n
-
-

* m
[ x T Ty (7% -1 ;1)/T7100%
1 wyniki Scisie -
1,10 | 0.08972 0.08969 0,03 %
1.15 | 0.07714 0.,07710 0.05 %
1,26 | 0.06604 006599 0,07 %
1,30 | 0.04775 0. 04771 0.08 %
1050 | 0.02368 0.02365 0.12 %
Tabela 1
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Widaé stad, 2e nawet dla niewielkich wartoéci czasu ¢t
bilad rozwigzania przyblizonego Jest rzedu dziesigte] czesci
procentu,

W ogélnym przypadku niejednorodno$ci transformaty rozwigza-
nia éeistego 4.4/ = /L4.,6/ nie udaje sie¢ odwrdcié, zwlaszcza
w przypadku wigkszej liczby inkluzji. Przedstawiona metoda roz-
wigzania przyblizonego stwarza taks szans¢. W tym celu nalezy,
postugujac si¢ wzorami /4.4/ = /L.6/ , wyznaczyé réinice tem=
peratur TIIl(a+c/2) = T (at+c/2) oraz ich pochodnych

?/ 2x ['T‘III(x,p) - TI(x,p)] w punkcie x = a + ¢/2 ;
te wielkosci pozwalajg z kolei okres$lié intensywnosoi zastep—
czego Zroddia ciepia ﬁ;(p) i dipola F;(p) . Upraszczajac
te wzory przez zalozenie, Ze q1c < i i q,¢ <& 1 otrzyma=
my zalezno$ci przyblizone

. ﬁo‘.: ’-EA‘c (9 =1)q, Bt ’
/4e23/

o Ap o2 ;
~ 1 2 =q.a
Uof,g-, T o (1 - -—-——-——-—-—-‘11 : )q1 e 1 .

Pierwszy z tych wzorbéw ma znbéw budowe analogiczng do /2.7/
i sklada sie z iloczynu trzech czynnikéw okreslajgcych
strumieri ciepla w osrodku jednorodnym

=pr
—Al an = Al-’f q1 e-q1a N

a x X=a

gdzie TPT  yvraza sie wzorem /4.3/, rozmiar inkluzji o oraz
stopieri niejednorcdnodecl & - 1 = '11/ 12 -1 .

Postepowanie w przypadku wiekszej liczby inkluzji oraz spo-
séb-oceny icl wzajemmego oddzialywania bgdg podobne jak w
przypadku przeplywu ustalonego; zasadnicza rdéznica polega na
tym, %2e w odpowiednich zaleznoéciach wystgpowaé teraz beds
transformaty funkcji temperatury i strumlenia clepla zamiast
ich warto$ci rzeczywistychs Mozliwo$é odwrécenia otrzymanych
w postaci transformat wynikéw jest niepoﬁéwnanie wigksza od
mozliwoéci uzyskania jawnej postaci rozwigzania $cisltego.
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¢

5. Dwuwymiarowy nieustalony przeplvw ciepia

Wskazemy na koniec mozliwo$¢ zastosowania metody zastep=
czych zZrdédel ciepla i dipoli Zrddiowych do przyblizonej anali-
zy plashich przepiywdéw ciepla w oSrodku z inlkluzjami kolowo-
~cylindrycznymi. Nasze rozwazania ograniczymy do préby naszkie
cowania drogi wyznaczania dipola Zrdédlowego dla pojedynhcze]j
inkluzji o promieniu a i o érodku umieszczonym w odlegioesci
L od brzegu polprzestrzeni x » =L . Zakladamy przy tym, ze
L5 a by méc zaniedbaé oddzialywanie inkluzji na brzeg obsza=-
ru /rys.11/« ¥ chwili. t = O brzeg x = ~L pélprzestrzeni
/o zerowej temperaturze poczatkowej/ poddany zostaje dzialaniu
temperatury T (t) .

Réwnarie przewodnictwa dla dwuawymiarowego, jednorodnego
oSrodka o wspdiczynnikach A y °¢€ zawierajgcego rozlozone
4r6dla ciepta Wix,y;t) ma, po przeprowadzeniu transformacji

Laplacefa, postaé

o L P V (x,7;p)
VN T ((x,y: D) T (Gl et

w przypadku liniowego /na rysunku -'punktowego/ zZrédla ciepila
umieszczonego w poczatku ukladu wspdirzedqnych, w odlegiodci L
od krawedzi péiplaszczyzny, funkcja Tfr,p) wyraza sie wzo=
rem [5] i

o

/5:2/. Ty (8,p) = ga K, \*|m

V. (p) s )

gdzie Ko Jjest zmodyfikowang funkcjyg Bessela drugiego rodzajue
Przypominamy, ze pochodna tej funkeji K;lz) = - K/ (z) .

Przy 2z zmierzajacych do nieskoriczono$ci funkcja: Ko(z)
smierza wykladniczo do zera.

Rézniczkujge wyrazenie /5.2/ po x i y /por. wzory /3.6/-
=/3.8/ / otrzymujemy wzory ra temperaturg wywolanra dipolami
Zzrédiowrmi Mx 4 My umieszczonyui w poczgtku ukladu wspbil-
rzegdnych,
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W_(p) '
/5.3/ ’FMJ: = - i JE- K‘ (r\_[.g-é) cos € A

zq VR

. M_p P P
e By AR AR
/5.4/ TMy o o = I‘I1 r e sin @

Poslugu‘jz'}c si¢ teraz stwierdzonsg w poprzednim rozdziale
analogia mi¢dzy wzorami dla temperatury T w stanie ustalonym
i dla transformaty T w stanie nieustalonym mozemy przypu$=-
0ié, ze wartodci transformat dipoli Zrdédiowych 'ﬁx(p}' - ﬁy(p\,
w naszym przypadku wyznaczy¢é mozemy ze wzordw analogicznych
do /3010/,

Hoast [.?-ZTE’_L 2ara? A\,

= dx
/5+5/
CERLT o | 2
M, = X { e 2aviafie

gdzie VO 'AJ 7 6 0% 11\} y 2 TP jest trans-
formatg lfunkcj.t temperatury pierwotnej, bez inklugji.

Dla weryfikacji tego przypuszczenia przyjmijmy, Ze obszar
x>=-L znajduje sig poczgtkowo, tje. przy t < 0 , w zerowej
temperaturze odniesienia T(x,y;0)E O « 0d chwili t = 0
brzeg obszaru x = = L. utrzymywany jest w stalej temperaturze
T, , ozyli T(~L,y; t)
jest funkcja /U.3/ ,

To "r(_(t}. Rozwligzaniem tego zadania

-r—--—«
/5.6/ TP (x,yip) = T(p) o~ ZHL) VP/ee

" Podstawienie /5.6/ do /5.5/ prowadzi do wzoru
Bl L Vip/loe
2ma2 A A hETMeL Rrot. LNy

My:o.

M

/57
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Superpozycja temperatur wywolanych réwnomiernyr ogrzoniem brice
gu pélprzestrezens, T , 4 dipolem /5.7/ prowadzi do tompa=
ratury

/5.8/ T {r,9;p) =

>

- %7(P)f\a2 e-L \ p/ae K1(r J;;é;) E%igi +

r——
+ e-(L+x) N p/ae

.

Zaktradamy teraz, ze argument funkcji K1 jest duzo mniej=
szy od jedno$ci, r yp/a¢ <1 /przyblizenie dla duzych
czasdévw/; mozna wtedy skorzystaé z zaleznoéci przyblizonej

K1(z) =

Nj=
e

Poniewaz ‘T(t) = T A ELNAET T(p; = Tp p"'1 , to otrzymu-

jemy ze wzoru /5.8/ zaleznos&¢ przyblizong
£, T, a® Acost oL /p/22
/549/ Lo e = = +
r Va0 Yp

o= ‘Lex) praz

P

e Mz

Transformate /5.9/ mozna odwrécié [6] :

o a N cos B X L? e
e~ Tet + T, Erfe —=t

r VIreet 2V¥al t

/5.10/ Tz, ysit) =

Zaldzmy teraz, ze inkluzja wykonana jest z doskonatego prze-—
wodnika ciepila, A= = sy €O oznacza, Ze temperatura wszystw
kich jej punktéw powinna byé w kazdej chwili t jednakowa.

Ze wzoru /5.10/ otrzymujemy na granicy inkluzji r = a tem=
perature
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To a cosg
[5e11/ e

gL kot
& Jr ¢ t

+

L +a cosf
+ T_ Erfe ———————,
% 2 J3ec
Poniewvaz jednak a<< L , funkcje Erfc rozwingé mozna w Sze=
reg Taylora w otoczeniu punktu L/2Voet zachowujgo jedynie
dwa pierwsze wyrazy rozwinigcia,

L + a cos@ 1) a cos b

— -~ Erfo - e
2 Ve t e 2 Vaet JIT %€ t

2
Erfe A Jhaet

W ten sposéb otrzymali$my stala /niezalezng od kata B /
temperaturge brzegu inkluzji,

L
T = T Erfcise———= P
= 2 2\oet
jest ona ponadto rowna TEF (0,y;t) , Jak byé powinnoe.
Przyklad powyzszy dowoazi, ze metoda zastepczych dipoli
2rédiowych moze znalez2¢ zastosowanie w analizie proceséow nie-

ustalonych przeplywdéw ciepla w oérodkach z inkluzjami.
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Marek SOKOLOWSKI
Zaklad Teorii Os$rodkéw Cigglych
IPPT-?AN

'

 PRZYBLIZONA ANALIZA USTALONEGO I NIEUSTALONEGO PRZEPLYWU CIEPLA
W OSRODKU ZAWIERAJACYM INKLUZJE ;

Streszczenie

¥ pracach [1=4] zajeto sig¢ przedstawieniem metody przy-
blizonego ale efektywnego wyz?aczania wplywu rdznego defektdw
strukturalaych /otwor%w, szczelin, inkluzji/ na rozkiad napre-—
zelh w o$rodku sprezystym poddanym ustalonym obcigzeniom.
1 obecnéj pracy chodzi o wykazanie, Ze metoda ta moze sig réw=
niez okazaé efektywna w przypadku analizy standéw nieustalo-
fhiych w takich o$rodkach. Dla maksymalnogo uproszczenia zagad-
nienia metodg¢ te przedstawiamy na przykitadzie nieustalonego
przeplywu cieépla w nieograniczonym o$rodku sprezystym zawiesa=
Jacym kKolowo=cylindryczne inkluzje Iub otworye.
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