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Jacek Zawistowski

Samndzielna Pracownia Dynamiki Plaegmy

WYZNACZENIE SYMETRII ZMODYFIKOWANEGO
ROWNANIA NLS DLA FLAZMY

Streszczenie

Zaproponowano metode bezposredniego, bez przechodzenia do
ukfadu rdéwnai rdézniczkowych dla momentdéw, wyznaczania grup sy-
metrii rdéwnarn rézniczkowo-calkowych. Zastosowano te metodg do
badania symetrii zmodyfikowanego (nielokalnego) réwnania NLS.
Réwnanie to opisuje zachowanie sie obwiedni solitondéw Langmuira
w plazmie.

1. wWstegp

W pracach [1j i [2] wyprowadzone zostalo zmodyfikowane, niec-
liniowe réwnanie Schrddingera (MNLS):

(1) 0=1E+ by + bIE[E +
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f(xi) - auplituda pola elektryoznegois=(ﬁ,0,0],
faol) - réwnowagows funkcja rozkYadu dla skadnika o plazmy,

q*,m& - Yadunek i masa sktadnike J rlazmy,



W - sktadowa wektora rredkosci U = W,u,9),
Wy - cz€stosé plazmowa dla skiadnika o

L Mots %

o™ ( S ) J

EN
Nyo - rdwnowagowa woncentracja sxiadnika « plazmy,
€, - przenikalnosc¢ dielektryczna prozini.
Réwnanie U) opisuje ewolucje (bez efaktiw przejsciowych za-

leznych od szczegdXow pobudzenia) wolno zmiennej amplitudy E(K,t)
pola elektrycznego

5 Esn=Exte "+ cc.

w wieloskfadnikowe]j plazmie, w jednowymiarowym przypadku bez po~-
la magﬁetycznego. Zostazo ono otrzymane w ramach opisu kinetycz-
nego plazmy metodg rdwnar hierarchii i asymptotycznego rozwinig-
cia wzgledem odwrotnosci czgstosci 1, fal Langmuira (3) dla
w—eo00 . Dokiadniej, vrzyjgto zakozenie, ze amplituda (i) jest
wolno zmienng funkcjg czasu t w skali 1/, , tj.

W) E%ExH << Exy,

a posta¢ réwnania (1) odpowiada przypadkowi ([2])

2. 2 2
C‘J_‘Uu= w&o 'vweo

gdzie We, - elektronowa czgstosé plazmowa.
Dla najwazniejszego fizycznie rozkiadu haxwella

_ 1 oTWhe 2 _ kT
(5) &o(l)_ {2—11: Ao e 40 ) a —_—

wspéiczynniki o i b réwnania U) 83 rowne

O amgls ) e, bogh) ()
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Amplituda pola =lextrycznego E“;ﬂ musl spezniaé¢ nastepujg-

ce warunki asvmptotycune ([Z])

€, &, &, Eux, E| =0
%= 00
E=—00
oznaczaigz2 skoriczonos¢ przestrzenna zaburzenia poczatkowego w
chwili t=—00.

W przyvad«u tak skomplikowanych, nizliniowych rdwnan jak rdw-
nanie (1) bardzo duze znaczenie ma badanie grup symetrii dopusz-
czanych przez te rdéwnania. Innymi metodami czgsto nie potrafimy
nie tylko znajdowaé rozwigzan tych rdownaf ale rdéwniez rozstrzyg-
ngé czy i jakiego rodzaju rozwigzania istniejg. Grupa symetrii
pozwala <onstruowal nowe rozwigzanlia nz podstawie znajomoscl roz-
wigzan szczeedlnych. Fonadto, dostarcza informacji na temat cha-
rakteru mozliwych rozwigzan, co jest bardzo wazne przy konstruo-
waniu metod przyblizonych.

Poniewaz dla réwnai rdézniczkowych pnodstawowe zagadnisnia majag
lokalny charakter (np. twierdzenia o istuieniu i jednoznacznoécq,
wigc wystarczy ogranicgzyé sig do badania lokalnych, spdéjnych grup
Liego przeksztaicen dziaajgcych w przestrzeni rozwigzan danego
réwnania. Lokalna grupa Liego jest jednoznacznie okreélona przez
algebre Liego generatordw tej grupy. W ten sposéb skomrlikowane,
nieliniowe zwigzki, wyrazajgce warunki niezmienniczosci rdwnania
wzgledem grupy pnzeksztalbeﬁ. redukujg sig¢ dao liniowych, jednoro-
dnych réwnan okreslajgcych generatory. Dzlgki temu udaizo sig stwo=-
rzyé efektywny algorytm wyznaczania grup symetrii rdéwnand rdznicz=-
xowych [3] — [7] , ktéry Jest przedstawiony w punkcie 2,

Celem tej pracy jest rozszerzenie tego formalizmu na przypa-
dek rdwnan rdézniczkowo- caltkowych i zastosowanie tak zmodyfiko-
wanego formalizmu do réwnania (1).

2, Wyznaczanie lokalnych grup symetrii dla czgstkowych rdéwnan

rézniczkowych

Przedstawimy teraz w skrocie alegorytm wyznaczania lokalnej
grupy Liego przeksztaXcen punktowych

http://rcin.org.pl
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x=(x, 4, A)= eG >‘)( =X+ /\-g(xJEj) + Cr{)\’—)

@
5= Yooy n=€"y=y+ My + o%)

gdzie X=(X1,X1)-‘-,xn) - zoienne niezalezne, y- zmlenna zalez-
na, G- generator:

2
= £.(%u) — X,4) —
(8) G=§gxy A Ty 3
wzgledem ktdrych skalarns, czgstkowe rdwnanie rdzniczkowe k-tego
rzgdu

(9) F(x)ﬂftf;';')ﬂ> =0
i k

Jjest niezmiennicze ([3] — [6]). 3ymbol Y oznacza zbldr wszyst-
kich pochodnych czastkowych j-tego rzgdu

—__BL = g N

; A F R TRY A

'374"" N BKL& LS
w (8) i dalej stosujemy konwencje sumacyjng Finsteina: sumowa-
nie po powtarzajgcych sig wskaZnikach. W przypadku uk*adu m
réwnan czgstkowych na m zmiennych zaleznych Y= (\é 5). ,)tj )

procedura jest analogiczna ([6]).
Niezmienniczodéé rdwnania czastkowego (9) wzgledem grupy prze-

ksztaXcer (7) (innymi sXowy: dopuszczanie przez réwnanie (9)
grupy przeksztalceid (7)) oznacza niezmienniczos$¢ przestrzeni
rozwigzan tego rdwnania, tj. przeksztaicenia (7) przeprowadzajg
rozwigzanie y(x) réwnania (9) w inne rozwiazania g(i) tego row-
nania:

(o) Feoyy =0 = F§5,..5)=
k



-7 =

Yodstawiajac, przeksztaicone zgodnie z (7), nowe zmieane ;,g
do warunku (10) i pozostawiajgc tylko wyrazy pierwszego rzgdu
wzgledem parametru A otrzymujemy infinitezymalne kryterium niez-
mienniczo$cl rdéwnania rézniczkowego (9) . Wowczas xjﬁ,;l,..,j Yy
traktowane sg jako zmienne niezalezne 1 rozwaza sig tzw. rozsze-

rzone vrzeksztatcenia dziatajsce w te] przestrzeni, ktdrym odpo-

wiadajg rozszerzone generatory o postaci

() ? N 1) 2
0] G = Sllag T gy + YY)
_ )3y,
+ (k) (X, 4 } b))
n. -, _—
Liygiye™ 92 o I% OYipe iy

¥spdérczynniki “J.,. ) dane sg nastgpujgcymi rekurencyjnymi
(PR &

wzorami ([6])

L

17 = ey
) .
02) =D Y Digy , L=2mn

(WL R A RN
gdzie
=D _0 N iR L .
Q-f) DL_ DXL— 3x.+ Bi 33 + BtJ 'ath 3“, by raljt ol

zas pochodne czgstkowe sg oznaczone nastgpujgco

5= LTI LR T 53 ;AN 'axJ

Wzory U2) wynikaja z zgdania zachowania relacji rdzniczsowych

= sy ey 8= gl
1 k-1

przez rozszerzone przeksztatcenia, tj.

http://rcin.org.pl



G=3&X, ., 4§ =§d3

1 k-1 k

Infinitezymalne krvtarium niezmienniczos$ci rdwnania (9) wzele-
dem grupy przeksztatcen (j) wyraza si€ za pomoca generatora U1)
nastgpujgco:

K

: (k) )
(4 Flony,y)=0 = G Fiyy, .. y)=0

o ; , k) . L .

toniewaz generator G-) jest operatorem liniowym, wigc warunek
04) mozna zapisa¢ w réwnowaznej, wygodnej w zastosowaniach, po-
staci

(k)
(5) G F(*Jb»;\,---){)=8(*'3)~F(x;31§,-~)§)

gdzie §(xw) - dowolna funkeja.

Warunek U4) musi byé speiniony tozsamos$ciowo ze wzglgdu na
zmienne x,g,%,.u,% . Z przyrdwnania wspdXczynnikow przy odpowia-
dajacych sobie zmiennych otrzymujemy uk*ad jednorodnych réwnan
liniowych na wspéiczynniki &(xy), Mxm) = tzw. rownania okresla-
jace. Rozwigzujac rdwnania okreslajgce wyznaczamy wszystkie dopu=-
szczalne generatory (8) , ktére jednoznacznie okreélajg lokalng

grupe Liego (7) symetrii réwnania (9)

3. Wyznaczanie lokalnych grup symetrii dla rdwnan rdizniczkowo-

catkowych

W fizyce plazmy niezwykle czgsto spotykamy si¢ z rownaniami
rézniczkowo-catkowymi. Najwazniejsze przykiady to uxiad rdwnan
Wiasowa-Maxwella i rownanie Boltzmana. lodejmowane byty liczne
proby opracowania metod badania symetrii takich rdwnan. lzgsto
stosowane byty specjalne metody o ograniczonym zasiggu jak np.

w pracy [B] , gdzie wykorzystano réwnowaznosé pewnego typu linio=-
wych réwnan czgstkowych z ukiadami rdwnanl zwyczajnych drugi=zgo
rzedu\ig]). 3tosowane byty rdéwniez metody posrednie, w ktorych

http://rcin.org.pl
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najpierw przechodzi sig od rdwnania rdzniczxowo-catkowego do nie-
skoiczonego ukadu rdéwnan rdézniczkowych na momenty, bada sie sy-
metri¢ tego uk¥adu rdwnar 2 nast¢pnie dokonuje sig transformacji
do pierwotnych zmiennych (EO], [11]). Do wad tych metod nalezg
komvlikacje rachunxowe, trudno$ci zwigzane ze znslezieniem réwno-
waznego ukfadu rdéwnan roézniczkowych i z konstrukcja transformacji
odwrotnej oraz watpliwosci dotyczgce rdwnowaznosci wyjsciowego i
zastgpczego uxiadu rdwnan.

Nize]j proponujemy metod¢ bezposredniego wyznaczania symetrii
réwnan roézniczkowo-catkowych wzorowang na formalizmie opisanym
w punkcie 2. Rozwazymy rdwnanie rézniczkowo-catkowe postaci

(ie) 0= F(t.g,?,...,g) = jdxr-dnf(!,g,?) , LsKn
X

Ograniczenie sie¢ do pochodnych pférwszego rzg¢du pod catkg, wystar-
czajgce dla naszych celdw, podyktowane jest uproszczeniem zapisu.
Uogélnienie na praypadek wvstepowania pochodnych wyiszego rzedu
jest -trywialne ( porownaj BB]_)

Fodobnie jak w warunku (10), niezmienniczos¢ riwnania (16)
wzgledem grupy przeksztaXcen (7) oznecza, ze jesli yi) jest roz-
wigzaniem rdwnania Ué), to réwniez Y(X) jest rozwigzaniem tego
rownania. Infinitezymalne kryterium niezmienniczosci rownania 06)
wvznaczymy obliczajgc liniowg czgs¢ rrzyrostu prawej strony réw-
nania (16) przy przeksztatceniu (7). Dla czicnu r iniczkowego te-
g0 riwnania liniowg czesc vrzvrostu obliczamy ta. s« w punkcie

2 (rordwnaj 04)):

—— o~ (k)
(1 7) F(T\/“J"ﬁrva}* F(X,kjr?",j) = IA G.. F()‘/j;"i/ ,'ﬂ\l + @‘(?‘1‘)

3

iozostaje wyznaczy¢ liniowa czgsbc przyrostu calxi

he) al= fd?rdil{(is’,g) = Jd‘r--dx;f(f.tj,\j)
X X ‘

http://rcin.org.pl
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rod wpivwai vr

A
~rza-.3ztaiz>z2niu {") ni: tylko granice cuziuwania i niecarx:

zmienne Xy, X, ales rdwniez "ciche" zuizane X,.,x, , po k
cafkujemy. Z punktu widzenia ty:h zwlennych caixa jast liczba, tj.
nis zalezy od wyca:xowanych zmiennych, Jednak wartosc tej liczby
musi byc obliczona dla wiasciwe] funxcjii, tj, dla yx) albo 51{

Aby oblizzy¢ vrzyrost (18) dokonamy w pierwszej caics zanm iany
zzieanych X, —»)?,J «,X,  zgodnie ze zwigzkami (7) W tyi celu
musimy wvznaczy¢ jakobian transforme:z’i (7) ograniczone: do L
zmiennych z dokYadnoscig do wyrazow rzedu 9‘(;\1). Elementy macierzy
Jacobiego przzksztalcenia (7) Sg rowne

A% o
(19) g -5 +>\ N} +D/(?\L> y L=l

Pozadiagonalne elementy macierzy (19\ sg rzedu ~X, zatem wktad
do wyznacznika tej macierzy nie przz=kraczajacy e'(‘)\"-)pochodzi tylko
z iloczynu wyrazéw diagonzlnych

~ o~ "a 2\ —
o) 2‘;‘1 ))_(HM_M) (1+Mx)+%)

Mozemy wigec zapisacé przyrost (18) w nastgpujgce] postaci

al= fan du[fg (s 15 ) fosg]+ 0
J

Stosujgc do funkcji podcalkowej rozwinigcie Taylora i ogranicza-
jac sig tylko do wyrazdw pierwszego rzgdu otrzymujemy

http://rcin.org.pl



aAl=2 jdx.- dx,
X

'Ta_ _ _F o
_4) 2y Zﬁ

L
+ § qu‘f] + OO

I

czyli ostatecanie

X X
R
—%de, de[GmF X, 3 )+ fx, M) %E“J +0(%)
X

Jesli pod catka w (16) wystgpuja pochodne k-tego rzedu, to w
(21) pojawi sig¢ k-te rozszerzenie generatora grupy (7
dane wzorem (11) (porownaj [13])

Na podstawie UT) i [21) infinitezymalne kryterium niezmienni-
czoéci réwnania rdzniczkowo-catkowego UG) przyjmuje postaé ana-
logiczng do  (14) :

k ' SRR
(22) ¢ )F(X"f)l‘?:“uﬂ) 3 jdx,-- de[G( )-F(i,g,u?)'l' ;(,.313)22—1%
L4 X i=1

dla y(x) speiniajacych réwnanie 06)‘

Z2 liniowosci @2\wynika rownowazna, analogiczna do US}, po=-
stac

L
(k) y 2]
e G Ff*lm'sr-»§)+de'~--de[6“fm.n)ﬂwgs)Z%J =
1 1 T L
X =

http://rcin.org.pl



=S (xy, ?,..-,3) - [F(x,m ?,,_;2) o+ §u,..,% {(M‘?)l
X- -

gdzie g(ng,qe)— dowolna funkcja.

Warunek (22) lub (23\ wusi byé speiniony tozsamosSciowo ze wzgle-
du na zmienne 1,3,?lvj % (dla wszystkich rozwigzan jh)) . frzy-
rownujgce wspolczynniki przy odrowiadajacych sobie zwiennych otrzy-
mujemy uk¥ad réwnan okreslajacych na wspoiczynniki Exﬂq), Q(ma)

gensratora (G- grupy przeksztaXcen (7) symetrii rdwnania (1® .
Ayznaczenie przyrostu Al pod wpiywem przeksztaicen (j) (do-
k*adniej: pod wptywem rozszerzonych przeksztafcen zzsnerowanych
przez 01)) stanowi klasyczny problem obliczenia tzw. wariacji
catki gz wariacja zmiennych niezaleznych. W fizyce spotyxamy sieg
z nim przy formuiowaniu zasad wariacyjnych mechaniki (zasada
Maupertuis) i przy wyprowadzaniu praw zachowania na podstawie
symetrii lagranzjanu (}wierdzenie Noether) (poréwnaj DZJ, [iﬂ
oraz wywody ponizej wezoru (24)) . Nasz przypadek rézni sie od
zasad wariacyjnych wyborem przestrzeni funkcyjnej, w ktdrej ze-
rujemy pierwsza wariacjg. Zwykle zasady wariacyjne formuiuje sig
na przestrzeni C (Iunkcji ciggtych z normg supp), tzw. ekstremum
silne lub na przestrzeni D4(funkcji rozniczkowalnych z norma supp
plus supp pochodnej), tzw. ekstremum stabe. Nasza przestrzenig
funkcyjng jest zbidr rozwiazard danego rdéwnania rdzniczkowo-catko-
wego, Zerowanle sig pierwsze] wariacji calki nie oznacza poszukiwa
wania ekstremum, lecz stanowi warunek staXofci tej carki. Jest to
blizsze twierdzeniu Noether z tg jednak réinics, ze zajmujemy sig
rownaniem a nie odpowiadajacym mu lagranzjanem.

Dodgﬁkowego komentarza wymaga fakt zmiany obszaru catkowania
X«——+)§ pod wptywem przeksztacen (7\ przy obliczaniu przyrostu
US\. Zostato to w istotny 3posdéb wykorzystane przy dokonywaniu
zamiany zmiennych w plerwsze] caXce w QB). watpliwosci nie budzi
koniecznosé zmiany granic catkowania np, w wypadku rdéwnania U),
gdzie w gdérnej granicy catrki wystgpuje zmisnna niezalezna t . Po-
dobnie jest w wypadku ustalonych granic calkowania ale rdwnych
* oo , pdyz te nie tmieniaja sie przy przeksztaiceniach (]). W
wypadku ustalonych i skoriczonych granic caikowania np. dla fdir“

a
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moweoby sig wvdawac, Ze nalezy ograniczyc sig do zamiany gw_,glk)
tvlko w wvrazeniu rodzaikowym. So prawdd vrzypadek ustalonych i
skonzzonych rcraniz catkowa:nla nie dotyczy rozwazanego przez nas
rrzyxiedu, jednak dla ogdlnoseci provonowanej tu metody pokazZemy,
ze vrocedura zasto3owana w (18) jest sizuszna réwniez w tym przy-

rai<u, tj. b
1

(24) J

b

SPSCARA - 5% jrae
£y w
rrzynajimnie] z interessujgca nas doxtadnosciaz do wyrazdw rzedu Sﬁq_

Zastosujemy metode uzywang czasem do obliczania tzw. wariacji
catki z wariacjs czasu przy foruuzowaniu zasad wariacyjnych me-
chaniki (np. zasada Maupertuis [12] ). rolega ona'mna zamianie
zmiennych w rozwaiane]j caice, #Wprowadszamy nowe zmienne Yy Ty »
ktdore nie zmieniajg si¢ przy przeksztaiceniach (7):

x1 = Xl(Tl)) ) XLZ XL(’TL\
es
) LY RS R T

=X\ X, #0
? (1 To) d1, dt, 1T

(Primem zaznaczamy rozniczkowanie wzglgdem zmiennych 'l.’u...,-zl) .
Unikamy w ten sposéb trudnosSci interpretacyjnych zwigzanych ze
zmiana obszaru X , gdyz wariagja tak przeksztaiconej caiki jest
zwykta wariacjg bez wariacji zmiennych niezaleznych Lcalkuwania)
- obszar cakkowania S( w zmiennych Tyy-r, Y, nie zmienia sig.

Foniewaz
L
VI O
Y: = o7, - o 1y A ATy K e

¥

(y tych rachunkach nie stosujemy konwencji sumacyjnej aby unix-
nag¢ pomyiek zwiazanych z zakresem sumowania : (= n)

wiec pochodne czastkowe kzawarte w symbolu %) sg rowne
4
/|
rbl’g . ‘ﬁt
—_— =
G ¥

http://rcin.org.pl
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k2 wystepujaca w ri-naniu ‘\16) przyjnu’e w zmisnny:ch

4 o+ N
TU“,”TL rostac

- = D
kdo) I }j{‘ih dJ‘LF(M, Kk, %)%?(_‘l'”-)%n):

— iy )
”J‘dn d‘"[tfﬁ‘fr' Ty % Kn, Y, "J:"'XL;Y)‘I"'L}L’JL . )
=3 rbX,_H A%n

rdzie

. )
E7) Tt etny, A Xl o 1% )

)
_ _ YR L TURL L S A
f(*.fw--xdn), Y dn) )0 1 ) )Xy

Obliczymy teraz liniowg cz¢8¢ przyrostu (wariacjc;) catki (26)
pod wpkywem przeksztalced (7)
= 1. ¥ /
&1 jd'l‘ d"rl' l:,}’ﬁ’ Tuy %47 R, 2’)(" 'xi)'fj“ lj‘) ’D)(l“ / "6;\,‘)"-
< : -,

— ) ) (h‘%
F(ﬂ - TL,X‘:"'X»,‘Q.XV'XL ) 'ﬁ: '”'j'tr Q*l T fb)‘h):l

3tosujac rozwinigcie Taylora do funkcji podcatkowej 1 ogranicza-

jgc sie do wyrazdéw rzedu niZszego niz ‘0(7«1) otrzymujemy

(28) Al= jd'f dTL[ZM“W M +Zfbx ;A‘m

=1 =1 (=1

n

+> :(T;L)A(%{’c)} +67()

(=1 AR

http://rcin.org.pl



cdzie
aXp= K= %, = NE + O(0)

(2(3) ax: Ay d K’ I ). 25
Ax[:———-—:—A‘}'v: %
Py g cn; SR T ey
ey ? 2.2
JRPE LI S N SNV /-
AYi= Q1 T A At M= x‘ AxXe ?‘xt DXy

Przeksztaicimy (28} do postaci umozliwiajzcej powrdét do zmiennych
catkowania ¥, x . Zgodnie z (27) mamy

RF _2f

'--- J
x - ox X
RE_2 oy
Yy T 29 XXy
J
2T ?f ’b('ﬂ/)('.‘) ). v!
22 = Koo Xy F K X X
¥, -?,('a ) A x L 2 { 1 M
gl. A
>F _ '3( XJ ’1..)(’L

2y’ fb(%%) Y

Foniewaz

c (48\ jest rowne

- Ay oK
1= fo oS e+ Sogs -2 )
s

+§ ili a(%—) {}; }Hﬁ(a@):

http://rcin.org.pl
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n
B 3 \—v 2 Ay ’3_\3 oK
- del...dxtti:‘l ,.;)XLA)( + A5+4___,'3('3~5 )('BM Ay I

X

X
n L
S0 (2 S 2k
T g(ﬂ)A(ax) trL fax(-]+ U
i=l+1 \2y; i=1

Bay _ 3 BAK . (’i‘i)%—ff(-#)

AX;

-

ay = E(’i)— Ylx)

W tym celu zrdzniczxujemy przyrost

Qay _ %W Aaxe) _ Py
28 29 (xtan)- e g ) ()=

xy
(—(x+Ax) — ——(x)) (1+ ’?bix) ’axi( ) AX

i
?
()

skad

ey 0y wh_ 2y ( daK
[ W W A( x) (R

Zgodnie z (59)

DAXE — ?\agl. +Dz L)

X

co dowodzi (3C). Zatem przyrost L?B) jest réwny

http://rcin.org.pl
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n n L

M L 2

(31) al= Aj%-‘-dh(}_g—;ﬁ + g—gvz +-Z1%£LQE')+£'Z,S’% +O/(>3)
X [t=1 L= L=

skgd wynika wzor (21) , xtéry uprzednio wyprowadzilismy przy za-

~

Yozeniu, ze X—= X vod wplywem przeksztatcer (7).

4. Wyznaczenie symetrii zmodyfixowanego rdéwnania NLS

Zastosujemy przedstawiony w poprzednim punkcie formalizm do
nislokalnego réwnania NL3 (1) . Réwnanie (1)mozna zapisaé w postaci
(16) jaxo

t
(32) O=F(, €38, &) + jdh fewn,em,£m,€, (), &)

gdzie

69 FIEESE, Ex)=LE,+ Qb+ bIE[E =TE g, + bEE®

REORIORIORNORADE

LT
o d W (mi:) jcu [@03) &, )EH) + &(xﬁ)E@)&:@)]% %‘Ff

-0

Gs) (1) = (x-wit-tp), t))

http://rcin.org.pl
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drak jawnie wypiszn=2g0 arrsum-ntu oznazza, ze mamv na mysli punkt
(x,t)‘ Predkosé W nie jest zmienng nizzalezng, a tylko parametram
#zgledem, ktdérego wystepuje dodatkows caikowanie okreslajace vos-
taé¢ funkcji f .Ffole zlektryczne & nie zalezy od .

Zwigzek oznaczen z punktéw 3 i 4 2z wielkosciami fizycznymi
~wystepujacymi w rodwnaniu (}2) jest nastgpujacy:

X —= t g —> X y—¢&
E— T [T 171

PrzeksztaXcenia (7) przyjmuja teraz postad
T=e® = tHaTixte) + 01

36) X=eCM =X+ Agme)t T ()
E=ef e =+ At e)+ O ()

a generator (8)

31y G=1TH t g%x + 9%

Rozszerzone generatory (1) dane sa wzorami .

Qa) G(1): Lo yft 'bENJr yl(l)ai(’) + "i(h) bﬁx—“) +
+ rl(f),a + yzh)% & _J(_ (1) /b + “)* B %
1 & %8 VL“) @80 VM#) £V

@) _ 1) (@) 5 e
B9) GT= G 3

W Gu) pominelismy wyrazy, ktore w dziazaniu na b2) , zgodnis z
kryterium L22} , nie daja wktadu.
Gensratory DB\ i @9) odpowiadajg rozszerzonym przeksztaktce-

http://rcin.org.pl
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niom (dziafajacym w przastrzeni rozszerzonej)nia tyl<o o pochodne
pola £ ale rdéwniez o pole £ i jego pochodne brane w punk:ie (ﬂ
oraz o svrzgzone (w sensie zesrolonym) pole & i jego pochodne w
(ot} dak 1w (1),

J=2§1i chodzi o pochodne, to operacji rozszarzenia dokonujemy
w zwvkiv 3poséb (ratrz no. [3], [e] 4 ES]), tj. rozszarzone

zmienna Et’ E‘x transformuja sig wzgl¢dem rozszerzonych przeksz-

ot

afcen tak jak rochodne zmiennej ¢ . Odpowiednie, wynikajace stad
WZOTY (42\ dane s8g nizej (patrz [5] ) D4J).

W przypadku rozszerzenia na wielkoscl sprzgzone 1 brans w pun-
cie U) poste¢pujemy zgodnie z ogdlng zasada. I tak wielkesci
sprzqzbne transformujemy w ten sposdb, 2e najpierw niesprz¢Zone
wielkosci poddajemy transformacji L36) a nastepnie stosujemy ope-
racj¢ srrze¢zenia zespolonego. Zatem np. wspélczynnik:q*przy 35*
w (38} otrzymujemy jako zespolone sprzg¢zenie wspdczynnika n
przy g itd.(poréwnaj Bd]). Fodobnie.postepujemy z wielkoSciami
branymi w punkcie @). Najpierw wielxosci te brane w punkcie (x})
przeksztaicamy za pomocg (}6) a naste¢pnie w wyniku podstawiamy

Ext)— £(1) . Na przyktad wspétczynnik W) definiujacy transfor-
macje £(1)—{(1) ¢

)= e() + anlt) + O ()
znajdujemy dokonujac transformacji (36)

Elrt)= EOp) + Mk o) + O (4%

a naste¢pnie podstawiajac h¢)—+(1) w argumencie pola §

gh) =tu)+ ?\vl(x,t)gu» + O(»?)

Zatem
40) n)= q(x,fjgm)

Zgodnie z [6] 9 4.2.3 oraz D4] wspoXczynniki <, g, UL

rostaci

1) =) =t = get) Eet) + hot)
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a wspszozynnikt ! i 'lf)L wyrataja sic przez U, £, & h
{
nastgpujace

I 9 AT %
@?m 5%-+ SFE +<%__§F)6t_'§¥£x
@2) Fh O qr z T g

YL(Z—?L: %;i_*. ,axl E =+ (2_ = '3_)(2>£X +
_ ES
_ZWEtX-’—(%—Z‘BX)&XX
Z @O) 1 @1) wynika, ze

M) =g08) EG) + h(xt)

i odpowiednio

) Vlmﬁ)z% +Frem + (3= e - LN

Teraz mozemy skorzystaé z kryterium (gZ\

. Fodobnie jak w
E4l obliczamy

(44) GME=1 Y‘L“) +d rlu) +b(2 E*E.Q + ¢* Q*) =

A 5
ax1)E+(‘A L3t ‘QW)E,:"’

. ?h ?*h
Lap + qux1+(

? ~c Y
+ ( L?;— tl?afl +2¢%)E‘- 2:1’%7 Erxt q(%—zgﬂx)gm +

£ BWEL + 2bh EXE + b(2g+9)EET

Natomiast
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t
45 di [~ Q‘E(xt.)
( )) \S IL(T ]c ’3{1

1l

oo

fT“‘————‘"

W,L o L S dt, Sdu N E ()€1 +QE(1)E

¥ VL(OEE:U) U EE ) + ’l(:('l)EE*ﬁ) & Q“)U)Ei(f) +

1 Vo —

+‘%—E~1 Eefp)&*ﬁ) a& ) 6(1)} TS

t
_ SR (e
= 7w el
d\ - 00

YU EEQ)ES )+ a%t)E £5) £, 1)+ ’ba t. € ea) &) +

“"“8 old

[%e& 6 ET1) + SEEM e 1) +

( '3'[(‘{&1
1 |

e’ B ce e+ DeHe ) euys
+(%r “7"*' )gw et) - —E"—l,ﬁ’f‘ £ EXU)EN) +

qrtm. )¢ &()&*(1) + __T_(fz_«l ¢ €1) i,c (1) +

q,hm,) ¢ ¢x(t) + fahm) ¢ EH)T dfio

Podstawiamy (44) i @5] do kryterium niezmienniczosgci (22) s
przy czym musimy skorzysta¢ z rdéwnania L}Z\ ,2eby mieé¢ do czynie-
nia tylko # niezaleznymi zmiennymi (w przestrzeni rozszerzonej)

Z rdéwnania (32\ najwygodniej jest wyliczy¢ wyraz z najwyiszg po-
chodnag

t
(16) €y ~i& — bETER - faf



(67} a(§-238)E0= L2 - 9)e+ b3S —g)e
]
- L St{2) o [ gE oLt - e v st ee et v Feeeofi 3
w &

-0 ~00

Utrzym.jsmy w ten sposdb rownanie, ktore musi by¢ speinione toz-
samosciowo ze wzelgdu na niezalezne zmienne €, €, €4, €4, €%,
E(1 E(, E«;U €q{1 tzn. dla dowolnych wzrtosci tych zmiennych. Mu-
szg wigc znikac wspdiczynniki przy niezaleznych wyrazach zbudowa-
nvch z tvch zmiennych (rdwnania o.-.realajace) . foniewaz zmienne
brane w punkcie @) wystepuja tylko w wyrazach catxowych, wigc
wyrazy te 3§ niezalezne od pozostafych 1 mozemy zada¢ zzrowanie
sig osobno sumy wyrazdw catkowych 1 sumy wyrazdw bez catek, la
ostatnia rozpada sig¢ na niezalezne [rézne) jednomiany zmiennych
£y it' Exs Exte WspbéXczynniki przy tych jednomianach (patrz
@4) 1 (47)) musza byé rowne zeru:

dh *h

8a) O=ig +a%h €7 (vma shaty)
(4gv) ©= i% +¢%&L o

(48 <) o:ig—z +CL,GKE_ Ztgi &

o a)  0=i3 +adE-agd £

(tee) 0= & Ext

psc)  0=h" £

http://rcin.org.pl
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(48 Q_’) 0= h g*e
2
¢8 n) O=g+y"+ ~2Ex &

Zgodnie z (48 f.g) h=0=h* i rownanie (\48 a) jest speinione
tozsamosciowo. Z rdwnania @8 e) wynika, ze U nie zalezy od X :
’T="(H) . Zatem ‘Dn“"c/fa,(l:() co upraszcza rdwnanies @8 c) . Utrzv-
mujemy wigc ukiad rownan

.24 VY
(49 a) 0= L3t + AT
PR 2%

(49 b) 0= 2t _ZW
@-9'[:) O:i'a—{+¢’ax1 2“

(494) 0= %+9,*+2%§;

gdzie T=7(), £= EO‘,U) = %(er)‘&(*ﬁ) .

Skoro ¥ zalezy tylko od t , wige %—E— tez zalezy tylko od t .

Zatem, zgodnie z (49 b) %EK moze zaleze¢ tylko od t eczyli

T
,é—('%i) ?af'i- =0 . Znika wigc odpowiedni wyraz w rdéwnaniu @9 CQ
i nasz ukfad rdwnan upraszcza sie do postaci

’B

(50 v) 0= 3t ~ Loy

foe)  0=ip — 2%t

http://rcin.org.pl
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) 13
\ — % 5
(50 q) C=9+9" + 25,
Otrzymalismy taki sam ukfad rownarn jak w przypadku zwy<iaco
rownania NL3 (bez czionu ca.’ckowego) , ktorego rozwiqzania (natrz
[14]) maja postac

=24t + 1

(\51\‘ gz Ax + pat +y R> A (3,0 ﬁ)g - dowolns staZte
=q€=(ibx-u+i0)E

Wyrazy catkowe zawarte w @5) i t47) daja, po przeprowadzeniu
redukcji wyrazow podobnych, roéwnanie

o gl e e

-0

+ (2%% ¥ %(&,h)lr %*(x,h)) £ Eff)ez(’l) t
. ('a%é\({fjt) . el ’)) cuye) +

W“‘)zen 1) ——”?‘" FExl )z()J‘ 2o

W du

WspéXczynniki przy niezaleznych jednomianach w (52\ nie zalezg
od zmiennej & , wiec dla kazdego z niezaleznych wyrazdw mozemy
skorzystaé¢ z lematu Lagrange’a (porc'ownaj [13]) i przyréwnaé te
wspétczynniki do zera. Otrzymujemy nastepujace rdéwnania

0= Z’BEG&

T 40t ) + 85k

Poniewaz, zgodnie 2z LST) , t}f nie zalezy od t , wicc oﬂ(xé ,({)_
=00(1) i réwnanie to pokrywa sig z rdwnaniem LSO d) .
Niezaleznos¢ § od t powoduje, Ze nastg¢pne rownanie
i

http://rcin.org.pl
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) X
0= 3% (3+%)
tez ni: nie wnosi, gdyz jest speinione tozsamosciowo.
Fozostaje rownanie (zg_odnie Z (‘51) ‘g*:%)

. _ELGh)

ktére stanowl dodatkowy warunek w stosunku do rdéwnan LSO) i wyni-
kajacych z nich rozwiagzan k51) .. Speinienie réwnania (53) wymaga
znikania parametru (2 w rozwigzaniach (51) : (S:O. Zatem rozwig-
zanis rdwnan okreslajacych, wynikajgcych z kryterium niezmienni-
czosei (22\ , przyjmuje postac

T= 24t + 12
(54) g: AYX + {,‘ R> J\)zﬁ)&)g - dowolne state
0= (- &+i8)g
Fodstawiajac (54) do (37) i wybierajac parametry &, fj, d’f"y

tak, ze tylko jeden z nich jest rézny od zera i rowny 1 , otrzy-
mujemy cztery generatory

61: %t

G,= Ox
) "

G.,S: [Egi

G’-i: ‘Z—t(at + ng_ E,raﬁ

rozpinajace 4-wymiarowg algebre Liego z regulami przemiennosdci
Lpatrz L'M])
(56) [G‘)C’L]:[GUGA]:[GU(’B] :[G’n@"']:o

[6,6]=26,  [6a,6]=Gy
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Algebra ta seneruje 4-wymiarowg grup€ Liego symetrii zmodyfi-
Kowanego rownania NLS _U) bedacag podgrupa S5-wymiarowej grurny Liego
symetrii zwyktego rownania NL3 (‘pordwnaj [‘!4])

Generatorom (5‘3) odpowiadaja nastgpujace jednoparametrowe vod-
grupy symetrii (poréwnaj 531 1 ﬁ4]>:

G, generuje translacje w czasie

A

II

t+
(57) X
£

Ny > &
I

I

Niezmienniczos¢ rownania (1) wzgledem przsksztakced (57) wynika
z tego, ze wspdfczynniki w rdéwnaniu (1) nie zalezg od czasu/jed-
norodneéd czasu).

ngeneruje translacje w przestrzeni

=t
X + A

=i

(58)

M X
I

Niezmienniczosc (_‘I) wzglegdem (58) wynika = tego, 2ze wspérczynni-
ki réwnania (1) nie zalezs ed poXozenia Ljednorodnoéé przestrze-
11).

%generuje transformacjg¢ cechowania pola
t
=X

’é’zﬁel'h

X

(59)

Ta niezmienniczoé¢ wynika z tego, ze z punktu widzenia czynnika
fazowego w xazdym wyrazie rdwnania U) pols & wystgpuje linio-
wo (|§;‘,EL nie zalezy od razy).

G,,, genaruje transformacje skalowania zmiennych zaleZnych 1
niezaleznych




T=te™=ts?

60) X =xe* =x§ gdzie € = §

E=¢er=¢§"

le symetrig rdwnania U) jest znacsnie trudniej dostrzec na pier-
wszy rzut oka. Mozma ja jednak sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem
zauwazajac, ze rozniczkowaniu wzgledem danej zmiennej odpowiada
dzielenie przez tg zmienng (1lora:-réznicowy) zas calkowaniu
wzgledem dane] zmiennej mnoZenie przez t¢ zmienna (su:a Rienamla)
Zatem przeskalowania poszczegélnych wyrazdw rdownania (1) pod wpiy-
wem (60) 8a nastepujace:

€: &8, 9, —8? = §7
&yt £—87" =67 = §3
£ lef™: 5——»8‘1) do trzeciej potegi = §3
t N . B
jf.ea+1|g|1; Eleft— 87 0 =57, fig—8" => §

Zatem wseystkie wyrazy rownania (1) mnozone s§ przes ten sam roz-
ny ed zera czynnik 5 S czyli réwnanie (1) nie zmienia sig.
Jak fatwo zauwazyc, warunki asymptotyczne

=0
‘c'/ E") Et) EXKJ Et‘c

x=* 00

t=-o00
niezbgdne do wyprowadzenia rdwnania (1) , sa niezmiennicze wzglg-
dem przeksztalcefi (57) - (60) . Nie zmienia sig¢ poXozenie "brzegu"
t=-e80, x=%00 ani warunek zerowania sig¢ ¢, Ex)ﬁt, g“ fﬂ na tym brze-
gu (tzn. odpowisdnio szybkiego dazenia do zera pola ¢ dla t—>-co,
x—;too) pod wpiywem L57) - 60)



- 28 -

5. Podsumcwanie

W niniejszej pracy przedstawiones zostaio inne niz w [13] wy -
rrowadzsnie xrvterium niezmienniczo$ci rownania rdzniczkowo-
ca¥kowego. Pozwala ono uniknac watpliwosci interpretacyjnych
zwigzanych ze zmiana obszaru catkowania.

Zbadane w tej pracy rownanie stanowl istotnie odmienny przy-
k¥ad gzastosowania naszej ogdlnej metody bezposredniego wyznacza-
Eia grup symetrii rdéwnan rozniczkowo-caixowych. Granice catki
fdty zaleza od zmiennych w odrdznieniu od [13].

B Nyznaczanie grupy symetrii zmodyfikowanego rownania NL3 O)
i pordwnanie jej z grupa symetrii rdéwnania NL3 jest bardzo waz-
ne z punktu widzenia fizyki plazmy. Rdwnanie NL3 opisujgce ob-
wiedniowe solitony Tangmuira zostato otrzymane w ramach opisu
hydrodynamicznego, natomiast rdwnanie (1) w ramach opisu kine-
tycznego plazmy. Wiasnie nielokalny czion catkowy w (1) jest
$ladem po opisie kinetycznym.

6. Literatura

1. J. Zawistowski, Praca IPPT nr 13/1986: Redukcja opisu kinety-
csnego plazmy do rdéwnan typu NL3 dla fal Langmuira
2. J. Zawistowski, Praca IPPT nr 23/1990: Nielokalne rdéwnanie NIS
dla fal Langmuira w plazmie
3. L, W. Owslannikow, Gruppowoj analis differencjalnych urawnie-
nij, Nauka, Moskwa 1978
4. N. H. Ibragimow, Gruppy preobrazowanij w matematiczeskoj fizy-
kie, Nauka, Moskwa 1983
5. P. J. Olver, Applications of Lie grouﬁs to differential equa-
tions, Springer-Verlag, NY, Berlin 1986
6. G. W. Bluman, S. Kumei, Symmetries and Differential BEquations,
Springer-Verlag, NY, Berlin 1989
7. H. Stephani, Differential equations. Their solution using sy-
neetries, Cambridge University Press, 1989
8. B. Abraham-Schrauner, J. Math. Fhys. 26 (1985) No 6, 1426
9. A, Cohen, An Introduction to the Lie Theory of One Parameter
Group, Heath, Boston 1911



- 29 -

10. W. B. Taranow, ZTF 46 (1976), 1271

11, B. Atamaniuk, Iraca IFET nr 50/1988

12. #4. Rubinowicz, W. Krdlikowski, Mechanika teoretyczna, PwWN,

Warszawa 1967
13, J. Zawistowski, lraca IFPFT nr 23/1992: Zastoscwanie teorii
grup do rdwnan roézniczkowo-cazkowych fiiyki plazmy

14, J. Zawistowski, Praca IPIT(W przygotowaniu): Wyznaczenie

symetrii nieliniowego rdwnania Schrddingera

Spis tresci

strona

1. Wstegp 3

2, Wyznaczanie lokalnych grup symetrii dla 5
czastkowych rodwnan rozniczkowych

3. Wygnaczanie lokalnych grup symetrii dla 8
réwnan rozniczkowo-caltkowych

4. Wyznaczenie symetrii zmodyfikowanego 17
réwnania NLS

5. Podsumowanie 28

6. Literatura . 28





