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O peivnych zulasnosciach zbioroiu (A). — Sur quelques
propriétés des ensembles (A).

Mémoire
de MM. N. LUS/N et W. SIERPINSKI m. C.,

présenté, dans la séance du 8 Avril 1918, par M. W. Sierpinski m. c.

Dans une note ,,Sur une définition des ensembles mesurables (B)
sans nombres transfinisll (Comptes Rendus, 8 janvier 1917) M. Sous-
lin a introduit une importante classe d’ensembles qu’il appelle en-
sembles (A). Ces ensembles sont définis par une infinité dénombrablé
de conditions et sont plus généraux que les ensembles mesurables B.
Plusieurs propriétés des ensembles (A) ont été étudiées par M. Sous-
lin dans la note citéel), quelques autres ont été signalées par
M. Lu sin dans une note insérée au méme fascicule des Comptes
Fendus. Les recherches ultérieures de MM. Souslin et Lusin sur
les ensembles (A) ne sont pas encore publiées.

Dans le présent mémoire, nous donnerons une démonstration
simplifiée du théoréeme fondamental de M. Souslin sur les ensem-
bles (A) 2, basée sur une décomposition d’un ensemble, complémen-
taire a un ensemble (A), en une somme de q ensembles mesurables B.
A laide de cette décomposition, nous construirons un ensemble non

1) Les propriétés les plus importantes des ensembles (v4), trouvées par M. Sous-
lin, sont les suivantes:

Tout ensemble (.d) (linéaire) est une projection orthogonale sur I’axe des ab-
scisses d’un ensemble plan mesurable B, et réciproquement. Tout ensemble mesu-
rable B est un ensemble (al), mais non pas réciproquement. Pour qu’un ensemble
(k&) soit mesurable B, il faut et il suffit qle son complémentaire soit un ensemble (A).

Tout ensemble (&) non dénombrablé contient un sous-ensemble parfait.

2 La démonstration de M. Souslin (fondée sur des considérations géométri-
ques) n’a pas été publiée; son théoréme fondamental a été signalé dans la note
citée (Comptes Pendus, 8 janvier 1917)!

1*
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dénombrable qui se transforme en un ensemble de mesure nulle
par toute transformation biunivoque et continue de I’intervalle qui
le contient (et ne contenant par conséquent aucun sous-ensemble
parfait). Nous donnerons enfin une démonstration du théoreme que
voici: tout ensemble (A) est mesurable au sens de Lebesgue, et
nous indiquerons une généralisation de ce théoréme.

Ce mémoire a été rédigé de maniére qu’il puisse étre compris
de personnes n’ajrant pas connaissance des travaux de MM. Souslin
et Lusin sur les ensembles (A).

1. Supposons quia tout systtme fini de nombres naturels
n1Jn2,...,n x corresponde un intervalle d ; nous dirons que
nous avons un systéme déterminant

Considérons I’ensemble E de tous les points x tels que pour cha-
cun d’entre eux au moins une suite infinie d’indices rq,w2,w3,...,
existe telle que x appartienne a chacun des intervalles

Nous dirons que I’ensemble E est déterminé par le systéme S.

M. 3souslin appelle ensemble (A) tout ensemble qui admet au
moins un systéme déterminant.

Le systtme déterminant est appelé régulier, si tout intervalle
o, m.,xxH est contenu dans lintervalle d,B 1. On pourrait dé-

montrer sans peine que tout ensemble (A) admet au moins un sys-
teme déterminant régulier. (Si I'on admettait des intervalles qui se
réduisent a des points et & des intervalles vides, et si I’on regardait
un intervalle vide comme contenu dans tout intervalle, il suffirait,
pour obtenir un systéme déterminant régulier, de remplacer tout
intervalle 6n,Q,,x du systtme S par la partie commune des inter-
valles dt, dna ...,

2. Soit E un ensemble (A) donné, et soit S — son sys-
teme déterminant régulier. Considérons un point x qui n’appartient
pas a E. Nous dirons que lintervalle &jn x du systtme S a, par

# On pourrait toujours supposer que les longueurs (les intervalles de K-iéme
rang, &.,n,.,x, tendent vers 0 pour k= °°, mais dans nos raisonnements cette res-
triction ne sera pas nécessaire.
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rapport au point a, un indice O, si x n’appartient pas a cet inter-
valle. Si x appartient a nous appellerons indice de I'intervalle
6,m, ,x par rapport au point a, et nous désignerons par Indxdn,2.,x
le plus petit nombre (naturel ou transfini) supérieur a tout nombre

Iridx6nm »=1,2,3,...). W

On voit sans peine que, si x est un poiut nappartenant
pas a Al tout intervalle djn du systéme S détermi-
nant E a par rapport aa un indice déterminé qui est
un nombre entier fini 0) ou transfini de la deuxiéme
classe.

Admettons en effet que Iintervalle 6nri..An n’ait pas par rapport
a x d’indice déterminé, ou que cet indice ne soit pas un entier fini

0) ou transfini de la deuxieme classe. Il est bien évident que
dans ce cas un au moins parmi les intervalles

»=1,2,3,...)

jouit de la méme propriété 2. En répétant ce raisonnement nous
serions conduits a une suite infinie d’intervalles du systeme S:

(o ~nPa-. I'm5 ~pip2--PniPm+l 1 S5**** 5

dans laquelle aucun intervalle n’a un indice déterminé par rap-
port a x ou bien a un indice qui n’est pas un entier fini 0)
ou transfini de seconde classe. Il est évident d’ailleurs que tout in-
tervalle (1) devrait contenir dans ce cas le point x\ mais comme
le systtme S est régulier, x appartient aussi a chacun des inter-
valles (qui contiennent tous onf )

et par conséquent x appartiendrait a une suite réguliére d’inter-
valles du systeme S:

AP\ J A~PIPa 1 AP1P2P3 )M eee) APiP2--Pm ' A~PIPZH 1 >0

") La notion d'indice a été introduite (par voie géométrique) par M. Souslin
et simplifiée ensuite par M. Lusin. Plusieurs propriétés des indices ont été étu-
diées par MM. Souslin et Lusin.

s) Pour voir qu’il ne peut en étre autrement, il suffit de se fonder sur le théo-
reme d’aprés lequel, pour toute suite infinie (dénombrable) de nombres de premiére
ou de deuxieme classe, existe un nombre de deuxiéme classe qui est supérieur
a tous les termes de la suite donnée.
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et serait ainsi un point de I’ensemble E, ce qui serait contraire
a notre hypothése.

3. Appelons indice du systeme S par rapport au point x (n’ap-
partenant pas a E) et désignons par IndxS le plus petit nombre
naturel ou transfini supérieur a tous les indices des intervalles dgyy
du systeme S (par rapport a x). On voit sans peine que IndxS sera
le plus petit nombre supérieur a tout indice Indx5, (n— 1,2,3,...);
ItidxS sera donc (pour tout point x n’appartenant pas a E) un nom-
bre naturel ou transfini de deuxieme classe.

Pour tout nombre donné a, naturel ou transfini de deuxiéme
classe, désignons par P (@) I’ensemble de tous les points x (n’appar-
tenant pas a E) pour lesquels

IndxS — a;

nous démontrerons que tous les ensembles P (@ sont mesurables (B).

L "assertion précédente est vraie pour a = 1 puisque P (D est évi-
demment I’'ensemble de tous les points x qui n’appartiennent a aucun
des intervalles <5, d,, d3,...

Soit maintenant B un nombre naturel ou transfini de la seconde
classe O 1; admettons que notre assertion soit vraie pour tout nom-
bre a <BR et tout systtme déterminant S.

Pour tout p naturel donné, désignons par <§p le systeme

ou
= <W2 ,,, pour «i,»*,...,»,= 12 3,..
Soit EM I’ensemble dont le systtme déterminant est et dési-

gnons par Pja) I’ensemble de tous les points x n’appartenant pas a
EM pour lesquels

IndxSf>= a

Les ensembles («<d/? p= 1,2,3,...) seront, d’aprés I’hypo-
thése adoptée, tous mesurables (B).
On vérifie sans peine la formule:

00

) pw=jy 2 pia)

r=1 '«< (S ! a<mR

désignant, une sommation qui s’étend a tous les nombres na-
«< i3

turels ou transfinis a inférieurs a R).
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Les ensembles Pja) et P{g (a <Cfi) sont, d’aprés I’hnypothése adop-
tée, mesurables (5); la somme et le produit d’une infinité dénom-
brable d’ensembles mesurables (B) et la différence de deux en-
sembles mesurables (B) étant mesurable (5), il résulte de la formule
(4) que I’ensemble P(* est mesurable (B). La formule (4) permet
donc de démontrer par induction transfinie que tous les ensembles
B(@ sont mesurables (B) c¢. g f. d.

Or, en désignant par CE le complémentaire de I’ensemble E,
nous avons évidemment la formule:

(5) ce= P'b+ p&>-f.4-p<>4-p)-f..4-PCY-.. (@<Q

(inégalité a  Q désignant que la sommation s’tend a tous les
nombres naturels et transfinis de deuxiéme classe).

La formule (5) démontre que le complémentaire dun en-
semble (A) est toujours une somme de sxensembles me-
surables B (ou vides) et par conséquent que tout ensemble (A)
est un produit de X ensembles mesurables B (d’aprés la formule

E=JJCPM).
a< Q

Nous démontrerons maintenant que, pour qu’un ensemble
(A), P, soit mesurable B, il faut et il suffit qua par-
tir dune certaine place, tous les termes dela
(5) soient vides (c’est-a-dire que la suite(5) ne contienne
qu’un nombre fini ou une infinité dénombrable d’ensembles non vides).
Il est évident que la condition que nous venons d’noncer est suf-
fisante (puisqu’alors CE est une somme d’un nombre fini ou dénom-
brable d’ensembles mesurables (B) et par suite est mesurable (B),
donc aussi E)] il suffira donc de démontrer qu’elle est nécessaire.
Avant de le faire, nous démontrerons un lemme assez général.

série

4. Soit M un sous-ensemble de CE donné quelconque. Appelons

indice du systéme S (resp. de l'intervalle dn,2.,X par rapport a I’en-
semble M, et désignons par IndMs (resp. IndMym..ry), le plus petit
entier (fini ou transfini) supérieur aux indices IndxS (resp. Tndxd,m,.,, fi
par rapport a tous les points x de I’ensemble M. Les indices IndxS
étant des nombres de premiére ou de deuxieme classe, il est évi-
dent que IndMs sera toujours (pour un sous-ensemble M de CE)
un nombre fini ou transfini ~ B, ou Q désigne le plus petit nom-
bre de troisieme classe. Or nous démontrerons le lemme que voici:
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Lemme. Si S est un systéeme régulier déterminant
un ensemble E, M un sous-ensemble de CE, et si M est
un ensemble (4), nous avons

IndMB <[ fi.
Démonstration. SoitS'= {ypm.B3 un systéeme régulier, déter-
minant I’ensemble M. Désignons généralement par M (%, wW2,..., ng

le sous-ensemble de M, déterminé par le systeme

S '0 i ng= , ou
yfazs? = (Pour Pi>ft »eeenPy= |’2>3>cmp

Nous aurons évidemment:
(6) M= 31(1) -f i¥(2) -f M(3) -f ...
et
@) ng = M(n,,nl,...,ni,1)-f 3i(n,,n2,...,ng2) - f..-
Supposons
(8) IndMs = fi.
En vertu de (8) et de la définition du symbole IndMB, onreconnait
sans peine qu’il existe au moins un nombre naturel n\ pour lequel
©) IndM,,t— fi.

Or, d’aprés (9) et (6), on voit de méme quil existe au moins un
nombre naturel p\ tel que

(10) Ind~jor— fi

D’apres (10) nous concluons de méme qu’il existe un nombre
naturel n\, tel que

et enfin, d’apres (7), qu'un nombre p'2 existe pour lequel
IndMpX2d,/in2= " fi.

Généralement, nous concluons que deux suites infinies de nombres
naturels

et
Pi,Pi,P'v-,
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existent telles que
(1) IndM,Pn...ytY)oninr.n, = Q, pour s= 1,2,3,...

Cependant I’ensemble M(p'Lp'2,....,p'9 (dont le systéme déterminant
est

S'(Pi, pi,se+,p) = {Yp<:d )

est évidemment contenu dans lintervalle ypiR2.Ps (puisque, le sys-
teme S' étant régulier, tous les intervalles

UM 1.
ypi Z-pt —Y
nj>2—Px >ip &—p sPtPs ‘ Px

sont contenus dans l'intervalle y , <, I a formule (11) montre donc-
que les intervalles yplR2.r-, et ont des points communs.
Nous arrivons ainsi a deux suites infinies d’intervalles:

M5 haisie
et
Yp\' 1 Yp'w'il Yp'ip’
telles que chaque intervalle contienne le suivant et que les inter-
valles de méme rang dans les deux suites aient toujours des points
communs. On voit sans peine qu’il existe dés lors au moins un point
x0 commun a tous les intervalles de chacune de ces deux suites.
Le point x0 appartiendrait donc aux ensembles E et M, déter-
minés respectivement par les systtmes S et S', ce qui est impos-
sible, puisque ili est contenu dans CE. L’égalité (8) implique donc
une contradiction et le lemme est démontré.
5. Supposons maintenant que I’ensemble CE soit un ensemble
(A). D’aprés le lemme du § 4 nous avons

INdgE& — og T ---
donc, pour tout point x de CE:
Indxs <i &,

et par conséquent (d’aprés la définition des ensembles P (@) tous
les ensembles P (3) seront vides pour a”™ a,, ce qui entraine comme-
conséquence que la série (5) contieut seulement un nombre fini ou
une infinité dénombrable de termes non nuls. Tous les termes de
la série (5) étant des ensembles mesurables 72, nous en concluons
que CE (qui est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles

rcin.org.pl



42

mesurables B) est elle-méme mesurable B. Nous avons donc dé-
montré que, si CE est un ensemble (4), il est -mesurable B. L’en-
semble E est alors évidemment aussi mesurable B. Donc: si CE
est un ensemble (4), E est mesurable B. La réciproque de cette
proposition étant évidemment vraie (puisque, comme I’a démontré
M. Souslin dans la note citée, tout ensemble mesurable B est un
ensemble (4) "), nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme de M. Souslin: Pour qu’un ensemble {A) soit
mesurable B, il faut et il suffit que son complémen-
taire soit aussi un ensemble (d).

6. M. Souslin a construit un ensemble (4), E, dont le com-

plémentaire CE (par rapport a l'intervalle (0,1)) n’est pas un en-
semble (4) 2; la série (5) correspondante contiendra donc une in-
finit¢ non dénombrablé (de puissance N,) de termes Pla) qui seront
des ensembles non vides. Dans chacun de ces ensembles, choisissons
un point: nous obtiendrons ainsi un ensemble non dénombrablé de
points, Q (de puissance X,), situé dans lintervalle (0,1). Nous affir-
mons que I’ensemble Q est de mesure (lebesguienne) nulle.

Tout ensemble (4) est mesurable au sens de Lebesgue; nous
en donnerons une démonstration détaillée au § 7. Il en résulte que
tout complémentaire d’un ensemble (4) est aussi mesurable L. On
sait cependant que tout ensemble mesurable L est une somme d’un
ensemble de mesure nulle et d’une infinité dénombrablé d’ensembles
fermés ou vides (par conséquent mesurables B). Nous pouvons donc
poser:

(12) CE= iVf- M1+ Mt-f M3-f...,

6 Ceci résulte immédiatement des trois propriétés suivantes des ensembles 64) :
1) Tout intervalle est un ensemble (*4); 2) une somme d’un infinité dénombrablé
d’ensembles 64) est un ensemble (*4); B) un produit d’une infinit¢ dénombrablé d’en-
sembles (A) est un ensemble 64). Cf. la note de W. Sierpinski: ,Sur les dé-
finitions axiomatiques des ensembles mesurables Zu, insérée au numéro précédent
de ce Bulletin.

2 La classe de tous les ensembles (™) a évidemment la puissance du
tinu; donc, par un procédé bien connu de M. Cantor (par lequel on démontre
que la classe de tous les ensembles de points d’un intervalle a une puissance su-
périeure a celle du continu) on peut définir un ensemble E9 qui n’est pas un
ensemble (.4). Or M. Souslin a prouvé que son complémentaire GEO= EI est
un ensemble (™). La démonstration de M. Souslin, simplifiée par M. Lusin,
-sera publiée dans un mémoire ultérieur.
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ou m(N) = 0 (m(N) désignant la mesure lebesguienne de I’ensembleN),
et ou J/j, M2, Ms.... sont des ensembles mesurables B. donc, a plus
forte raison, des ensembles (4).

D’aprés le lemme du 8§ 4, pour tout n naturel nous avons:

IndMS = a,< Q

ce qui montre que, pour a” a,, les ensembles PM n’ont pas de
points communs avec M,, La formule (5) donne donc (li,, étant un
sous-ensemble de CE):

M,= \M nP~"
a< an
et par suite:
(13) *MnQ - ?MnP"Q
ct< an

Mais de la définition de I’ensemble Q il résulte que chacun des en-
sembles P (a)C contient au plus un point; la somme (13) contient
donc un nombre au plus dénombrablé de points et par conséquent
I'ensemble M,,Q est de mesure nulle. Nous arrivons donc a la con-
clusion:

(14) m(MnQ) — O, pour n= 1,2, 3,...
D’autre part, la formule (12) donne (Q étant un sous-ensemble de CE):
Q= NQ+ MI1Q4-MtQ+  (+ ...,
d’ou, d’apres (14) et dapres m(N) = 0:
mQ=0,cq f d

Soit maintenant (p une transformation biunivoque et continue
de lintervalle (0, 1). Désignons généralement par cp(x) le point en
lequel se transforme le point x par la transformation ([ et par cp(M)
I’ensemble en lequel se transforme I’ensemble M. Soit S = {dBI2..B}

le systtme déterminant de I’ensemble E\ tout intervalle de
ce systtme sera transformé par la transformation @ en un inter-
valle <p@,2.%), et le systtme S en un systeme (p(S). Il est bien

évident que cp(S) sera un systtme déterminant pour I’ensemble <p(E)
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et que ¢;(P(*) sera I’ensemble de tous les points x de cp(CE) — C<p(E)
pour lesquels

Indxq(S) = a;
nous aurons donc la formule:

fp{GE) = <p(P(0 -f <p(P@) + eeo+ Y(-PW)+ oot <PPEK)+ oo («<£>
qui nous permettra de démontrer, de la maniére dont nous lavons
fait précédemment pour la formule (5) relative a I’ensemble (?, que
I’ensemble cp(Q) est de mesure nulle.

Nous avons démontré qu’il existe un ensemble non dé-
nombrable qui se transforme en un ensemble de me-
sure nulle par toute transformation biunivoque et
continue de lintervalle). Cette propriété n’est donc nulle-
ment caractéristique pour les ensembles dénombrables.

En se fondant sur la propriété démontrée de I’'ensemble Q on
reconnait sans peine qu’il ne contient aucun ensemble parfait (puis-
que tout ensemble parfait peut étre transformé, par une transfor-
mation biunivoque et continue convenable de I'intervalle qui le con-
tient, en un ensemble de mesure positive 2). Nous avons ainsi un
exemple d’un ensemble non dénombrable qui ne con-
tient aucun ensemble parfait3.

7. Nous démontrerons maintenant le théoréme suivant:

Théorémel): Tout ensemble (A) est mesurable L.

Démonstration. Soit E'un ensemble (A) donné, S — {6h, }
son systéme déterminant régulier. Désignons généralement par
jginn-P") I’ensemble déterminé par Ié systeme

£1-9) = (15N
= 5% TNy Ry d..«@=123...

L’ensemble E< " T) sera évidemment situé dans I'intervalle onn.,A.
On voit aussi aisément que nous avons

a

Notre démonstration fait évidemment usage du principe du choix.
2 Cf. la note de W. Sierpinski (Sur une propriété générale des ensembles
de points) insérée aux C. K, t 162 (du 8 mai 1916).
3 Le probléme de I’existence de tels ensembles a été posé par M. L. Schaeffer
et résolu (a l'aide de lI'axiome de M. Zermelo) par M. F. Bernstein. Cf. A
Schoenfliess: Entwickelung der Mengenlehre etc., Erste Halfte (1918), p. 861-
4) Ce théoreme a été déja signalé par M. N. Lusin dans la note citée.
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<15) E= EW+ £EQ-f B>+...
et
<16) jgOW—9 — jK'W-fi)) j_ o

Grace ala théorie de mesure donnée par MLebesgue, on
sait qu’il existe, pour tout ensemble E, un ensemble i¥ mesurable
(L) contenant i? et tel que sa mesure soit égale a la mesure exté-
rieure de E. c’est-a-dire que

17) m(M) = mqE).

Désignons généralement par un ensemble mesurable (L)
qui est situédans l'intervalle dAR.p contenant  I’ensembleE"pin"'r’)
et tel que

<18) = mt(E " -p)).
Posons

(19) = +
et

(20) 1 WPIP2--Pt) __ JNOIiF2-*Pd) _j_ jfte(PiPt--Pa2)

Ces expressions seront des ensembles mesurables, en tant que som-
mes d’infinités dénombrables d’ensembles mesurables. Posons encore

<21) R=M—T,
(22) fOVPP) —RRZ-R)  JARZ -
et

(23) N=R-\--ARA"-f\

la sommation » s’étendant a tous les systemes finis de nombres

naturels pt, p2,... p,.

Observons tout d’abord que I’ensemble i¥ (contient, pourtout n
naturel donné, I'ensemble E (¥ nous en concluons,d’aprés (15) et
(19), que I'ensemble i contient I’ensemble E. Par conséquent, I’en-
semble

(24) Q— M—R

contient I'ensemble E (puisque, d’apres (21) et (24), nous avons
Q= MR les ensembles M et T contenant E). Or, d’aprés (21) et
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(24), Q est mesurable; nous avons donc, d’aprés (24) (Q contenant E):
mgE) siy m(Q)  m(M),

donc, d’apres (17):

(25) >»(<?) = m(M).

Or, dapres (21), B est contenu dans M\ les formules (24) et (25)
donnent donc facilement:

m(R) = 0.

De méme, en partant des formules (16), (18), (20) et (22) (au lieu
de (15), (17), (19) et (21)), nous trouverons:

— 0

pour tout systéeme fini de nombres naturels pl,p2,.. .ps.
D’apres (23), I'ensemble N est donc une somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles de mesure nulle; nous avons donc:

(26) m{JS) = 0.
Posons maintenant:

(27) P=M — N;

nous aurons,d’apres  (26): m(P) — m(M), donc, d’apres (17):
(28) m(P) = mgE).

Nous allonsdémontrer maintenant que I’ensemble P est contenu
dans E. Soit, en effet, x un point de I’ensemble P. L’ensemble P
étant, d’aprés (27), contenu dans ili, x est un point de M. D’autre-
part, dapres (27) et (23), nous concluons sans peine que X n’appar-
tient pas a I’ensemble R, c’est a dire, d’aprés (21), a I’ensemble M — T-
Donc x appartient & M sans appartenir a M — 2; il en résulte que
x appartient a I’ensemble T, donc, d’aprés (19), a un au moins des
ensembles (n— 12 3,...). Soit gl le plus petit nombre naturel,
tel que x appartienne a I’ensemble Miql. D’aprés (27) et (23), le
point x n’appartient pas a I’'ensemble R(@Q\ c’est-a-dire, d’apres (22),
a I’ensemble donc x appartient & J2(d) sans appartenir
a — T@); il en résulte que x appartient a I’ensemble TIg\ c’est-
a-dire, diapres (20), a I'ensemble

par conséquent x appartient a un au moins des ensembles
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(n= 1,2 3,...). Soit g2 le plus petit nombre naturel, tel que x ap-
partienne a I’ensemble Miqgd).

Généralement, supposons que nous ayons déja déterminé les in-
dices Vi, 122+e2;2* et fiue x appartienne a I’ensemble D’a-
prés (27) et (23), x n’appartient pas a I’ensemble .R&i«-«), c’est-a-dire,
d’aprés (22), a I'ensemble MER"IX)— IKw»-«*), nous en concluons,
comme précédemment, que x appartient a l’'ensemble 2Kij@ X\ par con-
séquent, daprées (20), a un au moins des ensembles JH®-»*")
(n= 12, 3,...). Nous désignerons par gx+l le plus petit nombre na-
turel, tel que x appartienne a I’ensemble

La suite infinie des nombres naturels ql:qiJgS]... sera ainsi dé-
terminée complétement et x appartiendra, pour tout y naturel, a I’en-
semble J/i«I®«*), donc a lintervalle d42.ifi Par conséquent x appar-
tiendra a chacun des intervalles de la suite infinie

95 313 PR |

ce sera donc un point du noyau E du systeme déterminant

Nous avons démontré de cette maniére que tout point x de P
appartient h E ce qui entraine I'inégalité

(29) m(P) * m¢E)

(m{(E) désignant la mesure intérieure de I’ensemble E).

Les formules (28) et (29) donnent:

wigE) ~ ni“E),

ce qui prouve que l’ensemble E est mesurable (L).

Notre théoréme est donc établi .

8. Nous arrivons a la généralisation du théoréme que nous
nons de démontrer.

Supposons qu’a tout systeme fini de nombres naturels
corresponde un ensemble (linéaire) AEJ12.X

Désignons par E I’ensemble de tous les points x, tels que pour
chacun d’eux au moins une suite infinie d’indices nl: n2Int,... existe
telle que x appartienne a chacun des ensembles

K Ko
I) Il résulte aisément du théoréme démontré que les ensembles ("a) et leurs

complémentaires ont la propriété de se transformer en ensembles mesurables (L)
par toute transformation biunivogne et continue de l’intervalle qui les contient.
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Nous dirons que I'ensemble E est le résultat d’une opération A,
effectuée sur le systeme d’ensembles

E — {E..in,.x}.

(Tout ensemble (4) peut donc étre regardé comme résultat d’une
opération d, effectuée sur un systeme d’intervalles S = {d,n..,, } et
réciproquement: l'opération A, effectuée sur un systeme d’intervalles,
conduit toujours aux ensembles (d) ).

On pourrait démontrer sans peine que |’opération A contient
comme cas particuliers la somme et le produit d’une infinit¢é dénom-
brable d’ensembles, ainsi que la limite compléte et restreinte d'une
suite infinie d’ensembles.

Supposons que les ensembles du systeme S =
soient tous mesurables L. Pour ce systtme nous pouvons répéter
mot a mot la démonstration du § 7, en remplagant seulement les
intervalles par les ensembles Eny.,x Nous avons donc le
théoréme que voici:

Théoréeme: L’opération A, effectuée sur un systéme
d’ensembles mesurables L, donne toujours un ensem-
ble mesurable L.

M. N. Lusin a démontré que I’'opération A effectuée sur un systéme d’ensem-
bles (.4) conduit toujours a des ensembles (4).
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Le «Bulletin International» de I’Académie des Sciences de Cracovie (Classe

des Sciences Mathématiques et Naturelles) parait en deux séries: la pre-

miere (ii) est consacrée aux travaux sur les Mathématiques, I’Astronomie

la Physique, la Chimie, la Minéralogie, la Géologie etc. La seconde série

(£) contient les travaux qui se rapportent aux Sciences Biologiques. Les

abonnements sont annuels et partent de janvier. Prix pour un an (dix
numéros): Série A... 8 K; Série B... 10 K

Les livraisons du «Bulletin International» se vendent aussi séparément.

Adresser les demandes a la Librairie «G. Gebethner & Cie»
Rynek GL, Cracovie (Pologne).
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