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Krotki rys teoryi funkcyj peryodycznych
jednej zmiennej.
(Kurzer Abriss der Theorie der periodischen Functionen einer Variablen)
napisat

De. Slacyd Deiwidishi.

L

Najdawniejsza metoda tworzenia i badania funkeyi, metoda Leib-
nitza?), polega na okresleniu funkeyi przez dane wyrazenie algebra-
iczne. Postepujac wedle tej metody, mozemy, celem utworzenia pewnej
funkeyi « zaleznej od zmiennej zespolonej z, poddawaé zmienna 2z
tylko czterem dzialaniom arytmetycznym.

Najprostsza funkeya w ten sposob otrzymana w postaci:

w=f@)=a,+a, 24 a, 2>+, ... an 2"

gdzie n przedstawia liczbe calkowita, a@,, a,, @y , . . @ zas dowolne
stale zespolone, zowie sie funkeya catkowita %% stopnia. Wtla-
snosci zasadnicze funkeyi calkowitej sa: 1) Funkeya calkowita jest
funkeys skonezong, jednowartosciows i ciagla dla wszelkiej skonczonej
wartosei z, tylko dla 2 = o« nieskonczenie wielks i to rzedu skon-
ezonego, a odwrotnie?), wszelka funkeya jednowartosciowa, skonczona
dla ealej plaszezyzny liczbowej, stajaca sie tylko dla nieskonczenie
wielkiej wartosci zmiennej niezaleznej nieskoﬁ;ienie wielka stopnia
skonczonego, musi byé funkeya catkowits. 2) Wszelka funkeya calko-
wita #»8° stopnia da sig rozlozy¢ na » czynmkow stopnia pierwszego
w postaei : =

f@) = n (2-2)) (5-19) - - - . (5-tn)
staje sie wigc na plaszezyZnie liczbowej % razy zerem. Widoczna stad,
) Leibnitz, G. G-, Opera omnia, coll. et distr. Dutens. 6 vol. Genevae 1768.

4. c. effig. cart. — ?) Poréwnaj: Durége H., Elemente der Theorie der Functionen ei-
ner complexen veranderlichen Grosse. Leipzig 1864, str. 116. §. 31.
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ze funkcya calkowita wszelka wartosé »razy przybiera; mozemy wiec
powiedzie¢, ze ma n punktow zerowych w skonezonoséei i » punk-
t6w nieskonczonosciowyeh w nieskoiezonosei.

Drugi rodzaj funkeyj ta metoda otrzymywanyeh, stanowi iloraz
dwoch funkeyj caltkowityech w postaci:

e 1@ syt st
B 4 W S

i tworzy tak zwang funkeya wymierna ms#® albo ##° stopnia, za-
leznie od tego, czy m albo » jest liczba wieksza. Wszelka funkeya
wymierna #8° stopnia jest réwniez w calej plaszezyznie liczbowej funk-
cya skonczong jednowartosciowa i ciagla z wyjatkiem » miejse, ozna-
czonych rownaniem f,(2) =0, dla ktérych staje sie nieskonczenie
wielka pierwszego rzedu.

Poniewaz licznik i mianownik formy ulamkowej f(2) mozZemy
sprowadzi¢ do stopnia jednakowego m =n =r, przeto widoczna takze,
ze wszelka funkeya wymierna »¢° stopnia kazda warto$é n.p. ¢ przyj-
muje » razy, czyli staje sie¢ na plaszezyznie liczbowej r razy zerem
i r razy nieskonezonoseig.

Funkeye calkowite i wymierne sa tylko szezegélnymi wypadkami
funkeyj ogoélniejszych, zwanych funkeyami algebraicznymi. Pod-
dajmy mianowicie ezterem dzialaniom arytmetycznym nietylko zmienne
niezalezna z ale takze jej funkeye #, to otrzymamy réwnanie:

fn(2) wr 4 fn.l(z)un'f ... . @u 4 f(z) =0

gdzie spolezynniki f;(z), f;(2) . . . . fu (2) beda funkeyami catkowitymi
ziiennej niezaleznej z. Funkeya # = F(z), okre§lona tem réwnaniem
ne® stopnia, zowie sie funkeyg algebraiczng #s° stopnia. Jest ona
funkeyy n-wartosciows zmiennej niezaleznej z, ezyli innymi slowy
przybiera dla kazdej wartosci z w ogélnoéei » réznych wartoéei, ktore
tylko w pewnych miejscach w zupelnosei lub czeseiowo w siebie
wpadaja.
: Koniecznym i wystarczajacym warunkiem, aby dana funkeya u =
f(2) byla algebraiczng, bedzie tedy ten, Zeby funkeya dla kaidego z
miala skoriezong ilo&é réznych wartodci i tylko w skonezonej liezbie
punktéw stawala sie¢ nieskonczenie wielkg rzedu skonczonego.

_ Funkeye algebraiczne tworzg grupe funkeyj w sobie zamknigts, .
nie prowadzaca do dalszego rozszerzemia pola funkeyj. s
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Zachodzi teraz pytanie, w jaki sposob mozemy nowe ro-
dzaje funkcyj w sposob naturalny potworzyé? W rzeezywistosei
uzywano od dawna drég roznych, aby déjsé do nowych rodzajow funk-
cyj. Rozszerzywszy naprzod pojecie potegi, jako funkeyi wykladnika,
dochodzi sie do funkeyi wykladniczej u = e* a przez jej odwro-
cenie do funkeyi logarytmicznej- # = log w. Juz Euler?'), Lagrange2)
i Lacroix 8) stosowali trzy wyZsze dzialania, jak potegowanie, pierwiast-
kowanie i logarytmowanie, do zmiennej niezaleznej z, przez co okreslali
nowe funkeye # = F(2), ktore dla pewnej wartosei z otrzymuja pe-
wne wartosei ». Wartosciom # odpowiadaja naodwrét pewne wartosei
2z, czyli z jest nowsg jakas funkeya zmiennej wu: z:= @ (u) =[F (u)] =1 %),
chociaz nie znane sg metody dojscia od pewnej wartosci » do szuka-
nych wartosei 2. _

Okreslenie funkeyj, rozszerzone w tym duchu, polega na tem, Ze
miedzy dwiema zmiennymi istnieje réwnanie F (u,2) = 0, w ktérem
lewa strona zloZona jest z siedmiu dzialan zmiennymi » i z i dowol-
nymi liczbami stalymi. Jedna zmienne » mozna tu uwazaé jako funk-
cye drugiej z, okreslong w formie zawilej ¥ (u,2) = 0. Ta droga nie
daje atoli zamknietej grupy funkeyi, nie domaga zreszta z dwoich
wzgledow. Po pierwsze nie widaé a priori, ze, gdy 2 dane, % mozna
oznaczyé, po drugie, gdyby nawet wynaleziono metode oznaczenia
W poszezegblnych wypadkach wartosei w, to nichy sie nie zyskalo, bo
.innej kombinacyi dziatai moznaby uiyé do tworzenia nowych réwnar,
\przez ktoreby nowe funkeye hyly okreslone.

Powyzsze okreslenie funkeyi zawarte jest w okresleniu ogélniej-
szem, wprowadzonem przez Jana Bernouillego*), wedle ktorego jedna
zmienne zowiemy funkeya drugiej, skoro zaleznosé jednej zmiennej od
drugiej jest skonstatowana, chociazby nawet nie znane bylo prawo
tej zaleznosei i analityeznie oznaczyé si¢ nie dalo. Na takiem nic nie

. dajacem okreslenin do zadnych wynikéw dojsé nie mozna, chyba, Ze
‘., sie przypisuje funkeyi, jak si¢ diugi czas dzialo, wlasnosei nie lezgce
© w jej okresleniu, jak eigglosé i rozniczkowalnosé.

y

Yy Euler, L., Introductio in analysim infinitorum. 2 vol. Lausannae. 1748,
4. fig. — ?) Lagrange, Legons sur le calcul des fonctions. Nouv. édit. Paris 1806.
jako tez — Théorie de fonctions analytiques. 2 édit. Paris 1818, 4. — 3) Lacroix,
S. F. Traité du Calcul different. et du Calcul intégral. 2 édit. 8 vol. Paris 1810—19,

- 4. fig, — *) Znaczkowanie przyjete przez matematykéw angielskich dla funkeyj od-
przy) P 24

wréconych. — *) Bernowilli, Joh., Opera omnia. 2 vol. Genevae 1744. 4. fig,
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Druga droga, prowadzaca do rozszerzenia pola funkeyj, uprawiana
chetnie od czaséw Legendre’al), Abla2) i Jacobi’ego?®) jest badanie catek
funkeyj algebraicznych, czyli poszukiwanie funkeyj, ktore danym ro-
wnaniom rézniczkowym algebraicznym zado$é czynia. Ta metody otrzy-
mano w istocie pokazne rezultaty. W calkach funkeyj algebraicznych
wymiernych albo zawierajacych pierwiastek kwadratowy z wielomianu
drugiego stopnia poznano funkeye skadinad znane, jak algebraiczne,
logarytmiczne, wzglednie cyklometryezne, natomiast doprowadzily po-
szukiwania nad calkami funkeyj, zawierajacych pierwiastek kwadratowy
z wielomianu czwartego stopnia w postaci: fF(z,\/Z) dz, gdzie
Z=a+4B:4+v:z2+ 3234 ¢2*% do odkrycia nowych nieznanych do-
tad funkeyj, ktore Legendre sprowadzil do trzech form typowych:

2 de = = = = d’ S
w=fR=rr=fat=po=fs=n

gdzie & ==\/1_,2gin2e, stworzywszy tym sposobem podstawe teo-
ryi t.z. calek elliptycznych, ktorg Jacobi ugruntowal.

W dalszym ciagu uogélniono zagadnienie, badajac calki w po-
staci wu=/F (2,\/ 2) dz, w ktéorych F' oznacza funkeye wymierna
z 2z i\/ 2, a8 Z funkeye calkowita zmiennej 2. Wykazalo sie tu, 7Ze
kazda funkeya wymierna z z i \/Z, gdzie Z jest wielomianem stopnia
(2p-1) go da sie¢ przeksztalcié na wymierna funkeye z zi\/X, jako

tez odwrotnie, gdzie X bedzie caikowitym wielomianem 2 p & stopnia.

Nazwano tez calki w postaci / F (z,\/X) dx, gdzie X przedstawia wielo-
mian (2 p -4 4) go stopnia, calkami hyperelliptyeznymi p & sto-
pnia [p>o0]. Jezeli w teoryi calek elliptycznych i hyperelliptycznych znalezé
du
dx
gdzie F przedstawia funkeye wymierna z « i y, zas y2 f(») t. j. cal-
kowitej funkeyi zmiennej z, to problem rozszerzony w tym duchu pro-
wadzi do poszukiwania calek v = f F (,y) dr, gdzie y czyni zadosé
réwnaniu algebraicznemu f (z, y)=0.

Calki tego rodzaju nazywajg sie¢ calkami Ablowymi. Poszuki-
wania Abla wykazaly, ze calki powyiZsze takie sprowadzié sie daja do
“trzech typéw zasadniczych, przezwanych calkami pierwszego, drugiego

sie ma funkeye czynigea zado$é rownaniu rézniczkowemu = F (z,9),

; 1) Legendre, A. M., Traité des fonctions elliptiques. 8 vol. Paris 1825—28. —

. %) Abel, N. H., Oeuvres complétes mathém. av. d. notes et développ. réd. p. Holmboe.

- 2 vols. Christiania 1839. 4. — %) Jacobi, C. G. J., Fundamenta nova theoriae func-
tionum ellipticarum Regiom. 1829. 4.
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i trzeciego gatunku. Calka pierwszego gatunku nie staje sie dla za-
dnej pary wartosci z, y, nieskonczenie wielka; calka drugiego gatunku
staje sie tylko w pewnych miejscach nieskonczenie wielka, i to rzedu
pierwszego; calka trzeciego gatunku staje sie w pewnych miejscach lo-
garytmicznie nieskonczong.

Glebsze studyum tych nowyeh funkeyj stanowi dzi$ jeden z naj-
bardziej interesujacych przedmiotéw nowoczesnej analizy. Problemem
odwrécenia otrzymanych funkeyj zdgczyli Jacobi i Abel nie oddzielnie
swe imie z ta teorya. O otrzymanych funkeyach odwréconyeh wspo-
mniemy tylko w krotkosci, Ze jak calce logarytmicznej:

ez Zz =logz odpowiada funkcya odwroeona wykladni-

= arc sinz funk-

cza: z=e", calce cyklometrycznej: u = f Y

1—2

cya goniometryezna: z=sinu; tak odpowiadaja catkom elliptyeznym,
hiperelliptyeznym i Ablowym nowe funkeye odwrotne o ciekawych
wlasnosciach, nazwane funkeyami elliptycznymi, hyperellip-
tyeznymi i Ablowymi.

Postepujaec metods réwnai réiniczkowych dochodzi sie w isto-
cie do bogatego zrbdla nieskonezenie wielu nowych funkeyj, zasa-
dniczo od siebie réznych; kaida z nich ma pewne jej wlasciwe
eechy, a oprécz tego maja one cechy wspolne dozwalajace je po-
dzieli¢ na rozlegle grupy. Przypatrzywszy sie blizej tej metodzie,
nie trudno zauwaZaé, Ze ona jest po czesei polaczeniem metody Leib-
nitza z metoda Bernouillego. Z metoda Leibnitza ma ona to wspdl-
nego, ze za podstawe poszukiwania stawia pewne wyrazenie anali-
tyczne, z metoda Bernouillego za$ to, Ze nie okresla funkeyi bezpo-
§rednio w skonczonej formie analityeznej, tylko wypowiada pewng
wlasnoéé funkeyi, laezaca ja z jej zmianami i podaje przez caltke, jako
wyrazenie niewykonane, tylko co najwyzej do obliczenia przygotowane,
pewien wigcej lub mniej szczegélowy problem do rozwigzania. Scislej-
sze studyum réwnan rézniezkowych przekonuje, Ze zasadniczo réine
funkeye maja wyrazenia réiniezkowe bardzo do siebie podobne i Ze
danym réwnaniom rézniczkowym nie mozna zawsze przez funkeye
ciagle zadosé uczynié, a czestokroé dochodzi si¢ nawet po zawilych
rozwazaniach réwnan rézniezkowych, zawierajaeyeh tylko jedn g zmienne,
do funkeyi wiecej zmiennych.

Iv.

Rzeczywisty postep w teoryi funkeyi stanowi uwolnienie sie przy
badaniu funkcyj od dawnego ograniczenia pola zmiennosci zmiennej

http //rC|n org. pI

e S e O LA A




8

‘niezaleznej do warto$ei rzeczywistych i wprowadzenie do poszukiwan
warto$ei urojonych albo zespolonyeh przez Gaussal) i Cauchy’ego 2),
przez co dopiero, jak to Abel i Jacobi przy badaniu funkeyj elliptycz-
nych zauwazali, nalezycie funkeye co do jej natury i wlasnosci opa-
nowaé mozna.

Jezeli do geometryeznego przedstawienia liczb rzeezywistych
wystareza prosta nieograniczona, to przedstawienie liczb urojonych
i zespolonych 2=z -y wymaga nieograniczonej plaszczyzny. Wyo-
brazmy sobie pewnag warto§¢é zmiennej niezaleine] z = z -+ yi
przedstawiong punktem na jednej plaszezyinie, odpowiednia wartos§é
pewng funkeyi % ={f(2) = X - Y% punktem na drugiej, tedy drogom
opisanym przez punkt z na jednej plaszezyznie odpowiadaé beds, je-
zeli w=1(s) jest funkeya ciagla, pewne drogi przez punkt » opisane
na drugiej plaszeczyznie,

Dla funkeyj jednowarto$ciowyeh, jakiemi sg }1 p- funkeye wy-
mierne, odpowiada wszelkiemu punktowi 2 jeden tylko punkt u,
wszelkiej krzywej punktu z, jedna tylko odpowiedna krzywa punktu .
Inaczej ma sig juz rzecz z odwroceniem funkeyi wymiernej, jak w ogol-
nosei z dowolng funkeya algebraiczng jako funkeys m-wartoSciows.
Kazdemu punktowi na plaszczyinie z odpowiada » punktéw réznych
na plaszezyznie w, ktore 'tylko dla szezegolnych punktéw 2z t. z.
punktéow krytyeznych czeSciowo lub wszystkie si¢ nakrywaja.

Przyjmijmy teraz na z pewng wartos¢ @ i obierzmy dla u je-
dne z » réznych wartosei funkeyi % n. p. w;, niech tedy opisuje
punkt z od punktu @ poczawszy pewna lini¢ ciagla, omijajgca punkta
krytyezne az do punktu b, tedy opisze punkt w linie eciagla poczawszy
od u, i dojdzie w koneu do punktu »‘;; linia ta bedzie jednoznacznie
okreslona, gdyZ w zmienia si¢ wszedzie jednoznacznie préez punktow
krytycznych. Jezeli punkt z opisuje pod tymi samymi warunkami inng
linie ciagla, nieskoriczenie zblizong do pierwszej, to punkt u opisze
takze nowsg linie ciggly, z u, wychodzaca, do pierwotnej nieskoncze-
nie zblizona i wréci do punktu u’y, skoro z dojdzie do b. Podobnie
moze punkt z opisywaé wiele drég innych z punktu @ do b, a punkt
u bedzie si¢ poruszal zawsze z u, do w'; — oczywiScie pod zalozeniem,
ze drogi przez z opisane nie przechodza i nie otaczajg Zadnego

) Gauss C. F. Demonstratio theorematis omnem functionem algebraicam, ra-
tionalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus re-
‘solvi posse. 3 pts. Gottingen. 1799 — 2) Cauchy A. L. Cours d’analyse de I’Eeole
Polyt. Paris. 1821. 8. — Mémoire sur les intégrales définies prises entre les limites
imaginaires. Paris. Debure. 1828, <
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punktu krytyeznego, bo dla takiego ma % wspélne wartosei, a przeto
dalszy pochéd zmiennej » w kilku kierunkach mozliwy.

Widoczna stad, Ze punkt # opisze krzywe zamkniets, jezeli
punkt z opisze krzywe zamknieta, nie przechodzaca przez punkta kry-
tyczne i nie otaczajaca takowych. Jezeli droga zamknigta przez z
opisana otacza punkt krytyezny, to # moze dojsé w koicu do punktu
roznego od punktu wyjscia u,, chociaz z wréei do a.

Pytanie, czy mozliwg jest rzecza wyznaczyé dla danej funkeyi
n-wartosciowej takie drogi okrazne dla punktu z z @ wychodzacego,
azeby droga przez w opisana, a wychodzaca z jednego punktu u,
punktowi @ odpowiadajacego, przeszla przez wszystkie inne punkta
odpowiednie u,, %y .. %,, i wrocita do punktu #,. W odpowiedzi na
to wazne pytanie przekonuje nietrudne rozumowanie, Ze, n. p. przy
funkeyach algebraicznych prostych (irreductibilis), takie drogi okrezne
dla z wynalez¢ mozna. /

Aby daé obraz jasny i przejrzysty o zwigzku wartosei w funkeyach
wielowartosciowych wprowadzil Riemann?) g$rodek uzmyslawiajacy,
nadzwyeczaj wazny dla rozwoju teoryi funkeyj w ogélnosei.

Wyobrazmy sobie, w miejscu jed nej plaszezyznyz, » plaszezyzn na
sobie polozonych, tedy w miejsce jedne go punktu z bedziemy mieliz
punktéw nad soba lezacych, przedstawiajacych te sama liczbe zespo-
lorg z=x-+yi =r@p; niech odpowiada teraz punktowi 2, = a pierwszej
plaszezyzny z gory jedna wartosé w, funkeyi n-wartoSciowej u=f(2),
punktowi nad nim polozonemu drugiej plaszezyzny z gory, wartosé u,, itd.,
ostatniej plaszezyzny, na dole polozonej, wartosé u,, to funkeya n-war-
tosciowa u="{ (2) przedstawi sie wskutek tego, jako funkeya jednowarto-
$eiowa punktéw zmiennych z, rozmieszezonych na # plaszezyznach na
sobie polozonych. Poszczepiajmy teraz w mysli te plaszezyzny 2 na sobie
ulozone odpowiednio do wspélnyech wartoSei » pewnemu z przyna-
leznych, w poszezegélnych punktach krytyceznych, a przeciawszy dwie
po sobie nastepujace plaszezyzny wzdluz linij ciaglych laczacych
odpowiednie dwa punkta krytyezne, polaczmy w mysli w tym prze-
kroju prawy brzeg plaszezyzny dolnej z lewym brzegiem goérnej w tym
celu, aby stosownem ruchem punktu 2, z jednej wartosci zmiennej u
mozna dojsé do innyech, otrzymamy t. z. powierzchnie Rieman-
no ws kg, odpowiadajaca danej funkeyi n-wartosciowej. Zauwazaé tu
wypada, Ze jest rzecza zupelnie obojetna, jaki zbiér wartosei » pierw-

1) Riemann B., Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen
einer verinderlichen complexen Grosse. Gottingen 1851.
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szej plaszezyinie gérnej odpowiada, zalezy to od wyboru linii prze-

kroju laczacego punkta krytyezne, a ten jest zupelnie dowolny; linia

przekroju przyjeta miedzy punktami kryteeznymi, nie odgrywa tez

zreszta Zadnej osobliwszej roli na powierzehni Riemannowskiej, jak

5 tylko laczenia ze soba plaszezyzn na sobie polozonych ; kaide przejSecie

* punktu z przez lini¢ przekroju sprowadza go do nastepnej plaszezyzny
dolnej, po n-krotnem przejéciu linij przekroju wraca punkt z znowu
do pierwotnej plaszezyzny; wartosciom funkeyj w punktach z lezacych
na linii przekroju nie przypada zresztg zadna osobliwsza wainosé.

: E u X

= 8 ar 3/ 2
; " W nowszych czasach rozwinela sie¢ pod wplywem Weierstrassa t),
‘A‘ X)rofesora unlwersytetu Berlinskiego, nowa metoda badania i tworzenia

; “ funkeyj jedno i wielowartoéciowych, wolna od geometrycznego uzmy-
. ' slowienia za pomoeg powierzechni Riemannowskich, a odznaczajaca sig
\\vzaréwno prostota jak naturalnoseia.
| Jezeli funkeye algebraiczne okreslaja sie za pomoea skonezonej
| liezby ezterych dziatan arytmetycznyeh, do zmiennej lub jej funkeyi
stosowanych, nasuwa sie samo przez si¢ pytaunie, czyby nie mozna
uwolni¢ si¢ od tego ograniczenia, poddajac zmienna nieskonczenie
wielu dzialaniom tego rodzaju. Rozszerzajac w ten sposéb okreslenie
funkeyj algebranicznych, otrzymuje sie w miejscu funkeyi calkowitej
szereg nieskonczony, wedle poteg zmiennej z postepujacy eczyli t. z.
szereg potegowy w postaci:

L
= Za, 2" = ay + a,2 + a,2> 4+ . . . in inf. = P(2)
n=0

albo nieskonezony iloczyn w postaci:
o s

u=1IHEz—a) = —a,)z— ay)...(Z—ay,) ... in inf;
n=1
w miejscu funkeyi wymiernej ulamkowej iloraz dwéch szeregéw po-
tegowych:
u__a0+alz+a222+...+anz“+.

by + bz 4 b2 4+ . .. 4 b +

albo iloraz dwoéeh iloczynéw nieskonezonyeh

(—a)(#—ay) . . . (—an) . . .

E—B)e—P:) - - - —B) - - -

gdzie an b, an, B, i 2 moga oezywiscie przybieraé takie wartosei ze-
spolone.

% =

') Weierstrass C. Mathematische Abhandlungen aus den Monatsberichten der
Berliner Akademie. Berlin 1856—76. 8.
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Rozszerzona w tym duchu ogoélna funkeya algebraiczna okresli
si¢ rownaniem F (u, 2) = 0, gdzie F (u,z) wyobraia szereg potegowy
ze wzgledu na z i », rownanie przedstawi sie wiec w postaei:

fo(2) + fi(2)u 4+ fo(z) > 4 . . . + fu(®)w* 4+ . . . in inf.=0
albo (w—Z,)(u—2%Z5) . . . (w—2Z,) . . . in inf=20
gdzie fy(z) i Z, sa funkeyami wymiernymi albo nawet szeregami pote-
gowymi zmiennej z. Tak okreslone nowe funkeye nie beda jui alge-
braieznymi, i nazywaja sie w ogolnodci funkeyamiprzestepnymi.

Szeregi i iloczyny nieskonczone maja dla poszukiwai widocznie
tylko wtedy pewne znaczenie, gdy suma wzglednie iloczyn nieskon-
czenie wielu czlonow, z ktorych sie one skladaja sa skonezone i okre-
slone. W tym wypadku nazywaja sie szeregi albo iloczyny zbieZnymi,
W przeciwnym razie rozbieZnymi.

Zbieznosé szeregbw potegowych zawisla w ogélnosci od wartosei
zmiennej. Zbior tych wartosei zmiennej z, dla ktéryeh pewien szereg
potegowy $B(z) jest zbieznym, nazywa sie zakresem zbieznosei
szeregu. Jest on zbieznym dla wszelkiej wartosci z, tedy jest jego
zakres zbieznosci nieograniczonym; zawisla jego zbieznosé nie
tylko od wartosei zmiennej z, ale takze od porzadku dodajnikow, tedy
nazywa sie szereg warunkowo zbieznym.

Bezposrednio z okreslenia zbieznosei szeregéw wyplywa:

1) Wszelki szereg potegowy jest zbieiny, gdy szereg bezwgle-
dnyeh wartosei jego czlonéw jest zbiezny, a to stanie sie stosownie
-do kryteryum Cauchy’ego, jezeli

20 | |
——_Ia“jh‘ ‘1[ = [8ap| 2] <1 ezyli lz] < 'a"“ )
an 2" ] k]

2) Wszelki szereg potegowy, ktorego wyrazy, bezwzglednie biorae,
sg po kolei mniejsze od odpowiednich wyrazéw innego szeregu hez-
warunkowo zbieznego, jest réwniez szeregiem zbieznym.

Opierajac si¢ na tych zdaniach mozna z latwoscia wykazaé, ze
szereg potegowy zbieiny dla z,=a+ bi =r, bedzie takie zbieznym
dla wszelkich wartosci z, ktoryeh wartosé bezwzgledna jest mniejsza
od |g| =V abr=r.

Jeieli szereg potegowy nie jest nieograniczenie zbieznym, tedy
moina zawsze znaleié taka warto§é |z =r, ie szereg bedzie zbiei-
nym tylko dla wartosei z bezwzglednie mniejszych od r, za$ rozhiez-
nym dla wartosei z bezwglednie biorge wiekszych od #, podezas gdy

1) Znakiem |a--bi, oznacza sig wedle Weierstrassa bezwzgledng wartosé r
liczby zespolonej a=-bi=r4g.
/
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dla | z| =7 o zbieznosci szeregu nie podobna w ogélnosei/ rozstrzy-
gnaé. Wartosé » jest tedy gérna granica bezwzglednych wartodei,
wszelkich wartosei zmiennej 2z z zakresu zbieznosci danego szeregu
potegowego. —

Jezeli przedstawimy wszystkie wartosci z w obrehie zbieZnosei
danego szeregu potegowego punktami na plaszezyznie, tedy przedstawi
sie zakres zbieznosci szeregu geometrycznie powierzchnia kola, z pun-
ktu z=0 promieniem r zakreslonego, ktére nazywa sie¢ kotem zbie-
zZno$eci szeregu. Punkta wewnatrz kola odpowiadaja tym wartosciom 2,
dla ktérych szereg jest zbieZnym, podezas gdy dla punktéw zewnatrz
kola lezacych bedzie szereg rozbieznym, a dla punktéow samej linii
kolowej pozostanie kwestya zbieznosei w ogélnosei nieoznaczona.

Zakres zbieZzno$ci szeregu nieograniczenie zbieznego przedstawi
sie geometrycznie cala plaszezyzna liczbowa. Suma, réznica lub ilo-
czyn szeregéw potegowyeh bezwarunkowo zbieznych daja nowy szereg
potegowy bezwarunkowo zbiezny, ktérego zakresem zhiezno$ei bedzie
wspbélne pole zbiezno§ci danych szeregow. Dwa szeregi zga-
dzajace si¢ dla wszystkich wartosei w obrebie kola |z| <<r muszg
mieé¢ tez wspélezynniki kolejno réwne.

Niech bedzie P(2) =ay+ a, 2+ a, 224 . . . szeregiem potego-
wym zbieznym wewnatrz kola o promieniu » (Fig. 1.); przyjmijmy
w obrebie tego kola pewien punkt a
i podstawmy w szeregu z = a -} h,
gdzie |a| 4 |h| << r; uporzadkowaw-

\ szy teraz szereg wedle poteg h ezyli

Fig. 1.

z-a, otrzymamy z szeregu P (z) nowy
szereg potegowy w postaci:

P (z-a)=by+by (s-0) + by (s-a)* + . .
dla ktérego kolo zhieznosei bedzie
mialo promien p=7-|a|, przedstawi
sie przeto jako kolo z punktu a, jako
$rodka promieniem p wykreslone, a
wiee styezne wewnatrz kola (). W obre-
bie kola (p) (Fig. 1.) przedstawi si¢ wartosé funkeyi dwoma szeregamij
potegowymi, raz szeregiem P () wedle poteg z postepujacym, drugiraz
szeregiem P (z-a) wedle z-a. Oba szeregi musza sie zgadzaé co do
swych wartosei dla wszystkich punktow wewnatrz kola (p) polozonych.
Szereg potegowy P(z) nie ma weale znaczenia zewnatrz kola (r) jako
swego prawdziwego kola zbieznosci, szereg potegowy P (z-a) musi
mieé¢ znaczenie w obrebie kola (p =1-|a|); zdarzyé sie moze jednakze,
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e prawdziwe kolo zbieinosci szeregu P(z-a) ma promien wiekszy od p
n. p. r; >r-|al, tedy zakres waznosei szeregu ¥ (s-a) wystepuje poza
kolo (), a funkcya okreslona szeregiem B (z) otrzymuje w tym wy-
padku znaczenie takze dla takich punktéw po za kolem (r), dla ktd-
rych przedtem jej szereg potegowy nie mial znaczenia.

Taki szereg P(z-a), ktérego waznos§é rozciaga sie po za kolo (r)
nazywamy dalszym ciagiem albo pochodem funkeyi szeregiem

B (2) okreslonej. Szczegélowe rozwazanie wykazuje, Ze jest rzecza zu-

pelnie obojetna, jakim pochodem funkeye f(2) dla pewnego punktu z
nie lezgcego wewngtrz kola () okreslimy, byle otrzymany nowy szereg
byl waznym takze dla tego punktu. Waznos§é funkeyi f(z) da si¢ w ten
sposob dalej rozszerzyé.

Mozliwa jest rzecza, ze przy kazdym dalszym pochodzie,
utworzonym z szeregu ‘B (z-a), odpowiednie prawdziwe kolo zbiezno--
gei ma takg samg wlasno§é, co poprzednie. Otrzymane szeregi roz-
szerzaja tedy waznodé funkeyi jeszcze dalej. Jako punkta @, $rodki
nowyeh kol zbieznosei, mozemy obraé punkta wewnatrz kola lezace
w poblizu obwodu albo nawet na samym obwodzie, skoro poprzedni
szereg ‘B(2) jest dla takiego punktu zbieznym. Jezeli przy tem poste-:
powaniu nie natrafimy na taki szereg B (z-a), ktorego kolo zbieznosei
byloby nieskonczenie malem, tedy ma funkeya wszedzie wartosé skon-
czong jednowarto$ciows; jezeli zas to zaloZenie nie dotyezy wszystkich
pochodéw funkeyi, tedy natrafiamy na punkta osobliwe, dla ktérych
funkeya nie jest okreslona. Nie trudno udowodnié, Ze na obwodzie
prawdziwego kola zbiezno$ci szeregu $B(z) istnieje przynajmniej je-
den punkt taki {, w ktérego otoczeniu promien r, jest nieskonezenie
malym, dla ktérego wiec funkeya nie moze byé okreslong. Punkta ta-
kie zowiemy punktami krytycznymi albo miejscami granicz-
nymi funkeyi f(z).

W ogélnosci da sie zawsze z danego szeregu potegowego P (2)
zbieinego w obrebie kola (r), wyprowadzi¢ nieskoficzenie wiele in-
nych szeregéw zbieznych, nazwanych dalszym ciggiem pierwotnego
szeregu potegowego. Zbiér wszystkich tych szeregéw potegowych wy-
prowadzonych z danego szeregu potegowego tworzy t.z. utwor anality-
czny, a funkeya tym zbiorem przedstawiona nazywa sie funkeya ana-
lityczna; kazdy poszezegdlny szereg potegowy wjej sklad wehodzacy
nazywa sie elementem utworu analitycznego, pierwszym szeregiem
okre§lonego, albo elementem funkeyjnym. Szezegélna wartosé 2
bedzie tylko wtedy wartoscia, jaka przyjaé moze zmienna niezalezna z
w funkeyi analitycznej, pewnym szeregiem potegowym okreslonej, je-
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zeli da si¢ wyprowadzié¢ z danego szeregu potegowego za posredni-
ctwem skoniezonej liczby szeregow posrednich nowy szereg taki, Zeby
punkt 2 lezal w obrebie zbieznosci tego nowego szeregu. Wartosé u’,
jaka ten nowy szereg dla z-a =2’ otrzymuje, nazywa sie przynaleing

wartoscia funkeyi analitycznej. Wszystkie z danego szeregu potegowego

powstale szeregi czyli elementa funkeyi tworzg jednolita calo§é taka,
ze 7 ktoregokolwiek elementu wszystkie inne potworzyé sie dadza.
Powyisze okreslenie funkeyi analitycznej miesei sie w okreleniu
ogélniejszem : Niech bedzie
= P (e-a) =By + by(c-a) 4 by(e-a)* - . . .
pewnym elementem funkeyi analitycznej;
potéimy z-a = ¢t + 22 4 ... =¢({) — a, gdzie ¢ ()

przedstawia szereg potegowy zbiezny w pewnym zakresie, to otrzy--

mamy z szeregu  (2-a) nowy szereg
u=="b,+dt+d2+4...=3L(

ktory mieé bedzie z szeregiem ¢ () pewien wspélny zakres zbieznosei.
Obydwa réwnania z=1¢(¢) i =1 (f) przedstawiajg tedy w pew-
nym zakresie te same pary wartosei w, 2z, co szereg uw = P (z-a).

Wedle .tego bedzie elementem funkeyi analityeznej
zbidér wartosci u,z ktore sie przedstawiajg dwoma sze-
regami potegowymi z=¢ (f)yu =<4 (f)o wspoélnym zakre-
sie zbieznosci. (Jak latwo zauwazaé dojdziemy z tego okreslenia
do poprzedniego, jezeli polozymy ¢ (¥) = a -+ ¢ czyli z-a = ¥).

Chodzi teraz o to, aby z elementu tak okre§lonego dojsé¢ do dal-
szego ciaggu funkeyi.

Polézmy w tym celu w miejscu zmiennej ¢ szereg potegowy
t=a,v4 a2+ ... ktory w pewnym zakresie dla kazdego v

jedno ¢ wyznacza, tedy otrzymamy z danego elementu funkeyi nowy.

element 2 = ¢, (v) iw = 3, (v) ktéory w pewnym obrebie spada z pierw-
szym elementem i dostarcza oraz wiele innych par 2z, w, ktére pierwszy
element nie zawiera, przeto stanowi dalszy ciag pierwszego elementu.

W podobny sposéb mozemy za v postawié nowy szereg potegowy
wedle z, aby dalszy przebieg funkeyi otrzymaé i tak postepowaé tyle
razy, ile sie podoba; wszystkie tak otrzymane elementa tworza
z pierwszym elementem ciagla ecalo§é i okreslajg ogélng funkeye
analityczna. Elementa nieskonczenie dalekie t. j. takie, dla kté-
rych wartoSei z i » razem lub pojedynczo stajs sie nieskornczenie
wielkimi, zaliczymy takZe do funkeyi analitycznej, jezeli je jako dalszy
cigg pierwszego elementu funkeyjnego otrzymaé zdolamy.

http //rcm 0rg. Dl
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Powyisze okreslenie ogdlne funkeyi analityeznej miesei w sobie
takze funkeye wielowarto$ciowe.

Jezeli okreslimy bowiem element funkeyi analitycznej przez
~ szeregi potegowe:

z-a =aAt>‘ e gt - hiint
wb=byt +b, &'+ ... ininof

to dla A = 1 bedzie » w kazdym razie jedowartos$ciowa funkeyy
ilosei z-a, przedstawiajaca si¢ w postaci:

za \ p z-a

u-b=(“>\ ) sB(“A

podobnie bedzie z tylko wtedy jednowartosciowa funkeys zmiennej
u-b, jezeli takie m = 1. Jezeli za§ N> 1, wtedy

z-a \ M. z-a \ B11 2-a % z-a L;\}
Bl ) el ) s (G
przeto % bedzie funkecya wielowarto$ciowa zmiennej z i to
najwyzej » — wartoseiowa. W tym wypadku zdarzyé sie musi, Ze
przeprowadzajac funkeye z pewnego elementu, dla punktu a
okreslonego, przez rézne elementa posrednie, napowr6t do punktu
wyjscia, nie otrzymamy w tym punkeie pierwotnego szeregu potego-
wego dla w; dalsze elementa funkcyjne przykrywaja w tym razie
plaszezyzne liczbowa lub jakakolwiek jej czesé kilkakrotnie, tak,
ze funkeya analityezna, danym elementem okreslona, staje sig¢ tylko
na powierzchni Riemannowskiej jednowarto$ciows.

Jezeli u jest jednowartosciowa funkeya z, i odwrotnie # jedno-
wartoseiowsg funkeys », tedy nazywamy takie funkeye jednolitymi;
one moga sta¢ si¢ takie wielowartosciowymi, jednakze tylko w szcze-
gélnych punktach osobliwyech, dla ktéryech spolezynniki
ay, by w szeregach:

s=ay+ a, (t-1) + a; ((-) 2+ . . .

u=1by+ by (t-1) + by (t-1) 2+ . . .
staja sie zerami i z tych miejsc moga woéwezas wychodzié rozmaite
galezie funkeyi. PrzejdZmy teraz niektére rodzaje funkeyj przestepnych
jednowartosciowych.

s
Najprostszy rodzaj funkeyj przestepnych, nawiazujacy si¢ najna-
turalniej do funkeyj wymiernych catkowityeh, okreélajg szeregi potegowe
nieograniczenie zbieine w postaci:
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u=G @) =ay+a 2+ a, 24 ... gdzie lim ‘—al'til=0.

n=o00 | ¥n \

Funkeye niemi okreslone nazywaja sie tez w przeciwstawienin
do funkeyi calkowitych wymiernych funkecyami calkowitymi
przestepnymi.

Dla wartosei skonezonych zmiennej niezaleznej z nie masz
wlasciwie zadnej istotnej réznicy -miedzy - obydwoma rodzajami
funkeyj. Bezposrednio widoczna, 7ze kazdej skonczonej wartosei
z odpowiada pewna skonczona warto$¢ funkeyi calkowitej przestepnej
w =1 (2), ze warto$¢ » funkeyi zmienia si¢ ciagle ze zmiana zmiennej
niezaleznej, ze dla tej funkeyi istnieja funkcye pochodne wszelkich
rzedéw, ktore sa takze calkowitymi funkeyami przestepnymi.

Wiasciwa roznica miedzy obydwoma rodzajami funkeyj moze tylko
zaj§¢ w tym wypadku, gdy zmienna niezalezna z staje si¢ nieskoneczenie
wielkag. . : :

W istocie nietrudno wykazaé ze, podezas gdy. funkeya calko-
wita wymierna dla nieskonczenie wielkiego z staje si¢ nieskonczenie
wielka rzedu skonczonego, funkeya calkowita przestepna staje sie
w nieskonezono$ei nieoznaczong i nieokreslong do tego stopnia, Ze
dla 2z = o wszelka warto§é skoriczona i nieskonczong przybie-
ra¢ moze.

Takie punkta osobliwe a, dla ktérych funkeya jednowartosciowa
przybiera¢ moze wszelka wartosé dowolng, nazywaja sie krytyeznymi
punktami funkeyi, wedle Weierstrassal) miejscami granicznymi.

Funkeye calkowite przestepne zmiennej z sa wedle tego fun-
keyami jednowartoSciowymi o jednym miejscu granieznym w nieskon-
€Z0nosei.

Wstawiwszy w szeregu nieograniczenie zbieznym w# = P (2)

z = —xL-&" otrzymamy przez szereg u=§1§(x—_la-) okreslona funkeye

przestepna o jednym miejscu granicznym w punkeie z = a.

Ogélny ksztalt jednowartosciowej funkeyi o % punktach kry-
tyeznych a;, @, . . . @, przedstawi sie wedle tego w najprostszy spo-
s6b sumg funkeyi jednowartosciowych o jednym punkecie krytycznym
a, ezyli wzorem :

e=w() +0(l) 0. ()=Zv (=)

o) Woeierstrass K. Zur Theorie der eindeutigen ahalytischen Functionen. Aus
den Abhandlungen der Konigl. Akademie der ‘Wissenschaften zu Berlin. 1877, S
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Jezeli funkeya jednowarto$ciowa ma jeden punkt krytyezny
w nieskoniczono$ci, a oprécz tego staje sie zawsze skonezong, tedy
przedstawia sie, jak wiemy, w postaci szeregu nieograniczenie zbiez-
nego u = P(2); staje si¢ jednakze funkeya w pewnych miejscach ¢,
nieskoriczenie wielky rzedu skoriczonego w,, tedy jej postaé bedzie
widoeznie

=3 a+azsta+ ... =$(Z)
(z-¢) By (2-¢0) By .. . (gcn) By 9(2)
gdzie g(2) jest funkcya wymierng calkowita.

Trudniejsza juz bedzie rzecza utworzyé funkeye jednowartosciows,
ktéraby miala jeden punkt krytyczny w nieskonczonosei, a opréez
tego stawala sig w nieskoniczenie wielu miejscach ¢, nieskodi-
czenie wielka. Chodzi tu bowiem o utworzenie funkeyi jednowarto-
sciowej, ktoraby w tych miejscach stawala sie zerem a opréez tego
nigdzie indziej.

Przedstawienie tej funkeyi nasuwajace sie z gory analogicznie

do tworzenia funkeyj -calkowitych bhyloby moze mozliwe w po-
0

staci iloczynu o nieskoriczenie wielu czynnikach ]-I (z——c,\)
: A=1
Iloczyn ten nieskoniczony musimy jednakze zarzucié, gdyz jest na

0
z :
pewno rozbiezny. Formy iloczynu I I 1 __,,7\ juz predzej mo-
e A

zna by do przedstawienia szukanej funkeyi uzyé, ale i ten iloczyn
bedzie rozbiezny, skoro wedle prawidel zbiernosei iloczynéw szereg

1 1 A= 1
et =2
< 2 A
jest rozbieiny. Zachodzi teraz pytanie, czy nie da sie zatrzymaé

forma iloczynu nieskoriczonego, jezeli poszczegélne czynniki przyjmg

2
ksztalt (1— —c:) E,(2), gdzie E,(s) ma oznacza¢ jaka§ funkeye
< 2
obrana tak, Zeby iloczyn nieskonczony u = 2 [( e T)E (z)]
P A
A=1
byt zawsze zbiezny. Funkcya nowa E,(2) musialaby byé widoeznie
jednowarto$ciows, niestawaé sie nigdzie dla skonezonych z nieskon-
czenie wielka, a w koficu nie moglaby takze nigdzie stawaé si¢ zerem.
Nie trudno wykazaé, ze szczegblng taka funkeys skorczong jednowar-
toéciowa o jednym tylko punkcie krytycznym w nieskoficzonosei, ktéra
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by dla zadnego skofczonego z nie stawata si¢ ani 0 ani oo, jest
2

funkeya wykladniczai)_E(z) =14 % + % e ¢ skad bezpo-

grednio wynika, ze wszelka funkeya tego rodzaju musi sie przedstawié

w postaci u = Gotaitasdt... 06 gdzie g(2) jest funkeya

catkowita wymierng albo przestepna. W obec tego otrzymamy ksztalt

funkeyi jednowartosciowej przestepnej, ktéra w nieskoniczenie wielu
miejscach staje sie zerem, w postaci iloczynu nieskonczonego:

= [[(- )l (- 2)]

w ktorym funkeye calkowite g,(2), gz(z) . . . zawsze tak obraé
mozna, aby iloezyn byl nieograniczenie zbiezny.

Ogélny ksztalt funkeyi jednowarto$ciowej przestepnej o jednym
punkeie krytyeznym (granicznym) w nieskorniczonosei, ktora staje sig

précz tego w nieskonczenie wielu miejscach ¢, ¢, ¢5, . . . nieskon-
czenie wielkg, bedzie wedle tego
B(2) s
- =
[Tl apils
- Cn
n=1

gdzie P(z) i P,(¢) przedstawiaja dwa rozne szeregi nieograniczenie
zbiezne. Wszystkie funkcye jednowartos$ciowe z jednym
punktem granicznym wnieskoniczono$ci mozemy wiee wo-
gélnosei przedstawi¢ w postaci ilorazu dwéeh szeregdw nieo-
graniczenie zbieznych, albo co na jedno wychodzi, w postaci
ilorazu dwéech iloczyndw nieskonczonych, nieogranicze-
nie zbieznych.

Podstawiwszy w takiej funkeyi ;1_—a zamiast z otrzymamy funkeye
o jednym miejscu krytyeznym z—a.

Wszelka funkeya jednawartoSciowa zmiennej 2z, ktéra ma » miejse
krytyeznych ay, a; . . . a,, a oprécz tego staje sic w nieskonczenie
wielu miejscach nieskonczenie wielka da sie wyrazié w jednej z postaci

e (*’“’\) o _g@( )

TR o

Y Patrz niZej str. 22 i nastepnie.
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Odwrotnie przedstawiaja oba wyrazenia funkeye jednowarto$ciows
2, ktéra ma zmiennej » miejsc krytycznych, podezas gdy liczba
miejsc wzglednie krytyeznych t. j. nieskonczonosciowych jest nie-
ograniczona; funkeye calkowite przestepne G;, G, . . . moga byé
dowolnie obrane.

Tem nie sa jeszeze wyczerpane wszystkie funkeye jednowarto-
sciowe; owszem istnieja funkeye jednowartosciowe, ktore maja nieskon-
czenie wiele miejse krytyeznyeh tworzacych albo cale linie albo po-
wierzehnie na plaszezyznie liczbowej. Dodajmy do tego jeszcze nie-
zliczong ilo§¢ mozliwyeh funkeyi wielowartosciowych a poznamy, jak
ogromna musi byé rozmaito$é funkeyi analityeznych; trudno nawet
pomysleé, azeby te rozmaitosci szczegélowemi poszukiwaniami mogly
by¢ kiedy wyczerpane.

W obec tego nasuwa sie pytanie, jakie tez funkeye przestepne
maja wlasno$ci tak wybitne, Ze ich waZnoéé wystepuje na plan pier-
wszy. Rozwiazaniem tego pytania zajmiemy sie w nastepujacych
ustepach.

VIIL

Na pytanie dotyczace waznosei funkeyj przestepnyeh, ktorych
nieprzejrzana mnogos¢ w poprzednim ustepie rozwineliémy, nie po-
dobna z zupelng stanowczo$cia odpowiedzieé, juz choéby z tego
wzgledu, Ze pytanie samo nie jest blizej okreslone. Rozmaite tez mu-
sialy by¢ nan odpowiedzi.

Skoro teorya t. z. calek elliptyeznych doprowadzita do odkrycia
nowych funkeyj, zwrécono sie do badania takich funkcyj przestepnych,
ktorych pochodne sa funkeyami algebraicznymi, wysuwajac je na plan
pierwszy. Poszukiwania w tym kierunku przedsiewziete doprowadzily
w dalszym ciagu do funkeyj hyperelliptycznych i Ablowych, a przeto
zwrocily uwage matematykow na takie funkeye przestepne, ktérych
pochodne dogadzaja réwnaniom algebraicznym. Do niedawna tez
przyznawano tym funkeyom najwieksza wazno$é i dawano pierwszen-
stwo przed innymi funkeyami.

Gdy jednakze Abel!) w swyeh poszukiwaniach algebraicznych
wykazal, Ze réwnania stopnia wyiszego nad ezwarty nie dadzg sie
w ogolnosci za pomocg czterych dziatan i ilodei pierwiastkowych roz-
wigzaé, i réwnoczesnie niemal wskazal te szezegélng klase réwnan,

1) Abel N. H., Démonstration de I'impossibilité de la resolution algébrique
des équations générales qui passent le quatriéme dégré.
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ktorych pierwiastki dadza sie za pomoca n-tych pierwiastkéw ze wspél-
czynnikéw rownania obliczyé 1), poczeto sie stara¢ owe wyniki poszu-
kiwan algebraieznych przeniesé do teoryi funkeyi.

Skoro sie bowiem okazalo, Ze w wspomnianych réwnaniach szcze-
gblnych =& stopnia, nazwanych nastepnie przez Kroneckera réwna-
niami Ablowymi, pierwiastki przedstawiaja sie w postaci:

2y, S (@), S5 (%) - . o Sy (7))
(gdzie 3 (x;) oznacza dowolna funkeye jednowartoSciowa pierwiastka
@y, 288 3y (2) =3 (3 (%)), (%) =23 (J; (3 (#))) it.d. wyobra-
Zajg pierwsze, drugie i nast. powtarzanie dzialania przez .3, okreslo-
nego, przyczem $n(z,) =, przekonano si¢ niebawem, ze dla funk-
cyj wymiernych »#° stopnia y ="{ (x), dogadzajacych warunkowi:

f (3 (@) = f(x)

zawsze jest mozliwe odwrécenie algebraiczne, jezeli 3, (x) jest wraz
z swa funkeya odwrécona funkeya jednowarto$ciowa o wlasnosei
Sn(@)=w2, 1 2e owe odwrécenia funkeyi y =1f(z) przedstawiaja sie
tedy w postaciach :

&y (Ba)y S @) . Bag (1)

Okolicznosé ta naprowadzila na my$l szukania analogicznych wy-
nikow w teoryi funkeyj przestepnych.

Odrzuciwszy warunek 3, (z)=2x i nie robigc zadnych dalszych
zastrzezen co do funkeyi 9, (), chodzi tutaj o poszukiwanie takich
funkeyj przestepnych £, ktore maja zasadnicza wlasno$é, okre-
slona rownaniem:

[ (5 @) =7

O funkeyach tego rodzaju powiada sie, Ze przy pewnyech je-
dnowartosciowych przeksztalceniach wracaja do swych pierwo-
tnych wartosei; niektérzy nazywaja takie funkeye takie funkeyami
peryodyeznymi w obszerniejszem slowa znaczeniu, i nadaja
im pierwszorz¢dne miejsce miedzy wszystkimi innymi funkeyami
przestepnymi, co tez szczegbélowe poszukiwania w zupelno$ci uspra-
wiedliwiaja. :

W zwigzku z powyiszem nowem zapatrywaniem na szczegélng
waznosé funkeyj pozostaje jeszeze jedno zasadnicze zapatrywanie, ktore

) Abel N. H. Mémoire sur une classe particuliére d'équations résolubles al-

gébriquement.
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ma w teoryi funkeyj wybitne znaczenie, chociaz ostatecznie do osta-
tniego zapatrywania sprowadzi¢ sie daje.

Chodzi tu mianowicie o wyszukiwanie takiech funkey]j
jednowartosciowych zmiennejz zeby szukana funkeya do-
wolnej funkecyi algebraicznej dwoch argumentow 2z i 2
dala sie algebraicznie wyrazié przez te same funkeye po-
szezegblnyeh argumentow.

Szcezegbélnej waznosci funkeyj tego rodzaju domysleé sie juz mozna
na podstawie osobliwych wlasnosci funkeyj goniometryeznych, znanych
w nizszej analizie pod nazwa prawidel dodawania i mnoZenia
funkeyj goniometrycznych.

Okreslone powyzej zadanie przedstawia sie wzorem:

: fle (5, 2)] = L[f(z), f(z9)]

gdzie ¢ i 4 sa dowolne funkeye algebraiezne zmiennych z i z, wagle-
dnie ich funkeyj f(z) i f(2), za$ f wyobraza szukana funkeye jedno-
wartosciowa.

O funkeyach dogadzajacych powyiZszemu réwnaniu, powiada sig,
ze maja algebraiczne prawidlo funkcyonalne.

Nie wchodzac w szczegélowy rozbiér rozmaitych poszukiwan od-
nosnych, péjdziemy w dalszym ciagu rozprawy droga przez Weier-
strassa ') w wykladach teoryi funkeyj wytknieta, ktéra bedzie zarazem
naturalnym ciagiem rozwazan nad funkcyami analityecznymi, rozpocze-
tyech w poprzedzajacych ustepach i zlaezy w jedna calo§é powyzej
przytoczone zapatrywania na rodzaj i wazno$é¢ funkeyj przestepnych.

VIIL

Jako najprostsze funkcye przestepne poznaliémy w ustepie VI
t. z. calkowite funkcye przestepne t.j. funkeye, ktére si¢ okre-
$laja szeregiem potegowym nieograniczenie zbieznym.

Sg to funkeye jednowarto$ciowe, oznaczone i skoriczone dla
wszelkich punktéow plaszezyzny liczbowej, z wyjatkiem punktéw w nie-
skoniczonosei.

Z pomiedzy calkowitych funkeyj przestepnych nazywanych takze
przez Weierstrassa ,funkeyami o jednem miejscu granicznem w nie-
skoriczono$ci“ wystepuja na plan pierwszy funkeye calkowite, ktére dla

!) Weierstrass C. Mathematische Abhandlungen aus den Monatsberichten der
Berliner Academie. Berlin 1856—1876. 8.
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zadnej wartoSci zmiennej niezaleznej z nie staja sie ani zerem ani
nieskonczonoscia, przedstawiajac sie ogolnie w postaci-

uw = e&@®
gdzie G (#) moze byé dowolng calkowity funkeya wymierng albo prze-
stepna.
Pierwsze miejsce miedzy niemi zajmuje oczywiscie funkeya przed-
stawiajaca sie w postaci:

2 53 u
u=e'=1+1—z!+§—!+—3—!+...+%+...

znana pod nazwg funkeyi wykladniczej.

Jej wlasno$ci osobliwe odznaczaja si¢ bezposrednio tak wybitnie,
ze moga sluzy¢ za punkt wyjécia w badaniu funkeyj jednowartoscio-
wych i wskazaé droge do odkrycia nowych prawd w teoryi funkeyj.

Charakterystyczna wtasnoéé funkeyi wykladnicze] w==e”* jest na-
stepujaca :

Niech beda 2, 2, i2; tray wartosci argumentu z, tworzace postep
arytmetyczny o stalej réinicy 232, =12,-2; = d tak, Ze wyraz S$redni

2y -é— -

8 = Oznaczmy przez w,, u, i u; odpowiedne wartosci
funkeyi tj. w,=e" , uy—es , u;=-¢ , tedy zauwazymy z latwoscia zwigzek:
%
Uy thy == 1k n = ¥ = (en)? = u? cuyli 4
u. (22
U Ug—uo? = 0, albo; =2
Uy %

Jezeli wiee argumenta funkeyi wykladniezej tworzg
postep arytmetyczny, tedy utworzg odpowiedne wartosei
funkeyi postep geometrycuzny.

Podobng wlasno$é posiadaja wszysktie funkeye utworzone wy-
miernie z funkeyi wykladnicze;j.

Jezeli bowiem przez R (#) oznaczymy funkeye wymierng z u=e %
i okreslimy nowa funkeye z réwnaniem: z=R(w), tedy poznamy
naprz6d, ze funkeya R (#) uwazana jako funkeya zmiennej niezale-
inej z mie¢ bedzie w calej plaszezyinie charakter funkeyi wymiernej,
da sie przeto przedstawié albo jako szereg potegowy P (2) nieograni-
czenie zbiezny, albo jako iloraz dwdch takich szeregéw potegowych.

Polozmy dalej:

U=en, uy=ch=¢e¢ * ,u=en

7, =R (%), 2, =R(%), 23 =R (%),
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tedy otrzymamy takie zwigzek w, u, = u,%, za pomoca ktérego po wy-
rugowaniu wartosei w,, %, i u; z ostatnich trzech réwnan dostaniemy
zwiazek algebraiczny miedzy wartodciami z,, z, i 2; W postaci:
Bl 1 ) =0
Funkeye utworzone wymiernie z funkeyi wykladniczej maja wiee

wlasnosé, ze miedzy wartosciami funkeyi zachodzi pewne réwnanie
algebraiczne, jezeli przyjete trzy argumenta tworza postep arytmetyezny.

IX.
Réwnanie algebraiczne, zachodzgce miedzy wartosciami funkeyi

u—+v
2

@(u) dla trzech argumentow: %, v i w postaci:

G [fp(u),fp(v),fp(“? ]=o

nazywamy rownaniem charakterystycznem funkeyi ¢ (%);z niego
bowiem dadza sie inne wlasnosei funkeye @ (u) cechujace wyprowadzié:

1) Przypusémy, ze dla pewnej funkeyi przestepnej @ (%) istnieje
w istocie rownanie charakterystyczne :

G[r@re o(“F)] =0 o

Przyjmijmy teraz dwie nowe iloci %, i v, tak, aby w+ v
= #; + vy, to otrzymamy nowe réwnanie:

G [cp(ul) P (0,),9 (“1 5] )]=o Y

Ze wigledu, ze § ( ks ) =0 ( e ) mozemy zobydwoéch

réwnan a) i b) wyrugowaé @ (-%:2*'114) a otrzymamy réwnanie alge-
braiezne:
Go [P (w), (), P(w) P()]=0 ¢
wazne dla wszelkich warto$ei wu, v, %, v,, dogadzajacych warunkowi:
o4+ 0= u -+ v.
Polézmy w réwnaniu ¢) uw, = 0, tedy @ (u,) bedzie iloscia stalg,
natomiast v, = u - v, przeto otrzymamy 2 ¢):

Gy [P®) 9@), P u+v)]=0 )
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Réwnanie d) wypowiada t.z. prawidlo dod awania funkeyi @ (),
wedle ktorego funkeya sumy dwdech argumentow daje sie wyrazié
algebraicznie przez funkeye poszezegélnyech argumentéw.

Jezeli wige istnieje funkeya przestepna @ (u), ktora ma

u Jv
rownanie charakterystyczne G[fp(u),(p(v), (p(‘ 2 )]:0,

to miedzy jej wartosciami @ (u), ®(v) i @ (v +v) zachodzi
zawsze réwnanie algebraiczne, czyli innemi stowy, funkeya taka
posiada prawidlo dodawania.

2) Poszukajmy teraz na podstawie réwnania charakterystycznego
funkeyi @ (u) zwiazku miedzy ta funkeya a jej pochodna.

Roézniczkujae rownanie G [ 9 (w), ¢ (v), ( 5 A )] =0 czeSciowo

Rl % i o i Maiae i'l—%@ =9’ (), 220 _ o () destaniomy
U dv
S e
d ¢(u) ae (“_';"’_) du
LW ki e
dg (v) ae (“T'*‘”) dv
d Qe d:Ap vt
Zwazywszy jednakie, ze g 2 )= gvz ) otrzymamy

=

przez odciaganie:

it go
W‘P (w)— d9(v) § (v) =0

Réwnanie otrzymane jest ze wzgledu na @ (u), @ (v) 11(“_2_")A

wymierne. Wyrugowawszy z tego i z charakterystycznego réwnania

T otrzymamy réwnanie wypadkowe :

2
Gy [(Pw), 9 (v), 9 (), 9 ()] = O
z ktérego, wstawiwszy za v pewna szczegblng wartosé, otrzymamy
réwnanie algebraiczne miedzy @ (w) i @' (u) w postaci:

G,y (P ), 9" (w)] =0
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Funkeye przestepne, ktére majg t. z réwnanie chara-
kterystyczne, majg takze te osobliwszg wlasnodé, Ze miedzy
funkeya i jej pochodna zachodzi rownanie algebraiczne.

3) Jeszcze jedna wlasnosé glowna funkeyi @ (w) wypada z jej
rownania charakterystyeznego.

Niech bedzie:
G[fp(u),fp(v), g5 )]=0

albo, co na jedno wychodzi:

GPQRu), §20), ¢(u—+v)]=0
réwnaniem #8° stopnia ze wzgledu na @ (u+4v). Skoro @ (u) jest
funkeya przestepna, mozemy zawsze obraé taka warto§é skonczona b,
zeby @ (2v) = b sprawdzalo sie¢ dla wiecej jak » wartosel argumentu v.
Przyjmijmy, ze ¢ (2v) przyjmuje wartosé¢ b dla » -1 wartodei argu-
mentu v, tedy réwnanie G [® (), b, ¢ (u+v, )]=0 sprawdza si¢
dla »-41 wartosei: @ (w4 vy), Q(u—+vy),... P(u—+vnr1 ). Jako
rownanie 7¢° stopnia ze wzgledu na ¢ (w4 v) moze ono jednakze do-
starcza¢ najwyzej n pierwiastkow @ (w4 v, ): z pomiedzy (n -+ 1)
wartosci @ (w + v, ) musza wiee przynajmniej dwie byé rowne. Przyj-
mijmy, ze dla pewnej wartosei u: ¢ (u+v,) = @ (v + vp), tedy,
wstawiajae w to réwnanie w-v

, Zamiast w, otrzymamy :

fp(u): (P(“+U[L e v;\)

Funkeya @ (w) ma wiec wlasno§é, Zze nie zmienia §wej wartosei,

gdy jej argument u o stals vy - v, = P powigkszymy. Mamy wige:
P+ P)=9 ()

Funkecya, posiadajaca wlasno§é, 7ze pewna stala ilo§¢ P dodana
do argumentu jej warto$ci nie zmienia, nazywa sie funkcya
peryodyczna, a stala P peryodem funkeyi.

Z ostatniego réwnania otrzymamy :

¢ u+2P)=9wu+P) =9 (u
czyli w ogélnosei
P (w+nP)=9 (4)
Pu—nP)=9 )

Jezeli wiec P jest peryodem funkeyi, to jest nim takie n P, gdzie

n jest dowolna liczba calkowita dodatnia albo ujemna. Nie trudno

jakotez
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wykazaé, ze, jezeliby funkeya miala » peryodéw: P, P,,... P +1) to takze
v P+ v Py 4+ ...+ vw1 Pwa bylobyjej peryodem, gdzie v wyobraza
dowolna liczbe catkowita.

Mozebna jest rzecza, ze wszystkie peryody z jednego wyprowadzié
sie dadza, wtedy funkcye takie nazywamy jednoperyody-
cznymi.

Istnieja dwa takie peryody, P i Py, z ktérych wszystkie inne
wedle wzoru » P+ vy Py wyprowadzi¢ mozna, tedy nazywamy funkecye
dwuperyodyezng. W tym wypadku ilosei P i Py, tworzace te
peryody, nie moga mieé stosunku rzeczywistego, tylko zespolony
w postaci a -+ bi, gdzie b musi byé¢ koniecznie réznem od zera.
Gdyby bowiem & bylo réwne 0, tedy oba peryody dalyby sie przed-
stawié¢ przez inny peryod p, tak ze P = mp, P, = np, gdzie min
sa liczby ealkowite dodatnie albo ujemne, eczyli ilosé¢ p bylaby wla-
Sciwym peryodem.

Z charakterystycznego rownania funkeyi @ (u) wy-
padlo wiee prawidlo dodawania, zwiazek algebraiczny
miedzy funkeyg i jej pochodna, wreszcie peryodycznosé
funkeyi jako bezposrednie nastepstwo.

Z tych trzech gléownych wlasnosci funkeyi, pozostajacych ze soba
w Seistym zwigzku, najbardziej ciekawa i interesujaca jest peryody-
cznosé funkeyi, dla tego tez ja obierzemy za podstawe dalszych po-
szukiwan, ograniczajac sie do funkeyj przestepnych jednowartoscio-
wych, ktore maja tylko jeden punkt krytyczny.

Zadanie, jakie sobie wiec postawimy, bedzie : wynalezé wszyst-
kie funkeye peryodyczne jednowartosciowe z jednym,
punktem krytycznym.

Ze takie funkeye istnieja, mamy juz dowéd na samej
wykladniczej E (u) i ogélnie wszystkich funkeyach @ (u) wy-
miernie utworzonych z funkeyi eau+b, gdzie a i b sa stale
dowolne. Funkecye te posiadaja bowiem jak wiemy, rownanie
charakterystyczne, a przeto musza byé takze funkeyami peryo-
dyeznymi.

X

Zajmiemy si¢ najpierw samg funkcya wykladnicza @ (u)=e ** '?
wychodzae z réwnania dla niej charakterystycznego w postaci :

P (u) P (v) = g2 (i‘ﬂ;—")
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.....

Rézniczkujac najprzod powyzsze réwnanie po kolei Wedle % iwv

otrzymamy :

U0 % v
7 9 0) = o 3 )( ) L 9w _9 @)
w(u)rp(v)—cp(“+”) (“+" s

Poniewaz atoli » i v sa dwie zupelnie od siebie niezalezne
ilodei, przeto mamy ogolnie:
P’ ()
P (%)

= C tj. dowolnej statej ilosci czyli @’ (u) = C @ (u).

Pochodna funkecyi wyktadniczej jest wiec do funk-
eyi samej proporcyonalna.

Oparci na tej wlasnodci mozemy zbudowaé ksztalt funkeyi samej.
Niech bedzie bowiem :

oo
@ (u) = zax (w-a)2, proeto ¢’ (u) = 2 ax 1 (A1) (u-a)>
A=n A=1

tedy otrzymamy z warunku ¢’ (#) = c@ () na oznaczenie wspdlezyn-
nikow a, zwiazek :

awa)=c Da, , (o + 1) (u-a)’

=0

z ktorego wypada :

a,=ca,  v41) ezylia, , = = a,.
Otrzymamy przeto:
25 =g = o
@y = CQ, a2—2—!a0, a3—§a0,...,ay=_~%,..

a wiec ostatecznie:

P(v) = a %———cv(“:f)v e a0{1+ idloir “) - i (“_“)2+...},

v=0
- v
Pol6imy B(w) = - tedy bedzie
y=0 :
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P(w) = a, E(c (v—a))
ksztaltem szukanej funkeyi.
Przyjawszy u'-}v' = w -} v, otrzymamy dalej z rownania cha-
rakterystycznego:

P (). P(v) = 9’2(1%-—1{ ) jakotez:

P(u). p(v) = (p{%w) a przeto:
P®). P(v) = P). P(v)

Bedzie przeto: E(u). E(v) = E(uw'). E(v’), skorou 4 v=u'4';
wstawiwszy w ten wzor v’= 0, natomiast #’ = w -4 v otrzymamy wreszcie:
E(u). E(v) = E(u-+v)
czyli t. z. prawidlo dodawania funkeyi E(u), z ktorego wy-
plywa: @(u) =a, E (c(u-a)) = ay.E(cu).E(-ca) czyli po podstawie-

niu a,. E(-ca) = C ostatecznie:

P(u) = C. E(cu)=o{1+i—“!+%—2+. : .}=0§ @’ﬁv

Funkeyi @(») odpowiada wiec takze t. z. prawidlo dodawania,
okreslone wzorem:

P(w)- P(v) = P+ v).
Z prawidla dodawania funkeyi E(u) otrzymamy dalej:
E(w). E(uy) - . . E(n )=E(uw, v+ . . . )

1
s ztad E*(u) = E(n u), jakotez E¥(u)= E(%)

Dla # =1 mamy
< 1 Y s

El)= 2> si=1+4qr+g+g + - =e=27188188Y...
2@. r+ar+3

a wige E(n) = Er(1) = ¢~
®
Szereg potegowy E(u) = 2 % przedstawia wiee w istocie fun-
keye wykladnicza e, za$ @(u) : C.E(cu) funkeye e®+?
"~ 1) Liczba  jest niewyr 'rna; Hermite udowodnil niedawno, Ze liczbe te mie

moZna otrzymaé jako pierwiastek rdwnania algebraicznego (skonhczonego stopnia) o
wspdlczynnikach calkowitych.
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Funkeya E(u) =e* jest dla wszystkich warto$ei % rzeezywistych
takze rzeczywista. Jezeli w wzrasta od 0 do oo, tedy funkeya E(u)
rosnie ciggle od 1 do o, przybierajac w tej drodze kazda wartosé
tylko raz jeden; dla ujemnych % postepujacych ciagle od 0 do — o,
maleje funkeya E(u) od 1 do 0, przyjmujac wszelka z tych wartosei
réwniez tylko raz jeden.

Niech bedzie teraz argument « liczbg zespolona z -}~ i, tedy bedzie

[}
e =N @) ,
€ —em+m ET—X—*-YZ
Celem oznaczenia wartosci bezwzglednej funkeyi e* mamy wedle
prawidla dodawania:
= T = & ¢ a utad
e | =€ ;
musimy przeto wpierw oznaczyé bezwzgledna wartosei funkeyi e¥*.
Funkeye ev okredla atoli szereg potegowy
. Sk 34 - ey
e’ =1+%-—‘é~!—%+%— . . .= cosy -} ¢ siny
jezeli dla skrécenia polozymy

g gt Pna :
cosy:l—%!—-{-%—%-}- cwo S (4 e,
: S e e .
smy-_—_—y—%-{-‘g—!—%—!—{- e =ﬂ(ey —e?)

Warto$¢ bezwzgledna funkeyi e bedzie wiee

I Cy“ l o \/;30323]"}‘_81112 ——} v% { (e!lt'_l__ e—?li')2 e (e-'/z'_ e_ﬂfjé}

ezyli ¢ = Yo V(" + e +2) — (" +e—2) =1
a wskutek tego warto§é bezwzgledna funkeyi e* = &Sty bedzie
ler] = & | ¥ =2

Bezwzgledna warto§é funkeyi e* stosuje sie wiee do wartosei
rzeczywistej argumenta », przyjmujgc w miare zmiany tej wartosei
od — o do 4 oo, wszelkie wartosei od 0 do oo, niezawisle od czgsei
urojonej .

Pozostaje nam jeszeze wykazaé, ze funkeya E(w), a tem samem
funkeya @(u), okreslona rownaniem charakterystycznem :
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Funkeya E(u) =e* jest dla wszystkich warto$ei % rzeezywistych
takze rzeczywista. Jezeli w wzrasta od 0 do oo, tedy funkeya E(u)
rosnie ciggle od 1 do o, przybierajac w tej drodze kazda wartosé
tylko raz jeden; dla ujemnych % postepujacych ciagle od 0 do — o,
maleje funkeya E(u) od 1 do 0, przyjmujac wszelka z tych wartosei
réwniez tylko raz jeden.

Niech bedzie teraz argument « liczbg zespolona z -}~ i, tedy bedzie

[}
e =N @) ,
€ —em+m ET—X—*-YZ
Celem oznaczenia wartosci bezwzglednej funkeyi e* mamy wedle
prawidla dodawania:
= T = & ¢ a utad
e | =€ ;
musimy przeto wpierw oznaczyé bezwzgledna wartosei funkeyi e¥*.
Funkeye ev okredla atoli szereg potegowy
. Sk 34 - ey
e’ =1+%-—‘é~!—%+%— . . .= cosy -} ¢ siny
jezeli dla skrécenia polozymy

g gt Pna :
cosy:l—%!—-{-%—%-}- cwo S (4 e,
: S e e .
smy-_—_—y—%-{-‘g—!—%—!—{- e =ﬂ(ey —e?)

Warto$¢ bezwzgledna funkeyi e bedzie wiee

I Cy“ l o \/;30323]"}‘_81112 ——} v% { (e!lt'_l__ e—?li')2 e (e-'/z'_ e_ﬂfjé}

ezyli ¢ = Yo V(" + e +2) — (" +e—2) =1
a wskutek tego warto§é bezwzgledna funkeyi e* = &Sty bedzie
ler] = & | ¥ =2

Bezwzgledna warto§é funkeyi e* stosuje sie wiee do wartosei
rzeczywistej argumenta », przyjmujgc w miare zmiany tej wartosei
od — o do 4 oo, wszelkie wartosei od 0 do oo, niezawisle od czgsei
urojonej .

Pozostaje nam jeszeze wykazaé, ze funkeya E(w), a tem samem
funkeya @(u), okreslona rownaniem charakterystycznem :
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Funkeyami tego rodzaju sa n. p. funkeye goniometryczne:

eu 4w 24 - _ 241

&L= cosu = T e —
2 2 2 2
Sy o — e - z—% 21
r=Sin= ——5— = = -
214 21 212
B sinu ieiu—e-i“ . 2—1 it d
] = = — AT P RTINS e T W A
g COSU e - e - 241
! : e 27
gdzie z=eiv; peryodem tych funkeyi jest: o = S s 2.

Jezeli w ogélnosci @ jest peryodem dowolnej funkeyi jednope-
ryodyeznej f(u), tedy nazywamy punkta na plaszczyznie liczbowej, kto-
rym odpowiadaja liczby zespolone: wu,u + &, u 4 2&, . . w4 n w, ze
wzgledu na to, Ze f(u) =f(u +«)=..=f(4+ nw), punktami ro-
wnowaznymi. Nie trudno zauwazyé, ze plaszezyzna liczhowa da sig
w tym wypadku rozloZzyé na takie parcele, ktére nie zawieraja w so-
bie punktéw réwnowazinyeh, natomiast maja wlasno$é, ze kazdemu
punktowi jednej parceli odpowiada jeden punkt réownowaizny drugiej.
Co do ograniczenia parcel zachodzi¢ tu moze widoczna wielka dowolno$é.

Niech beda bowiem % i v dwa dowolne punkta (nieréwnowazne)
na plaszezyznie liczbowej, ktérym odpowiadaja najblizsze punkta ré-
wnowazne, % -+ w i v 4 w; polaczywszy punkta » i v, jakotez im ro-
wnowazne % -4 i v w, liniami prostymi otrzymamy dwie proste ré-
wnolegle, odgraniczajace pole parceli, na ktérej nie masz dwoch punk-
tow rownowaznych; na tem polu przyjmuje funkecya jednoperyodyczna
f(u) wszelkie wartosci, jakie w ogéle mie¢ moze.

Poprowadziwszy w ten sposéb przez odpowiednie nowe punkta
rownowazne % - nw i v+ nw linie proste, otrzymamy uklad nieskorn-
czenie wielu prostych réwnoleglych, ktory podzieli plaszezyzne liczbowg
na pasma (Fig. 2.), nie zawierajace weale punktéw rownowaznych; odle-
glo&é dwoch po sobie nastepujacych prostych, mierzona w kierunku liezby
zespolonej w = p - ¢/, stanowiacej peryod funkeyi, rowna si¢ bezwzgle-
dnej wartosci tej liezby t. j. |w|=\/p*F &

W miejscu przyjetego ukladu prostych mozna obraé uklad do-
wolnie inny, byle utrzymala si¢ wlasnoéé ukladu, ze odleglo§é dwéch

po sobie nastepujacych prostych, mierzona w kierunku przez peryod
wskazanym réwnala si¢ bezwzglednej wartodei peryodu.
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_ Funkeyi wyktadni-
czej e odpowiadaja
wedle tego pasma, kt6-
rych szeroko$é w kie-
runku osi drugorze-
dnej YY’, funkeyom
goniometryeznym sinz
cosz itd. za$§ pasma,
ktorych szeroko§é w
kierunku osi pierwszo-
rzednej XX ‘ podaje
liczba 2 .

W obrebie pasma
przyjmuje funkeya je-
dnoperyodyezna wszel-
kie wartos$ei, jakie w
ogble przyjaé moze.

Dosé wieec zbadaé
zachowanie sie funk-
cyi w obrebie jednego pasma, aby mieé wyobrazenie o jej przebiegu
na calej plaszezyZnie liczbowe;.

Podeczas gdy funkeya wykladnicza e* w obrebie kazdego pasma
wszelkyg warto§é skonezona, od zera rézng, tylko raz jeden przyj-
muje, nie stajac sie nigdzie ani zerem ani nieskonezonoseia, maja funkeye
goniometryezne: sinw. cos % itd. jako wymierne funkcye funkeyi e'®
charakter o tyle zawilszy, Ze nie tylko dla tych wartodci, ktore sie

R w1
%

W obrebie samego pasma, im wlasciwego, jednakowe wartosci prayj-

mujg, i to kazda, nie wyjawszy zera, dwa razy. Z wzordw

0 — 9 L r0Znia, jednakowe, wartodci przybieraja, ale juz

7 e ] e2tu 1
Sinw=5-—2, cosu = 7«3‘%
widoezna bowiem, Ze do kazdego sinw, cosu naleig dwie wartodeci
iloSci e, a gdy funkcya e’* w obrebie swego pasma wszelkg wartosé
tylko raz przyjmuje, przybieraja funkeye sinu i cos# w tym pasmie
kazda wartodé dwa i to tylko dwa razy.
Punktami zerowymi funkeyj sin# i cos % sa widocznie:

u=kr iv=(k +3) =
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Pierwsze sa zarazem punktami zerowymi, drugie tylko punktami
: : i : : , C%
aieskorniezonosciowymi funkeyl # =-—¢ ——— = tangw.
e tu + 1

Funkeye sinu i cos# dadza sie jako funkeye jednowartosciowe
o jednym punkeie krytyeznym w nieskonczonosci, stajace sie zarazem
w nieskonezenie wielu miejscach zerami, w mys$l zasad poprzednio
wylozonych przedstawi¢ w postaci iloczynéw nieskonezonych wszedzie
zbieznych.

Otrzymamy wedle tego:

sinx=x( 121_2)( ) —-x-l(l —n212>
e o =)0~ =) [l )

funkeya tang # bedzie natomiast ilorazem tych iloczynow.

Badanie funkeyj wyzszych stopni, utworzonyech wymiernie z funk-
cyi wykladniczej ¢** nie podlega na podstawie poprzednich wyjasnien
zadnym dalszym trudno$ciom, skoro jest udowodnionem, Ze one sa
réwniez jednoperyodycznymi. Nie trulno tez wykazaé, ze gatunek
funkeyj jednoperyodycznyceh jednowartodciowyech jest
funkeyami wymiernymi funkeyi ¢ zupelnie wyezerpany.

N
XT.

Pozostaje nam jeszcze zaja¢ sie w krotkosei odwréceniami

funkeyj jednoperyodycznych i jednowartosciowyeh.

Odwrécenie funkeyi wykladniczej z—=e¢* nazywamy funkecyas
logarytmiczna piszac » = log .

Funkeya tak okreslona jest widocznie funkeya wieloz naczna, gdyz,
skoro réwnanie e“=uz; sprawdza sie dla w=w,, to musi si¢ takie
sprawdzi¢ dla w =u, 4 2n wi. Funkeya log 2 przybiera wiee dla kaz-
dego argumentu z nieskonczenie wiele wartosci réznigeych sie miedzy
soba o 2n wi, gdzie n jest liczba calkowita.

W szezegdlnosei otrzymamy :
log z =1log (r¢) =1log [ (cos p-}-ising)] =
= logr -+ log (cos ¢4 isin¢) =logr 4 loge'F=logr4i¢
czyli log z = log || + @ ¢ 4 2nme.
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Krytyeznymi punktami funkeyi logz sa punkta =0 i z=oo.
Powierzchnia Riemannowska tej funkeyi sklada¢ sie bedzie z nieskon-
czenie wielu plaszezyzn, przecietych linia ciagla wychodzaca z punktu 0
w nieskonczonosé, a potaczonych z soba tak, ze prawy brzeg przekroju
jednej plaszezyzny zdaczony z lewym nastepne;j.

Nie trudno tez rozwina¢ funkeye logz w szereg potegowy w oto-
czeniu kazdego punktu a z wyjatkiem punktéw z=0 i 2= on.

Otrzymamy mianowicie :

logz=1log a 4 ~3—b—(x-a) - 222 (z-a)? + —3%3—(93-(1)3 + ..

szereg potegowy P (z-a) wainy dla |z-a <|a|.

Kolo zbiezno$ei szeregu o srodku @ siega wiee do punktu 0,
a funkeya ma procz punktow 0 i oo wszedzie charakter funkeyi cal-
kowitej.
/ Za pomoca funkeyi logarytmicznej nietrudno przedstawié funkeye
cyklometryezne, jako odwrdcenia funkeyj goniometrycznych.
Otrzymamy mianowicie z wzoru:

7 eiu e—iu
T = SIn % = 5
20

warto$é e’* w postaci:
fe=\/T—o*4dx przeto:

u=—ilog[ Y1 —z+ix]=arc sinz
zkad wypada szereg potegowy:

12
1 3

5
%= arc sinx=—x—+? L

x
Tt
wazny dla |z <<I.

Funkeya wielowartosciowa are sinz ma oprécz punktu z= o
dwa punkta krytyezne x =41 i 2=—1. Powierzchnia Riemannow-
ska sklada sie z nieskoliczenie wielu plaszezyzn sklejonych z soba ko-
lejno wzdluz przekrojow, wychodzacych z punktéw z=1 i z=—1
po obu stronach przeciwnych w nieskonczonosé.

Podobnie otrzymamy z wzoru:

et — g 1%

X = tangu ey —’&W

funkeye odwrécona u = arctg # w postaci:
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Kolo zbieznodci szeregu potegowego, funkeye arctgz okreslajacego,
sigga do |z |=1 majac w punktach z=-3 i » =—i dwa punkta
krytyczne.

XII.

Funkeye wymierne funkeyi e™ wyczerpuja wszystkie funkeye
przestepne jednowartosciowe z jednym punktem krytyeznym, ktére sa
zarazem jednoperyodyczne. Nietrudno dowie$é, ze funkeye jednowar-
tosciowe jeden albo najwyzej dwa peryody mieé mogy. Zajmijmy
sig wige poszukiwaniem funkcyj jednowartoSciowych, przestepnych,
posiadajacych dwa peryody.

Ze istniejy takie funkeye dwuperyodyczne dowodzi n. p. funkeya:

1 3
4y bl zoo(u—%mw—%n’w’) )

mm'= —

ktora ma dwa peryody 2w i 2w‘; polozywszy bowiem #-} 2w zamiast

otrzymamy : P(u + 20) = 2( 1 )3

m, m\ % — 2 (m—1) & —2m’ o'

-ezyli uwzgledniwszy, ze (m —1) wraz z m przebiega wszystkie war-

tosci calkowite od — <« do - co. widoeznie:
P (1 + 20) = @ ().
Tak samo mozna dowie§é, ze @ (u -+ 2a’) = @ (u), ogblnie, Ze:
P (44 2o + 2pa’) =9 (1),

Funkeya powyzsza @ (u) jest wiec rzeczywiscie funkcyg dwu-
peryodyezna. Funkcye dwuperyodyczne, jednowartosciowe
z jednym punktem granicznym, nazywaja sie wedle Weierstrassa fun-
keyami elliptyeznymi.

Niech bedzie ® (») jakakolwiek funkcye elliptyczna, jej peryody
niech beda 2w i 2w’

Przedstawmy sobie na plaszezyZnie liczbowej wszystkie punkta
wyobrazajace iloci liczbowe 2ma -+ 2m‘w, gdzie m i m’ sa liczby cal-
kowite, tedy otrzymamy na niej uklad punktow, tworzacych réwnoleglo-
boki przystajace, ktére réwnoleglobokami peryodéw nazywamy.

Jezeli w jest jakimkolwiek punktem plaszezyzny, to mozna zawsze,
oznaczyé dwie liczby catkowitem i m’ tak Ze: u =1, 4 2mw -+ 2m'w
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gdzie u, wyobraza pewien punkt jakiegokolwiek danego réwnoleglo-
boku. Bedziemy wiec mieli

P (u) = P ()4 2mew 4 2m'w’) = b (u,)

czyli: Funkeya elliptyezna przyjmuje wszelka wartosé,
jaka tylko mieé moze, juz w obrebie jednego réwnolegloboku.

Jako funkcya przestepna, musi funkeya elliptyezna, dla jakiegos
punktu plaszezyzny staé sie nieskonczenie wielka, i to juz w obrebie
jednego réwnoleglobo-
ku, z czego wynika da-

! w2 lej, ze w obrebie swego
- 2

Fig. 3.

réwnolegloboku peryo-
déw musi przyjaé jaka-
kolwiek wartosé aczyli:
Wszelka funkeya
elliptyczna musi w
obrebie réwnole-
globoku peryodoéw
przybieraé¢ wszy-
stkie wartosci rze-
" ezywiste, urojone
izespolone, skon-
czone i nieskon-
5 czone.
y Widocznie nie da
sie funkeya tego ro-
dzaju przedstawié w postaci szeregu nieograniczenie zbieznego, skoro
Juz dla skonezonych wartodci argumentu staje sie nieskonczona.
Funkeya dwuperyodyezna traci wiee charakter funkeyi -calkowitej
ezyli nie da si¢ dla wszystkich punktéw u, przedstawié¢ w postaci szeregu
zhieinego P (u-u,), tylko musi wswem rozwiniecia na szereg potegowy
wedle poteg (u-u,) postepujacy, zawieraé takze ujemne potegi argu-
mentu (u-uy). Ujemne potegi moglyby zachodzi¢ w skonezonej albo
nieskoriczonej liczbie, w ostatnim wypadku posiadalaby funkeya ellip-
tyezna dwa punkta krytyczne.

Zwazywszy jednakze, Ze wszelka funkeya przestepna o wiecej
punktach krytyeznych daje si¢ przedstawié¢ jako funkeya wymierna
z funkeyj przestepnych. posiadajageych tylko jeden punkt krytyezny,
mozemy i tu nasze poszukiwania ograniczyé do funkeyj dwuperyodyeznych
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o jednym punkeie krytycznym. W obec tego ograniczenia musimy przy-
jaé, ze nasza funkeya w otoczeniu swych punktéw nieskoriczonoscio-
wyeh da sie przedstawi¢ w formie szeregu, wedle calkowitych poteg
ilosei  (u-u,) postepujacego, w ktorym liczba ujemnych poteg
argumentu (u-u,) jest skonczona, czyli Ze:

B(w) = c—y (w-teg)” YA . Aot ex (urthn) - ca (un)? -

gdzie v jest liczba skonczona, cechujaca rzad nieskonczonoseci
funkeyi ¢ (u), ktora wedle tego posiada wszedzie charakter funkeyi
wymiernej ulamkowej.

Nazwijmy przez w, u,, .. w, punkta w obrebie réwnolegloboku,
w ktoryeh funkeya & () staje si¢ zerem przez wvy, v, . .. w; punkta
w obrebie réwnolegtoboku, w ktorych funkeya ® (%) staje sie nieskon-
czenie wielks, tedy punktami zerowymi, wzglednie nieskoriczono$cio-
wymi, funkeyi ¢ (u) beda na plaszezyznie liczbowej punkta:

Uy =+ 2my w + 2my’ @’ vy + 21y w + 204" @’
Uy = 2my @ - 2my’ w’ Vy -+ 215 w0 + 205" @
wzglednie
Uy 2m 0 4 2m, o’ Vs 2ns w4 205 ‘ @

Przypusémy, ze istnieje funkeya oy, (), ktora dla wszelkich war-
tosci u 4 2m w -+ 2m' @’ staje si¢ zerem, podobnie inna funkeya
< (u), ktore dla wartosci v 4 2m w -+ 2m’ @' staje si¢ zerem, tedy
bedzie funkeya :

261 (W) %5 (%) . . . o, (W) funke ktéra staje sie w tych samych
RN 09 R 1) RN (7 o P >

~ punktach zerem, i nieskonczenie wielka, co funkeya ¢ ().

b (u)
061 (%) xa(w) . . . ogw ()
punktéw plaszezyzny liczhowej skonezonym i od zera roznym, przed-
stawia wige funkeye, ktéra w Zadnym punkeie plaszezyzny nie staje
sie ani zerem ani nieskoriczenie wielka. Funkeya taka da sie, jak
wiemy, przedstawi¢ w formie es®, gdzie g (w) oznacza jakikolwiek
szereg potegowy nieograniczenie zbieiny.

Wszelka funkeya elliptyczna & () da sie wiec przedstawié w formie :

%' (u) %2 (u) %' (u) PG
e L
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skoro potworzymy tylko funkeye o i &4 t. j. funkeye przestepne
Jednowartosciowe , ktére zachowuja w calej plaszczyime charakter
funkeyj catkowitych a tylko w miejscach u -4 2mw 4 2 m’ w’ wzglednie
v42nw-42n' o staja sie 0 pierwszego rzedu.

Nazwijmy przez - (u) funkeye jednowartosciowa, ktérej punkta
zerowe przedstawiaja sie w formie 2m w4 2m'w’, a wiec przez
o (u—u,) funkeye, ktérej punktami zerowymi sa punkta z punktem
%y rownowazne w formie: w; - 2m e+ 2m’ &', tedy przedstawi sie
wszelka funkcya elliptyczna w postaci:

_q'(u—u,) 7 (U—uy) . . . T (—u,) ®
i T o (u—vy) T(u—0,) . .. o (4—vy) &
gdzie wy, 4y, . . . w, sy punktami zerowymi, a vy, v,, . . . v, punktami

nieskoniezonosciowymi funkeyi & (u).
Zadaniem naszem bedzie teraz utworzyé funkeye o (u).

Oznaczymy przez a,,@y, . . . @y. . . punkta, dla ktérych pewna
funkeya jednowartosciowa f(w) ma sie staé zerem, tedy jej ksztalt
przedstawi sie, jak wiemy, w formie :

f () = 1"‘(

gdzie gy (u), g5 (w), . . . ga(w) safunkeye calkowite, wymierne Iub prze-
stepne tak dobrane, zeby wskazany iloczyn nieskonczenie wielu wyra-
zéw byl nieograniczenie zbieznym.

e 9 n (1)

Warunki zbieznosei iloczynéw wskazuja, Ze powyzszy iloezyn
bedzie nieograniczenie zbieznym, skoro :

g"(“)z_“—”LL(L)z“L gk x%(aL)A

przyczem musi byé A tak dobrane, zeby 2 ( ] > byla liczba sken-
CZON3.

Gdyby$my n. p. cheieli utworzyé funkcye, ktéra staje sie zerem w miejscach
1,2, 8 ... o tedy na oznaczenie A mielibySmy warunek, Ze gl (—111— madaé
liczbe skoriczong, co si@ na pewno stanie juz dla A=—2. W t;::_n wypadku mieli-
bysmy gn (u)= % a szukana funkcya przedstawila by sie w postaci:

f(u)= ﬁ[(l— %)e_:—

n—1
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Funkeya nasza o (#) ma sie staé¢ zerem dla w=o, jakotez dla
punktéw réwnowainych 2m o -4 2m’ o', gdzie liczby m im’ przybieraja
wszystkie wartosci calkowite od — o do =, z wyjatkiem m —m’ =o.
W tym wypadku wykazuje nietrudne rozumowanie, ze A =2 przyjaé
potrzeba, czyli Ze funkeya, ktéra dla punktow u=2m w4 2 m’w’
wyjawszy punktu w=o, staje sie zerem, da sie przedstawi¢ w postaci:

w 1 “ 2
: u 2m W -4 2m' ® +—2— 2m ® + 2m! m')
f(u) = —_ e

+L 2m w -+ 2m’ w’
gdzie kreska obok IT umieszczona oznacza, Ze w iloczynie m=m'=o
opusei¢ nalezy.

Oznaczywszy dla skrocenia 2m w - 2m’ w’ przez @, gdzie @ przed-
stawia¢ bedzie wszystkie punkta plaszezyzny liczbowej, dla ktérych
funkeya f(u) staje sie zerem (geometrycznie: wszystkie wierzcholki
réwnoleglobokéw peryodyeznych, na ktore plaszezyzne liezbowa podzie-
lié mozemy), otrzymamy :

o= I (=3) =78

Funkeya szukana o (u) ma sie staé¢ oprécz punktéw @ takie
w punkecie =0 zerem pierwszego rzedu, musi wiec mieé krztalt
nastepujacy :

: SR AT
o(u)= wu.f(u)= u]:_[ (1___':?_) f @ + 3 (5)

Otrzymana funkeya o (), ktorej istnienie samem utworzeniem
Jjej wzoru analitycznego dowiedlismy, jest funkeya jednowartosciows,
dla wszystkich punktéw plaszezyzny liczbowej skonczona, ktéra daje
sie wiec przedstawi¢ w formie szeregu potegowego nieograniczenie
zbieznego i staje sig¢ w punkcie #=0 i punktach réwnowaznych
2me -+ 2m’ ' zerem pierwszego rzedu.

Najogélniejsza funkeya tego rodzaju, F (w) t. j. funkeya jednowartosciowa
z charakterem funkeyi calkowitej, ktéra tylko w punkcie O i w punktach réwno-
waziych 2mew -+ 2m’ @’ st aje sig zerem pierwszego rzedu przedstawia si¢ w formie :

F (u) = 8™ o (u)

gdzie g (uw) wyobraZa szereg potegowy nieograniczenie zbieZny.

Skoro bowiem F(u) w tych samych punktach staje sie zerem i to tego sa-
mego rzedu, co 7 (u) bedzie widocznie ﬂorazﬁ%u)) funkeya, ktéra nigdzie w skon-

a(u

czonodci nie staje sig zerem ani nieskonczenie wielky, a wigc otrzyma ksztalt:
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Wypada nam tu zwrécié uwage na analogie zachodzacg miedzy stalag C w teoryl
funkeyj calkowitych a funkcya eg () w teoryi funkeyi przestepnych.

g(w)

czyli F (u)= e

Podobnie jak dwie funkeye calkowite, ktére w tych samych punktach staja
sig zerem tego samego rzedu, réZnié sie mogg tylko czynnikiem stalym C, tak
samo dwie funkcye przestepne, ktére posiadaja ten sam charakter réZnié sie mogg
tylko czynnikiem eg(), ktéry nigdzie w skonczonosci nie staje sig¢ zerem ani nie-
skoniezenié wielkim.

XTII.

Utworzenie funkeyi o (#) jest punktem zasadniczym w teoryi
funkeyi elliptyeznych, traktowanej w duchu Weierstrassal); droga dal-
szyeh poszukiwan jest na podstawie poprzednich wyjasnieri nader
wyraznie okreslona.

Zanim wezmiemy pod rozwage otrzymany powyzej wzor :

& Gl o (u—uy) 7 (u—u,) . . . o (u—u,)

G (0—vy) o (—2vy) . .. 7 (4—vs)
w ktorym wszelka funkeya elliptyczna przedstawié sie daje, przytoczymy
ze wzgledu na donioslo$é funkeyi o (#), za pomoca ktérej jestesmy
w stanie wszelkie funkcye elliptyezne przedstawi¢ we wzorach anali-
tycznych, niektore zasadnicze wlasnosci tej funkeyi:

2
e w 1 u
x ’T+——(—~_‘)
Z wzoru: o-(za):u_l__l_ (1— %)e“’ N9
w

mozna naprzod z latwoscia wykazaé, ze funkcya o (u) jest funkecya
nieparzysta, t. j. ze o (—u)=—a (u), z czego znowu wynika, Ze
do ( )

8 W),

jej pochodna o’ (u) = jest funkeya parzysta, t. j. ze
7! (—u)=0a' (u).

Ze wizgledu dalej, ze:
: u u Lof-t6: 30
log o (u) = log u + % [log(l —?)“‘f"‘?(?s‘) ]’

gdzie kreska obok I umieszeczona zapowiada, Ze w sumie wypadek
¢=0 opusci¢ nalezy, otrzymamy jako pochodna tego wyrazenia funkeye :

) Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Nach
Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn K. Weierstrass bearbeitet und heraus-
gegeben von H. A.Schwarz. Gottingen. Dieterichsche Universitits-Buchdrncherei 1883,
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{
1 u?

Z_((::)) +§l [“_ et +~2] i = Bwd)’

ktora bedzie widoeznie funkeyg nieparzysta, natomiast jej pochodna
wydaje funkeye parzysta. Pochodna ta, wzieta ze znakiem ujemnym:

d2log o 1
—Odi_“’ﬂ 7777 (9‘ ((::)) T W +2 [(u @) wg]

jest szezegolng funkeya dwuperyodyezng p (w), ktéra ma, jak fatwo
wykazaé peryody 2w i 2w’, t. j. wlasno$é, ze p(u 4 2w)=p (u) jako
tez p(w—+ 2w’)=Dp(u).

Za pomocy tej wlasnosci funkeyi p(w) mozemy z latwoscia zba-
da¢ zachowanie sie funkeyi o (%) przy zmianie argumentu % o 2w lub
20’, otrzymamy bowiem z réwnania:

d o' (u+2w)__ d o’ (u)
=y Sy P

P (4 20) = p (u) czyli: nastepujace :

o (u+2w) o'(u)
o (U4 2w) o (u)

< o' (w) o' (-w)

= C (iloSci stalej), & ztad dla ¥ = —w:

I (Ci’% == U'=2 przeto

a (w) o(-w) (e
o' (u—+ 2w) _ (u) o' (u42w) o (u) ;
o 2 oo TR o ey T o T
gdzie y = = E:; T U—»Eg’-l,)) Zicalkowawszy powyzsze dwa réwnania

i oznaczywszy stale calkowania otrzymamy:

i ¢
ottt By ssiar (@) ¢ T D it e 2wy igpaye M (e
a ztad uwagi godny zwigzek mlf;dzy ¥ 1y w postaci:
o' —y'o=m "T" gdzie m jest liczba catkowita réwng -1 albo — 1.

X.
W poprzedzajacych rozdzialach otrzymaliSmy ogélny ksztalt
funkeyi elliptyeznej w postaci :

__ O (u-wy) o (w-thy) . . .o (wery) 0
(b(u)— o (u-v,) 0'(“-?7:) e o0 (u-vg) ¢
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gdzie g (u) przedstawia pewien szereg potegowy, w4, %y, . . %, punkta
zerowe, vy, vy, . . vs punkta nieskonczonosciowe funkeyi & (u) w obre-
bie réwnolegloboku peryodycznego z punktu =0 wykreslonego.
Nalezaloby teraz zbadaé, czy tez wzér powyzszy przedstawia
zawsze funkeye dwuperyodyeczna.
Szezegdlowe poszukiwania, oparte na wlasnosciach funkeyi o (u),
w poprzednim ustepie przytoczonych, wykazuja, Ze, aby bylo:
b (v 4 2e) = & (u) jakoter: ¢ (u 4 2°) = ® (u), musi byé liczba punktow
zerowych w, réwna liczbie punktéw nieskonczonosciowyeh v, przyczem

zachodzi¢ musi warunek 2 w,= X wv,, a wskutek tego g () =e.

ne=1 n=1

Ogélny ksztalt funkeyi dwuperyodycznej hedzie wedle tego :

2 o (v-uy) o (u-uy) . . . o (u-u,)
2o o (u~v,) o (u-uy) . . . o (u-v,)
gdzie ,2 = rE V., 1 odwrotnie wzér tego rodzaju przedstawia

W= i
zawsze funkeye dwuperyodyczna, skoro punkta zerowe i nieskonczo-
nosciowe dogadzaja powyzszemu warunkowi.

Funkeye @ (#) nazywamy funkeya dwuperyodyczna
r tego stopnia, skoro ma w swym roéwnolegloboku peryodéw »
punktow zerowych i tylez nieskonczonoseiowych.

Uwzgledniajac warunek "§run — "E rvn poznamy z latwoseia, Ze

n=1 w1

funkeye dwuperyodyezne pierwszego stopnia weale nie istniejg.

Ogoélny ksztalt funkeyi dwuperyodycznyeh deZle zas
39 7 (u-1y) o (u-1,) =
¢ (u)="C P R Sy gdzie uy - uy =01 4 v,
Przypusémy teraz, ze dwa punkta nieskonezonosciowe b w réwno-
legloboku peryodycznym na siebie wpadaja, to otrzymamy ogélny
ksztalt takiej funkeyi dwuperyodyeznej drugiego stopnia w postaei:

g (u-a) o (u-2b + a)
P ()= 3 a2 (u-b)

Szezegélng funkeya tego rodzaju jest funkeya p (), okreslona
w poprzedzajacym ustepie wzorem:

uz &2

gzie =2 pw+2p' w’ (Wy,]qwszy & ==t ==0).
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Funkeya p (u) staje sie w obrehie swego réwnolegtoboku peryo-
dycznego (2w, 2w’) dwa razy nieskonczenie wielka i to oba razy
w punkecie =0 i da sie przedstawi¢ w ksztalcie ;

o (u-uy) o (u -+ uy)
a? ()

Jest ona najprostszg ze wszystkich funkyi dwuperyodycznych.

p(u)=C

1 w

B _]2
Z wzoru: 7 (u) = u (1 —_) sty ( @) otrzymamy :

o (W) _ 1 ’[1&_“_3 v, S ]
szereg wazny dla ju| <&, czyli zbiezny w obrebie kola zakreslonego
okolo punktu » =0, a przechodzacego przez najblizszy punkt peryodu.

Powyisze wyrazenie sprowadza sie ze wzgledu, Ze do kazdego
@ nalezy takze jedno (— &), do nastepujacego :

o'(uw) 1 : u3 ud w’ v
T T 7‘% (a—4+ ﬁﬂ“ﬁ*‘"')

przeto bedzie p (u) = — g lggug (1) = 12 G ey ut e ut 4 ..

=2 ~
czylip (u) = %—l— éoc"“m’ gdzie ¢y = (2 A —1) g G2
Pochodna funkcyi p (u) przedstawi sie wskutek tego w postaci
pPUwy=— " F2cut beut46cud 4 . .

przedstawiajac funkcy@, ktora w punkecie =0 staje sie nieskoncze-
nie wielka trzeciego rzedu.

Funkeya p’ () jest funkecya dwuperyodyezng trzeciego
stopnia.

Nietrudno otrzymaé jej punkta zerowe, ze wzgledu bowiem, Ze

p (&)= p (u) jakotei p (u+1/y @) =p u—(1/y&)
bedzie: p' (4-+a&) =p' (4—"y&) = —p* (o6 —u), przeto
P (o &) =—p' (/). n 2tad p’ (/& =0 cayli pojedynezo:
p'(0)=0, p'(@+a)=0p' (a)=0

Wskutek tego przedstawié sie musi funkeye p‘ (%) w postaci:

o (4-w) o (u-w’) o (4 4+ w + @)

a? (u)

\ p'w)y=C

http://rcin.org.pl
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Poniewaz atoli z poréwnania wspélezynnikéw przy «* wypada

2 > ¢
(s PO e T przeto bedzie
R 20 (w-u) 0 (w'-u) 0 (0 + o'+ u) : ;
R - Py T PR Tl O R

ze wzgledu ze p’(u) jest funkeya nieparzysta :
felag) 20 (w+u) o (o' +u) 0(w-+w —u)
FoeH T o (@) 0 (@) 0 (@t ) b ()
zkad otrzymamy ze wzgledu ze:

0 (w-u) 0 (0wt u)

p () —p (0)= o2 () o () po wykonaniu dzialan :

[p* (@) = 4 9% (w) — g0 (W) — g5,
gdzie g, i g; sa ilosciami stalymi, zloZonymi przestepnie z peryodéw
20 1 20’
Miedzy funkeya p(w) i- jej pochodng p‘(u) zachodzi
wiee rownanie algebraiczne trzeciego stopnia.
Dalszy rachunek!) wykazuje, %e funkcya p(u) ma pra-
widto dodawania w postaci:

pt o= p|ZOFLOT 0y,

wedle ktorego da sie p (u+v) wyrazi¢ wymiernie przez p (u), p (v),
p’ (w), p’ (v). Poniewaz atoli miedzy p (v) i p’ (v) jakotez miedzy p (v)
ip’(v) zachodza powyisze zwiazki algebraiczne przeto da sie p (u -4 v)
wyrazi¢ algebraicznie przez p (v) i p (v).

Z powyzszych wilasnosci wyplywa wreszeie, ze funkeya p (%)
ma takze rownanie charakterystyczne w postaci:

[10 (), po), p (“+”>] =0

Funkeya p (v) jest wiec funkeya jednowartosciows z charakterem
funkeyi wymiernej, przytem szczegélna funkcya dwuperyodyezna stopnia
drugiego, ma ze swa pochodna zwiazek algebraiczny, posiada wreszcie
prawidlo dodawania i réownanie charakterystyczne.

Niech bedzie teraz @ (#) dowolng funkeya dwuperyodyczna dru-
giego stopnia w postaci:

1) Patrz: Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 2
‘Weierstrass-Schwarz. str. 13. .
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$(u)y=:0C i((::_iji)) Z((Z:ZZ; gdzie uy =ty == vy 4 vy,
o (v-u) a (v u)

o2 (u) o (v)

tedy otrzymamy ze wzgleduze : p (u) —p (v)=

nastepujace rownania :

o (u-uy) @ (u-u,) =a2 (u a "L'i;@){ A+ Bp (u o %ﬂ)}
o (u-v1) 0 (u-vy) =0y (n— +T) { A+ B'p (n _+)}

z ktérych z powodu wy -+ u, = v, + v, wynika:
A4 Bp (u— “‘—:‘l“)
A’—I-—B’p(u—i‘-;'—"‘)

Poniewaz atoli wedle prawidla dodawania funkeyi p (#) mamy:

» (u— —%%") =R [ p(w), p* (w), p (“‘ + '“)710’ (”‘ T ’>]

przeto bedzie ¢ (#) = R [p (u), p’ (u)], gdzie R okresla pewna funkeya
wymierng.

Wszelka funkeya dwuperyodyczna drugiego stopnia
da si¢ wiec wymiernie przedstawié¢ przez funkeye p(u) i jej
pochodna p’ (u).

Zdanie powyisze daje sie rozszerzyé do funkeyi elliptyeznych
dowolnego stopnia. Okazuja sie przytem nastepujace prawidla !):

1) Wszelka funkeya jednowartosciowa elliptyczna $(u) o peryo-
dach 2w, 2@’ da sie wyrazié wymiernie przez funkeye p(w) nalezaca
do tej pary peryodéw i jej pochodna p’(w).

2) Jezeli funkeya &(u) jest funkeya parzysta argumentu u,
tedy da sie przedstawi¢ jako funkeya wymierna funkeyi p(w); jezeli
b (u)
p'(w)

o (u-uy) o (u-uy)
o (uvy) o (4-vy)

za$ P(u) jest funkeya nieparzysta, tedy bedzie iloraz wy-

mierng funkeya funkeyi p(u).

3) Jezeli funkeya ®(u) stuje sie tylko dla. u=0 i miejse row-
nowaznyech % -} 2me -+ 2me’ nieskonczenie wielka, tedy be-
dzie ona funkeys calkowita funkeyi p(w) i p’(u).

1) Patrz: Weierstrass-Schwarz., Tafeln u. Lehrsiitze zum Gebrauche der ellip-
tischen Functionen str. 17.
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XIL.

Z funkeyi o(u), ktorg poznaliémy jako element zasadniczy funkeyj
elliptyecznych, wyprowadza Weierstrass trzy inne funcye jednowarto-
sciowe zcharakterem funkeyj calkowitych okre§lone réwnaniami:

o1(u) = ki ap, g oy(u) = o bt el i B

o (e)

0'2(?1,) F—

o)

o (t—e + w’) —( + )
T

ktore pozostaja w bardzo prostym zwiazku z funkeyami .3, wprowa-
dzonymi przez Jacobi'ego.

Zwigzek ten da sie w ten sposéb przedstawic:

o(u) = e e““zs,(g:i) o, (u) = ¢ ¢ 32(%)

a2 um e umw
0o(%) = ¢y € .93(2—5), oy(w) = ¢; ¢ P .9(2—&,)
W'

‘

™

gdzie wedle Jacobie'go 1) dla gg =2 ni g=a. Y jest:
(@, @) = @) = F T (1) gt ot
'92(x’ q) —_ .92(%) =3 qih(21z+l)1e2n+l)z'z
FH(@ ) = SHx) = g M
o, ) = S() = S(—1) ¢
Powyisze cztery .8 — funkeye wynikaja zreszta z t. z. ogélnej
wrie i7E[(2m ] m
®@-funkeyi: @Mv(x) =1::§°g_1)p el e((2m - M)z - aA(@m - M2
jezeli ilociom g, v czyli t. zw. charkterystykom ®-funkeyi na-
damy szezegélne wartosei w = 0, 1, v = 0, 1 Mianowicie bedzie
B(@) = %(2); @n(#) = 3x), @1,(2) = H(#), O1:(2) = i3:(2).
Ilorazy czterech o-funkeyi Weierstrassa sa funkeyami elliptyez-

nymi drugiego rzedu. Oznaczywszy przez z funkcye elliptyczna, pew-
nym ilorazem dwéch o-funkeyj okre§lona, otrzymamy réwnanie réz-

1) Jacobi gesammelte Werke. Tom I. str. 501.
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2
niczkowe w postaci: (%) = (@ -+ b2?)(c + da?), z ktorego wyplywa

dx dx

= li == —.
oo V(a + bz (c + da?) e f\/a + ba?) (¢ + dzx)?

Odwrécenie funkeyj elliptyeznych drugiego stopnia
prowadzi wige do t. z. calek elliptycznych.

dx
V@ —a?) 1—k2=?)
doszli analitycy, zajmujacy sie calkowaniem funkeyj algebraicznych, nastepujgca
droga: Przekonawszy sie, Zze wszystkie funkcye wymierne sg calkowalne, starano sig
funkcye niewymierne sstosownymi podstawieniami sprowadzi¢ do wymiernosci. Nie-
bawem przekonano sig jednakZe, Ze to postepowanie daje sie zawsze zastosowaé do
funkeyj wymiernych z x i | /R () utworzonych, jezeli R () jest wymierng funkecya
pierwszego albo drugiego stopnia, natomiast rzadko tylko, gdy R (x) jest stopnia
wykszego. Zauwazano jednakze, Ze gdy R (x) jest stopnia trzeciego albo czwartego
wielka ilogé calek przez luki ellipsy wyrazi¢ si¢ daje.
2 2
Z réwnania ellipsy %{"}- *'g,— == 1 wynika bowiem bezposrednio

Do funkeyi w okredlonej powyzsza albo raczej calky u =

x bt x?
%dy - ade =0 (e = do* (1 -+ a‘_y’_) przeto

3 Vl el BLE (1—#2a?) da
=a X czyll i S —— y
2 : V (1—) (1—k2?)

iy’ ]

AP
jezeli podstawimy £k? — o e

Dlugosé luku ellipsy przedstawia sig przeto pod postacig calki:

2 (1—k2?) do
= J o Vi—2?) (1—F2?)

Okoliczno$é ta byla powodem, Ze wszystkie calki tego rodzaju nazwano cal-
kami elliptycznymi wychodzac z nieuzasadnionego przypuszczenia, ze luk
ellipsy odgrywa w nich podobng role jak luk kolowy w funkcyach goniometrycz-
nych. Euler zauwazal, Ze ogélna calka

dz
fa+bx2+cx2+dx3—|—ex4
posiada w prawidle dodawania wlasnodci analogiczne do funkcyj cyklometrycznych.
Legendre sprowadzil ja do znanych trzech form typowych, zwanych calkami ellip-
tycznymi 1., 2. i 3. rodzaju, jednakZe Zaden z nich nie wpadl na mysl w odwréce-
niach ich szukaé funkcyj przestepnych analogicznych do funkeyj goniometrycznych,
co dopiero w koncu drugiego dziesiatka tego wieku Jacobi i Abel uskutecznili.
Wychodzge z réwnania Legendra :

? g :
AT fo\/m =F(p,k =F(9)
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gdzie @ rzeczywiste i =0, k rzeczywiste i <1 moina zauwazy¢, Ze funkeya F(e, k)
rosnie w granicach — ® do - ®, gdy ¢ przyjmuje wartosci od — o do - ® i
wszelka, wartosé rzeczywisty tylko raz przyjmuje.

Jacobi oznaczyl ¢ przez am(w) (amplitudo) i nazwal sin @ = sin am u,
Ae= A amu, z czego wypadaja odno$nie do calki:

dz
S f V(1—a?) (1—k%2)
trzy gléwne funkcye zwane: Sinus, cosinus i funkeya A amplitudy zmiennej u, t.j.
Z=sin amw, \/1—? = cos am %, {/1—k*a* — A am u.
Tem okreslone zostaly funkeye elliptyczne dla wszelkich wartosci rzeczywi=

stych argumentu, a rozszerzenie okredlenia tych funkcyj dla argumentéw zespolo-
nych nastagpilo z prawidla dodawania ).

Funkeye elliptyezne Jacobiego zawarte sa w ilorazach ¢ funkeyj
Weierstrassa, gdy sie nada ilosciom stalym pewne przepisane znaczenie.

Ktadac & = Vﬂt dzie ey, ey, €, 3 pierwiastkami réwnania
PR I 2 V3 (7
17V

4s3- gos - g, = 0 otrzymamy mianowicie:

i g I S ik oy (u) RS !
a3 () Vere S i oy () s Ve,-e,) %
or_l(@—_—_ A am (u\/e,-¢,) 0 bl s tang am (% \/e,-¢,) .
o3 (u) e o1 (4) Ve e
Calka, do ktorej odwrocenie funkeyi p (#) = s prowadzi, ma
ds :
ksztalt: v = f =+ odwrocenie funkeyi elliptyeznej @(« !
V idgay, yi elliptycznej $(u)

jakiegokolwiek rzedu prowadzi za§ do calki w ksztaleie f R (zy) dz,
gdzie R oznacza szezegélng funkeye wymierna ilosei z i y, a miedzy
x i y zachodzi rownanie algebraiczne, ktére sie otrzymuje wyznaczyw- '
szy zwigzek migdzy funkeya @ () i jej pochodng @’ (x). W zadnym {
jednak wypadku nie dojdziemy przez odwrocenie funkeyj elliptyeznych
do calek elliptycznych drugiego albo trzeciego rodzaju, zkad odwrotny
wniosek wypada, Ze odwrécenia calek elliptycznych drugiego albo trze-
ciego rodzaju nigdy do funkeyj elliptycznych nie doprowadzaja.
Przy badaniu calek fR (zy)dz gdzie

Y=V a- bz cx® 4 da® 4 ext

T

g

1) Pordwnaj: 1) Enneper, Elliptische Functionen, Theorie und Geschichte y
Halle a] S. 1876. 2) Arthur Cayley, An elementary treatise on elliptie functions.
Cambrigde 1876. : Fia
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dochodzi sie do wyniku, Ze wszelka calka tego rodzaju da sie przed-
stawié przez sume szezegolnych calek, ktore sie dziela na trzy rodzaje:
~catki pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju“. Moznaby wiec ana-
logieznie do funkeyj elliptycznych postawié zadanie odwrocenia wszy-
stkich calek pierwszego rodzaju. Odwrécenie to nie doprowaflza jedna-
kowoz do funkeyj peryodycznzch jednowartosciowych jednej zmiennej
tylko do funkeyj peryodycznych wielu zmiennych.

Jezeli przyjmiemy mianowicie y rowne pierwiastkowi kwadrato-
wemu (2p 4 2)° albo (2p 4 1)¢° stopnia otrzymamy p calek pierwszego
rodzaju :

I, (v) = yf I(z)= fc';”dy,. et

=1
I (5= f St et bori .
dx

kladac dalej :

v=p v=g9 v=¢
u,=2 I (% ,); u2=2 Ly = up=2Ip(x,,)
v=1 =1 =1

otrzymamy przez odwrécenie: z, jako funkeye zmiennych u,, u,, .. %p
czyli Ty = Py (g Uy, . . . %) i P b

Kazda symetryczna wymierna funkeya ilosei z, bedzie funkeya je-
dnowartosciows zmiennyeh uy, u, . . . u,, posiadajacy ze wiglgdu na
kazda zmienne dwa peryody, a wieec w ogéle 2p peyodéw. Funkeye
tego rodzaju nazwano funkcyami hyperelliptyeznymi, tak samo jak calki,
ktore donich prowadzg calkami hyperelliptycznymi?t). Dla p==1 prze-
chodza one w funkeye elliptyczne.

Najogolniejsze zadanie na tem polu jest nastepujace :

Majac dang jakakolwiek funkeye wymiernag R (z,¥),
gdzie pomiedzy # i y zachodzi jakiekolwiek ro6wnanie al-
gebraiczne wyszukaé calki i odwréecenia tychie.

Zagadnienie, ktorem sie od czaséw Abla najznakomitsi matema-
tyey zajmowali, zostalo ogoélnie przez Weierstrassa w wyktadach :
,Ueber Abel’sche Functionen“ 2) rozwigzane.

1) Dr. Leo Konigsberger: ,Vorlesungen iiber die Theorie der hyperelliptischen
Integrale.“ Leipzig 1878. — %) Weierstrass: Theorie der Abel’schen Functionen.
Crelle’sches Journal 1856.

4
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Rezultat poszukiwania jest zupelnie amalogiczny jak przy funk-
cyach hyperelliptycznych, t. j. ze dla kazdego réwnania miedzy « i y
istnieja pewne calki podstawowe, na ktore sie wszystkie calki tego ro-
dzaju sprowadzi¢ dadza. Odwrocenie calek pierwszego rodzaju wpro-
wadza na funkcye o wiecej zmiennych niezaleznych, ktérych syme-
tryezne funkeye sa funkcyamijednowartosciowymi 2 p—peryodycznymi,
skoro p wyobraza ilo§é zmiennych niezaleznych.

Z powodu skomplikowanych zwiazkow, zachodzacych miedzy funk-
cyami Ablowymi a ich funkeyami pochodnymi nie udalo si¢ dotad
utworzy¢ teorye funkeyj Ablowych analogiczna do Weierstrassowskiej
teoryi funkeyj elliptycznych, w skutek czego sam Weierstrass wypro-
wadza dotad teorye funkeyj Ablowych z catek, a wiec odwrotnie jak
w funkeyach elliptyeznyeh.

—>aHae—
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Statystyka Zakladu.
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X
Skilad grona nauczycielskiego

w ciagu roku szkolnego 18845.
A. Nauczyciele przedmiotow obowigzkowych:

Rodecki Czeslaw, Dr. filozofii, dyrektor c. k. wyzszej szkoly realnej,
zastepca przewodniczacego Rady szkolnej okregowej, uczy! fizyki
w klasie IIT godzin 3.

[y
.

2. Zawadil Waclaw, profesor VIII rangi, zawiadowca gabinetu historyi
naturalnej, uczyl historyli naturalnej w klasach: II, V, VI, VII
i jezyka niemieckiego w klasie IV — razem godzin 16.

3. Rosenbuseh Ferdynand, profesor, od 15 wrzesnia z. r. za urlopem
z powodu slabosci.

4. Benoni Karol, Dr. filozofii, profesor, uezyl geografii w klasach: V, VI, VIL
i historyi powszechnej w klasach: II, IIT, IV, V, VI i VII —
razem godzin 17.

5. Pohorecki Franciszek, profesor, uczyl jezyka polskiego w klasie VI

i jezyka niemieckiego w klasach: V, VI i VII — razem godzin 16.

6. Soleski Jézef, profesor, od 26 maja b. r. uczyl matematyki w klasach
IT 1 V — razem godzin 8.

7. Gramski Marceli, profesor, zawiadowca gabinetu chemicznego, chemik
sadowy i korespondent c. k. Towarzystwa geologicznego w Wiedniu,
uczy! chemii w klasach: IV, V, VI, VII i historyi naturalnej w klasach
Ia i Ib — razem godzin 17.

8. Daszysnski Wladyslaw, profesor, zawiadoweca gabinetu geometrycznego,
uczyl geometryi i rysunkéw geometrycznych w klasach: II, IV, VI
i matematyki w klasach Ib i IV — razem godzin 17.

4%
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9. Starkel Romuald, profesor, zawiadowea biblioteki szkolnej, uczyl jezyka
polskiego w klasach: Ib, IV, V, VII i geografii w klasie IIT —
razem godzin 15.

10. Waligorski Franciszek, profesor, uczy! jezyka niemieckiego w klasach:
Ta, IT i ITT — razem godzin 17.

11. Fedorowicz Teofil, profesor, zawiadowca biblioteki uczniéw, uczyl
geometryl i rysunkéw geometrycznych w klasach: IIL, V, VII, jezyka
niemieckiego w klasie Ib i kaligrafii w klasie Ia — razem godzin 17.

12. Hoszowski Celestyn, profesor, zawiadowca gabinetu rysunkowego,
uczy! rysunkéw odrecznych w klasach: V, VI, VII, geometryi i ry-
sunkéw geometrycznych w klasach Ia i Ib — razem godzin 20.

18. Dziwinski Placyd, Dr. filozofii, profesor, zast. profesora matematyki
w c. k. szkole Politechnicznej, uczyl do 26 maja matematyki w kla-
sach: II, V, VI i VII — razem godzin 18; od 26 maja w klasach
VI i VII — razem godzin 10.

14. Zbierzchowski Wladyslaw, profesor, zawiadowca gabinetu fizykal-
nego, uczy! fizyki w klasach: IV, VI, VII i geografii w klasach :
Ib i IV — razem godzin 16.

15. Ks. Laskowski Jézef, Dr. teologii, profesor, uczyl religii obrz. lac. we
wszystkich klasach — razem godzin 16.

16. Giedroy¢é Antoni, egzaminowany zastepca nauczyciela, uczyl jezyka
polskiego w klasach: Ia, II, IIT i geografii w klasie I — razem
godzin 13.

17. Janelli Franciszek, egzaminowany zastepca nauczyciela, uczyl mate-
matyki w klasach Ia, ITI i geografii w klasie II — razem godzin 10.
Nadto w zastgpstwie chorego prof. Rosenbuscha od 15 wrze$nia 1884
uczy! rysunkéw odrecznych w klasach: I, III, IV i kaligrafii w kla-
sach: Ib, IT i ITT — razem godzin 18.

18. Ks. Bobrowicz XLucyan, zastepca katechety gr. kat., uczyl religii
obrz. gr. kat.

19. Wolf Michal, uczyl religii mojzeszowe] we wszystkich klasach —
razem godzin 6.

B. Asystenci:

. Danilowicz Seweryn, do rysunkéw geometrycznych.
. Skawinski Leon, do rysunkéw odrecznych.

DO =

C. Aplikanci:

. Mandel Salomon, egz. z M. F.
. Bruchnalski Kazimierz, egz. z M. F.
. Lachner Fryderyk, egz. z Ry. gm.

QO DO =
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D. Nauczyciele przedmiotow nadobowigzkowych:

Dr. Benoni Karol, uczy! historyi kraju rodzinnego — razem godzin 4.
Ks. Bobrowicz Eucyan, uczyl jezyka ruskiego — razem godzin 4.
Giedroy¢é Antoni, uczyl jezyka francuskiego — razem godzin 6.
Gramski Marceli, uczyl chemii analitycznej — razem godzin 3.
Hoszowski Celestyn, uczyl modelowania — razem godzin 4.

Janelli Franciszek, uczy! gimnastyki — razem godzin 6.

Polinski Jozef, uczy! stenografii — razem godzin 4.

Szatkowski Pawel, uczyl spiewu — razem godzin 4.

o

T
Rozklad nauk.

A) Przedmioty obowigzkowe

I. Klasa.

Gospodarz w klasie Ia: Daszynski Wladyslaw.
= » Ib: Giedroyé¢ Antoni.

Religia. 2 godziny tygodniowo. Zasady katolickiej wiary i obyczajéw.

Jezyk polski. 4 godziny tygodniowo. Nauka o czesciach mowy w ogéle.
Odmiana imion i czasownikéw. Nauka o zdaniu golem i rozwinigtem;
z glosowni najniezbedniejsze zasady przy sposobnosci nauki o dekli-
nacyi i konjugacyi. Plynne czytanie ustepéw z Wypiséw polskich tom
I, z objasnieniem gramatycznem i rzeczowem, poprawne opowiadanie,
a wreszcie wyglaszanie z pamieci ustepéw prozaicznych i poetycznych.
Co tydzien jedno zadanie.

Jezyk nicemiecki. 6 godzin tygodniowo. Slaba i mocna odmiana rzeczo-
wnikéw, jakotez odmiana przymiotnikéw, zaimkdéw i liczebnikéw. Od-
miana czasownikéw slabych, tudziez wazniejszych czasownikéw mocnych,
praktycznie przy tlémaczeniu przykladéw z jezyka niemieckiego na
polski i odwrotnie z Wypiséw Rebena. Rzad przyimkéw przy nada-
rzonej sposobnosci. Reprodukecya w jezyku niemieckim latwiejszych
zdani z Wypiséw stosownie zmienianych. Co tydzien zadanie szkolne.

Geografia. 3 godziny tygodniowo. Pojecia wstepne z geografii fizycznej
i matematycznej, oro- i hydrografia wszystkich czesci $wiata, oraz
krétki przeglad polityczny, wedlug ksiazki Tatomira i Benoniego.
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Arytmetyka. 4 godziny tygodniowo. Uklad metryczny. Catery dzialania
liczbami calkowitymi i dziesigtnymi, mianowanymi i niemianowanymi;
podzielnos¢ liczb, najmniejsza wspélna wielokrotnosé i najwigksza
wspélna miara; ulamki zwyczajne. Liczby wielogatuukowe.

Historya naturalna. 3 godziny tygodniowo. Zoologia podlug ksiazki
prof. Nowickiego, wydanie ilustrowane. A mianowicie W pierwszym
kursie ze zwierzat kregowych: ssaki i ptaki, w drugim kursie zwie-
rzgta kregowe, oraz dzial zwierzat bezkregowych.

Geometrya i rysunki geom. 4 godziny tygodniowo. Nauka o punktach,
liniach, katach, tréjkatach, czworobokach i wielokatach. Rysowanie
iloci przestrzennych z uwzglednieniem ich wielkosci i polozenia,
z wolnej reki; nastepnie rysowanie z modeléw drutowych i gipsowych
na podstawie gléwnych zasad perspektywy. Rysunek ornamentéw, ktére
na podstawie konstrukcyjnej latwo wykonaé sie daja.

Kaligrafia. 2 godziny tygodniowo. Pismo wedlug wzoréw Greinera, po
polsku i po niemiecku.

II. Klasa.
Gospodarz: Waligérski Franciszek.

Religia. 2 godziny tygodniowo. Historya starego testamentu z uwzgle-
dnieniem chronologii i geografii biblijnej.

Jezyk polski. 3 godziny tygodniowo. Powtérzenie i uzupelnienie nauki
o formach i o zdaniu rozwinigtem, szczegélowo nauka o skladni zgody
i skladni rzadu, na podstawie gramatyki Dra Maleckiego. Czytanie,
opowiadanie, analiza gramatyczna, deklamacya Wypiséw tom II. Trzy
wypracowania piSmienne na miesigc.

Jezyk miemiecki. 6 godzin tygodniowo. Powtérzenie i uzupelnienie na-
uki o formach; czasy zlozone w formie czynnej i biernej — uzywanie
przyimka ,zu“ przy wyrazie bezokolicznym i przedpierwotnika ,ge“
w imieslowie. Odmiana zaimka i liczebnika, o przyimkach i spdjnikach
w ogélnosel. Czytanie, tlémaczenie i analiza podlug Wypiséw Rebena.
Co tygodnia éwiczenie domowe i pélgodzinne szkolne.

Geografia. 2 godziny tygodniowo. Szezegélowa geografia Azyi, Afryki
i krajéw Europy poludniowej wedlug ksiazki Baranowskiego i Dzie-
dzickiego.

Historya. 1 godzina tygodniowo. Dzieje starozytne podlug Weltera w tlu-
maczeniu polskiem Zygm. Sawczynskiego, tom I

Matematyka. 3 godziny tygodniowo. Dzialania skrécone; stosunki i pro-
porcye; pojedyncza i zlozona regula trzech; praktyka wloska; rachu-
nek procentu prostego; rachunek terminu; regula spélki, lancuchowa,
przecigtna i mieszaniny.

Historya naturalna. 3 godziny tygodniowo. W I pélroczu mineralogia
wedlug ksiazki Lomnickiego. W II. pélr. botanika wedlug ksiazki Hiickla.
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Geometrya i rysunki geom. 4 godziny tygodniowo. Przedmiot z pierw-
sze] klasy w krétkosci powtdérzony. Przystawanie i podobienstwo trdj-
katéw z uwidocznieniem, polegajacem na konstrukcyi takowych. Kon-
strukcya czworobokéw. Nauka o kole.

Rysunek przy pomocy przyrzadéw geometrycznych obejmuje
konstrukeye powyzej wymienionych przedmiotéw 1 ornamentéw
geometrycznych.

Rysunki odreezne. 4 godziny tygodniowo. Cwiczenia w rysowaniu orna-
mentéw plaskich podlug szkoly elementarnej E. Herdlego, oraz nauka
perspektywy podlug szkoly J. Grandauera z uzyciem odpowiednich
przyrzadéw 1 zastésowanie figur geometrycznych z odlewéw gipsowych.

Kaligrafia. 2 godziny tygodniowo. Pismo wedlug wzoréw Greinera, po
polsku i po niemiecku.

III. Klasa.
Gospodarz: Dr. Benoni Karol.

Religia. 2 godziny tygodniowo. Historya zycia Chrystusa i historya apo-
stolska z uwzglednieniem biblijnej geografii i chronologii.

Jezyk polski. 3 godziny tygodniowo. Z gramatyki: ortografia, interpun-
keya, czesei mowy nieodmienne; z etymologii rzeczy najwaZniejsze.
Skladnia zgody, nauka o zdaniu zloZoném — podiug gramatyki Anto-
niego Maleckiego. Czytanie, opowiadanie, rozbiér gramatyczny i dekla-
macya ustepéw wierszem 1 proza z III. tomu Wypiséw polskich dla
nizszych klas gimnazyalnych. Co 10 dni zadanie domowe, co 14 szkolne.

Jezyk niemiecki. 5 godzin tygodniowo. Z gramatyki: skladnia zgody
i czedé skladni rzadu; powtérzenie nauki o formach. Lektura polaczona
z analiza na podstawie wypiséw Hamerskiego dla ITI. kl.; przerobionych
ustepéw niemieckich tak prozaicznych jako tez poetycznych uczono
sig na pamieé. Cwiczen pisemnych bylo co miesiac pigé, trzy domowe,
dwa szkolne.

Geografia. 2 godzmy tygodniowo. Szczegolowa geografia krajéow Europy
srodkowej i pélnocnej, oraz Ameryki i Polinezyi.

Historya. 2 godziny tygodniowo. Dzieje wiekéw $rednich z szczegdlnem
uwzglednieniem historyi austryackiej i kraju rodzinnego, podlug Wel-
tera w tlumaczeniu Sawczynskiego, tom II.

Arytmetyka. 4 godziny tygodniowo. Powtérzono przedmiot z klas po-
przedzajacych; miary, wagi i monety zagraniczne, nauka o papierach
publicznych; w drugiem pélroczu: cztery dzialania liczbami algebra-
icznymi; podnoszenie liczb szczegélnych do drugiej i trzeciej potegi,
tudziez wyciaganie drugiego i trzeciego pierwiastka.

Fizyka. 3 godziny tygodniowo. Ogélne i szczegdlne wlasnosci cial; o cie-
ple, magnetyzmie i elektrycznosei podlug ksiazki Dr. Cz. Rodeckiego.
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Geometrya i rysunki geom. 3 godziny tygodniowo. Konstrukcye opie-
rajace sig na przystawaniu i podobienstwie figur. Stereometrya. Ryso-
wano précz powyzszych konstrukcyj ornament geometryczny i nakla-
dano farbami.

Rysunki odreezne. 4 godziny tygodniowo. Ornamenta i kontury gléw
ludzkich, zwierzat i czesci roslin.

Kaligrafia. 2 godziny tygodniowo. Pismo ozdobne.

IV. Klasa.
Gospodarz: Zbierzchowski Wiadysiaw.

Religia. 2 godziny tygodniowo. Objasnienie wazniejszych obrzedéw ko-
sciola Chrystusowego z uwzglednieniem ich powodéw i czasu zapro-
wadzenia.

Jezyk polski. 3 godziny tygodniowo. Skladnia zgody, skladnia rzadu;
nauka o zdaniu zloZonem, o okresach i szyku wyrazéw, nauka o slo-
worodzie, podiug gramatyki Dra Antoniego Maleckiego. Czytame,
opow1adame, rozbidr gramatyczny i deklamacya ustepdw wierszem
i proza z IV. tomu Wypiséw. Co miesiac dwa zadania domowe,
Jjedno szkolne.

Jezyk niemiecki. 5 godzin tygodniowo. Skladnia zgody, skladnia rzadu;
nauka o czasach, trybach i sposobach, mowa zaleZna, przyimki rz3-
dzace przypadkaml, przemiana zdan. Czytanie, tlumaczenie opowia~
danie, uczenie sig na pamigé, rozbiér z Wypiséw Ed. Hamerskiego,
tom. II. Co 10 dni zadanie szkolne, co 14 domowe.

Geografia i statystyka. 2 godzin tygodniowo. Dokladna geografia mo-
narchii austro-wegierskiej, z wyszczegélnieniem kraju rodzinnego we-
dlug podrecznika dr. J. Szaraniewicza.

Historya powszechna. 2 godziny tygodniowo. Historya nowozytna
z szcezegblnem uwzglednieniem przewaznie historyi austryackiej podlug
Weltera w tlumaczeniu polskiem Sawczynskiego, tom IIL

Arytmetyka. 3 godziny tygodniowo. Powtérzono przedmiot z klas poprze-
dzaJa,cych cztery dzialania liczbami algebralcznyml, na,]wu;ksza, wspélna
miara i najmniejsza wspélna wielokrotnosé; ulamki zwyczajne; zrow-
nania pierwszego stopnia z jedna i dW1ema niewiadomymi.

Fizyka. 3 godziny tygodniowo. Powtérzono statystyke, wzigto dynamike
cial stalych, plynnych i lotnych, nauke o magnetyzmie, elektrycznosci
i galwanizmie, akustyke i optyke. Podlug ksiazki Dr. Czeslawa Rodeckiego.

Chemia. 4 godziny tygodniowo. Pierwsze pélrocze: Opis wazniejszych
pierwiastkéw 1 tych polaczen, ktére sa waznymi szczegélnie ze wzgledu
na praktyczne ich znaczenie. Drugie pélrocze: O wazniejszych zwiaz-
kach organicznych, jakoto o weglowodorach, alkoholach, kwasach, ete-
rach, weglowodanach, glukozydach, cialach bialkowatych i o cialach
aromatycznych.
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Geometrya i rysunki geom. 3 godziny tygodniowo. Obliczenie po-
wierzchni flgur plaskich, powierzchni 1 objetosci bryl, rozwiazanie
praktycznych zagadnien. Zmiana figur i konstrukeya linij krzywych.
Zastosowanie twierdzen geometrycznych do miernictwa. Rzuty prosto-
padle punktu, prostej i figur plaskich.

Rysunki odreezne. 4 godziny tygodniowo. Ornamenta konturowe w pol-
tonie cieniowane oléwkiem, kreda lub kolorowane w danych stosun-
kach, zmniejszone lub zwigkszone, podlug wzoréw E. Jakobsthala,
nauka cieniowania podlug J. Grandauera.

V. Klasa.

Gospodarz: do 26 maja: Dr. Placyd Dziwinski.
2 od 26 maja: Jozef Soleski.

Religia. 3 godziny tygodniowo. I. pélrocze: Gléwne zrédla - katolickiej
nauki, wiary i obyczajéw w historycznem przedstawieniu. IL. pél-
rocze : katolicka nauka wiary.

Jezyk polski. 3 godziny tygodniowo. W I. pélroczu: nauka o prozie
z etestycznem obja$nieniem wszystkich jej ksztaltéw. W IL polroczu:
nauka o wierszowaniu podlug gramatyki A Maleckiego, i nauka o po-
ezyl z estetycznem objasnieniem wszystkich jej ksztaltéw. W obudwu
polroczach odpowiednia lektura na podstawie Wypiséw polskich tom IV.

wiczenia stylistyczne dwa w miesigcu.

Jezyk niemiecki. 5 godzin tygodniowo. Podstawa nauki byly Wypisy nie-
mieckie Jandaurka-Hamerskiego dla kl. V. Lektura polaczona z rozbio-
rem gramatycznym i logicznym, opowiadanie z zastésowaniem synonimiki
i uwzolqdmemem konstrukeyjnych odrebnosci jezyka mniemieckiego
z polskim; nieustanne powtarzanie gléwniejszych prawidel gramatycznych.
Ustpr poetyczne objasniano takze we wzgledzie estetycznymluczono
sig na pamlqc Tlumaczenie z jezyka polskiego na niemiecki. Cwi-
czenia pisemne dwa co miesiaca, jedno domowe — jedno szkolne.

Geografia. 1 godzina tygodniowo. Powtérzenie i dopelnienie geografii
Azyi, Afryki i panstw poludniowej Europy, z uwzglednieniem stosun-
kéw handlowych i przemyslowych, wedlug podrecznika Baranowskiego
i Dziedzickiego.

Historya. 3 godziny tygodniowo. Historya starozytna podlug Gindelego
tom I. w tlumaczeniu Markiewicza.

Matematyka. 5 godzin tygodniowo. Z algebry: cztery dzialania, podzielno$é
liezb, ulamki, stosunki i proporcye, potegi 1 pierwiastki. Réwnania
stopnia pierwszego. Z geometryi: Planimetrya. Co miesiac zadanie
szkolne.

Historya mnaturalna. 3 godziny tygodniowo. Wyklad systematyczny
zoologii na zasadach anatomicznych i fizyologicznych. Zarys anatomii
i fizyologii czlowieka.
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Chemia. 3 godziny tygodniowo. W pierwszem pélroczu: Wiadomosel wste-
pne mianowicie: definicya atomu, drobiny, polaczen chemicznych, podzial
pierwiastkéw na metaloidy i metale. Szczegdélowy opis metaloidéw
jednosilnych, dwusilnych i ich polaczenia; z metaloidéw trdjsilnych:
o fosforze. W drugiem pélroczu: dalszy ciag opisu metaloidéw tréjsilnych
i metaloidy czworosilne, o wlasnosciach fizycznych i chemicznych me-
tali, metale, gromady potasowcéw 1 wapniowcéw. Podlug ksiazki
wydanej przez A. Nawratila i A. Sokolowskiego.

Geometrya wykreslna, 3 godziny tygodniowo. O rzutach i wzgledno-
$ciach punktu, linii prostej i plaszezyzny. Rozwiazanie zagadnien ty-
czacych sie punktu, prostej i plaszezyzny. O rzutach bryl graniastych
i okraglych, przekroje bryl plaszczyznami, oznaczenie przekrojow w siat-
kach. O liniach krzywych: elipsie, hyperboli, paroboli i cykloidzie.

Rysunki odr¢ezne. 2 godziny tygodniowo. Ornamenta kolorowane podlug
szkoly A. Andela i J. Strocka: rysowanie i cieniowanie ornamentow
z modeli gxpsowych nauka glowy ludzkiej podlug szkoly J.Grandau-
era, oraz rysowanie medalionéw z odlewéw gipsowych.

VI. Klasa.
Gospodarz: Franciszek Pohorecki.

Religia. 2 godziny tygodniowo. Katolicka nauka obyczajéw.

Jezyk polski. 3 godziny tygodniowo. Historya literatury polskiej w ogdl-
nym zarysie az do Kollataja, przyczem czytano ustepy z najwaz-
nlerzych pisarzy Zygmuntowskich, réwniez okresu makaronicznego
i pseudo-klasycznego. Cwiczenia dwa w miesiacu.

Jezyk niemieeki. 4 godziny tygodniowo. Czytanie i objasnianie pod
wz«ﬂqdem gramatycznym, rzeczowym i estetycznym ustepéw prozaicz-
nych i poetycznych z Wypiséw Jandaurka na klase VI. Kritkie bio-
grafie 1 poglady na dzialalnos¢ literacka tych autoréw, ktérych utwory
w szkole czytano. Opowiadanie, deklamacya. Powtérzenie najwazniej-
szego materyalu gramatycznego. Co dwa tygodnie zadanie domowe,
Inb szkolne.

Geografia. 1 godzina tygodniowo. Dalszy ciag geografii Europy, z wyja-
tkiem monarchii austro-wegierskiej, wedlug podrecznika Baranieckiego
i Dziedzickiego.

Historya. 3 godziny tygodniowo. Historya wiekéw $rednich, z szczegélnem
uwzglednieniem historyi austryackiej i kraju rodzinnego, podlug Gin-
delego tom II. w tlumaczeniu Markiewicza.

Matematyka. 5 godzin tygodniowo. Z algebry: logarytmy. réwnania drugiego
stopnia 1 niektére wyzszych stopni, réwnania wykladnicze i goniometry-
czne, réwnania nieznaczone. Arytmetyczne 1 geometryczne postepy,
z zastosowaniem do procentu skladanego i obliczenia renty. Z geometryi:
Trygonometrya i stereometrya. Co miesiac zadanie szkolne.
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Fizyka. 4 godziny tygodniowo. Mechanika ogdélna i mechanika sil miedzy-
czastkowych — wedlug podrecznika J. Soleskiego.

Historya naturalna. 2 godziny tygodniowo. Botanika. W pierwszem
polroczu: anatomia, fizyologia i morfologia roslin; w drugiem pélroczu :
systematyka. Z systeméw naturalnych wazniejsze i system Lineusza
w poréwnaniu z naturalnymi.

Chemia. 2 godziny tygodniowo. Opis metali ciezkich i ich polaczen, mia-
nowicie gromada zelazowcéw, cynkowcoéw, olowiowcdw, metale szla-
chetne. Z chemii organicznej: wiadomosci wstepne i alkohole rodnikéw
jednosilnych, tudziez nalezace tu aldehydy, kwasy, etery. (Podlug
ksiazki wydanej przez A. Nawratila i A. Sokolowskiego.)

Geometrya wykreSlna. 3 godziny tygodniowo. Rozwigzanie naroza troj-
$ciennego. O powierzchniach rozwijalnych i plaszezyznach stycznych
do tych powierzchni. Przecigcia powierzchni rozwijalnych migdzy soba,
jakotez ich przekroje plaszezyznami; konstrukecya siatek. O powierz-
chniach obrotowych i wichrowatych; poczatki rzutéw srodkowych.

Rysunki odreczne. 4 godziny tygodniowo. Dalszy ciag rysunkéw orna-
mentalnych podlug odlewéw gipsowych, rysowanie medalionéw i gléw
ludzkich podlug modeli, tudziez kopiowanie podlug wzoréw Bargue’a
1 Géroma.

VIIL. Klasa.
Gospodarz: Starkel Romuald.

Religia. 2 godziny tygodniowo. Przeglad historyi kocielne;.

Jezyk polski. 3 godziny tygodniowo. Literatura XIX. wieku z uwzgle-
dniemniem najznakomitszych pisarzy 1 poetéw na podstawie wypiséw
Mecherzynskiego, tom IL

Jezyk miemiecki. 4 godziny tygodniowo. Czytano i objasniano utwory
najcelniejszych poetéw klasyeznych XIII. wieku z pogladem na hi-
storya literatury tego wieku. W kazdem pélroczu po 5 zadan domo-
wych i 4 szkolne.

Geografia. 1 godzina tygodniowo. Powtérzenie i uzupelnienie geografii
Ameryki i Australii, szczegélowa geografia monarchii austryacko-we-
gierskiej, z uwzglednieniem dat statystycznych, stosunkéw handlowych
i przemyslowych, s$rodkéw komunikacyjnych, zakladéw naukowych
i formy rzadu,

Historya. 3 godziny tygodniowo. Historya nowsza od odkrycia Ameryki,
z uwzglednieniem dziejéw monarchii austryackiej i historyi kraju ro-
dzinnego, podlug Gindelego tom III. w tlumaczeniu Markiewicza.

Matematyka. 5 godzin tygodniowo. Z algebry: Kombinacye i rachunek.
prawdobienstwa. Dwumian Newtona, zbieznos¢ i rozbieznosé szeregdw.
Szeregi arytmetyczne wyzszych rzeddw. Ogélne wlasnosei réwnarn
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Rozwiazanie réwnan trzeciego stopnia. Z geometryi: Trygonometrya
sferyezna z zastosowaniem do geografii, astronomii i stereometryi.
Geometrya analityczna na plaszczyznie: punkt prosta, kolo i krzywe
stozkowe. Co miesiac zadanie szkolne.

Fizyka. 4 godziny tygodniowo. W pierwszem polroczu: Nauka o ruchu
falowyn}, nauka o glosie, elektrycznosé statyczna; w drugiem pélroczu:
Galwanizm, magnetyzm, optyka, nauka o cieple i zasady meteorologii.

Historya naturalna. 3 godziny tygodniowo. W pierwszem pélroczu:
mineralogia; w drugiem: geognozya i geologia. Wazniejsze momenty
z geografii roslin i zwierzat.

Chemia, 2 godziny tygodniowo. Dalszy ciag chemii organicznej, miano-
wicie: alkohole i kwasy rodnikéw dwu- i trdjsilnych, weglowodany
(cukry), barwniki, alkaloidy organiczne. Krétki rys chemii rozbiorowej;
w drugiem pélroczu powtarzano wazniejsze dzialy tak chemii nieorga-
nicznej jakotez ozganicznej.

Geometrya wykreslna. 3 godziny tygodniowo. Konstrukeya cieniéw
wlasnych i rzuconych. Cwiczenia w rysowaniu przedmiotéw technicz-
nych i nakladaniu farbami. Nauka rzutéw $rodkowych czyli wolnej
perspektywy, z zastosowaniem do perspektywy malarskiej i do kon-
strukeyi cieniéw perspektywnicznych.

Rysunki odreczne. 4 godziny tygodniowo. Rysowano popiersia, takze
cale postacie, tudziez ornamenta podlug odlewdéw gipsowych i kopie
podlug wzoréw Bargue’a i Géroma.

B) Przedmioty nadobowigzkowe.

Historya kraju rodzinnego. W klasach VI i VII po jednej godzinie
tygodniowo. W nauce tej bralo udzial 73 uczniéw.

Jezyk ruski. W dwéch oddzialach po 2 godziny tygodniowo. W I. od-
dziele: Wprawa w czytaniu, tlumaczeniu z polskiego i rozbiér gra-
matyczny, pisanie za dyktatem. Uczeszezalo uczniéw 8. W II, oddziele:
Literatura ruska, pisarze nowszego okresu, wypracowanie na zadane
temata. Uczeszezalo uczniéw 11.

Jezyk francuski. W I. oddziele: czasowniki avoir i étre, o rodzajniku,
odmiana rzeczownikéw, gléwne zasady formowania liczby mnogiej
rzeczownikéw, przymiotnikéw i formowania przymiotnikéw zenskiego
rodzaju. W IL. oddziele: czasowniki regularne, zogoélnienie prawidel
poprzedzajacych, zaimki, liczebniki. W IIL. oddziele: czasowniki nie-
regularne, imieslowy, skladnia zgody i rzadu, czytano ustepy znako-
mitszych autoréw oraz podano ich biografie. Zapisalo sig na I — 41,
na IT — 13, na IIT — 5 ucznidw.

Cwiczenia w chemii. 3 godziny tygodniowo. Chemia rozbiorowa cial
nieorganicznych. Uczgszczalo 7 ncznidw.
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Modelowanie. 4 godziny tygodniowo. Modelowano arabeski, medaliony
i popiersia podlug odlewéw gipsowych lub podlug natury. Uczesz-
czalo ucznidw 24.

Gimnastyka. W 6 oddzialach po 1 godzinie tygodniowo. W kazdym
oddziele przez plerwsza, ', godzing ¢éwiczono naprzemian pochody,
&wiczenia rzqdowe i wolne bez przyboréw i z przyborami; druga
1/, godzmq ¢wiczenia na przyrzadach jak: drabinach, zerdziach i linie,

maszcie poziomym i pionowym, odskoczni, kélkach, drqzku poziomym,
poraczkach, kozle i koniu. Uczgszczalo uczniéw 168.

Stenografia, W dwéch oddzialach po 2 godziny tygodniowo. Nauka ste-
nografii polskiej zastosowana do uzytku szkolnego wlacznie z nauka
o stalych skréceniach. Uczeszezalo uczniéw 36.

Spiew. W dwdch oddziatach po 2 godzin tygodniowo. Uczeszczalo ucznibw 68.

e 5% 10c 2

Temata do wypracowan pismiennych.

A) w jezykuw polskim :

Klasa V.

1. Wysoki Zamek (opis.)

2. Objasni¢ bliskoznaczne wyrazy: zarozumialos¢, préZznosé, pycha,
duma.

3. Las w szacie jesiennej.

4. List do przyjaciela, zawierajacy opis krajobrazu.

5. Temistokles pod Salamina,.

6. Rozw(j 1 znaczenie kolonizacyi Fenicyan.

7. Wyprawa Daryusza przeciwko Scytom.

8. Znaczenie igrzysk narodowych u starozytnych Grekéw.

9. Mlodziencze lata Aleksandra Wielkiego.

10. O pozytku ptakéw.

11. Znaczenie oka i ucha dla umyslowego rozwoju czlowieka.

12. Wykazaé réznice miedzy poezya epicka a liryczna.

13. O ile wplynela nietykalnosé trybunéw ludu na rozwéj ich wladzy.

14. Ostatnie chwile Hannibala.

15. O poczatkach sztuki dramatycznej u starozytnych Grekéw i Rzy-
mian.

16. Wplyw rolnictwa na kulture.
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Klasa VI

. Zalety wieku mlodocianego.
. Jan Dlugosz (zaslugi i znaczenie).
. Zalozenie akademii krakowskiej i wplyw tejze na podniesienie o$wiaty

w Polsce.
Wplyw reformacyi religijnej na szybki rozw¢j literatury polskiej
w XVI wieku.

. O ustaleniu pisowni polskiej.
. Najazd Hunéw na Europe i jego skutki po roku 378.

Wplyw strazy pretoryalnej na losy pafstwa rzymskiego.

. Zaslugi i stanowisko Mikolaja Reja z Naglowic w literaturze polskiej.
. Jak powstaly narody romanskie?
. Rozwina¢ powody wypraw krzyzowych i wskazaé, jaki wspoludzial

mial w nich papiez Urban IL

. Pochwala zycia wiejskiego. Podlug lektury.
. O poezyi dramatycznej polskiej w XVI wieku. =
. Odrodzenie si¢ nauk klasycznych i wplyw tychze na rozwdj jezyka

i literatury polskiej w XVI wieku.

. Skutki ukladu Werdunskiego.

. Zastosowanie wahadla w nauce i praktyce.

. O trzech jednoiciach w sztuce dramatycznej u starozytnych a u nas.
. Przyczyny upadku literatury polskiej w okresie panegiryczno-maka-

ronicznym.

. Przemowa Hannibala do wojska przed przejsciem przez Alpy.
. Jakie okolicznodci wplynely szczegdlnie na rozwéj handlu angielskiego?
. Wykazaé, o ile dazenie Hohenstauféw do opanowania Wloch przy-

czynilo sig do ich upadku.

Klasa VII.

. Zalety i korzysci strefy umiarkowanej.
. Rozbiér elegii Karpifiskiego: ,Powrét z Warszawy na wies“.

O ile osnowa i rysunek charakteréw w poemacie K. Brodzinskiego
» Wieslaw“ odpowiadaja istocie sielanki.

. Scharakteryzowaé rzady Henryka Walezyusza w Polsce i Francyi.
. Rozbiér ,Ody do mlododci“.
. Co spowodowalo sukcesyjna wojne hiszpanska ?

Na tle jakich wypadkéw osnul Mickiewicz swéj poemat ,Pan Tadeusz“
i jakie w nim przedstawil warstwy spoleczenstwa?
Dzialanie wody na powierzchnig ziemi.

. Jakie znamiona charakteryzuja trzech wybitnych przedstawicieli szkoly

ukrainskiej w literaturze polskiéj?
Whplyw rzadéw Fryderyka W. na rozwdj potegi Prus.
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B) w jezyku niemieckim.:

Klasa V.

. Die Pyramiden in Aegypten.
. Die Ermunterung im Friihlinge v. Salis. Nacherzihlung.

Der Argonautenzug.
Das holzerne Ross vor Ilion. Eine Schilderung.

. Hektor’'s Tod. Eine Schilderung.
. Miltiades und Histialos an der Donaubriicke.
. pDes Lebens ungemischte Frende ward keinem Irdischen zu Theil¥,

Schiller.

. Inwieferne haben die Griechen den Verfail ihrer Unabhiingigkeit ver-

schuldet,.

. Das Messen der geraden Abschnitte und dessen Resultate.

Die Heldenthat des Horatius Cocles. Eine historische Schilderung.

. Der Nutzen und Schaden der Insecten.
. Alexander des Grossen Heereszug nach Indien.
. Die Ursachen der ersten Auswanderung der Plebs auf den Mons sacer.

8 Extemporaliéw.

Klasa VI

. Leonidas, der Held von Thermopyli.
. Die Verschworung Catilina’s.

Die Kreuzschau von Chamisso. Ideengang.
Die Erfindung der Buchdruckerkunst.
Die Urheimat der Germanen. Ein geografisches Bild.

. Sejan’s Fall.

Der Handschuh von Schiller. Ideengang.

. Entstehung und Entwickelung des Lehenswesens.

. Bedeutung der Kaiserkronung Carl des Grossen,

. Welche Bedeutung hatte die Regierung Heinrich I fiir Deutschland.

. Krimhild’s Rache. (Schularbeit.)

. Die einfachsten Elemente des Raumes und ihre gegenseitige Beziehungen.
. Uber die drei Aggregationszustinde der Korper. (Schularbeit.)

. Der Nutzen der gymnastischen Ubungen. ;

. Die Riickkehr und Geefangennahme des Richard Léwenherz. (Schularbeit.)
. Kurze Charakteristik der bedeutendsten Industrie- und Handelsstidte

in England.
4 Extemporalia.

Klasa VIIL

. »Mit des Geschickes Michten ist kein ewiger Bund zu flechten®.

Schiller.

. Schilderung einer Feuersbrunst.
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3. Welche Bedeutung hatte fiir Deutschland die Einfithrung der allge-
meinen Schriftsprache und wem hatte Deutschland diese Wohltaht
zu verdanken?

Die Minne- und Meistersinger im Mittelalter,

. Der Streit der Leipziger und der Schweizer.

. Ursachen des Ausschwunges und Verfalls der portugalischen Kolonien.

. Lessing’s Knaben- und Jiinglingsalter.

. »Wo rohe Krifte sinnlos walten, da kann sich kein Gebild gestalten®.

Schiller.
. Die Characteristik des jungen Tempelherrn im Lessing’schen Drama
»,Nathan der Weise“.

10. Es soll die Eintheilung der 0sterreichisch-ungarischen Monarchie in

klimatische Giirtel dargestellt und begriindet werden.

11. J. G. Herder’s Bildungsgeschichte.

12. Hermann und Dorothea v. Gothe. Ideengang des I Gesanges.

13. Methoden der Bestimmung von Punkten an der Himmelskugel.

14. Einfluss der Lage der osterreichisch-ungarischen Monarchie auf die

Entwickelung des Handels.
15. Ideengang der Elegie ,Der Spaziergang® von Schiller.

0 =13 O

©

e B o

Srodki naukowe.

A. Biblioteka.

1. Biblioteka dla nauczycieli.

Biblioteka liczy obecnie 1507 dziel.

Z czasopism otrzymywano z urzedu:

1. Dziennik ustaw i rozporzadzen krajowych.

Prenumerowano :

2. Verordnungsblatt fiir den Dienstbereich des Ministeriums fiir Cultus
und Unterricht. 3. Biblioteke Warszawsks. 4. Przewodnik gimnastyczny.
5. Aus allen Welttheilen, 6. Petermann’s Mittheilungen. 7. Chemische
Zeitung. 8. Zeitschrift fiir das Realschulwesen. 9. Repertorium fiir die
Experimental-Physik. 10. Zeitschrift fiir den mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Unterricht. 11, Neueste Erfindungen u. Erfahrungen.
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W drodze Fupna lub z daru przybyly do biblioteki nastepujqce dziela:

Nr. 1426. Cienciala A. Podrecznik prawniczy. 1427. Odyniec A. O.
Wspomnienia z przeszlosci. 1428. Lukas G. Der Turnunterricht an den
Realschulen Osterreichs. 1429. Nehring W1, Studya literackie. 1430. Maren-
zeller E. Dr. Normalien fiir die Gymnasien und Realschulen in Osterreich.
1431. Normann. Perlen der Weltliteratur. 1432. Crookes-Gretschel. Strah-
lende Materie. 1433. Lerzel W. Gramatyka jezyka polskiego. 1434, Lewicki
A. Dr. Zarys historyi Polski. 1435. Rehmann. Echa z poludniowej Afryki.
1436. Thompson. Elektryczno$¢ i magnetyzm. 1437. Kraus Dr. Chemiker
Zeitung. 1438. Zubrzycki Jan, Sztuka s$redniowieczna. 1439. Siiss B. Dr.
Unsere Baume und Strduche. 1440. Thumen F. Die Bacterien. 1441. Bie-
geleisen H. Dr. Pan Tadeusz A. Mickiewicza. 1442. Otto Jr. Wunderglaube
und Wirklichkeit. 1443. Zopf W. Dr. Die Spaltpilze. 1444—1452. Deutsche
Classiker fiir den Schulgebrauch. 1453. Aer. Opowiadania i studya. 1454.
Instructionen fiir die Unterricht an Realschulen.

Z darw $p. Kazimierza Twardowskiego :

Nr. 1455. Brehms. Thierleben, 10 toméw. 1456. Hoffmann, Pflanzen-
reich. 1457, Alth. Mineralogia. 1458, Bersch. Mineralfarben. 1459. Bersch.
Erdfarben. 1460, Dr. Ciszewski. Chemia. 1461. Eder. Fotografische Camera.
1462. Eder. Photografische Theorie und Praxis. 1463. Geroling. Gewerbe-
chemie, 3 tomy. 1464. Grusshoff. Retouche der Photografie. 1465, Hasigk.
Repetitorium fiir Photografie. 1466. Hosnik. Heliografie. 1467. Kriiger. Die
Photografie. 1468. Kriiger. Handbuch der Photografie. 1469. Kriiger. Repe-
titorium fiir Photografie. 1470, Martin. Emailphotografie. 1471. Remelé. Land-
schaftsphotografie. 1472. Schnauss. Photografischer Almanach. 1473. Schnauss.
Photografischer Lexikon. 1474. Sokolowski. Chemia. 1475. Bahr, Nebelbilder-
apparat. 1476, Behrens. Hilfsbuch zum Mikroskop. 1477. Biscan. Handwor-
terbuch der Electricitit. 1478. Boullarde, La lumiére Electrique. 1479.
Electrotechnische Bibliothek, 26 toméw. 1480. Emsmann. Experimentirbuch.
1481. Etienne de Fedore, Das Gliihlicht. 1482. Girard. Rosliny pod mikro-
skopem. 1483. Gladstone, Secundiire Bakterien. 1484. Gretschel. Das Telephon.
1485. Hanck. Die galvanische Elemente. 1486. Japing. Electricitit. 1487.
Krimer. Repetitorium der Mathematik und Elektricitdt. 1488. Masins. Die
gesammten Naturwissenschaften, 3 tomy. 1489, Miiller. Physik u. Meteoro-
logie, b toméw. 1490. Miiller. Atlas zur kosmischen Physik. 1491. Miiller.
Tablice do fizyki ze streszczonym tekstem w przekladzie polskim. 1492.
Popper. Elektrische Kraftiibertragung. 1493. Prasch. Telegrafendienst. 1494.
Palmieri. Atmosphirische Elektricitit. 1495. Rohrbeck. Vademecum fiir
Electrotechniker. 1496. Schofler. Elektricitit. 1497. Schwartze. Die Elektro-
technik. 1498. Sigmund. Durch die Sternenwelt. 1499. Sigmund. Wunder
der Physik und Chemie. 1500. Stohrer. Projection der Experimente. 1501.
Thompson-Pagoski. Elektrycznos¢ i Magnetyzm, 2 tomy. 1502. Tyndall.
Elektricitit, 2 tomy. 1503. Uhland. Das elektrische Licht. 1504. Urbanitzky.
Die Electricitit. 1505, Wilkomm, Wunder des Mikroskops. 1506, Zeitschrift
fir Elektrotechnik, r. 1884. 1507. Zeitschrift fiir Elektrotechnik, r. 1885.
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2. Biblioteka ucznidw.

~ Biblioteka liczy z koncem roku szkolnego 1885 — 720 dziel —
w 1080 tomach.

W ubieglym rokw pomnozyla sie biblioteka o nastepujgce dziela:

Nr. 704. Zaleska. Przygody mysliwskie w poludniowej Afryce. War-
szawa 1884. Gebethner. 705. Wyprawa Stanleya do $rodkowej Afryki.
Krakéw. Himmelblau. 706. Dr. Antoni J. Opowiadania historyczne. Lwow
1885. Gubrynowicz. 707. Dr. Antoni J. Opowiadania historyczne. Serya
trzecia, 2 tomy. Warszawa 1882. Gebethner. 708. Dr. Antoni J. Nowe
opowiadania historyczne. Lwoéw 1883. Gubrynowicz. 709. Dr. Antoni J.
Opowiadania. Serya czwarta, 2 tomy. Warszawa 1884. Gebethner. 710.
Pisma Henryka Sienkiewicza. 5 tomdéw. Warszawa. Gebether. 711. J. Bro-
nikowski. Jan trzeci i dwér jego. 2 tomy. Lwoéw 1883. Gubrynowicz.
712. Henryk Rzewuski. Rycerz Lizdejko. Warszawa 1879. Lewental. 703.
Henryk Rzewuski. Adam Smigielski. Warszawa 1882. Lewental. 704, Verne.
Juliusz. Dom parowy. 2 tomy. Lwoéw 1882. Xukaszewicz. 705. Antoni
Rehmann. Echa z poludniowej Afryki. Lwéw 1884. Gubrynowicz. 706.
Baranowski Bolestaw. Kraszewski Jézef Ignacy, jego zycie i zaslugi. Lwéw
1879. Tow. pedag. 707. Sawczynski Zygmunt. Wasyngton Benjamin,
Lwoéw 1876. Tow. pedag. 708, Starkel Juliusz. Zacni ludzie, ich pozycie,
rozmowy, listy i nauki. Lwoéw 1874, Wildt. 709. Verne Juliusz. Dzieci
kapitana Grandta. 3 tomy. Warszawa 1877. Sikorski, 720. Liozinski Wla-
dyslaw. Skarb Watazki. Warszawa 1875. Gebethner,

Biblioteka ksiazek szkolnych do uzZytku uczacej sie¢ ubogiej mlodziezy
liczy 670 tom6éw rozmaitych podrecznikéw i szkolnych dziel pomocniczych.

B. Inne srodki naukowe.
1. Dla geografii © historyi:

a) globéw 3, b) atlaséw geograficznych 2, historyczny 1, w dwéch
egzemplarzach, ¢) map $ciennych i geograficznych 75, w 98 egzemplarzach.

W roku 1884 zakupiono: Nr. 74. Letoschek Tableau. 75. Chavanne
Afrika. 76. Handtke. Ostliche Halbkugel. 77. Westliche Halbkugel. 78.
Arendt. Europdisches Russland.

2. Gabinet dla geometryi wykreslnej :

Gabinet posiada do nauki geometryi wykreslnej i rysunku geome-
tryeznego 269 wzoréw i modeléw.

3. Gabinet dla rysunkow odrecznych :
Modeli 225, wzoréw 8075. W ubieglym roku zakupiono 42 modeli.
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4. Gabinet przyrodniczy posiada:

a) do zoologii: a) okazéw 677, B) szkieletéw 62, q) pudelek
z owadami 9, J) obrazéw 89.

b) do botaniki: a) zielnik skladajacy si¢ z 61 fascykuléw roslin
zasuszonych, B) owocéw 18, o) przekrojéw drzew 58, &) modeli
kwiatéw 13, &) obrazéw 74.

¢) do mineralogii i geologii: =) okazéw 2382, B) modeli
krystalograficznych 193, /) obrazéw geologicznych 10.

5. Gabinet fizylalny :

Z koncem roku szkolnego 1884 posiadal gabinet 389 przyrzadéw
i kilkanascie tablic $ciennych. W roku 1885 przybylo:

Z daru $. p. Kazimierza Twardowskiego :

1. Aparat fotograficzny Nr. 506 z dwoma objektywami. 2. Aparat
fotograficzny podrézny. Nr. 1479 z objektywem z fabryki Hermagis i z obje-
ktywem Voigtlindera. 3. Wszelkie przybory do fotografii. 4. Baterye Ca-
lana, Buf-Bunsena, Greneta i Leclaunch’a. 5. Machina elektryczna Holtza.
6. 3 przyrzady indukcyjne. 7. Model machiny dynamoelektrycznej Edisona.
8. 2 regulatory reczne do lamp elektrycznych Iukowych. 9. Lampa elek-
tryczna Dubosqua. 10. Lampa elektryczna Twardowskiego z pracowni Hau-
ckego. 11. 3 lampki elektryczne zarowe. 12. Rurki geislerowskie. 13. Mo-
del machiny parowej. 14. Maszynka centryfugalna. 15. Termometer, psy-
chrometer, areometry, libella. 16. 2 busole. 17. 3 magnesy. 18. Model

- oka ludzkiego. 19. Mikroskop z preparatami. 20. Przyrzad projekeyjny

z mikroskopem o$wiecony s$wiatlem Drumonda ze wszelkimi przyboram.i

6. Gabinet chemiczny :

Z koncem roku szkolnego 1884 posiadal gabinet 178 przyrzadéw
i kilkadziesiat tablic $ciennych. W r. 1885 zakupiono kilka drobniejszych
przyboréw szklannych lub porcelanowych i otrzymano:

Z daru $. p. Kazimierza Twardowskiego :

55 chemikaljéw. 55 sztuk drobniejszych przyboréw szklannych lub
porcelanowych, Lampa gazolinowa. Lampa do s$wiatla magneziowego. 2
lampy spirytusowe.

Przyrzady do wytwarzania $wiatla Drumonda: a) Retorty do wy-
twarzania tlenu, ) Worek kauczukowy do zbierania tlenu wraz z cigza-
rami, ¢) Balon szklanny do wytwarzania wodoru z cynku, d) 2 balony
blaszane do zbierania wodoru, e) Kruczek Daniela, f) Zegarowy przyrzad
do regulowania walcéw kredowych. 3 wagi z cigzarkami.

A~~~
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Wazniejsze rozporzagdzenia wladz szkolnych
5.

Okélnik ¢. k. R. sz k. z dnia 18 sierpnia 1884 L. 7536 wzgledem
zmian w egzaminach wstepnych uczniéw I klasy szkél $rednich.

Okdlnik c. k. R. sz. k. z dnia 20 sierpnia 1884 L. 10811 zalicza
ksiazke: ,Fizyka dla niZszych szkél gimnazyalnych i realnych, napisal
Dr. Czestaw Rodecki. Wydanie trzecie. Lwéw. Nakladem ksiggarni Gubry-
nowicza i Schmidta 1883 — w poczet ksiazek dozwolonych do uzytku
szkolnego.

Okélnik ec. k. R. sz. k. z dnia 20 sierpnia 1884 zalicza ksiazki:
n,Nauka fizyki. Podrecznik dls nizszych klas gimnazyéw i szk6l realnych,
ulozyl J. Soleski. 1884 dla klas niZszych szkél $rednich“ i ,,Zarys chemii
dla uzytku szkél gimmazyalnych, ulozy! Dr. A Freund. 1883% — w poczet
ksiazek dozwolonych do uzytku szkolnego.

w ciggu roku szkolnego 1884

Rozporzadzenie Prezydyum c. k. Rady sz. k. z dnia 29 sierpnia
1884 L. 245 przydziela profesora szkoly realnej Jaroslawskiej Dr. Placyda
Dziwinskiego do tutejszego zakladu, a profesora Jézefa Soleskiego do gi-
mnazyum IT we Lwowie.

Okélnik c. k. R. sz. k. z dnia 24 wrzesnia 1884 L. 12482 zalicza
ksiazke: ,Istorya chrystyansko-katolyckoi cerkwy dla gimnazyj i szkol
realnych. Z uczebnyka Dr. Wapplera perewiw A Stefanowycz. Lwéw 1884%
w poczet ksiazek szkolnych.

Rozporzadzenie c¢. k. R. sz. k. z dnia 30 grudnia 1884 L. 17454
mianuje Fryderyka Lachnera, egzaminowanego kandydata stanu nauczyciel-
skiego, bezplatnym aplikantem w tutejszym zakladzie.

Okdlnik c. k. R. sz. k. z dnia 18 kwietnia 1885, zaleca atlas geo-
graficzny ,Tramplers. Mittelschulatlas“. Grosse Ausgabe in 51 Karten.
Wien 1883, do bibliotek szké! $rednich.

Rozporzadzenie c. k. Ministerstwa O$wiaty z dnia 28 kwietnia 1885
L. 4699 przenosi prof Ferdynanda Resenbuscha na wlasna proshe w staly
stan spoczynku z koncem kwietnia 1885, z uznaniem wiernego spelnienia
obowiazkéw w czasie sluzby.

Okdélnik c. k. R. sz. k. z dnia 2 maja 1885 L. 15734 zalicza
ksiazke prof. Dr, A. Lewickiego: ,Zarys historyi Polski i krajéw ruskich
z nig polaczonych, W Krakowie. Nakladem autora 1884“ w poczet ksiazek
dozwolonych do uzytku szkolnego w klasach wyzszych szkél §rednich.

Rozporzadzenie c. k. R. sz, k. z dnia 16 maja 1885 L. 5090, ze-
zwala na zniZzenie lekeyj szkolnych dla prof. Dr. Placyda Dziwinskiego
do 10-ciu tygodniowo i poleca, aby reszte lekcyj po prof. Dziwinskim objal
prof. Joézef Soleski do konca b. r. sz.
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Okélnik c. k. R. sz. k. z dnia 19 maja 1885 L. 16403, zalicza
ksiazke: ,Geometrya pogladowa dla uzytku w klasach niZszych szkol gi-
mnazyalnych i realnych, napisal M. Jamrégiewicz. We Lwowie. Nakladem
Tow. Pedag. 1884“ w poczet ksiazek dozwolonych do uzZytku szkolnego
w klasach niZszych szkél $rednich.

Okélnik c¢. k. R. sz. k. z dnia 19 maja 1885 L. 4130, zaleca
ksiazki wyszle z wydawnictwa ,Arcydziela poetéw polskich z obja$nieniami
w r. 1884. I) Antoniego Malczewskiego ,Marya“, wstepem, Zywotem poety
i objasnieniami opatrzyl Piotr Parylak. II) Juliusza Slowackiego ,Ojciec
zadZumionych“. Wstepem i objasnieniami opatrzy! Piotr Parylak. III. Jana
Kochanowskiego ,Treny“. Wstepem i objasnieniami opatrzyl Piotr Parylak.
do biblioteki szké! $rednich.

Okélnik c. k. R. sz. k. z dnia 13 czerwca 1885 L, 7689, zarzadza
obchodzenie dnia 3 maja (wigilia dnia $mierci Najjasniejszej Cesarzowej
Maryi Anny) jako dnia dworskiego t. zw. ,Hof-Normatag“ i znosi dnie
dworskie 1 marca i 8 lutego.

Rozporzadzenie c. k. R. sz. k. z dnia 4 lipca 1885 L. 7293 poleca,
aby ze wzgledu na niezwykly a coraz bardzie] wzmagajacy si¢ upal, zam-
knigto biezacy rok szkolny z dniem 10 lipca b. r.

~

~ =L
Statystyka uczniow.

A) Klasyfikacya uczniow.

Tlosé ucznidw Wiynik klasyfikacyi w IL pélroczu

' 3 e o > = =)

'§’ ;7: ?. E 'E‘ g Hogl H H E 025 énﬁ

g |nEg| § | § | s |888 € | 9 | ¢ |382

g s |§g% = | B | 3 |58l & | & | & |Gbe

4 | & 582 5 | B gndl. 2 | 31 FIRES

= N M. B B A 22 2 = £ |ESg
Ia 33 12 21 | — 21 1 15 1 2 2
Ib 32 7 25 | — 25 | — 17 | — 4 4
II 48 10 36 2 38 | — 25 1 2 8
IIT 32 2 28 30 1 17 4 4 2
v 30 2 27  { 28 | — 16 2 2 7
v 29 5 24 | — 24 1 16 3 1 3
V1 20 4 16| — 16 1 11 2 1 1
VII 14 1 18 | — 13 | — 8 2 | — 3
Ruzem | 238 | 43 | 190 5 | 195 4 | 125 15 16 30
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B) Narodowos$¢ i wyznanie uczniow.

Narodowosé Religia

: = , g g

me | 4| g |48 5] 3|88 F | 8

e e

-~
Ia 80 | = ESRTARER e
Ib 22 P2 1 21 2| — | 2 25
II 35 2 1 29 2 3 4 38
II1 28 | — 2 R7 ! 2 o 30
v 25 2 1 24 2 1 | 28
Vv 281 — ik 19 | — 2 ‘ 3 24
VI 13 1 2 13 1 1 1 16
VI e A B N2 L0
Razem 179 78 9] 162 8 | 9| 18- <7198
C) Wiek uczniow.

S g e
1874 7 1869 22 1864 3
1873 19 1868 25 1863 1.
1872 25 1867 18 1860 2
1871 32 1866 13 Razem | 195
1870 23 1865 5 |

Czesne i stypendya.

Oplate szkolng w I. pdlroczu uiscilo uczniéw . - 156
Uwolnionych od oplaty szkolnej w I. pélroczu bylo uczméW . 66
Oplate szkolng w II. pélroczu uiscilo uczniéw : 113
Uwolnionych od oplaty szkolnej w II. pélroczu bylo uczméW 106
Czesne wynosilo w I. pélroczu 1536 zlr.

» | ESpe 1130 ,,
Taksy wstepne : 168 -
Datki na $rodki naukowe : ; : 2883
Z placonego czesnego przypada dla gminy miasta Lwowa 1333 ,,
Stypendja pobieralo ucznidéw . T
Suma, ktéra uczniowie jako stypendja otrzyman 1092 zlr.
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Wykaz imienny uczniéw podiug lokacyi.

(Drukiem rozstrzelonym oznaczeni uczniowie otrzymali stopien pierwszy z wyszczeg.)

Klasa Ia.

Janicki Stanislaw.
. Daszynski Stanistaw.
Hnatajko Edward.
Glodzinski Gustaw.
Klaften Zygmunt.

. Dudek Adolf.

. Gryglewski Boguslaw.,
. Boznanski Wladyslaw.
. Czyzyk Stanislaw.

10. Andraszek Karol.

11. Jestadt Franciszek.
12. Gawalkiewicz Ludwik.
13. Bilonski Juliusz.

14. Czyzyk Bohdan.

15. Czerwinski Stanistaw.
16. Kormann Jakéb.

2 uczniom pozwolono skladaé
egzamin poprawczy z jednego przed-
miotu po wakacyach. Stopien drugi
otrzymal 1 uczen a stopien trzeci
2 uczniéw.

© PSP 020

Klasa Ib.

. Kuzminski Leon.

. Wojtanowicz Stanistaw.
. Monita Jézef.

. Rondewal Roman.

. Mondschein Wilhelm.

. Slezanowski Stanistaw.
Poludniewski Franciszek.
Markowski Zygmunt.
Sidorowicz Kazimierz.
10. Labowski Jan.

11. Rohring Adam.

12. Lignar Karol.

18. Neudeck Adolf.

14. Maluszynski Jan.

15. Slaski Ignacy.

16. Pannenka Kazimierz.
17. Towarnicki Stanislaw.

Stopien trzeci otrzymalo uczniéw
4. Pozwolono skladaé egzamin po-
prawczy z jednego przedmiotu po
wakacyach 4 uczniom.

Klasa II.

Gierynowicz Andrzej.
Makan Edward.

Kiselka Karol.

Bobrich Alfred.

. Schamschula Aleksander.
. Chudecki Kazimierz.

. Waydowski Michal.

. Nemetz Jan.

. Mondschein Adolf.

10. Jurystowski Jozef.

11. Lang Tadeusz.

12. Schor Max.

13. Giedroy¢ Tadeusz.

14. Radler Otto.

15. Warchalowski Mieczyslaw.
16. Neusser Gustaw.

17. Czerwinski Joézef.

18. Lickendorf Mscislaw.

19. Langier Antoni.

20. Reh Hermann.

21. Zakrzewski Wincenty.
22. Adamski Zygmunt.

23. Kleczewski Jan.

24. Witkowski Tadeusz.

95. Hebenstreit Adam.

1 uczen otrzymal stopien drugi,
9 stopien trzeci, 8 uczniéw otrzy-
malo pozwolenie poprawi¢ egzamin
z jednego przedmiotu po feryach.

© 00 23 5 O g 00 20 1

Klasa IIL.

1. Pannenka Ludwik.
2. Adler Emil.

3. Zorner Jozef.

4. Swierczynski Kazimierz.
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5. Broeder Felix.

6. Link Karol.

7. Przystajko Jozef.

8. Zawirski Jan.

9. Theimer Henryk.

10. Popowicz Jo6zef.

11. Florkiewicz Maryan.
12. Miaczynski Kazimierz.
13. Grzezulka Kazimierz.
14. Potocki Mieczyslaw.
15. Dubik Stanislaw.
16. Birkenmayer Ludwik.
17. Zagoérski Mieczystaw.
18. Orlinski Michal.

2 uczniowie otrzymali pozwole-
nie poprawiania po feryach niedosta-
teczng note z jednego przedmiotu,
4 uczniowie otrzymali stopien drugi,
4. stopien trzeci.

Klasa IV.

Petzold Ludwik.
Kuschée Tadeusz.
Kossowski Tadeusz.
Grochowalski Kazimierz.
. Waligérski Adam.

. Pawlowski Dominik.,

. Matkowski Karol.

. Zytny Bronislaw.

. Majewski Benedykt.

10. Aleksandrowicz Stanislaw.
11. Zinkiewicz Karol.

12. Ruebenbauer Karol.

13. Bujno Leonard.

14. Fedorowicz Eugeniusz.
15. Broniewski Alfred.

16. Zawadzki Zygmunt.

2 ucznidw otrzymalo stopien
drugi, 2 stopien trzeci, 7 otrzy-
malo pozwolenie poprawienia po fe-
ryach niedostatecznej noty z jednego
przedmiotu.

Klasa V.

1. Bogucki Jan.
2. Uleniecki Stanislaw.

po

. Grotkowski Adam.

. Broder Edmund.

. Salter Jakéb.

. Dyrdon Jézef.

. Stebelski Faustyn.

. Opolski Wladyslaw.
. Rauch Edward.

. Kesselring Leopold.
. Mondschein Max.

. Zebrowski Tadeusz.
. Bejnarowicz Stanislaw.
. Zakaszewski Witold.
. Zaklika Stanistaw.

. Watorski Stanistaw.
. Przygodzki Piotr.

2 uczniom pozwolono poprawié
feryach cenzure niedostateczng

w jednym przedmiocie. Drugi stopien
otrzymalo 3 ucznidéw, 1uczen otrzy-
mal stopien trzeci.

bt
DO =

=

Klasa VI.

. Horwath Dyonizy.
. Lang Stanislaw.

. Kleiner Izaak.

. Pajgert Kornel.

Broniewski Mieczyslaw.
Bedronek Tadeusz.

. Brzezicki Eustachy.

. Miiller Arnold.

. Keller Ludwik.

. Sokolowski Stanistaw.
. Schrimpf Eugeniusz.
. Michel Alfred

Dwajuczniowie otrzymali stopien

drugi, 1 stopien trzeci. Jednemu
uczniowl pozwolono poprawi¢ niedo-
stateczng cenzure z jednego przed-
miotu po wakacyach.

i
2.
3.

Klasa VIL
Biernacki Konstanty.
Misiakiewicz Julian.
Debicki Ludwik.

4. Strohner Karol.
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. Rudnicki Ignacy. 3 uczniom pozwolono po wa-
. Bejnarowicz Stanislaw. kacyach poprawiaé zla note z jednego
. Ortner Kara. przedmiotu, 2 otrzymalo stopien
. Dubsky Jézef. drugi.

Wynik egzamindéw dojrzalosci
w roku szkolnym 1884/5.

Do poprawezych egzaminéw dojrzalosci we wrzesniu 1884 zglosilo

sig 5 abituryentéw.

DO -

. Bienkowski Kazimierz.
. Haczewski Kazimierz.

Swiadectwo dojrzalogci otrzymali :

. Cypryan Emil. I 3. Mamczynski Adam.

Gonczarczyk Antoni, 4. Treter Stefan.
Jednego abituryenta reprobowano na pél roku.

Do egzaminéw dojrzalosci w marcu 1885 zglosilo si¢ 5 abituryentéw.
Swiadectwo dojrzalosci otrzymali :

3. Korber Stanistaw.

4. Krauss Florenty,

Jednego abituryenta cofnigto na pél roku.

Z konicem roku szkolnego 1884/5 przystapilo do egzaminéw dojrza-

osci 20 abituryentéw, miedzy tymi 7 externistow.

Uznano za dojrzalego z Wyszczegélm'eniem abituryenta - G
Za dojrzalych uznano . R e o ]
Na 6 tygodni relegowano z Jednego przedmlotu

Reprobowano na pél roku . :

3 O UUBS 0020

. Bejnarowicz Stanislaw.
. Debicki Ludwik,

= O b

5 , Tok

Swiadectwo dojrzalogei otrzymali:

1. Biernacki Konstanty z wyszczegdlnieniem.
8. Raszka Karol (extern.)
9. Strohner Karol.

Dubsky Jézef. 10. Thumen Felix (extern.).

. Misiakiewicz Julian. 11. Zakiej Alexander.
. Orthner Karol. }
. Rudnicki Ignacy.

12. Ggbarzewski Dominik (extern.).
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Temata przy piSmiennym egzaminie dojrzalosci
z konicem roku szkolnego.

Zadanie polskie :

1. Jakie przewroty w przemysle i handlu wywolato zastésowanie pary
i elektryeznosei?

Zadanie niemieckie:
1. Tlumaczenie z jezyka polskiego na niemiecki ustepu: ,Nowoczesne
Termopile“.
2. Tlumaczenie z jezyks niemieckiego na polski ustepu: ,Johann Gu-
tenberg“.

Zadanie matematyczne :

1. Jakie wartoci ezynia zado§é réwnaniu:
B¥B=6—13/—1

2. Znaleéé odleglogé sferyezna dwéch punktéw na kuli ziemskiej, z kté-
rych jeden A ma szeroko$é pélnocng 43°28' a dlugosé zachodnia
47048; drugi B ma szerokoéé pétnocng 59937 a dtugoéé wschodnia
35052,

3. Kapital 100,000 zlr. zostal wypozyczony na 4°/,. Dluinik nie placac
procentu przez 10 lat pragnie swéj dtug w nastepnych 20 latach
réwnymi ratami umorzyé, jak wielkie beda raty platne przy koreu
kazdego roku.

4. 3 sin®x — 4 cos’x = 1/, sin2x.

Zadanie z geometryi wykreslnej:

1. Znale$é najkrétsza odleglosé dwéch wichrowatych prostych.

2. Wyszukaé cien punktu na powierzchnie stozka przy danym kierunku
swiatta.

3. Narysowaé w perspektywie czworoécian o danej krawedzi.
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Temata przy piSmiennym egzaminie dojrzalosci
z konicem roku szkolnego.

Zadanie polskie :

1. Jakie przewroty w przemysle i handlu wywolato zastésowanie pary
i elektryeznosei?

Zadanie niemieckie:
1. Tlumaczenie z jezyka polskiego na niemiecki ustepu: ,Nowoczesne
Termopile“.
2. Tlumaczenie z jezyks niemieckiego na polski ustepu: ,Johann Gu-
tenberg“.

Zadanie matematyczne :

1. Jakie wartoci ezynia zado§é réwnaniu:
B¥B=6—13/—1

2. Znaleéé odleglogé sferyezna dwéch punktéw na kuli ziemskiej, z kté-
rych jeden A ma szeroko$é pélnocng 43°28' a dlugosé zachodnia
47048; drugi B ma szerokoéé pétnocng 59937 a dtugoéé wschodnia
35052,

3. Kapital 100,000 zlr. zostal wypozyczony na 4°/,. Dluinik nie placac
procentu przez 10 lat pragnie swéj dtug w nastepnych 20 latach
réwnymi ratami umorzyé, jak wielkie beda raty platne przy koreu
kazdego roku.

4. 3 sin®x — 4 cos’x = 1/, sin2x.

Zadanie z geometryi wykreslnej:

1. Znale$é najkrétsza odleglosé dwéch wichrowatych prostych.

2. Wyszukaé cien punktu na powierzchnie stozka przy danym kierunku
swiatta.

3. Narysowaé w perspektywie czworoécian o danej krawedzi.
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W lipeu odbyly si¢ egzamina dojrzatosei abituryentéw zakladu, a mia-
nowicie od 1—5 pisemne, a od 9—11 ustne. Liczbe abituryentéw i wynik
egzaminéw dojrzaltosei wykazuje poprzedni rozdzial.

Do Sakramentu Pokuty przystepowala mlodziez szkolna, jak co roku,
trzy razy: na poczatku roku szkolnego, w ciagu wielkiego postu i przed
wakacyami, w wielkim za$§ tygodniu odbywaly si¢ przepisane rozporzadze-
niem wys. Ministerstwa rekolekeyjne nauki wielkanoecne przez pierwsze tray
dni wielkiego tygodnia.

Zakotiezenie roku szkolnego i rozdanie $wiadectw z drugiego pétrocza
nastapito po uroczystem nabozenistwie z odépiewaniem ,Hymnu ludu® w tym
roku wyjatkowo juz dnia 10. lipea.

Stan zdrowia w zakladzie byl w tym roku szkolnym, pomimo choréb
epidemicznych we Lwowie panujaeych, dosyé pomy$lny. Smieré wydarla
zakladowi dwéch uczniéw pilnyeh : Zywezaka Wladystawa z klasy IV. i Rzehaka
Bronistawa z I. klasy; ktérych mlodziez szkolna z nauezycielami odprowa-
dzita na miejsce wiecznego spoczynku.

B
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Warunki przyjecia ucznia do zaktadu na przyszly
rok szkolny 18856.

Zapisy uezniéw do zakladu odbeda si¢ w dniach 30. i 31. sierpnia
1885 roku od godziny 8. — 12. przed poludniem w kancelaryi dyrekeyi.

Kazdy nowo wstepujacy do zakladu uczen powinien zglosi¢ si¢ w ozna-
czonym czasie w towarzystwie ojea, matki lub ich upowaZnionego zastepey,
wykaza¢ metryka chrziu lub urodzenia, Ze ukofiezyl przynajmniej 10. rok
wieku, a jesli uczeszezal przedtem do szk6l publicznych, przedtozyé takze
Swiadectwo szkolne z ostatniego pétrocza. Zarazem obowiazany jest uczen
zozyé przy zapisie 2 zir. 10 ct. jako takse wstepna, i przynajmniej 1 zlr.
w. a. na Srodki naukowe, ktére to pieniadze, w razie niezloZenia egzaminu
wstepnego, beda zwrécone.

Uezniowie, wstepujacy do I. klasy, musza dnia 1 wrzesnia 1885, pod-
daé sie pisemnemu, a w nastepnych dniach ustnemu egzaminowi wstepnemu,
przyczem wymagana bedzie od nich préez religii, znajomo$é elementarna
jezyka polskiego i niemieckiego, tudziez nalezyta bieglo§¢ w czterech dzia-
taniach arytmetyeznych.
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Uezniowie, wstepujacy do klas wyZszych, musza réwniez, jezeli nie
przychodza z istniejacych e. k. wyZszyeh szké! realnych, zdawaé egzamin
wstepny za zloZeniem taksy egzaminacyjnej w kwocie 12 zl, a dopiero od
wyniku tego egzaminu zaleze¢ bedzie, do ktérej klasy zakladu tutejszego
moga byé przyjeci. Précz tego musi kazdy nowo wstepujacy uczen, jezeli
przychodzi do tego zakladu z gimnazyum lub innej e. k. wyzszej szkoly
realnej, wykaza¢ si¢ nie tylko swiadectwem szkolnem z ostatniego pélrocza,
ale takze potwierdzeniem Dyrekeyi dotyczacego zakladu naukowego, Ze przy-
jeciu jego do innego zakladu naukowego nic nie stoi na przeszkodzie.
Egzamina wstepne tych uezniéw odbywaé sie beda w pierwszych dniach
wrzesnia.

Zglaszajaey sie do zapisu kandydaci, ktérzy przedtem do Zadnej szkoly
publicznej nie uczeszezali, lub od dluzszego czasu uczeszezaé przestali, muszy
wykaza¢ dokumentem legalnym, gdzie i czem zajmowali sie dotychezas, i Ze
co do ich moralnosci nie zachodzi Zadna watpliwosé.

Nakoniec uczniowie tutejszego zaktadu, ktérzy chea przejéé do klasy
wyzszej, muszy réwniez z rodzicami, opiekunem lub ich zastepea zglosié
si¢ do zapisu w oznaczonym czasie. Ci uczniowie nie placa juz taksy wste-
pnej, ale obowiazani sa zlozyé przy zapisie przynajmniej 1 zlr. na érodki
naukowe.

AN~

o ol
Najgtowniejsze przepisy szkolne.

1. Kazdy uczen tego zakladu jest obowigzany, wszelkie rozporzadzenia,
wychodzace z dyrekeyi zakladu, jak najécislej wypelniaé i kazdemu czton-
kowi grona nauczycielskiego zawsze i wszedzie nalezyta czesé okazad.

2. Sale naukowa otwiera si¢ na 10 minut przed rozpoeze¢ciem nauki.
Przez ten czas powinni wszysey ueczniowie z naleZyta przyzwoitoscia w swo-
jej klasie gromadzié sie, zajaé niezwlocznie przeznaczone dla siebie miejsca
i spokojnie oczekiwaé rozpoczecia wykladu. Wiéezenie si¢ po kurytarzach,
halasowanie w klasie, jakotez spéznianie sie na godziny wykladowe
podlega karze.

3. Na godziny wykladowe powinien uczen przynosié wszelkie prze-
pisane ksigzki, zeszyty i inne przedmioty naukowe, ale nadto nic wiecej;
przynoszenie przedmiotéw, nie majacych zadnego zwiazku z nauky szkolna,
jest zabronione.

http://rcin.org.pl




I

78

4. Podezas wykladu moze byé uezeh wywolany z klasy tylko w nagla-
cych wypadkach, i to za pozwoleniem dyrekeyi. Uezniowie, wypukujacy
kolegéw z klasy, beda karani.

5. Wychodzenie ze szkoly w ciagu nauki moze byé dozwolone tylko
w naglacych wypadkach.

6. Skupianie si¢ i walesanie po kurytarzach podezas zmiany godzin
jest surowo zakazane.

7. Wszelkie naruszanie, psucie lub zanieczyszezanie lokaléw i sprze-
téw szkolnych, jako tez $rodkéw naukowych, jest jak najsurowiej zabronione ;
wykraczajacy nie tylko obowiazany jest wynagrodzi¢ szkode, ale nadto pod-
pada karze w miare swego przewinienia. JezZeli sprawey szkody wykryé nie
mozna, natenezas musza wszysey uczniowie tej klasy, w ktérej szkoda wy-
rzadzona zostala, poniesé koszta naprawy uszkodzonego przedmiotu, albo
tez sprawienia nowego.

8. Po skonieczonej nauce w szkole maja uczniowie spokojnie i przyzwoicie
udawaé sie do domu.

9. Takze i po za obre¢bem szkoly powinno zachowanie sig uezniéw
odpowiadaé¢ wymaganiom moralnosei i przyzwoitosei.

10. W obcowaniu ze soba powinni uczniowie postepowaé uprzejmie
i grzecznie, mimowolne urazy wzajemnie sobie przebaczaé, rozmyslnych nie
odplacaé zemsta, zle po bratersku odradzaé, do dobrego rada i przykladem
sie zachecad.

11. Wszelkiego rodzaju darowizny, sprzedaze lub frymarki pieniezne,
jakotez urzadzanie loteryi w szkole, sa zakazane.

12. Urzadzanie sktadek pienigZznych pomiedzy uezniami na jakie hadz
cele prywatne, na upominki dla czlonkéw grona nauezycielskiego i t. p.,
nie sa dozwolone; skladki na cele publiezne moga byé urzadzane tylko za
wyraznem pozwoleniem Wys. Rady szkolnej.

13. Zaden uczehi nie moze ani jako czlonek, ani jako sluchacz braé
udziatu w jakichkolwiek stowarzyszeniach, nie wolno tez uczniom zawiazy-
waé Zzadnych stowarzyszef miedzy soba.

14. Schadzki i zgromadzenia ueczniéw w znaczniejszej liczbie na éwi-
czenia naukowe lub zabawy, moga sie odbywaé tylko za pozwoleniem i pod
dozorem grona nauczycielskiego.

15. Nie wolno uezniom bez szezegélnego pozwolenia swoich nauezy-
cieli wystepowaé publicznie z pracami literackimi, takZe nie moga oni braé
udzialu w przedstawieniach publieznych.

16. Odwiedzanie miejsc publicznych, jako to: restauracyj, cukierni,
kawiarni i t. p., tudziez uczeszezanie do teatru i na inne przedstawienia
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publiczne, dozwolone jest tylko w towarzystwie rodzicéw lub ich zastepeow ;
takze palenie tytoniu, jako nieodpowiedne ani wiekowi, ani stosunkom:, ani
tez celom naukowym uczniéw, jest stanowezo zabronione, i wszelkie wykro-
czenia w tym wzgledzie beda surowo karane.

17. Ueczeh obowiazany jest uczeszezaé bez przerwy do szkoly. W razie
waznej przeszkody powinien za przedloZeniem pisemnej proshy ze sirony
ojea lub jego zastepey wyjednaé sobie na krétki ezas uwolnienie od gospo-
darza klasy, na kilkudniowy za$ przeciag czasu od dyrektora.

18. Wypadki slabosei lub inne nieprzewidziane przeszkody maja byé
w przeciaggu 24 godzin ustnie lub pisemnie oznajmione gospodarzowi klasy;
za przybyciem za$ nanowo do szkoly powinien uczen w kazdym razie wy-
kazaé¢ wiarygodnem pisemnem $wiadectwem powdd i czas swojej nieobecnogei.
Ofémiodniowa, Zadnem poprzedzajacem zawiadomieniem nieusprawiedliwiona
nieobecnos¢é w szkole, bedzie uwazana za dobrowolne wystapienie z zakladu,
i nastapi wymazanie ueznia z katalogu. O wystapieniu z zakladu ma kazdy
uczen zawiadomié¢ dyrekeye i gospodarza klasy.

19. Rodzice lub opiekunowie uezniéw z prowineyi powinnie ustnie lub
pisemnie zawiadomié dyrekeye, gdzie ucznia umiedcili i na kogo zdali obo-
wiazki i prawa domowego nadzoru z taka odpowiedzialnoscia wobee zakladu,
jaka ciezy na nich samych. Réwniez musi byé oznajmiona Dyrektorowi lub
gospodarzowi klasy kazda zmiana tego nadzoru; gronu za$ nauczycielskiemu

przystuza prawo w takim razie, jezeli nadzér domowy z stusznych powo-

déw uwaza za nieodpowiedni lub szkodliwy dla ueznia, zadaé wyboru innego
nadzorey, a w razie oporu ze strony rodzicéw lub opiekunéw, przedlozyé
krajowej wladzy szkolnej wniosek o wykluczenie dotyezacego ueznia z zakladu.

20. Tylko rodzice , opiekunowie lub odpowiedni ich zastepey moga
w ciagu roku szkolnego zasiega¢ u nauezycieli wiadomo$ei o postepie i za-
chowaniu si¢ uezniéw. Tak zwani instruktorowie prywatni musza mieé do
tego wyrazne pisemne upowaznienie ze strony rodzieéw lub opiekundw.

21. Wszelkie przekroczenie tych przepiséw szkolnych pociaga za soba
kare, ktéra od prostego skarcenia stopniowana byé moze az do wykluezenia
ucznia ze wszystkich publicznych zaktadéw naukowych panstwa  Uezniowi,
ktéry uchyla si¢ od poniesienia zasadzonej kary wystapieniem z zakladu,
nie hedzie wydane Swiadectwo odejécia.
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