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Anna Brahmer-Kacprzynska
Zaktad Teorii Fal Elektromagnetyeznych

POLE W FALOWODZIE PEASKTM WYPRLNTONYM PLAZMj

Streszczenie

Otrzymano reprezentacjg¢ pola elektromagnetycznego promie-
niowanego przez zrddto harmoniczne umieszczone w ptaskim falo-
wodzie wypelnionym zimng plazmg elektronows. Przedyskutowano
hybrydowe, promieniowo-modowe przedstawienie tego pola w za-
leznosci od czgstoéc% Zrddta ,

|
I, Wstep

W od$rodku dyspersyjnym predkos§é rozchodzenia sig¢ fal zale2y
od ich czestodci. Zalezny od -czasu sygnal wejsSciowy moina roz-
Yozy¢ na widmo skladowych fourierowskich, przesledzié przejé-
cie kazdej 22 skladowych przez oérodek, a otrzymany wynik zilo-
zy¢ w punkcie odbioru. W zaleznosci od profilu czestotliwos-
clowego sygnalu wejsciowego i od wtasnosci dyspersji osrodka,
otrzymany sygnal wyjsciowy moze byé rozmyty, ulec kompresji
czy innym znieksztalceniom. Efekt dyspersji nie odgrywa roli
dla czasdw obserwacji bliskich czasom przejscia pierwszej od-
powiedzi /eczota sygnalu rozchodzgcego si¢ w kazdym osSrodku z
pre¢ dkoscia $wiatta w prozni/. Dzieje sig to dlatego, 12 synte-
za przejécia od pola zerowego przed sygnalem do pola o skoti=
czonej amplitudzie po przejéciu czola wymaga sktadowych wyso-
kiej czestosci. '



Dla dostatecznie wysckich ezgstosci fali czgstki skladowe
osrodka fizycznego nie moga odpowiedzieé¢ na padajace pobudze-
nie i nie wywolujz dyspersji. Natomiast dla duzych czaséw ob-
serwacji, kiedy niskie cze¢stosci daja najwiekszy przyczynek do
pola, sygnat wyjsciowy jest okreélony przez oze¢stosci rezonan-
sowe osrodka. Pomiedzy czolem sygnatu i odpowiedzig wywolang
pobudzeniem czestoSci rezonansowych, proces propagacji moze
byé opisany przez tzw. paczki falowe [1] | [2]‘2 ustalona cze=-
stodcia gidéwng i malym rozmyciem w koto niej.

¥ osrodku jednorodnym paczki falowe przesuwaja sie ze stalg
predkodgcig grupowg ‘gh . Przez nieruchomy punkt obserwacji
przechodza paczki falowe 2z coraz to nizszymi predkodciami,
Mierzac pole W nieruchomym punkcie notujemy zmiany czestosci

w czasie.

Pole elektromagnetyczne promieniowane przez Zrdédlo umiesz~-
czone wewnatrz falowodu moizna przedstawié albo jako sum¢ pro-
wadzonyeh modéw /rodzajéw/ falowedowych albe jako sume¢ pél pro-
mieni optyki geometrycznej dochodzgcych do punktu obserwacji
droga kolejnych odbié, W wielu problemach fizyeznych pojawia
sie pytanie jak wiele modéw czy promieni nalezy uwzglednié
przy obliczaniu rozkiadu pola. OdpowiedZ moZna znalezé stosu-
jac metode hybrydowa, promieniowo-modows, opracowang W grupie
L.B. Felsena [3], [4]. Jak sprawdzono w dotychczas przeanali-
zowanych problemach prowadzenia pél, zastosowanie kombinacji
hybrydowej: promienie + mody wymaga uwzglednienia o wiele
mniejszej ilosci zaréwno promieni jak i moddw niZz opis pola
tylko przez mody lub tylko przez promienie. Sformulowanie hy-
brydowe daje tez mozliwoéé rozwigzania probleméw dla odrodkdw
niejednorodnych, dla pélprzepuszczalnych écianek czy przeszkéd
wewnatrz falowodu., Dobér kombinacji promieni i modéw uzasadnia
si¢ kryteriami matematycznymi i fizycznymi. Dla kazdej wybra-
nej komhinacji’pola modalne sg efektem wypadkowym pél nie-
uwzglednionych promieni i na odwrét:pola promieni powstaja z
odrzuconych moddéw, W pewnych przypadkach do sumy moddéw i pro-
mieni nalezy dodac¢ reszte w postaci ecatki, Innymi stowy, przez
mody /+ reszta jeéli jest to konieczne/ wyrazamy blad powstaly
z urwania na pewnym wyrazie sumy promieni i na odwrét promie-



nie /+ reszta, jedli to konieczne/ okreslaja poprawke do nie-
kompletnej sumy modoéw.

# niniejszej pracy zajmiemy si¢ przedstawlieniem w postaci
hybrydowej pola promieniowanego pIzez zrédlo umieszczone w fa-
lowodzie wypelnionym osrodkiem dyspersyjnym, Jest to kontynua-
cja tematu podjetego W opracowaniu [5].
¥ poréwnaniu z dotad rozwiazywanymi metodsa hybrydows zagadnie-
niami nowym elementem jest wprowadzenie do struktury prowadzg-
cej osrodka dyspersyjnego jakim jest plazma.

II, Postawienie problemu., Przedstawienie calkowe rozwigzania

Migdzy dwiema doskonale przewodzqcymi‘ptaszczyznami znaj-
duje sie oérodek dyspersyjny, plazma elektronowa. Wewnatrz
plazmy promieniuje Zrédio o harmonicznej zaleznoscl czasowe]j.
Rozwazamy przypadek dwuwymiarowy: jedna zmienna przestrzenna

2z oraz czas t . Przypadek rozpatrywany, choé nie opisuje
jeszcze realmego falowodu, zawiera element dyspersji czasove].
Analiza wptywu dyspersji oérodka na propagacje sygnatu elektro-
magnetycznego w falowodzie jest celem niniejszej pracy.

Propagacj¢ fal elektromagnetycznych w zimnej plazmie elek-
tronowej opisuje uktad rdwnah teorii magnetojonowej. Przy przy-
jetych zalozeniach, uktad ten moZna sprowadzié¢ do rdéwnania
typu Kleina-Gordona:

:x 4 > 1 ¥
/1/ rb'?." oy c* (f)tl = wf) bL('L,t) T %(Z,t)
Oznaczono: u - potencjal skalarny przez ktdéry mozna wyra-
zi¢ pole
wp - ezgstosé plazmowa
¢ -~ predkos$é éwiatta w prézni

Funkcja Zrédia w rozwigzywanym zadaniu ma postaé:



/2/ {(1.’6) = §(2) &t U(¢)

R P
0 t<0

gdzie funkcja U(t) =

Zrédto umieszczono w punkcie z = 0.
Warunki brzegowe dla z = 0 oraz dla z = a sa jednorodnymi wa-
runkami typu Neumanna:

/3/ M:O dlaz=0 i z =a
AT

Zgdamy, aby rozwigzanie spelnialo zasade przyczynowosci:
= z
/a7 w(z,t)=0 dla t < ¢

Korzystamy z wynikéw pracy [5], w ktérej otrzymano reprezen-
tacje caltkowsg funkcji Greena dla problemu /1i/, /3/, /4/:

_(ut [e:lz % e:ﬂ! (’-‘2‘)]
S
/5/ %(1'03£|°)' PG k (4 :.u) 7 d

w

gdzie K = % wt““’;

Kontur calkowania na plaszczyinie zmiennej zesf:ol.onej W = W, +
+ (w; -, wybieramy rdwnolegle do osi rzeczywistej, ponad oso-
bliwoéciami wyrazenia podcalkowego. Funkcja podcalkowa jest
parzysta funkcjgle, wiec nie : pdéigda :punktdw rozga-
‘Yezienia, Przy takim doborze konturu zasada przyczynowosSci
jest speilniona: jesli zamkniemy kontur duzym pélokregiem |w|=>e®
w gérnej polpkaszczyznie dla t ( = otrzymamy g = 0, a nato-
miast dla ¢t ) Z xontur zamykamy w dolne_) péiplaszczyinie
ot.rzyllujqc 'ynik rézny od zera,



Transformata Fouriera funkeji f1 (t.\' ma postaé

4

L (W—h'y)

/8/ Flw)=

Wobec tego rozwigzanie problemu /1i/ - /3/ z funkejag Zrddtra /2/
mozna w postaci calkowe] zap:l.saé nastepujaco :
. (& (z2-3a)
S kz L ]
e e ctle + 8 _
s/ WE ) ST flr—ute} K (4% 7]

dw = (66)dw

(4

gdzie dla uproszczenia funkcje podcatkowg oznaczamy przez G(u’.)

C - kontur calkowania na plaszozyznie zmiennej zespolonej W.
Rys.1.

Imw

(g]

Re w

29

.-mp UP

Rys.1, Drogza catkowania i bieguny na plaszczyinie zmiennej
zespolonej, dla catki /7/.
Oznaczono x = bieguny Wam
o - biegun w,



Dla t7 -2- kontur catkowania zamykamy w dolnej péiplaszczyinie
pétokregiem o duzym promieniu \ur\-? oo bez zmiany wartosei
catki i stosujemy wzdér calkowy Cauchy ‘ego.

Funkcja podcalkowa posiada bieguny w punktich gdzie zachodzi

18/ i_euuzo

sofi M : .
czyli We = 1 V Wy *(m.i")‘- y e Moka alweta

oraz w punktach W =W, ¢ = 2 wp ‘
Stosujgc twierdzenie o residuach otrzymujemy przedstawienie
nastgpujgce: =

sos w(2,t) =20 (_%RMG(U-) + Ras G(uwq) + Ras G(2wp) )

Wyrazenie /9/ odpowiada reprezentacji rozwigzania jako sumy
moddéw /przestrzenno-czasowych/ czyli rozwiazaid typu fali sto-
jacej. Rozwigzania tego typu speilniaja bezirédiowe réwnanie
pola z warunkami brzegowymi. Nie zaleisg od potozenia Zrédra i
punktu obserwacji.

Obliczajac residua w odpowiednich punktach. u)'.,‘fotmymu-
Jemy kolejno:

4 Tlwmt

w fl
/10/ MG(*w»]~im_m[h-a) T] r

7117 RaaGlwe) = -Ras r"b"'f)_ 3 _ .residua te redukujg sig

cosVwe—wg (1-a) STt
LR G > = e = SR

Zauwazmy, e Jeéll sajdaie rdwnoéé Wy =« Way , to w punkcie

tyn wyrazenie podcaltkowe ma blegun mdu drugiego i odpowled—
nie residum wynosi
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/157 Ranblo = L 355 | Gla)(wmuef |

III. Promienie przestrzenno-czasawe migdzy dwoma ptaszczyznami

Asyﬁgzétyczna metodq analizy pola w osrodkach z dyspercja
czasowg Jest metoda promieni przestrzenno-~czasowych wprowadzo-
na po raz pierwszy przez R. Lewisa [6]. Begdziemy dazyé do hy-
brydowego, promleniowo-modowegd, przedstawlienia pola przy uzy-
ciu tych promieni. W opracowaniu [5] wykazano droga bezposred-
niej konstrukeji, Ze sumowanie pdél wedluz promiehi przestrzen-
no-czasowych mozna zastapié¢ sumowaniem modow. W niniejszym
opracowaniu wskazemy na kryteria matematyczno-fizyczne doboru
hybrydowego.

Przypomni jmy krdtko wtasnosci omawianych promieni.
Rozwigzanie réwnania Kleina-Gordona /1/ posziukuje sie¢ w posta-
ci rozwinig¢cia asymptotycznego

WYY <= /7. v
e wRE)xe Z_O(W) ., (R.¢)

Duzy parametr ¥ wprowadza si¢ przez skalaryzacjg zmiennych.
Promieniami przestrzenno-czasowymi /dalej zwanymi promie-
niami/ 8a charakterystyki réwnania dyspersyjnego, odpowiadajg-
cego rdéwnaniu /1i/,
Jedli oznaczymy

Wl L

/15a/ A~ +

/15b/ lﬁ = ‘{\\f

Réwnanie dyspersyjne mozemy zapisaé jak nastgpuje

i

1
h
/18/  wik R)=1 [u*&«-w;(&)] L



T ) ¥t

Promienie definiuje sig¢ przez rdéwnania charakterystyczne réw-
nania /13/. W przypadku jednej zmiennej przestrzennej i czasi
pronienie B8a okreslone przez roéwnania nastepujace:

4z 3 DS o
17 = B =
/178a/ e J%.
gk £ Qurn
/1}71:/ T i
dw  _
/17¢/ T 0

Chwilowa czestos¢ W jest stata wzdiuz promieni. W oérodku'Je-
dnorodnym promienie sg liniami prostymi, wzdluz ktéryeh réw-
niez \J’,a oraz k sg wielkodciami stalymi. W przestrzeni (z,ct)
promienie sg zawsze styczne do wektora predkosei grupowe}j
\_fg = ['_v%‘ c._'[ . Kofice tego wektora okreslajs polozenie paczki
falowej, o sredniej cz¢stodei W , w danym punkcie (z,t).
Gléwnym argumentem za przyjegciem postaci asymptotycznej
rozwigzania /14/ byla znajomos¢ rozwigzan odpowiednich proble-
méw kanonieznych, Typowe przedstawienie calkowe pola sygnalu
nieustalonego, ma na plaszczyZinie zmiennej zespolonej w postaé
nastgpujacag:

oo +ik

/18/ I:J ’Hu’)l Qi f{(uf)auf

~oot ik

&« >0

gdzie g:f‘-o') =h Ku)‘)?_ -wt

M[ur)-oznacza zalezng od czgstosci liczbe falowg lokalnej fali
piaskiej, z - parametr zwigzany z odleglosciag /duzy/, ,F(ur)
jest amplitudg 1okalnéj fali ptaskiej.

Gidéwny przyczynek do catki /18/ pochodzi od sgsiedztwa punktdw
siodlowych, okreslonych przez



=11 =

dq h ol e
/19/ —3—1 =0 ks "%E‘ T T vlw)
wWIwn
Wielkosé U, =':Ji( jest predkoscig grupowa paczki falowej
o sredniej czestosci W .

Droga analogii z przytoczonym rozwigzeniem problemu kano=-
nicznego warunek na punkt siodtowy moze stuzy¢ jako definicja
predkosci wzdiuz promieni réwniez dla ogdlniejszej - niz w
przedstawieniu /18/ = postaci funkcji fazy ( -por./17/ ).

W przypadku Zrédta i punktu obserwacji umieszczonych mie-
dzy dwoma praszczyznaml, problem /1 - /3 , promienie trafi
aja do punktu obserwacji P drogg wielokrotnych odbié. Promied
odpowiadajgcy wigksze]j predkosci U%’ aby osiggnadé punkt P ,
ulegnie wigkszej ilosci odbié niz promieri o mniejszej predkosci.
Zgodnie ze zwigzkami /17/ oraz /16/ , kazdej predkosci grupowej

Uhn odpowliada czestosé W, - czyll dla przedstawienia catkowe-
g0 punkt siodtowy w,,6 - powigzane zaleznoécia dyspersyjnag

/20/ VY, = —K"?"‘: = %’-:: S0 n - numeruje promienie
Zgodnie z zasadg przyczynowoscl v, < ¢ dla osrodkdw o normalnej
dyspersji. Na ptraszczyénie (z,ct) kat @,, nachylenia promienia
wzgledem osi ct , spetnia warunek ©<45°.W naszym problemie

mamy dwie grupy promieni, réznisce sie tym, od ktdérej plaszczy
zny promier zostal ostatni raz odbity przed osiggnigciem punktu
obserwacji P. Rys .2. Dla kazdego z tych rodzajéw promieni
istnieje maksymalna liczba odbié, Bosy ktérym moze ulec pro-
wmled idacy z predkoécis ¢ do punktu obserwacji.Omdéwiona pokrdtce
metoda stuzy do analizy czescl gidwnej sygnatu. W poblizu czo-
ta sygnalu gdzie zachodzif'ﬂc oraz w obszarze czestoscl blis-
kich czestosci plazmowej osrodka wp , wprowadza sig odpowied-
nie funkcje przejéciowe por.[7].
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45°
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Rys.2, WieloKrotnie odbite promienie w falowodzie przestrzenno-
czasowym.

IV, Hybrydowe prZzedstawienie rozwigzania

Reprezentacje /7/ calkowg rozwigzanie mozna przedstawié ja-
ko sume p6l wzdiuz promieni plus pewna reszta.
Rozwinmy rezonansowy czynnik w mianowniku funkcji podcalkowej
na szereg geometryczny:

Leka WV
2iKen

1 s,
/21/ e e W



Rozwinigeie prowadzimy do wyrazu N, gdzie N powinno spelniac

varuneX N + 1 <:Nmax' Oznaczono: N - maksymalna liczba od-

max
bié promieni ® falowodzie. i
Zmieniajace porzadek sumowania i caikowania otrzymany sum¢ ca-
tek ktorym nademy interpretacj¢ pola promieni dochodzacych do
observatora droga bezposrednig i drogg kolejnych odbié migdzy
§ciankami falowodu, ; .
% liczniku (%) wystepuje suma dwu wyrazed. Sktadnikil tej su-
my odpowiadajg dwu rodzajom promieni: 12— promienie dociera-
jace do puniktu obserwacji po ostatnim odbiciu od dcianki
zZ = 0; o promienie dochodzgce do punktu obserwacji pe 4
ostatnisz odbiciu od dclanki z = a. Rozwiniecia (21) dokonujeny
dla kazdego rodzaju promieni, dazgc do przedstawienia w po-
s8tacl sumy: .

. N 1) i
pe27  w=3 wy + F‘Tm § = 1,2

o

n

) i7)

i

/23/ w &

Funkcje M.' nie sa juz parzystymi funkcjami K =¢ Yuw'-wp
wige na plaszezyinie zmienne] zespolonej W musimy uwzgled-
nié¢ punkty rozgalgzienia w=2*wp
Kolejne wyrazy sumy /22/ majg nastgpujacy postaé

A - \ =
ymal Mo = A L’g*’@i‘&a g [V 93 (W)] dw

J

4
W wyrazeniu /7/ przeprowadzono skalowanie zniennych, aby
wprowadzié¢ duzy parametr ¥V . Wszyetkie stale zebrano w sta-
tej A.
Oznaezono:

g = —wtsx (z+2am)

am

q fal —w‘ﬁ - Ez »’,‘_n(fn*.-ﬂ_]
mn

4

i jest resztg w postacl catkowej:
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! Q) 1
G .
/25/ ?\N‘_‘: A up[w«l"*&w)] o e 4V
3
(4

W dalszych rozwazaniach pominiemy wskaznik (j) gdyz dla obu
rodzajéw promieni droga rozumowania jest identyczna,
Dla zbieznosci calek musimy zazadacd, aby zachodzilo

Kazda z catek W, moina obliczyé asymptotycznie metoda pun-
ktu siodtowego, Punkty siodiowe wj., okreélone sg zaleznodciz
/19/, ktéra okredla predkoéé grupows dla wybranego promienia,
ulegajacego m odbieciom.

Pierwotny kontur catkowania C , zastgpujemy droga najszyb-
szego spadku (., /rys.3/. ;

Wyrazenia podcatltowe w /24/ ma osobliwosci w punkcie W,
oraz Wl'p- . Przeksztatcajge kontur C w droge najszybszego
spadku (, pr:ecbodlq‘%nez punkt siodlowy w,. , aby uzy-
skaé poprawny wynik calkowania, musimy uwzglednié przyezynki
do catki pochodzgece od biegunéw lezgeych pomiedzy oboma kon-
turami., Residum v punkcie w = w, nalezy uwzgle¢édni¢ przy wy-
liczaniu W, , Jeéli w,, < w, /rys.3/. Mozemy zapisaé

f28/ FlLax f(w,)up['ia,(w.-)]+9~u[4‘;'4%%;ﬂ]] U{"’O’“’s«-)

wide

gdzie()“ funkcja ¥honﬂydfu,
,[»(ui,.\)- amplituda pola wzdluz promienia m

Wikctad do caiki pochodzgcy od bieguna W, odpowiada polu
modalnemu Ll(uJ.,). i
Dla danego punktu obserwacji przy zadanym f, , Rmoina usta-
1i¢ od ktdérego wyrazu sumy (™M) nalezy uwzzledniaé w wyraze-
niu /25/ przyczynek od bieguna W/, . Méwigc innymi stowami:
ustalamy punkt obhserwacji F (z,t). Promiexi trafiajacy do

punktu P droga n-odbi¢ ma predkosé grupowa ‘U’a = g%f-__a-_g
. -

/dla 3 = 1/,



Rys.3. Drogd catkowania na ptaszeczyzZnie zniennej zespolonej wJ
dla zapisu hybrydowego-
C - piervotna droga calkowania
C_ = droga najszybszego spadku
X = -bieguny funkcji podcalkowej
O - punkty siodiowe. :
Predkosci tej odpowiada :zestnéé W, , a wigc punkt siodlo-
Wy Wy, . .
W zaleznosci od potozenia punktu Wyw Wzgledem W, , moZemy
wydzielié¢ w zapisie hybrydowym czeéé przedstawienia pola wy-
tacznie przez promienie, wybierajgc w rozwigzaniu /21/ wska-
zZnik N)do ktdrego prowadzi sie sumowanie tak aby l(&f;y)“)‘o.
Kolejnym etapem tworzenia hybrydowego przedstawienia ba-
danego rozwigzania jest przeksztalcenie reszty RN do postaci
prostgzej dla interpretacji.
Reszta w wyrazeniu podcalkowym zawiera czynnik eksponen-
cjalny, ktdéry mozna przyporzadkowad¢ catkowemu przedstawieniu
pola promienia U, dlan =N+ 1.



A

Zastepujac droge carkowania C droga najszydbszego spadku C,,,
przechodzgcy przez punkt siodXowy Luﬂﬂgnapotykamy na bieguny
 funkc ji podcatkowej W, lezgce miedzy obiema drogami. Przyczyn-
ki od tych punktdw dajg sum¢ residudw , oznaczonag jako

oe o A
/21/ ZR%G' {w,_) = Z Yo o, plerwszy uwzgledniony
mz M -mi bilegun )

Biegun W, lezy w tym przypadku migdzy osia Im w)©o oraz kontu-
rem C,_ ,. Z pozostalosci catkowej, obliczanej teraz wzdtuz
drogl najszybszego spadku mozne otrzymad wyraz odpowladajacy
promieniowl N+1, lecz o mniejszej amplitudzie a, oraz pewna
nowg resztg R,,. . Zapisujemy wiegc:

o8
/28/ R., =, , *E a-h\ x R!"M

T M
Reszta R,, jest do zaniedbania pod warunkiem, iz punkt siodto-
Wy Wywaynie lezy blisko biegundw w, lub W, . ¥ przypadku
przeciwnym nalezy prowadzié dalsze oszacowania.
Sumujgc otrzymane wynikil otrzymamy postaé hybrydowa, promienio
wo - modowy , rozwigzania(dle jednego rodzaju promieni j=1) :

N

(M =t R (4 A ) L)

fog/i ik = Wl "‘m'“l).“ + RNM
7y :

Dobér wskainika N zalezy od czestoscl irédia poprzez warunek
Dsiwat) ) W, .
Punkty siodYowe lezgce na pdlosi -er{Reullodpowiadajg promieniom
drugiego rodzaju ( j=2 ) w formule /22/.Rozumowanie analogiczne
do przedstawionego powyzej doprowadzi do przedstawienia hybry-
dowego dle it

Zestaw hybrydowy dobrany jest dla ustalonego polozenis
'2rddta i punktu obserwacj]i. Zmienlajgc wzajemng odlegiosd
( w przestrzeni z,t ) tych punktdw, musimy zmienié dobér kombi
nacji promieni i moddéw, gdyz przy zadanym J, zmieni sie
wtedy wskaznik N.
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Anna Brahmer-Kacprzynska
Zaktad Teoril Fal Elektromagnetycznych

METODA PROMIENI DLA FALOWODOW WIPELINIONYCH
OSRODKIEM DYSPERSYJNYM

Streszczenie °

Wyprowadzono warunki, ktére powinny speilniaé rozwigzania
asymptotyczne problemdw wiasnych dla fal prowadzonych w falo-
wodzie plaékim wypernionym osrodkiem dyspersyjnym /plazmg ele-
ktronowa/, Wychodzac z zaloied metody promieni otrzymano waru-
pek na faze¢ i amplitude¢ modu falowodowego.

1, ¥step

Asymptotyczne metody analizy pél elektromagnetycznych,
akustycznych lub kbmbiaacji obu rodzajéw pol, maja ciggle
rosngcy zakres zastosowar, Waizng klasg¢ tych metod stanowi op-
tyka geometryczna wraz 2 dalszymi jej) rozwinigclaml tekiml jak
wprowadzenle promieni przestirzenno-czasewych, promieni zespolo-
nych, fal zanikajacych /"evanedint"/, rozbudowanie teorii kaue-
styk, Giéwna ldea oméwionego opisu zjawisk falowych polega na
wprowadzeniu odpowlednich dla badanego zjawiska promieni,
wzdiuz ktérych funkcje fazy 1 amplitud pola speiniajg pewne
réwnania rézniczkowe,

Zalets metod opartych na wprowadzeniu promieni jest dostar-
czenle prostej fizycznej interpretacji takich zjawisk jak roz-
praszanie, dyfrakeja, promieniowanie, a przede wszystkim
stworzenie metod analizy zjawisk'zachadzacych w osrodkach nie-
Jednorodnych i1 badaniu struktur ¢ prawie dowolnych ksztalttach,

Poprawnoéé przyhblizenia optyki geometrycznej jest dobrze
uzasadniona matematycznie w przypadkach pél "wysokiej czestosci™
dla ktérych jest speilniony warumek kL D 1 (k:l?l/g oznacza
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liczbe falowg, L - odlegiosé charakterystyczna dla danego
problemu/, Jednak pordwnanie wynikéw asymptotycznych z rozwig-
zaniami Scistymi, mozliwymi do ugyskania w niektérych zada-
niach, lub z wynikami eksperymentéw, wskazuje na to, iz rezul-
taty otrzymane metodami promieni sg poprawne nawet dla niezbyt
duty'ch wartosci KL . : ‘

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wartofci wtasnych
modéw 1 asymptotycznych zaleiznoéci dla amplitud pél w przy-
padku ptaskiego falowodu wypelnionego odérodkiem dyspersyjaym
/zimng plazmg elektronowa/, Purktem wyj$cia beda réwnania
eikonalu na funkcje¢ fazy i réwnania transportu amplitud spei-
nione wzdluz odpowiednich promieni, Dla asymptotycznej analizy
propagacji w oérodku dyspersyjaym, to znacsy takim , w ktérym
przenikalhoéé dielektryczna jesi funkcjg czestosci fall, wpro-
wadza sie promienie przestrzennc—-czasowe [17], [2] . Powstaje
pytanie jakle warunki naleiy naioiyé na uklad promieni aby
uzyskaé obraz zjawisk w ukladzie provadzqcyn,czyli jak dla
falowodu wyglgda struktura promieni tworzacych rezwigzania
typu modéw. Zmierzamy do uzyskania odpowiedzi na to pytanie.,

Rozwigzanie poustawiomego problemm mofna réwniez uzyskaé
przez odpowiednie przejscie graniczne w rozwiazaniach Scistych,
ale zastosowanie metody promieni juz od punktu I}'Jécia)Jest
przydatne w analizie bardziej zioZonych probleméw: zakrzywionych
falowodéw, przeszkdd wewnatrz struktury. Interpretacja pola
modalnege przez opis promieniowy jest niezbedna do stosowania
metod hybrydowych [3] N e :

Rozwigzanie typu modu /rodzaju/ w strukturze prowadzace]
spetnia réwnania pola bez Zrédel i odpowiednie warunki brze-
gowe, Dla modéw rozchodzacych sie,pole falowe charakteryzuje
si¢ periodycznodcig wystepujaca w plaszczyiZnie prostopadle}j
do wybranego kierunku, Ta periodycznoséé zachowuje swéj charak-
ter w calte] strukturze prowadzacej, odrézmiajac jeden mod od
drugiego. Wymienione elementarne cechy modéw zwigzene s4§ 3
separowalnoécig réwnadi pola i warunkdw brregowych.

Na ukled promieni dobrany do analizy danego zadania nakiada
sig¢ réine warunki w zaleinodcl od tego cgy réwnanie wyjéciows
zawlerajg wyraz odpowiedzialny za #rédio promieniowania, czy
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sg bezZrédlowe z warunkami poczgtkowymi lub brzegowymi. Aby
opisaé niezmiennicze wiasnoéci moddw-niezaleine od potozenia
irédta i punktu cbserwacji - na uktad promieni nale2y nalosyé
odpowiednie wiezy dajgce zwimszki zgodnosci dla fazy i amplitudy.
Zagadnienle to dla przypadku modéw rezonansowych przeanalizo-
wal J.,Keller [5] « W pracy [6] rozgwigzano je dla modéw falowo-
dowych w przypadku harmonicznej zaleinodci od czasu, W przedsta-
wionej pracy znajdziemy warunki odpowiednie dla rozwigsad nie-
ustalonych w czasie prazy dyspersyjnych wiasnodciach oérodka
wypelniajgcego falowéd. RozwigZemy zagadnienie podstawowe:
przypadek jedne] zmiennej przesirzennej 1 czasu,

11, Promienie przestrzenno~cgasowe dla zimnej plazmy

Jako przyktad odrodka dyspersyjnego rogpatrzymy zimngq izo-
tropows plazamg, charakteryzujaca sie csestodcia plazmows W, ,
ktéra dla oérodka niejednorodnego jest funkcja poloienia,
Skalarny potencjai elektromagnetycszny W spelnia wtedy réwna-
nie typu Kleina-Gordona.

1 > l( s
71/ v-%—.}; -‘L’c'r’)_ Wizty — 1)

gdzie :C - oznacza predkodé dwiatia
Aby wprowadzié parametr Y wzgledem ktdérego dokonujemy rozwi-
nigcla asymptotycznego, dokonn:je sie¢ pr'leakalo'ania zmiennych:

72/ E:.‘::- :

1 otrzymuje réwnanle’vno-yoh saiennych:

L A 2w, (8) o
R T S R S



Parametr ¥V jest duzym parametrem, co oznacza 1%z niezerowe
wartosci R , T implikuja duie wartosci T oraz t.
Rozwigzania réwnania /3/ poszukuje sie w postaci rozwinigcia
asymptotycznego

coklerlo = g )
"L A g Y A B E e
- (

Podstawiajac zatozong postaé rozwigzania do réwnania /3/ 1
przyréwnujac kolejno do zera wspéiczynniki przy réwnych pote-
gachvptrzymujemy réwnanie dyspersyjne dle funkcji Y /odpo-
wiadajace réwnaniuv eikonain optyki geometrycznej/ oraz réwna-
nia transportu dla kolejnych amplitud W . (R 1) .

Réwnanie dyspersyjne dla funkcji fazy Y 'ma postaé:

1 S L :
T S T S 3 Q,_‘L) Ly e U ()
o T By c

¥prowadzajgc chwilowg czestodé (WJ

A 5

Pl

/6/ O ==

oraz wektor falowy

Ay

réwnanie dyspersyjne mozna zapisaé nastepujaco

-

r S
/870wl s K iy

Charakterystyki réwnania /5/ sq promieniami dla badanego pro-
blemm, Wzdtuz promieni spelnione sg zwigzkl nastepujgoe /rTéw-
nania Hamiltona/

| R -
VK

79/ i A

W
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/10/ = —

/11/ W -

Parame trem wzdiuZ promienia jest czas T ., Tak okreélone
krzywe noszg nazwe promienl przestrzenno-czasowych por.[l] .
Funkcja Y jest stala na takim promieniu tylko w praypadku
réwnan wyjsciowych nis zawierajacych wyrazu volnégo zwiazanego
z dyspers)a. Zauwazmy 12 wzdluz tak okreslonych promieni czes-
todé w Jest stara. Dla odrodka jednorodnego promienie s§ pros—
tyml, na ktérych jest réwniez stale K oraz Y, w , Ta ostatnia
wielko$é utozsamiamy 2 predkosciq grupowg, ¥, = V¢ W, odpowia-
dajgcs predkosci przenoszenia energii. Jest ona zwykle rézna
od predkogcl fazowe) vV, = I‘;(’, n, , 2 ktérg przemieszcza sig
powierschnia stale] tazy,‘i’ =const w kierunkn normalnym W. .
Predkodci te sg réwne jedynie w ofrodku niedyspersyjnym.
Funkcj¢ fazy wzdluz promieni przestrzenno-czasowych moina przed—
stawié jak nastepuje:

R
rnzs F(RA)-YR) =] ek —w(ron)
Q‘

Eolejne amplitudy u, speiniajgq wzdiuz promieni réwnania
transportu, Dla funkcji W, réwnanie to ma postaé:

713/ (vk5+‘%i‘g—f +U§VR+C—7;—¢.JOO—I)“D:O
Réwnanie to moZna sprowadzié do postaci ekwiwalentnej wyrazaja-
cej zasade zachowania strumienia energil; w dalszych rozwasa—
niach nie bgdziemy korzystaé z tego faktu. Graficznie promie—~
nie przestrzenno-czasowe przedstawia sie zwykle w przestrzemt

( R, c'{). Wprowad zmy ezt.erowmiarowq wektor predkosci grupo-
we j \/J ST /edzie T, Jest jednostkowym wektorem
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wzdiuz osi ¢T, Wektor V_ Jest zawsze styczny do promieni
przestrzenno-czasowych. (Rys.1l

T
AT e
| tg © j'_ca' T TG
| 7
| } SRS
| Sy
: /’ //f/ Yy ES = LVS:EJ
AT

Ao s

,-'/’/ ',//
el //'/

Rys. 1. Promien przestrzenno-czasowy w osrodku jednorodnym.

IXI. Praski falowéd einion lazm

Poszukuje sie¢ rozwigzania rdéwnania Kleina-Gordona /3/ z
warunkami brzegowymi typu Neumanna:
1 i)
/15/ -J% = {0 dlg 2:0 2:=a
Zaktadamy, 1%z (A moze byé zapisene Jako skoriczong superpczyc-
Ja fal typu /4/ ( dla m=0 ) czyli: i
N ;

GV*P(’II) i

i sl e [“m[’-ﬂ # OH] e i
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Dla kazdego p Jest speinione rdéwnanie eikonatu /5/ i réw-
nanie transportu /13/ . .
Stosujac warunek /15/ do rozwiazania /16/ otrzymamy:

N
MY iv ¥y
/17/ Z":;-_f- e \A.-(,):O ' do 2:=0 270

p=!
Pr‘zyjmu,jgmy, %e na brzegu, wyrazy w rozwinieclu /17/ znikaja

parami, to znaczy jesli %fi!'- t(0 , to dla kazdego wskaZnika P
istnieje taki. wskaznik np., q , ze

v S AL k
/18/ %Xfe Wi St e e R

Fizyeznie zalozenie to oznacza iz kazda fala /lub promier/
ktéry osiggnie brzeg ‘1= 0,2:=a) daje poczgtek odbitej fall
/1ub promieniowi/. Poszukujemy warunku na "akumulacje fazy"
ktéry zapewnllby speinienie warunkdéw brzegowych przez dobra-—
ng par¢ rozwigzani /o wskaznikach 0,9 / z wyrazenia /16/.
Poniewaz réwnosé /18/ ma zachodzié dla wezystkich V , to
mozna zalezyé, 2e jest spelniony warunek

>
3

/19/ i :\(V[l* v QLLQ 1'_'0 ¢ = Q

gdzie: m - jest liczbg caikowltg.
Ostatni warunek, wraz z réwnaniem eikonaiu, prowadzi do wnios-
ku, iz na brzegu jest tez speiniona zaleznoéé

/20/ PACY = e _&_
22 P2

oraz dla amplitud /zerowego rzedu/

/21/ u.(m= L‘m
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/przyjecie znakéw przeciwnych prowadzitoby do trywialnych
rozwigzad znikajacych parami w calym obszarze/
warunki tego typu wyprowadzil po raz plerwszy EKeller dla pro-
mieni optyki geometrycznej [ 57

Dla struktury prowadzgcej o prostych ksztaltach geometrycz-
nych réwnania eikonatu i transportu mozna rozwigzaé /dla kazdej
rodziny promieni p czy q / metoda separacji zaiennych z nalo-
zenia warunkéw brzegowych /19/ 1 /21/.
Rozpatrzmy przypadek ofrodka jednorodnego, dla ktérego Wp =
= const. Réwnanie /5/ eikonalu w zmienaych 7 , T ma wtedy
postaé:

W Lot &
Ziang o) = e =t )
1

ik e o S
g (F - (B =1 e

Zaktadamy, %e zawsze Jest spelniony warunek
/23/ Lrlf > i p b'{.v.jl.l.- lq.") Ue

Przyjmijmy, 12z funkcje fazy ¥ mozna przedstawié w postaci
sumy nastepujacej:

/24/ q’ (St s Z{z +T(£)

Réwnanie /22b/ zredukuje si¢ wtedy do postaci /primami
oznaczono pochodne wzgledem argumentu funkcji/

; 2 AT
/25/ Can A REE i o Tk
oznaczajac stata seperacji przez oL’“ , otrzymamy

e
o B M T
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Przy przyjetych oznaczeniach otrzymamy cztery rozwiazania
dla funkecji Y - 5

~

re1y Y=t (dt 3 VET z)
Zaktadajgc, 1% mod rozchodzi si¢ w kierunkm + e otrzymamy

\E G o IR L [ e

/28/ = i
“V.‘: At + Vo4 2o + Ca

gdzie: C1 i C, 88 stalymi add,ﬁywnyni.
Réwnania /28/ okredélajs powierzchrnie stale] fazy w oérodku
dyspersyjoym. Rozchodza sie one z predkodéciami fazowymi:

N T o
Proste prostopadie do powierzchni state] faszy nazywamy”prouie-
piami fazowymi. Nie sg one réwnolegie do wprowadzonych uprzed-
nio promieni . przestrzenno-czasowymi, Promienie przestrzenno-
czasowa‘réwnolegke w przestrzeni (ZVCT ) do wektora predkosgci
grupowe] Vg =[v,, ¢] opisuja proces propagac)i paczek falo-
wych, a wigc energil, podczas gdy promienie fazowe zwigzane sg
z przemieszczeniem si¢ powierzechni statej fazy, Odpowiada im
predkoéé fazowa, kiéra moze byé wieksza od predkosci Swiatla
w prézni, Jedynie w odrodku wolnym od dyspersji, ktérego ideal-
nym przykiadem jest préznia, predkosé grupowa réwna jest pred-
koéel fazowej, Pojecie "promienie fazowe" zostalo wprowadzone
w tym opracowaniu aby podkredlié, ze do opisu przemieszezania
sig¢ powierzchni statej fazy w os8rodku dyspersyjnym nalezy kaz—
demu promieniowl przestrzenno-czasowemu przypigaé odpowiedni
réwnolegty do wektora predkosci fazowej "promiet fazowy".
Rys. 2,

Powréémy do rswnad /28/ aby wyznaczyé statq separacji ol
czyli wartodé wiasng dla rozwiazywanego problemu, Zastosujemy
warunek na skumulacje fazy /19/ . Warunki brzegowe dla dwich
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