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Jerzy Podgérski
Instytut Iniynierii Budowlanej i Sanitarnej
Politechnika Lubelska

O0GOLNY WARUNEK STANU GRANICZNEGO
DLA MATERIALOY IZOTROPOWYCH

1, Wstep

Dla duze] grupy materialdéw /np.metale/, ktérych przejscie
%z obszaru zachowat spr¢zvstych do obszaru sprgzZysto-plastycz—
nego nie zalezy w sposdb istotny od dredniego cisénienia,
problem okreclenia warunkn tezo przejécia /warunku plastycz—
noéci/ znalaz} w zesadzle rozwinzanie w postaci powszechnie
stosowanych kryteridw Trescei i Fubera-ifisesa.
Dla materialdw kruchych 1 ofrodkiw rozdrobnionvch, zdzie ;
podobna rolg peilni warunek stanu grenicznego, hrak jest niestety
tzk prostych 1 zgodnych z doswiadczeniem kryteridw,
Najczgscie]j stosovanym do materieléw tej grupy Jest warunek
Coulomba-Xohra, ktory jednak prowadzl do rozbleinosci z
doéwiadczeniem siezajacych kilkunastu a nawet kilkudziesigeiu
procent, a takze w skomplikowany sposéb wyraza sig przez
niezniennikl tensores naprezenia, co bardzo utrudnia rozwazanila
teoretyczne,
Rozbieznosei te probuje si¢ usunazé wprowadzajac dodatkowe
ograniczenia /np. "tcpsion cutoffs” Paul’a [15] / co Jeszcze
bardziej komplikuje stosowanie tezo Kryterium, obrazem ktdrego
% przecetrzeni naprisen jecst ostresiup, lub w wmodyfikaecji
Paul’a [15] ostrostup przenikajacy sig z szesclanem,
Podobne zastr2ezenis moina mieé do krytorium CGriffith’a i jego
mody flkacji zaproponowane] przes icClintock’a i Walsh'a
/por. [13] / polesezjacej na umzzlcdnieniu tarcia wewnetrznego,
Jak wykazoly ekspervaenty przeprowocdzone ze skatami, betonem,

zaprawg cementows, szlinz i piaskiem / [2] , [3] , [4] , [T} ,



9] , [10] , [14] , [16] , [17] , [18] /, odlegioé¢ punktdw
powierzchni zranicznej od osi cignien hydrostatyczoych w isto t-
ny gposdb zalezy nie tylko od pierwszego niezmiennika tensora
naprezenia, ale takac od trzeciego niezaiennike dewiatora
tensora napre¢zenia,

Kryteria uwzgledniajace ten fakt byly formulowane przez wielu
bagaczy/[6] , [8] , [10] , [11] , [14] , [20] /. Wsrdd
zaproponowanych warunkdéw wyroznié mozna warunek Ottosena [14] ”
jeko najbardziej zgodny z danymi doswiadczalnymil dla betonu 1
warunek Lade 'a [8] , jeko najprostszy i dosyé dobrze ocdajacy
zachowanie sie osrodkdw sypkich,

W niniejszej pracy bedzie podana nowa postaé warunku stanu
granicznezo, ktore mimo swej stosunkowej prostoty pozwala
wiernie opisa¢ zachowanie wielu roznych materlaiow 1zotropowych.
Strormutowanie tak uniwersalnego kryterium sialo siz mozliwe
dzigki zalezne) oad awoch parametrow funicjli opisujfce] przekroj

pouwierzchni granicznej p:aszczyzng stalych cicniceun,
2, SPCZDE OPISU POWIERZCENI GRANLICZNTJ

% celu mozliwle prostego opisu powlerzenni granicznej w
przestrzeni napr¢ien uzyvany bgdzie walcowy uklad wspolrzga-
veh e (fe g ) daigh’a - Wwestergarda rys.i powinzany

7z "kartezjanskim" ukiadem napre¢zed giownych zzleznodeilzmi:

PEVE IS eTVE,

COSBL’P:J:},—fjj o
/1/ i :
i
Q:ﬁ:%ﬁ,
cdzie I1 = Oiﬁ Jest plerwszym niezmienniklem tensora
naprezenia, i oznacza $rednie nuprgsenie ncrmalne,

J2 = % Sij Sij oznacza drugi niezmlennik dewistora tcnsora

naprezenia, TO Jest oktzedrycznym naprizeniem styczanym,; &
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J3 = $S4;E, S,; trzecim niezmiennikiem dewiatora tensora
o g ke kd
napregzenia,

Rys, 't &

Dwa ukiady wspdirzednych w przestrzeni naprezen,
3. OBRAZ KRYTER1UM Na P1.ASZCZYZNIE OKTAEDRYCZNEJ

Wyniki eksperymenidéw wykazaiy, ze ksztatt przekroju
powierzchnl graniczne) piaszezyzna dewiatorowa Jest niezwykle
istotnym elementem, kKtdéry wrecz decyduje o zgodnosci kryterium
z doswiadczeniem.

Ffakt ten byl powodem proponcwania przez réznych badaeszy
roznyeh funxcjl opisujacych ksztartl (ege przekroju, funkcije te
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% postaci r = r(y) nazywane dalej beda funkcjaml ksztaltu,
Jedna z najprostszych jJest funkcja zaproponowsna przez ills 2
i Zimmermana [17] w postaci

/2/ I‘=I‘0+J,
gdzie Ty = const, ktora jednak bardzo ogranicza obszar zastosowan,
gdyz dla T 10 , réwnanie /2/ opisuje Juz krzywa wklesig.

Willam i Warnke [20] postuguja sig¢ réwnaniem elipsy:

—

2 (e A2) cosSy + (2) = 1) \h(1 e Az}cosgw+ 5A2 — U
4(1 = X°) cos“y + (2A =4S

¥

gdzie )\ jest pewna stata rowna stosunkowi promienia r przy

Y = 0° do r przy P = 600,
o
/47 SR T S
r(y- 60°)

Oczywiste Jest, ze dla wszystkich funkcji wyvpuklych musi byé
AR o

" warunkach Ottosena ([14] 1 Lade 'a [6] , [8] wystgpuje funkeja

ksztartu okredélona nastepujacym rownaniem:

/5/ T [co:{%&:rc cosaJ)]”1 1

zdZie « Jest pewna stals, spelniajacg warunek O0< o« < 1,
Funkcje ksztattu /2/, /3/,/5/ nie prowadza do kryterium

zupeinie zgodnego z doswiadczenlem, gdyz wszysikie sg zalezne

od jednego parametru, ktory pozwala opisa¢ zgodna z doswiad-
czeniem tylko jedna charakterystyke Ksztaitu przekroju np.
stosunck A okreslony réwnaniem /4/, inna natomiast charakterys-—
tyka np. stosunek 3 okredlony za pomoca rownanis /6/ jest

juz zalezny od A ,



76/ . xle=309
Y r (¢ = 609

Na rys. 2 pokazano zmiennodé 13 w zaleznosct od A dla
podanych powyzej funkcji ksztaltu, oraz porownanc uzyskane
krzywe 2z danymi eksperymentalnymi,

1,0 T T T :
BETON
0{11}
09— . 5]
a[19]
L 10]
PIASEK
A[7]
08 A [4)
v (3]
v [16]
GLINA
* (9]
0,7 X [18]
04
V3|
3

Rys.2
Porownanie zaleznosei & — A dla kryteridéw Lade’a [8] ,
%Willama-%ard:e [20] , Ottosena [14] i Coulomba-idohra z wynikami

eksperymentow,



Pordwnanie to pozwala na wyciagniecie wniosku, Ze do okrefjenia
warunku stanu granicznego zgodnego Z eksperymentem niezbedna jest
funkeja ksztartu zalezna od dwoch parametriéw,

Speiniajgca powyzsze wymogi funkcja moze by¢ opisana nasiepuja-
cym rownaniem:

\

r7 e e cos(,}arccosow —nl

gdzie i ﬁ 8y staiymi speiniajgecymi worunki

0<a <1, 0¢B<F .
Rownanie to opisuje krzywa wypukig wzgleodem punkiu r:O(T;:O)
co rownie#z jest niezbednym wymogiem stawianym funkecjom Ksztartu,
ze wzgledu ns ich dalsza przydatnesé w zastosowazniach.
W pewnym ohszarze (por.rys.éj ztozona postaé rownania /'1/moze
_byé uproszczona do nastepujacegs, wygodnego w zastosowaniach
WZoYru:

/8/ r:F,?—-ﬂ, PLETN g N d e B

Stale c¢ 1 d wystgpujgee w tym wzorze winny speiniaé warunek
wypuklosci
2Vd 1

£ i S8 6

a 4 > 1,0 , gdyz wyrazenie wystepujace w rownaniu /8/ ped
pierwiastkiem nie moze byd ujemne,

Uproszezona postaé /8/ funkeji ksztaltu posiada jeszeze jedns
wazna cechg, pozwala mianowicle powigkszye obszar zastosowarn
kryteriuﬁ (por. rys.4 ) w stosunku do funkcjl okreslonej réwna-
niem /7/.

Na rys. 3 przedstawiono ksztalty krzywych opisanych réwnaniami
/7/ i /8/ na rys 4 ich charakterystyki O -A .
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Jak widad¢ na podstawie pordwnsei rys., 2 i rys. 4 zaproponowana
funkcje kszitasltu pozwalajq uzyskaé bardzo dobrg zzodnosd
kryterium z danymi doswiadezalnymi dla wielu réznych materialdw
np, betonu, 2aprawy cementowej, piasku 1 gliny, :

I} g,

Rys, 3
Tykresy funkcji ksztalitu, a - funkcja opisana rownaniem /7/,
b- funkcja w/g réwnania /8/,

Farametry of 1 (3 wystepujace w réwnaniu /7/ moina wyznaczyé
metoda kolejnych przyblized korzystajac z nastepujacych zwigzkéw

o = 9083 |y

] Acosp - cos (% —ﬁ)
/10/ tg* = sin("% —[3) Sap ’

2lcosx —V3 O
Eep = 9 = 2 einx ?

http://rcin.org.pl
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arccos &
1,0 T T | 1 —l
% . 35°
e
~ °
09 15
i / =
RO e Z 0°
S V3
7 2
25°
08L /o7 i
Z 2
7 20
/7
7/ AES
o7l 77 &
10° Rown.(7
1 50
06} } |
ﬁ o° :
e : g A A

05 0,6 0,7 08 09 1,0

Rys. 4

Charakterystyki Y- ) proponowanych funkeji kszteitu, linig
ciggla zaznaczono obszar opisany rownaniem /7/, a przerywana
réwneniem /8/,

Poczatkowg wartodé¢ parametru ( mozna przyjaé rdwna zeru,
lub te2z pa pedstawie rys. 4, ktdéry mozna potraktowaé jak ncmo-
gram pozwalajacy dla danych A 1 & odczytaé przyblizone
wartosci parametréw o 1 [

Vystepujace w réwnaniu /8/ state ¢ i d obliczyé wmozna na
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podstawie nastepujacych zwigzkiw

2
2
S s R
AT )A
1 =18 -9

o 1 =2
AVAd 1" = vd - 1" *
wartosci charakterystycznych stosunkow A 1 D wystepujace
w réwnaniach /10/ i /11/ nalezy wyznaczyé na podstawie
eksperymentu,

4, KRYTERIU:. STANU GRANICZNEGO

Kryterium osiagnig¢cia stanu granicznego mozna napisad
w nastepujacej ogdlnej postaci:

/12/ TR e Lot L
gdzie Ao jest ftunkcja tylko fredniezo cignienia Ty zaé
Ay 1 A, =zaleza od ftuskeji ksztaitu /7/ lub /8/.

Ogblna postaé kryterium /12/ umozliwia zencrowanile wielu
szczegblnych warunkow stanu granicznego, ponizej podano naj-
bardziej charakterystyczne formy tych warunkow,

a - Zakladajac Ao = - k = const , A1 =17 A2 = 0, otrzymamy
warunek Hubera-ilisesa T ey
5 = 5
b = Przyjmujac Ao = CD - Co > A1 = C1 1 A2 = 0, gdzie C0

i C1 sq stalymi, otrzymamy warunek Drucker a - Prager’a
Cilp= Coin 06 &

¢ = Gdy zaiozymy 2e, A= Co = P(J), f—jrdz1e C, = const,
a P(J} jest funkcjg ksztaltu /7/, to otrzymamy calq
rodzing powierzchnl granicznych lezgcych pomiedzy powierzch-
nig Tresca’i i powicrzchnig Hubera-Misesa w zaleznosci og
wvartosci parametrdw o 1 5,
Dla o = C otrzya2xmy walee Hubera-)isesa, a dla o = i,

b ‘
BRI= , 2raniastosiup Tresca'i,



=il

¢ - Gdy przy zalozeniach z punktu "e" przyjmiemy Ao = q} - CQ,

otrzymhuv rodzing powierzchni zawierajacg : m.in, kryteria

prucker‘a - Prager 'a, Coulomba-Mohra i Lade a [8]/por. B 5,2/

e~ Dla A =0 ~-C,, A = C,P(J) , Ay=C, cdzie C, C, , Cy
sg stalymi, otrzymamyparaboleid¢ ¢ zmieannym przekroju,

ktéra w szczegolnym przypodku {3 = 0 pokrywa sig¢ z powierzch-

_ nia Ottosena [14] .

f - Gdy przyjmiesy 4, =0, -C, , A4 = CARLI) =

~
1%
povwierzchnia groniczna bedzie parabolpida o sta ym prz
i

[PD3
ckroju
zblizona do powierzchni proponowanych przez Willana

Wernke [20] oraz Lade‘a [6] .

5. PRZYKLADY ZASTOSOwAN LRYTEBRIUM
S.1, - TWarunek zniszczenia dla hetonu.

W jrzypadku betogu najwiadéciwszym bedzie przyjg¢cie warunku /12/
% postacl zaproponowanej w punkcie 4 e,

Iowierzelinia zniszczenia gspeinia wtedy warunki sformuiowane
przez K.Newmana i J.E. Newmana [12] i Ottosena [14] , ktore
mozna skrotowo -~vrazil¢ nastgpujaco:

- powierzchniz zniszeczenia jest wypukia, zakrzywiona i giadka

= '

- promie r przekroju powvierzciuni pzaszczyzna dewlatorows,
roénie ze wzrostem cisnienia,

- charakterystyka A przekroju powierzchni pisszezyzng dewia-
torowa zmienia sig od wartosei A = 0,5 (dla [,— ¢ ) do
Tartosci A = 4 (dla O;)aoQ) .

Zgodnie z powyzszym otrzymamy rounanie zawierajace pigé para-

metrow C, , C4 , Cp , o, P

s

2
/15/ ORISR C R DT L G =R O,

1
P = cos(garc cosaJ - ) A



A L

Tartosel tyeh peremetrdw wyznaczymy na podstawie danych dodwiad-
czalnyck, wrbtiercjac pewne charakterystyczne punkty powierzchhni
zniszczenia, mianowicie:

- wytrzyvmalosé na rozcigganie jedncosiowe , Rt 3

- wytrzymalosé na Sciskanie jednoosiowe , R,

~ wytrzymatosé na sciskanle dwuosiowe ) RCQ(Q:_ 1) 5
- wytrzymaioéé na Sciskanie dwuosiowe 1 Rocﬁé%= 2) -
\%

- wytrzymalogé na trdjosiowo rozcigganie, zgodnie z hipotezg

Paul’a (tension cutoffs) prayjeto rowna Re o
Na podstawie wynikow badat [1] , [53%, (18] , przyjeto nastepujs-
ce zaleznodei

Toe ®alal By g SRos alids Ry

przy ktdrych dla rdznych wartosci stosunku A = Rt/Rc okreslo-
no perametry A 1 8 oraz na ich podstawle z réwnan /10/
wyliczono parametry & i P . Uzyskane wyniki zawerte sa w
tebeli 1,

Tabela 1

Charakterystyki A i 8 oraz wartosei paramctrow arcoss 1 fB
w zaleznosci od stosunku ¥ = Rt/Rc =

¥ 0,06 ¢,07 0,08 |0,08 0,10 0,11 0,12
B 0,51375|0,51567| 0,51748|0,51917 |0,52074|0,52219| 0,52351
K 0,59182| 0,59386| 0,59581| 0,50764|0,59936 0,560097| 0,60246

";E?g“ 2,034 2,339 2,638 | 2,922 | 3,197 | 3,462 |3,717

'/Gﬁ 5 9,235 0,201| 0,283 0,300 N0, a1a0 [0, 3940 10, 935

e 3

wartosei statyen C, , €y , €, wyliczy¢ wozna ze zwinzkow:

http://rcin.org.pl
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Co = Be oy
/14/
c :121[1 = (Ry/Ryq) ]
1 Po 2 ( Rcc = | [
R,
. 27 2% _R '
gdzie 0 .

P s P(¢;=0) = cos(1/3arcoosa —p) °

Na rys, 5 pokazano krzyw3 zniszczenla w przypadku praskilego
stanu napre¢zenia dla betonu o Rt/Ro = ¥ =0,1, a na rys,6
przekréj powierzchni zniszczenia plaszczyzng ¢ = 0, oraz
poréwnano te krzywe z wWynikami eksperymentdw oraz krzywymai
Ottosena [14] 1 Lade’a [6] .

5.2, Warunek stanu granicznego dla oérodkow rozdrobnionych,

Powierzchnie graniczne materialséw rozdrobnionych moga
by¢ zwykle z dostateczng dokiadnoscia opisane za pomocq linio-
wej wersji réwnania /12/:

/15/ g, ~C, + CPT, =0 ,
/15/ 1lub a, ~Cy +vC1P’T0 =0 .

W rownianiach powierzchni granicznych dla piaskéw zageszezonych

i1 gliny moze byé 2 powodzenlem uzyta uproszczona postaé funle ji
ksztatrtu, ktdéra bardzo uiatwia wszelkie obliczenia, Dla tej
postaci wzor /15°/ wygodnié jest przeksztalcié do nastgpujacego
rownania:

a-> (%
/16/ T y

0 1 + oVd+J

gdzie a, b, ¢, d sg pewnymi statymi, ktdre nalezy wyznaczyé z



Lle

-15

T

proponowane kryterium

10

Ottosen([14]

Rys.

5

irzyva zniszczenia dla betonu w piaskim stanle napre¢ienia. Na

rysunku zaznaczono vwyniki badan:

F i (110,00 Fasujd 4 1in. [19]

*

® -Kupfera

(5]

, A-Andenaesa



= b=t

To o
R, (p 180°)

<
il
L

[

Iys. 6

Przekrdl nowierzchni zniszczenia piaszczvzor $ = 0, Linig
przervvang zaznaczono Srednig z wielu badan eksperymentalnych
w/g [12] . Tynik: bdadar : .
O - i1lls 1 Zimerman [11] , @ - Kupfer [5] ,
0 - Tasuji i ini, [19] , A - andepaes 1 in, [1

L1]
¥ - Schickert i Winkler [17] o

http://rcin.org.pl
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danych doswiadczalnych,

Dla przykiadu wyznaczymy wartofci tych parametréw'dla piasku
badanego przez P,V,Lade 1 J.i,Duncan’a (Dense Manterey No O
seand ) [7] &

Otrzymanc przez nich wyniki badaf zawiera tabela 2

Tabela 2

Tartogci kata tarcia wewngtrznegzo # w chwili zniszczenia w
zaleznosci od kierunku % przestrzeni naprezen w/g [7] .

g G v,0 b5 o5 o7 o 1,0
U =% q L] » ¥ 7 { H
1
0 60° 52° 30° Yool st a0 ot 08
g - srcsin 2O 28,52 fise o 1er 5% bieg g 1ige 620 81 4
Git0s

Jezell dolgczymy do tych danych warunek znikania kohe2zji :
=0 dla & = 0, to bedziemy mogli obhliczyé wartosci
parametrow charakterystycznych przekroju powlerzchni granicz-

nej na podstawle ponizszych rdwnan :

3fein g, ~ 1
3/sin ﬂt 47

_sin g 5 " |
9 ‘?VT‘ (sin¢c )

/17/

gdzie ﬁc = ¢c ‘) ¢t oznaczaja odpowlednio katy tarcia wewnetirz-
nego przy trojosiowym sciskaniu (v = 600, Jd = -1) '
tréjosiowym écinaniu (o= 302, 7= 0) , trojosiowo rozcigga-

niu (p = 0% , e

Znajomond wartosei A i B pozwala na podstawie zwigzkow /11/
obliczyt perametry ¢ 1 d wystepulace w rownaniu /186/,

Zatozenie zernwel kohezji prowadzi do zerowanla si¢ staie)] a w tvm
rownaniu, tak wige do wyznaczenia pozostala tylkoc staia b, Ktora
noeng obliczy¢ na podstawie danych z tabell 2 posiugujac sieg

nastopujgacymi rowpaniaml:

http://rcin.org.pl
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T L BT

1 + 3/8in ¢t

/187
1 +ocVd - 1
lub be AT ARSI

gdzie ﬁt 1 ¢, sa podobnie jak w réwnaniach /17/ katami
tarcla wewngtrznego odpowiednio przy tréjosiowym rozciaganiu i
tréjosiowym sciskaniu.

Dla danych z tabeli 2 otrzymamy:

A
b

0,6572, 4 = 0,7318, d = 1,00047163, c¢ = 0,37761,

0,94883,

Na rys. T pokazano przekréj powierzchni granicznej plaszczyzna
0, = const, oraz zaznaczono rzuly srodkowe punktdéw uzvskanych

doswiadczalnie przez Lade 'a i Luncan‘a [7] , a takze pokazano

krzywy odpowiadajacg funke)i ksztaltu okreslunej rdwnaniem /7/.

“idoczna jest na tym rysunku dobra zgodnosé proponowanego

kryterium z danymi doswiadczalnymi,

Na margzinesie dodaé mozna, 26 dla uzyskania identycznodei

warunku Lade a dla piasku [B] ze wzorem /15/ nalezy przyjaé

Co =0, C, =¥2' [, Pi= 0K =Wﬁ1-2;)ﬁw1 s sZdzle K, Jjest

staln wystgpujaca w warunku Lade’a I, ETALS R

A6wniez uproszezona postadé funkcjl ksztaltu meze dla A2 5/9

z dobra dokladnoscia przyblizaé wzdér Lade’a, zdy w réwnaniu

/16/ przyjmiemy a=0, a réwnaniach /17/ 3 =AJWAK"A+‘, pozostale

zad stale wystyipujace w warunku /16/ wvliczywmy jak uprzednio,

Gy
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6. UNICSLI KOXNCOLE

Zaproponowane kKryterilum zalezne od trzech niezaiennikow
tensora naprezenia, jest ogdlnyn warunkiem stanu zraniczrego
gla bardzo szerokiej klasy materiaidw izotropowych zawierajacej
m,in. metale, ska.y, heton, grunty.
Jeko szczegdlne przypadki tego kryterium wozna rozpatryrad
klasyczne Lryteria Hulera-ilisesa, Tresca'i, Couloamba-iohra 1
Prucker 'a - Frager'a, a takze szereg proponowanych po.niej
waruzkow stanu granicznego ¢la materieldw krucuyeh 1 gruntism
np. kryteria willawa i ‘.arnke [20] , Ottosens [14], Lade’a [8] ,
Uniwerzalnodé kryterium umozlivia ujednolicony opis rdéznyceh
grup materialdw, dla ktoryeh do tej pory nalezilo stosowad

zupeinle odzienne postacie warunku stenu sraniceznego, Figcio-

paramctrowa postal¢ warunku zniszczenia dla betonu rozpatryrana

¥ niniejszej pracy mimo swe] zlozonosci jest prostsza od analo-
gsicznej postaci warunku Tillams narnke [20] , & poza tya

pozwale osigznnc o wicle lepszs ziodncéé z eksperymenten,

Zaprezentovane powyiel zalety Kryterium rynikaja w przewaiijace]
mlerze z wprovadienia nowej dnuparametrowej postaci funkejt
ksztaltu przekroju powierzeuni zraniczne] piastczyana‘cktoedryczn“,
co pozvoliio dostosewad ten ksztatt dc danych doéviedezalnyech,
Zdefiniowane w pracy deie charakterystyki przelrojn - )1 1
gystenatyzujs enalizg wielv roznyeh warunksdy stapu rranicznego

i umozliwiaja okreélenie cech povwierzchni zremicznej, co bodzie

z pewnoscig pomocne przy Interpretacji wynikéw bada® dofwiadezal-
nych,

http://rcin.org.pl
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