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Wiodzimierz Laprus
Zaktad Teorii Fal Elektromagnetycznych

hY

FAIE W LINII TRANSMISYJNEJ Z RIELINIOWA DYSFERSJ4

1. WPROWADZENIE .

Linia transmisyjna jest ukladem przewodnikéw o symetrii cy-
lindryczne]j takim, 2e W ptaszczyinie poprzecznej do osi syme-
trii, powiedzmy osi x, przekroje przewodnikéw sg cgraniczone,
W przypadku doskonatych przewodnikéw umieszczonych w préini
problem poczatkowo-brzegowy dla réwnah Maxwella rozpada sig na
dwa problemy: brzegowy dla réwnania Laplace ‘a i poczatkowy dla
ukladu dwéch réwnan czastkowych pierwszego rzedu /sa to taw.
réwnania transmisyjne/. Pole elektromagnetyczne E , H jest
poﬁrzeczne wzgledem osi x, a jezo rozkiad w plaszczyznie pro-
stopadiej do osi x Jjest okreSlony przez réwnanie Laplace’a ,
Zmienno$é pola wzdiuz osi x jest okre$lona przez réwnania
transmisyjne. W szczegdélnoSci dla linii transmisyjnej zlozonej
z dwéch przewodnikéw pola E , H 54 proporcjonalne odpo-
wiednio do napiecia w(fx) miedzy przewodami i do pradu ((t,x)
ptynacego w przewodach /jest on taki sam w obydwu przewodach
i przeciwnie skierowany/. Réwnania transmisyjne

A1/

po eliminacji jednej ze zmiennych zaleznych dajg po prostu ré-
wnanie falowe z predkoscig propagacii ¢ = (LC)'Ui; e

sg odpowiednio indukcyjnoscig i pojemnoscig na jednostke diu-

gosci linii,



—

Dopuszczenie skonczonej przewodnosci przewodéw lub stratno-
Sci osrodka, w ktérym umieszczone sa przewody, powoduje QQéé
radykalng zmiang sytuacji. Przede wsgystkim pojawiajg sie po-
diuzpne skladowe pola E i H , & zatem pojecie napiecia mie-
dzy przewodami traci sens. Ponadto.prgd w przewodach nie wiagze
sie¢ juz bezposrednio z polem H . Mimo to, jak pokazuje prak-
tyka, réwnania /1 .1/ wcigi sg uiyteczne, Jesli tylko przewod-
no$é przewodnikéw jest dostatecznie duza i stratnodé obdrodka

dostatecznie mata, Przybierajg one teraz postaé
Y i

g_..‘_.(._q—?;.':_-*-d,u no’
ot ¢ 9

/1.2/ ;
9 i :L.2§.+- =
ot L 2x F !

gdzie o = G/C i #,: R/L ; G jest uplywnoScia /odwrot-
noscig opornosci/ miedzy przewodaml na jednostke dtugosci 1li-
nii, R jest opornoscig przewodéw na jednostke diugoséci 1linii.
Po wyeliminowaniu pradu ( otrzymuje si¢ tzw. réwnanie tele-
grafistéw /patrz R. Courant, D, Hilbert [1]/, ktére, co cieka-
we, jest historycznie wczedniejsze niz réwnania Maxwella, Fakt
ten znajduje proste wyjasnienie w teorii obwodéw elektrycznych.
Ot6z mozna pokazaé, ze roéwnsnia /1.2/ opisujg napiecie i prad
w linii transmisyjnej ztozonej z duzej iloéci jednakowych ele=-
mentéw, kazdy zaewierajgcy oporniki R i 1/6 oraz cewke L

i kondensator ( . Przy tym opornoseci R i 1/6 moga byé do-
wolne, Oczywiscie zwigzek napiecia i prgdu w linii z polem
elektromagnetycznym wokél linii jest w tym przypadku skompli-
kowany /zreszta jest on nieistotny z punktu widzenia propaga-
cji fal w takiej linii/,

2. ROWNANIA LINII TRANSMISYJNEJ

Parametry R , 6, L, C linii transmisyjnej "teorio-
cbwodowej" mogg byé wybrane w zasadzie dowolnie. Zalozymy, ze
pojemnosé jest zaleina od napigcia: C = C, + (u , gdzie
i C, sa stalymi dodatnimi. Indukcyjnosé L  jest takze stala
dodatnig. Rownania /1.2/ przepisujemy w postaci



u 190
= e b pd i =0
/2.1/ ?; ig“ i '
t " .
?--+T_-,—&-+Pft -0,

gdzie p> 0 jest duzym parametrem.

Iinia transmisyjna z nieliniowg pojemnoscia jest stosowana
'w technice jako element ksztaltujgcy impulsy elektryczne, Dla
duzych wartoéci parametru p linia opisana réwnaniami /2.1/
jest silnie dyspersyjna. Mozna to zrealizowaé przez zwigksze-
nie opornosci R. i uptywno$ci G oprzy statym L i C .

Zastosujemy metode fal biegngcych dla réwnah hiperbolicz-
nych dyspesywnych

goLar Ai‘(u,x)g-%k +pBilu,x)=0,
K

ktéra zostala opisana szczegdélowo w pracach [2] - [4]. W tych
réwnaniach K=0,1,...,m oraz i,k=1,...,n , przy czym

Ay =T, » %=t .Dla (&)= (ui) uktad /2.1/ przybie-
ra postaé /2.2/ ze wspbéiczynnikami

0 1/c du,
(A

. ) = (g,] = .
L) 1/1.. 0 \

/2.3/

Skonstruujemy rozwiazanie asymptotyczne réwnah /2.1/ w po-
staci rozwiniecia

il

/2.4 =)+ E 5105, () 4 Ri(x)

=

-

z funkejami S (y) = (iF)-V exp i‘o\{ . Bedziemy poszukiwaé funk-
cji fazowej Y= L((t‘)() i wspblczynnikdéw rozwiniecia 5:(*&,0



LR

przy zatozeniu, ze w.(t,x)=0 . Uiywamy oznaczenia ‘3-(/5&‘-
=k, . Przy czym ki= =gy iis
. K . nk
Dla obliczenia macierzy dyspersyjmej -i:k = k‘Aw-‘B‘
potrzebna jest pochodna &': = 98 /%u, . Mamy

2 C,/C 0
/2.5/ .
(5) =
Y 0 F
a stad
r-a-wG/C k/C
/2.6/ (Y=
"

L k/L -u—iFJ

Dla "i'“"a otrzymujemy

[ ~w-ta ki 1
/2.7/ $ '(i;u.) —

L k/L —u—iFr i

%adanie znikania wyznacznika

/2.8/ Q-u,k) =det (£, )= Lot i(-L+F)u i d.f - &t
prowadzi do réwnania dyspersyjnego

/2.9/° Ql-w,k) = 0.

Dwa pierwiastki tego réwmania

/2.10/ nf:-.;li(i!.pﬂ": } ‘}L‘,.._."i;(**_f),m

gdzie A = c‘k‘—%(k,‘,':"‘ . cdpowiadajs falom propagujacym sie
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w dwu kierunkach wzdtuz linii transmisyjnej; ¢ = (Ley® jest
predkoscig charakterystyczng dla ukladu réwnah /2.1/.

W szczegbélnym przypadku gdy 4=p fale propagujg si¢ bez
dyspersji. Istotnie, hamiltonian dla obydwu rodzajéw fal

ey - Ro=-Fitpt{s

przybiera woéwczas postaé

/2.12/ : K =-w t ek |

a wigc jest liniowy wzgledem zmiennej k .,

Uktad réwnan /2.1/ jest w ogoédlnosci niekonserwatywny, gdyz .
ImH +#0 . Jak pokazano w pracy [5], procedura fali biegnacej
jest poprawna pod warunkiem, Ze

/2.13/ ImH =couct ¢ [mH L0,

Mozliwe sg dwa przypadki:

/i/ linia transmisyjna bez ttumienia, Niech & >0 i F=_.L :
Wredy

4/e

/2.14/ K=" (h*-)

Hamiltonian jest rzeczywisty dla k' » &*/¢* . Ujemne f mo—
zna zrealizowaé w praktyce przez zastosowanie w linii trans-
misyjnej ujemnej opornosci R .

/ii/ Linia transmisyjna z ttumieniem. Niech d.+F >0 . Wtedy
czesé urojona hamiltonianu jest ujemna dla k* ) (u.-—F)z/ftcz g
Ten przypadek obejmuje linie transmisyjne z dodatnimi R i 6 .

3.LINTA TRANSMISYJNA BEZ TLUNMIENIA



=lars
Pierwiastkom rdéwnania dyspersyjnego

/3‘ 1/ “"4 = (clk'l-— ‘[ )ﬂl, ”L =-_( ‘\.kl_ *\.)UI.

odpowiadaja nastepujace wektory zerowe lewe i prawe macierzy
dyspersyjnej /2.7/:

/3.2/ (L) = [k, Lo, +i0)], (x)=[k Cla+iq)],
oraz
/3.3/ (L)=0k, Lg,+id)], (w)=[k, Cln,+:d)].

Latwo sprawdzié, ze wektory odpowiadajace rdznym pierwiastkom
sg ortogonalne, tj. ze L: 11‘=O i l:r:-'-O / l.':l s Y. odpowia-
daja pierwiastkowi 8, , 8 l: ’ r: odpowiadaja pierwiast-
kowi R, /.

Przechodzimy do obliczenia promieni i funkcji fazowych, Ha-
miltonian ma postaé /2.14/, zatem predkosé grupowa jest dana *
formulg

/3.4/ p= Rk = T (et -2y

ze znakiem gérnym dla g, 1 doluym dla w, . Rozwigzujac
réwnania kanoniczne Hamiltona

3.5/ XA k=0
otrzymujemy wstegl promieuiowe

/3.6/ . x‘:rt i"xo‘, kﬂk",



Sore

gdzie x° i Kk° s3 wartosciami poczgtkowymi funkeji x(t) i
k(t) dla t=t°=0 . Oprécz funkcji k(t) , stale na promie-
niach sg takze w«=H(k) , r(k) oraz lagrangian £ (k) =-u+k¥ 4
t3. :

/3.7/ L) =1 & (k-2

Stad funkcja fazowa okreslona jest na promieniu /3.6/ przez
‘caltke
t

/3.8/ (&) = [Lds + () =Lt +¢(x) -
14

przy czym c('(x) = c((O,x) .

Niech K{x*) oznacza warto$é poczatkowa funkcji k(t) na pro-
mieniu o wartosci poczgtkowej x° . Punkcja k'(x") jest zwigza-
na z warto$cia poczatkowsg |('(x') :

/3.9 k() = JT'(x')/JX' .

Wziawszy to pod uwage stwierdzamy, ze w pewnym otoczeniu t=0
dla t»0 funkeja fazowa jest dana formulsg /3.8/, Istotnie,
podstawiajgc X = - Y’c otrzymujemy

/3.10/ g0 = Lk + ¢ (x-yt)

z funkcjg k(t,x) zdefiniowang w sposéb uwikilany przez zalez-
nosé

1510/ k= ke (x-y(Ot)

gdzie k°(x°) jest wyliczone ze zwiazku /3.9/.

Nastepoym krokiem jést rozwigzanie réwnan transportu. Ogra=
niczymy sie¢ do obliczenia pierwszego wspéiczynnika rozwiniecia
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'fali biegngcej /2.4/
/3.12/ 3; (t,x) = s (t,x)r;

W tym celu rozwigtemy pierwsze rdéwnanie tramnsportu

/3.13/ R L B RS RS

na promieniach, a nastepnie znajdziemy funkcje &(t;x) w pewnym
otoczeniu t=(0 dla t>90

Wspélczynnik a w réwnaniu /3,13/ mozna znalezé posiugu-
Jjac sie relacja

/3.14/ Lvia = LA GG

el ? 3 |
gdzie Afu = 9 iit /9“-“ dla u’h = “': H ‘*H. = J"u + W Ill ’
czyli

-G, /0 k/C
/3.15/ 7
: ("LLL) = ;
k/L "'L%
Rézniczkujgc .te macierz wzgledem w, i ktadge wu,=0 otrzy-
mu jemy
EGLINE, SRE M

0 0

oraz uf.: =0 , Korzystajac z /3.2/ i /3.3/ mamy

/3.17/ LA = KB o,

oraz
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/3.18/ Ln = LG, [+ (w+in))']

/ 4=6/C, ., ¢=1/LC, /., Stad po odpowiednich przeksztalce—
niach dostajemy

4 R tid,
5 7 e
=13 =3 4Gy S oorw
‘Przy braku nieliniowosci, tJj. dla C=0 , wspélczynnik a jest
réwny zero. (k) i y(k) wystepujace w powyiszym wyrazeniu
sa dane przez /2.14/ 1 /3.4/.

Wapdiczynnik . b . okreslony jest relacjq

/3.20/ lnb = l,;‘D“‘w-IL

dla “'It.=“"k » Bdzie D = I;.ﬂ/ﬁi’+ A‘“_Q/?x /zale2noéé od
zmiennych t 1 x pojawia sie ze wzgledu na funkcje k(t,x),
od ktbérej sg zaleine wektory zerowe/. Otrzymujemy dla obydwu
rodzajéw fal

/3.21/ LiDLu"L‘k(?T:‘ )+(u+“)(‘_c.'3u 2_:;_).

Funkcje & i k 88 state na promieniu, tj. 0=0 , k=0
Stad

0 'Y 7k 7k
e b g rat BTl ¢ i

Biorge to pod uwage, a takie korzystajac z réwnosci

/3.23/ o Ol G ik

T Taca "X
dostajemy

/3.24/ LDn = (ur_f_t)(“'(.c.[")g% .
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Po podzieleniu tego wyrazenia przez /3.18/ mamy ostatecznie

.
; SR (R Vi S
Przy braku dyspersji, kiedy #=0 , wspélczynnik b jest ré-
wny zero, gdy: wtedy y=c . Pochodng ?k/9x mosna sprowadzié
do postaci

e dk* 9y
il X dx“( t I 7x

t)

gdzie dk’/dx® jest pochodng funkcji /3.9/. Widaé, se b=0
takse wtedy, gdy linia fazowa y(t,x)=0 jest w chwili poczgt-
kowej linig prostg, tj. gdy ¢'(x") jest funkcjq liniowg /patrz

praca [31/.
Przechodzimy do rozwigzania réwnania transportu /3.13/ na

promieniach., Wspéiczynniki a i b 3 stale na promieniach,
ale funkcja fazowa (t,x) zalezy liniowo od t /formula
/3.8//. Podstawiajac :rs"l/g do /5.15/ otrzymujemy réwnanie
liniowe niejednorodne

/3.27/ g = bp-acll -0,

Iktérego rozwigzanie latwo znajdujemy metodg uzmiennienia sta-—
lej z rozwigzania réwnania  jednorodnego, W ten sposéb

/3.28/ ot) = [he Pl (L - nefl)et)

na promieniu o wartoéci poczatkowej x° 3 &°=6°(x°) jest war—
toscig poczgtkowg funkcji eo(t) A= q(—-b-f-i.FL)”" ;
Funkcje o(t,x) okreSlona w pewnym otoczeniu osi x dla
t >0 otrzymuje sie z funkcji /3.28/ przez podstawienie x° =
x -yt do wartosci poczatkowych o*(x9) i y'(x’) .,
Rozwijzanie asymptotyczne réwnan /2.1/ dla p-» o0 1z dokla-
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dnoécia do wyrazéw rzedu 1/F7' ma postad

85
e~ = e PMia ),
/3.29/ 2

o T‘E- eUe, (wria)e (tx)

dla obydwu rodzajéw fal,

4. LINTA TRANSMISYJNA Z TLUMIENIEM

Roépatrzymy drugi z przypadkéw wymienionych w punkcie 2, to
jest ten, kiedy ¢_+f> » 0 . Pierwiastkom réwnania dyspersyj-—
rego, ktére s dane przez /2.10/, odpowiadajg wektory zerowe
/3.2/ i /3.3/. Hamiltonian ma postaé /2.11/, stad predkosé
Zrupowa

4.1/ = btk [t - % (a.-ﬁ]'”z

ze znekiem gédrnym dla W, 1 dolnym dla &, . Rozwigzanie
réwnan kanonicznych Hamiltona /3.5/ jest postaci /3.6/,
Poniewaz lagrangian

Pl L00= 5 Lt T (4 [ - Tlapf T

jest staty na promieniach, to funkcja fazowa jest okreSlona
na promieniach formutg /3,8/, a w otoczeniu osi x dla t >0
formultg /3.10/.

Wspbiczynniki a4 i b réwnania transportu majg taka sa-
mg postaé jak poprzednio, tj. /3.19/ i /3.25/, tylko z innymi
Y i M . Podobnie jest z rozwigzaniem réwnania transportu
postaci /3.28/ i wreszcie z rozwigzaniem asymptotycznym rdéw—
nan linii transmisyjnej, ktére jest postaci /3,29/.

5. PRZYKLAD
Zatozymy, Ze wartosé poczatkowa funkcji fazowe; zalezy 1i-
s o . Ot 7 ~ o/
niowo od x® : v(x’)=k'x® . Z réwnosci /3.%/ wynikc, ze k%) -
\



—. g .=

const= k° , a z /3.11/ wynika, ze k(tx) =comst= k°* ., Dla
funkcji fazowej mamy

/5.1/ Y (tx) = Lt +Ix = -+ k)t + k‘(x-yf)'—-—
=-wt +Kx '

gdzie w°=H (k") . Poniewaz b=0 , to /3.28/ daje
/5.2/ s(tx)= ()‘-';Lru‘t-k ;;)-4 '

a A= afipl .
Rozwazymy dane poczgtkowe /dla roéwnan /2.1// postaci

/5.3/ w, (0,x) =.L—1r-o’(0,x)‘!} e'Pt

/patrz praca [4#]/. Niech 6°(xX)=const, ¥tedy pierwszy sktadnik
sumy w /5.2/ jest dc pominiecia wzgledem drugiego dla p~».ge
/dla rzeczywistego &° / i o(t,x)=6° . Zatem /3.29/ daje

/5.4/ AR ’
. _‘ ‘t» » o
" ;‘—Cu(u'Jrin(,)c"e"PU “f‘”.

‘e

Jesli linia transmisyjna jest z tiumieniem, to pierwszy sklad-
nik sumy w /5.2/ maleje wykladniczo dla P> 00 i jest zawsze
do pominiegcia,

6. EKONKLUZJA

Rozwigzanie pierwszego rownania transportu w postaci ogdl-
nej /3.28/, jak réwnieis powyiszy przyktad, pokazujg, ze efekty
nieliniowe daja przyczynki do wyrazdw wyzszego rzedu w rozwi-
nieciu fali biegnacej.
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STRESZCZENRIE
Zbadanc dwa typy linii transmisyjnej: bez tZumienia /z uje—
mng opornoscig eleikwryczng/ i z tlumieniem. Dla duzej dysper-

Ji znalezionc rozwizzania asymptctyczne ukliadu rownah opisu-
Jjacych fale napiecis i pradmn.
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