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Sur le prolongement statique des champs de Prandtl pour le materiau
de Coulomb

J. SALENCON (PARIS)

UTILISANT la méthode proposée par SHIELD on étudie le prolongement statiquement et plastique-
ment admissible des champs de contraintes de Prandtl, pour le matériau rigide parfaitement
plastique non pesant dont le critére de plasticité est celui de Coulomb. La solution est valable
pour une ouverture quelconque de I'éventail (0 < o < =/2), et pour un intervalle de valeurs
de ¢, variable avec «, et au moins égal 4 0 < ¢ < 76° (environ). On donne des détails sur la
construction du champ de contraintes. Ce résultat permet une interprétation plus précise de
certaines solutions classiques dans le cas du matériau de Coulomb.

Rozwazono statycznie i plastycznie dopuszczalne przedluzenia klasycznych po6l naprezenia
Prandtla dla doskonale sztywno-plastycznych materialéw podlegajacych prawu plastycznosci
Coulomba; zastosowano metodg zaproponowana przez SHIELDA. Rozwiazanie zachowuje swa
waznosc¢ niezaleznie od rozwarcia wachlarza charakterystyk (0 < « < #/2) i dla zakresu zmien-
noéci ¢ co najmniej obejmujacego 0 < ¢ < 76°. Podano szczegdly odpowiedniej konstrukcji,
Wyniki pozwalaja na ja$niejsza interpretacje pewnych rozwigzan klasycznych dotyczacych ma-
terialu Coulomba.

PaccmoTpeHbl CTATHYECKH M IUIACTHYECKH JOMYCTHMbIE IIPOJO/UHEHHA KIACCHYECKHX IOJIeH
Hanpsoxenua [IpaHATIA QNA HIeamsHO MKECTKO-TIMTACTHYECKUX MAaTEPHANIOB MOAYHHAIOL[AXCA
saKoHy nmactuudoctH Kymona; mpumenen meron npegmnoyxkexusit Ilumsmgom. Peutenume co-
XpaHAET CBOIO CIIPABE/IUB ICTh HE32BHCHMO OT PAcrBOpa Beepa xapakrepucruk (0 < a < 7/2)
M 1A HHTepBada M3MeHeHHs ¢ No Kpaifdelt Mepe oxsarsiBatomero 0 < ¢ < 76°. Harorca
MoApoOHOCTH COOTBETCTBYIOLEro MocTpoeHUA. Pe3ynsTaTsl MO3BONIAIOT HA Dosee SICHYIO MH-
TeprpeTaLlHI0 HEKOTOPEIX KIIACCHYECKHX pellleHui, KacarouuxcA martepHana Kymona.

1. Introduction

LE PROLONGEMENT statique et plastiquement admissible des champs de Prandt! avec éventail
d’ouverture 7/2, pour le matériau rigide plastique de Tresca, a été effectué par plusieurs
auteurs: BisHoP [1], SHIELD [11] et cf [4], SAYIR et ZIEGLER [10] ont ainsi proposé trois
solutions différentes. La généralisation de la premiére solution au cas d’éventails
d’ouverture o, 0 < o < 72 a été faite dans [6, 7] et [12, 13]; la seconde solution a aussi été
généralisée dans [7].

L’intérét d’un tel prolongement tient & ce qu’il permet dans I’étude de certains problémes
de construire des solutions complétes au sens de BisHoP [1]: des exemples ont été donnés
dans [1, 2, 6, 7, 8, 13] entre autres. Plus généralement !'utilisation de champs de contrain-
tes ou interviennent des champs de Prandtl pour 'emploi de la méthode statique de dé-
termination des charges limites est ainsi rendue possible.

Pour le matériau de Coulomb non pesant, la bréve note de SHIELD [11] indique sans
détail la méthode (explicitée par PHiLIPPS [4] pour le matériau de Tresca), qui fournit
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un prolongement statiquement et plastiquement admissible pour 0 < ¢ < 75° pour un
éventail d’ouverture 7/2.

Nous nous proposons ici de donner quelques détails sur I'utilisation de cette méthode
ainsi que sur les possibilités de généralisation pour 0 < o < 7/2.

2. Notations et rappels

Le probléme de départ est celui du poingonnement d’un demi-plan en matériau rigide-
plastique de Coulomb cohérent non pesant. On désigne par C la cohésion, ¢ I’angle de
frottement interne du matériau et on pose selon I'usage H = Ccotg¢. g, et o, sont les
contraintes principales comptées positivement en traction et ordonnées selon o, > a,.
On pose:

2.1) p=—(0,+05)2, 0= (0x,0a,).

On rappelle (Fig. 1) que la solution de Prandtl consiste en le champ de contraintes
a la limite d’écoulement défini par:

dans ADC: 0 ==n, p= Hsing/(l—sing),

(2.2) dans ABC: 0, = o+ 241-—% = Q(w),
2.3) py = H[exp{(%**‘ﬁ—%) ts¢” [(1—sin¢)—H,

dans A'AB: 6 = n[2, p = Hl[exp(ntge)]/(1—sing)—H.

3. Construction du prolongement

Suivant la méthode de Shield on va chercher a déterminer une courbe (C) issue de B
(et sa symétrique), ligne de discontinuité du champ de contrainte, telle que ’'on obtienne
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un champ de contrainte statiquement et plastiquement admissible en prenant: au-dessus
de (C) les mémes champs homogéne et semi-homogéne que dans ADC et ABC (champ 1)
au-dessous de (C) le champ 2,
a) statiquement admissible,
b) ol 7, = 0,
c¢) défini par la continuité de la contrainte sur (C) et:
d) I'’hypothése que le champ 2 soit & la limite d’écoulement sur (C).

3.1. Détermination de (C)

Compte-tenu de d), (C) apparait en chaque point comme une ligne de discontinuité
entre deux champs a la limite d’écoulement: champ 1 (6,(w), p,(w), connues), champ 2
(6,(w) connu, p,(w) inconnu).

Désignant par »(w) I'angle fait avec Ox par la normale & (C) au point d’azimut w, on
trouve:

3.1 2(w) = w+-3;-——§iiarccos{sin¢ cos (w+3Tu—%)} = Q(w)+ A(w)
en posant:
3.2) A(w) = arccos {sin ¢ cos[2(w)]}.
Seule la solution: 2v = 2+ A, correspond au probléme posé. (C) a une tangente verti-
cale en B et une direction asymptotique selon AC quand w—»% +%.
On en déduit alors:
(33) pa() = —H~[p, (@) + H]sin[2(@) — A(@)}/sin[2(w) + A@)].
3.2. Vérification du caractire plastiquement admissible du champ 2
Sur (C), on a:
(3.4) [ox(@)].—H = — (p2(w)+H) (1 —sing),
[oy(@);—H = — (p2(w)+H)(1+sing).
D’autre part d’aprés les conditions a) et b), on a:
dox _ doy, _
Friar e 0 dans le champ 2.
Pour vérifier que le champ 2 est plastiquement admissible, on doit vérifier que: pour
(3.5) —nfd+¢[2 < 0" < o < W/4+)2,
1-sing = H-[ox(@")), _ ., ,_ 1+sing,
:6) T+ang ~ H-lo,@) ~ %)< T5ne*

(3.6) exprime qu’en un point quelconque du champ 2, ol les contraintes principales sont
[ox(w")], et [o,(w")]), avec o’ et w” satisfaisant (3.5), le cercle de Mohr est intérieur a la
courbe intrinséque du matériau:
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D’aprés (2.3), (3.3), 3.4) on a
1—-sing f(£2)

3.7) o(w', 0") = T+sing AD7)
en posant
(.8) F(Q) = —exp[2(2—n)tg $]sin(Q+ A)sin(@— A).

La Fig. 2 représente pour diverses valeurs de ¢ (0 < ¢ < #/2) la courbe représentative
de f(©2) en fonction de 2, (n/2 < 2 < 7); f est une fonction positive croissante sur 1'in-
tervalle étudié.
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La premiére inégalité de (3.6) est donc toujours vérifiée car f(2)/f(2'") = 1 si
3.9 a2< Q"< <~

ce qui correspond & (3.5).
Il reste a étudier la seconde, dans le cas le plus défavorable, c’est & dire pour:

Q=n e Q=2
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On a:
f)=1 et f(Q2") = [exp(—ntgd)](1+sing)/(1-sing)

dont on déduit que la seconde inégalité de (3.6) est vérifiée pour 0 < ¢ < 76° environ.

On retrouve ainsi le résultat annoncé par SHIELD: la méthode permet de mettre en
évidence un prolongement statiquement et plastiquement admissible du champ de con-
trainte de Prandtl (d’ouverture m/2) pour le matériau de Coulomb cohérent non pesant,
dans I'intervalle 0 < ¢ < 76° (largement suffisant pour les besoins pratiques).

4. Cas des champs de Prandtl d’ouverture inferieure a n/2

Pour les champs de Prandtl d’ouverture o, (0 < « < z/2) qui interviennent dans le
probléme de la butée d’une paroi sur un massif, la méthode s’applique également, de
fagon analogue a ce qui a été dit dans [7] dans le cas du matériau de Tresca.

A 0 ya

\

B

FiG. 3.

Le principe de la méthode est le méme que celui exposé au paragraphe 3, et I'on
cherche a déterminer la courbe (C), dans I'intervalle:

—nfd+¢2 < w < «a.

11 résulte de fagon évidente du raisonnement donné ci-dessus dans le cas « = =/[2, qui
s’applique sans modification ici, que la ccurbe (C) dans l'intervalle:

4.1 —-nfd+¢2 < w € a—7[4+¢[2

est identique a celle du cas @ = =/2.

Cette courbe recontre la droite AC en un point E et se poursuit dans le champ homogéne
ACD prolongé, suivant sa tangente en E (I'angle » étant alors constant). Cette tangente
a un azimut inférieur & celui de 4D, et ne rencontre donc pas cette derniére.



648 J. SALENCON

La vérification du caractére plastiquement admissible du champ 2 est identique a ce
qui a été fait pour « = 7/2 i cela prés que le cas le plus défavorable pour la deuxiéme
inégalité (3.6) correspond a 2" = 72 et ' = a+=x/2. L’intervalle permis pour ¢ s’élargit
donc au fur et & mesure que o diminue.

5. Interet du résultat

Le résultat ainsi obtenu permet de préciser le caractére des solutions classiques données
pour le probléme du poingonnement d’un demi-plan, ou d’un coin obtus (termes de co-
hésion dans les calculs de forces portantes en mécanique des sols).

Si le matériau est standard [5], on peut maintenant affirmer que la charge obtenue
est la charge limite; dans le cas de matériaux non standards, on peut utiliser les théorémes
de RADENKOVIC [3, 5, 9] dont on déduit que la charge obtenue est inférieure ou égale aux
chargements limites possibles.
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