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Sur le prolongement statique des champs de Prandtl pour le materiau 
de Coulomb 

J. SALEN<;ON (PARIS) 

UTILISANT la methode proposee par SHIELD on etudie le prolongement statiquement et plastique­
ment admissible des champs de contraintes de Prandtl, pour le materiau rigide parfaitement 
plastique non pesant dont le critere de plasticite est celui de Coulomb. La solution est valable 
pour une ouverture quelconque de l'eventail (0 ~ oc ~ n/2), et pour un intervalle de valeurs 
de l/J, variable avec oc, et au moins egal a 0 ~ 4> < 76° (environ). On donne des details sur la 
construction du champ de contraintes. Ce resultat permet une interpretation plus precise de 
certaines solutions classiques dans le cas du materiau de Coulomb. 

Rozwaiono statycznie i plastycznie dopuszczalne przedlui:enia klasycznych p61 napr~zema 
Prandtla dla doskonale sztywno-plastycznych material6w podlegajl!Cych prawu plastycznosci 
Coulomba; zastosowano metod~ zaproponowanll przez SHlELDA. Rozwi~ie zachowuje SWll 
wai:nosc niezalei:nie od rozwarcia wachlarza charakterystyk (0 ~ oc ~ n/2) i dla zakresu zmien­
nosci 4> eo najmniej obejmujllcego 0 ~ 4> < 76°. Podano szczeg6ly odpowiedniej konstrukcji. 
Wyniki pozwalajll na jasniejsZll interpretacj~ pewnych rozwillzan klasycznych dotycZllcych ma­
terialu Coulomba. 

PaccMoTpeHbi CTaTatiecKH H nnacrH;qecKH AonycTHMbie npoAOJI>KeHWI KnaccwiecKHX noJieH: 
HanpH>KeHHH IIpaHATJIH AJIH H;AeaJibHO mecrKo-nnacrHqecKHX MaTepHaJIOB noA~HHIO~mccn 
3aKoHy nrracrHqa:ocrH KyJioHa; npH;Mea:eH MeroA npeAJIO>KeHHbiH illHJI&AOM. PemeHHe co­
xpaHHeT CB:liO cnpaBeAJIIIB)Cl'b He31BIICIIMO OT pacrB:>pa seepa xapaKTepHCTIIK (0 < OC < n/2) 
H AJIH HHTepBaJia H3MeHeHHH l/J ll:> Kpatia:eH Mepe OXBaTbiBliO~er.:> 0 < l/J < 76°. ,UaiOTCR: 
noApo6HoCTH cooTBercTBYIO~ero nocrpoeHHH. Pe3yJI&TaTbl no3BOJIR:IOT Ha 6oJJee R:cHyiO HH­
Tepnpera~HIO HeKoTopbiX KrraccHqecKHX pemeHHH, KacaiO~IIXCR: MaTepH;arra KyJioHa. 

1. Introduction 

LE PROLONGEMENT statique et plastiquement admissible des champs de Prandtl avec eventail 
d'ouverture n/2, pour le materiau rigide plastique de Tresca, a ete effectue par plusieurs 
auteurs: BISHOP [1], SHIELD [11] et cf [4], SAYIR et ZIEGLER [10] ont ainsi propose trois 
solutions differentes. La genera1isation de la premiere solution au cas d'eventails 
d'ouverture ex, 0 ~ ex < n/2 a ete faite dans [6, 7] et [12, 13]; la seconde solution a aussi ete 
generalisee dans [7]. 

L'interet d'un tel prolongement tient ace qu'il permet dans l'etude de certains problemes 
de construire des solutions completes au sens de BISHOP [1]: des exemples ont ete donnes 
dans [1, 2, 6, 7, 8, 13] entre autres. Plus generalement !'utilisation de champs de contrain­
tes ou interviennent des champs de Prandtl pour l'emploi de la methode statique de de­
termination des charges limites est ainsi rendue possible. 

Pour le materiau de Coulomb non pesant, la breve note de SHIELD [11] indique sans 
detail ]a methode (explicitee par PHILIPPS (4] pour le materiau de Tresca), qui fournit 
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un prolongement statiquement et plastiquement admissible pour 0 ~ 4> < 75° pour un 
eventail d'ouverture n/2. 

Nous nous proposons ici de donner quelques details sur !'utilisation de cette methode 
ainsi que sur les possibilites de generalisation pour 0 ~ IX < n/2. 

2. Notations et rappels 

Le probleme de depart est celui du poin~onnement d'un demi-plan en materiau rigide­
plastique de Coulomb coherent non pesant. On designe par C la cohesion, 4> l'angle de 
frottement interne du materiau et on pose selon l'usage H = Ccotgc/>. a1 et <12 sont les 
contraintes principales comptees positivement en traction et ordonnees se Ion a 1 ~ a 2 • 

On pose: 

(2.1) 

On rappelle (Fig. 1) que la solution de Prandtl consiste en le champ de contraintes 
a la limite d'ecoulement defini par: 

dans ADC: () = n, p = Hsinc/>/(1 -sinc/>), 

(2.2) 3n 4> 
dans ABC: 01 = w+4-T = !J(w), 

(2.3) Pt = n[ exp t( ~ H-2w) tg 4>}] / (1- sin 4>)-H, 

dans A' AB: () = n/2, p = H[exp(ntgc/>)]/(1-sinc/>)-H. 

0 

FIG. 1. 

3. Construction dn prolongement 

Suivant la methode de Shield on va chercher a determiner une courbe (C) issue de B 
(et sa symetrique), ligne de discontinuite du champ de contrainte, telle que l'on obtienne 
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un champ de contrainte statiquement et plastiquement admissible en prenant: au-dessus 
de (C) les memes champs homogene et semi-homogene que dans ADC et ABC (champ 1) 

au-dessous de (C) le champ 2, 
a) statiquement admissible, 
b) oil T~y = 0, 
c) defini par la continuite de la contrainte sur (C) et: 
d) l'hypothese que le champ 2 soit a la limite d'ecoulement sur (C). 

3.1. Determination de (C) 

Compte-tenu de d), (C) apparait en chaque point comme une ligne de discontinuite 
entre deux champs a la limite d'ecoulement: champ 1 (01 (w), p1 (w), connues), champ 2 
(02 (w) connu, p2 (w) inconnu ). 

Designant par v(w) l'angle fait avec Ox par la normale a (C) au point d'azimut w, on 
trouve: 

(3.1) 2v(w) = w+ 
3
:- ~ ±arccos{sin<f>cos (w+ 

3
:- ~)} = .Q(w)±A(w) 

en posant: 

(3.2) A(w) = arc cos {sine/> cos[.Q(w)]}. 

Seule la solution: 2v = .Q +A, correspond au probleme pose. (C) a une tangente verti­

cale en B et une direction asymptotique selon A C quand w-+ : + ~ . 
On en deduit alors: 

(3.3) P2(w) = - H- [p1 (w)+H]sin[.Q(w)-A(w)]/sin[.Q(w)+ A(w)]. 

3.2. Verification du caractere plastiquement admissible du champ 2 

Sur (C), on a: 

(3.4) 
[a~(w)h -H = - (p2 (w)+H)(1-sincp), 

[ay(w)h -H = - (p2 (w)+H)(l +sine/>). 

D'autre part d'apres les conditions a) et b), on a: 

oa~ = oa, = 0 dans le champ 2. 
ax ay 

Pour verifier que le champ 2 est plastiquement admissible, on do it verifier que: pour 

(3.5) -n/4+4>/2 ~ w" ~ w' ~ n/4+4>/2, 

(3.6) 1-sinc/> H- [a~(w")h ( , ") 1 +sine/> 
1 +sine/> ~ H- [a,(w')h = (! w 'w ~ 1-sinc/>; 

(3.6) exprime qu'en un point quelconque du champ 2, oil les contraintes principales sont 
[ax(w")h et [a,(w')h avec w' et w" satisfaisant (3.5), le cercle de Mohr est interieur a la 
courbe intrinseque du materiau: 
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D'apres (2.3), (3.3), (3.4) on a 

(3 ?) ( , ") 1 -sin 4> f(!J') 
· (! w 'w = 1 +sine/> f(!J") 

en posant 

(3.8) f(!J) = -exp [2(fJ-n)tgljJ]sin(fJ+A)/sin(fJ-A). 

La Fig. 2 represente pour diverses valeurs de 4> (0 ~ 4> ~ n/2) la courbe representative 
de f(!J) en fonction de !J, (n/2 ~ fJ ~ n); f est une fonction positive croissante sur l'in­
tervalle etudie. 

0,1 

37r 
4 
FIG. 2. 

1T 

La premiere inegalite de (3.6) est done toujours verifiee carf(!J')/f(!J") ~ 1 si 

(3.9) n/2 ~ !J" ~ !J' ~ n 

ce qui correspond a (3.5). 
11 reste a etudier la seconde, dans le cas le plus defavorable, c'est a dire pour; 

fJ' = n et fJ'' = n /2. 
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On a: 

j(Q') =I et j(Q") = [exp(-ntgcf>)}(l+sincf>)/(1-sinc/>) 

dont on deduit que la seconde inegalite de (3.6) est verifiee pour 0 ::::; 4> < 76° environ. 
On retrouve ainsi le resultat ann once par SHIELD: la methode permet de mettre en 

evidence un prolongement statiquement et plastiquement admissible du champ de con­
trainte de Prandtl (d'ouverture n/2) pour le materiau de Coulomb coherent non pesant, 
dans l'intervalle 0 ::::; 4> < 76° (largement suffisant pour les besoins pratiques). 

4. Cas des champs de Prandtl d'ouverture inferieure a n/2 

Pour les champs de Prandtl d'ouverture et, (0 ::::; et < n/2) qui interviennent dans le 
probleme de la butee d'une paroi sur un massif, la methode s'applique egalement, de 
fa~on analogue a ce qui a ete dit dans [7] dans le cas du materiau de Tresca. 

FIG. 3. 

Le principe de la methode est le meme que celui expose au paragraphe 3, et l'on 
cherche a determiner la courbe (C), dans l'intervalle: 

-n/4+4>/2::::; w::::; et. 

Il resulte de fa~on evidente du raisonnement donne ci-dessus dans le cas et = n/2, qui 
s'applique sans modification ici, que la cc,urbe (C) dans l'intervalle: 

(4.1) -n/4+4J/2 ::::; w ::::; et-n/4+4J/2 

est identique a celle du cas et = n/2. 
Cette courbe recontre la droite AC en un point E et se poursuit dans le champ homogene 

ACD prolonge, suivant sa tangente en E (l'angle v etant alors constant). Cette tangente 
a un azimut inferieur a celui de AD, et ne rencontre done pas cette derniere. 
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La verification du caractere plastiquement admissible du champ 2 est identique a ce 
qui a ete fait pour (X = n/2 a cela pres que le cas le plus defavorable pour la deuxieme 
inegalite (3.6) correspond a !J" = n/2 et !J' = (X+n/2. L'intervalle permis pour</> s'elargit 
done au fur et a mesure que (X diminue. 

5. lnteret du resultat 

Le resultat ainsi obtenu permet de preciser le caractere des solutions cJassiques donnees 
pour le probleme du poin~onnement d'un demi-plan, ou d'un coin obtus (termes de co­
hesion dans les calculs de forces portantes en mecanique des sols). 

Si le materiau est standard [5], on peut maintenant affirmer que la charge obtenue 
est la charge limite; dans le cas de materiaux non standards, on peut utiliser les theoremes 
de RADENKOVIC [3, 5, 9] dont on deduit que la charge obtenue est inferieure ou egale aux 
chargements limites possibles. 
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