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P L A N B I B L I J O T E K I M A T E M A T Y C Z N O - F I Z Y C Z N E J . 

SEBYJA PIERWSZA (12-mo). 
Tom I . P o c z ą t k i a r y t m e t y k i M. BERKMANA. Str. X-|-266^ Z drzeworytami W tekście. 

W oprawie cena zniżona kop. 30. 
Tom II. W i a d o m o ś c i p o c z ą t k o w e z f izyki S. KEAMSZTTKA . Książeczka I . wydanie 

2-ie Str. X1I-|-105; drzeworytu w 61. W oprawie kop. 40. 
Tom III . Toż. Książeczka I I . Wyd. 2-ie. Str. X I + 1 7 1 ; drzew. 77. W opr. kop. fi.=>. 
Tom IV. W i a d o m o ś c i p o c z ą t k o w e z g i e o g r a f i i f i z y c z n e j i m e t e o r o l o g i i A. W. WIT-

KOWSKIEGO. Str. VI I I+108 ; drzew. 22, litog. 4. W opr. cena zniż. k. 25, 
Tom V. O n a j p r o s t s z y c h f i g u r a c h g i e o m e t r y c z n y c h . 

SERTJA DEUGA (12-mo). 
Tom I. A r y t m e t y k a 
Tom II. G i e o m e t r y j a e l e m e n t a r n a w w y k ł a d z i e p r z y s t ę p n y m . 
Tom I I I . Krótki w y k ł a d p o c z ą t k ó w a l g i e b r y . 
Tom IV. P r z y s t ę p n y w y k ł a d f izyki . 
Tom V. K o s m o g r a f i j a I g i e o g r a f i j a f i z y c z n a z m e t e o r o l o g i j ą . 
Tom VL Nauka r y s u n k ó w t e c h n i c z n y c h . 

S E E Y J A T E Z E C I A (8-VO). 
Tom I. A r y t m e t y k a , kurs teoretyczny M . A . BARANIECKIEGO, Z przypiskami A . Ż B I -

KOWSKIEGO i J . N . F B A N K E G O . Str. LVlII4-375; z drzeworytami w tekście. 
Cena zniżona Rub. 1, Wydanie drugie pod prasą. 

Tom I I . Z a d a n i a a r y t m e t y c z n e . 
Tom II I . A l g i e b r a e l e m e n t a r n a i T e o r y j a p r z y b l i ż e ń l i c z e b n y c h . 
Tom IV. G i e o m e t r y j a e l e m e n t a r n a I . BADOWSKIEGO. Fcd prasą. 
Tom V. Krótki w y k ł a d s y n t e t y c z n y e l e m e n t a r n y c h w ł a s n o ś c i ' p r z e c i ę ć s t o ż k o w y c h . 

A. M. BARANIECKIEGO, str. XVI-|-131, drzeworyt. 63. Cena zniż. kop. 40. 
Tom VI. T r y g o n o m e t r y j a p ł a s k a i ku l i s ta A. CZAJEWICZA, str. XXX -H 392, drzewory-

tów 86. Cena Rub. 2. 
Tom VII. M i e r n i c t w o . 
Tom VII I . Z a s a d y fizyki A. W. W I T K O W S K I E G O . Pod prasą. 
Tom IX. K c s m o g r a f i j a I g i e o g r a f i j a f i z y c z n a z m e t e o r o l o g i j ą J . JĘDRZEJEWICZA. Ze 

wstępem historycznym H. MERCZYNGA str. XV'III-J-400 drzew. 215 tab. X. 
Cena zniż. 11. 2. 

Tom X. G i e o m e t r y j a w y k r e ś l n a . 
Tom XI . M e c h a n i k a e l e m e n t a r n a . 

S E RYJA CZWARTA (8-vo Lcx.). 
Tom I . W s t ę p d o a n a l i z y . 
Tom II . R o z w i ą z y w a n i e r ó w n a ń l i c z e b n y c h J . SOCHOCKIEGO. Str. XII-F-2l2; drzew. 9. 

'Cena zniżona kop. 60. 
Tom I I I . T e o r y j a r ó w n a ń a l g i e b r a i c z n y c h . * ) 
Tom IV. G i e o m e t r y j a a n a l i t y c z n a W . ZAJĄCZKOWSKIEGO. Str. X L I + .511; drze-

worytów. 85. Cena zniżona Rub. 1. 
Tom V. G i e o m e t r y j a s y n t e t y c z n a . **) 
Tom VI. R a c h u n e k r ó ż n i c z k o w y i c a ł k o w y . 
Tom VIL Ć w i c z e n i a z rachunku r ó ż n i c z k o w e g o i c a ł k o w e g o . ***) 
Tom V I I I . R a c h u n e k w a r y j a c y j n y . 
Tom IX. R a c h u n e k p r a w d o p o d o b i e ń s t w a i M e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . 
Tom X. M e c h a n i k a t e o r e t y c z n a . J . N. FRANKEGO str. XXXI-j-645. drzew. 72. Eub.3 . 
Tom XI . Rachunki w y k r e ś l n e . 
Tom XII. H i s t o r y j a m a t e m a t y k i . 
T O M DOBATKOWY «BIBLIJOTEKI '» . S ł o w n i k m a t e m a t y c z n o - f i z y c z n y . 

Jako uzupełniajijce seryją IV «Bibl.mat.-fiz.>» należy uważać następujące dzieła, ogłoszone 
p r z e z B I B L I J O T E K Ę KÓRNICKĄ: 

*) T e o r y j a w y z n a c z n i k ó w , kurs uniwersytecki M. A. BARANIECKIEGO. Paryż, 1879. 
8-vo, str. XX-|-600. Marek 12. 

**) Wykład g i e o m e t r y i w y k r e ś l n e j E. SĄGAYŁY. Paryż, 1882. 4-to, str. 444 z bardzo wielu 
drzewor. w tekś., oraz L X I I tablice (in folio fracto) miedziorytów. Marek 24. 

* * * ) W y k ł a d nauki o r ó w n a n i a c h r ó ż n i c z k o w y c h , W. ZAJĄCZKOWSKIEGO. Paryż, 1877. 
8-vo, str. XXIV-F902. Marek 20, 
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BIBLIJOTEKA MATEMATYCZNO-FIZYCZNA, 
WYDAWANA 

Z Z A P O M O G I K A S Y P O M O C Y D L A O S Ó B , P R A C U J Ą C Y C H 

N A P O L U N A U K O W Y M , I M I E N I A J O Z E F A M I A N O W S K I E G O , 

pod k ierunkiem 

M. A. BARANIECKIEGO i A. CZAJEWICZA. 
S E R Y J A III. T O M VI. 

T R Y G O N O M E T R Y J A 
PŁASKA I KULISTA. 

NAPISAŁ 

ALEKSANDER CZAJEWICZ. 
M A G I S T E E K A U K F I Z Y C Z K O - M A T E M A T Y C Z N i X H 

B . S Z K O Ł Y G Ł Ó W N E J , 

REDAKTOR i WYDAWCA CZASOPISMA -BIBI . . MAT. F I Z . . 

A. CZAJEWICZ. 

W A R S Z A W A . 
w D R u K A rv N I N O S K O W S K I E G O , 

1801. 
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^03Bo.ieHo U^eHsypoio. 
BapmaBa, 12 HonOpa 1891 ro;i;ai 

SliJalał zejer P. Siokierzyński. 
Drzeworyty ciął A . AYiśulewski. 

Papier z papierni yr Jlirkowie. 
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S P I S R Z E C Z Y . 

Str^ 
PEZEDJIOWA AUTORA V I I . 

K R Ó T K I RYS ROZWOJU TRYGONOMETKYI X I . 

TRYGONOMETRYJA PŁASKA. 
EOZDZIAŁ I. NAUKA O FUNKCYJACII TRYGONOMERYCZNYCII str. 1—141. 

1 — 3. Kierunki dodatne i ujemne na linii prostej. — 4 — 11. Miara 
katów. — 12 — 15. Różne wielkości kątów. Kątj ' dodatne i ujemne 
16 — 17. Dopełnienie i spełnienie kąta.— 18—19, Spółrzędne pun-
ktu na plaszczj-źnie. — 20 — 26. Pojęcie funkcyj i linij trygonome-
trycznych. — 27. Funkcyje tr}-gononietryczne kątów dopełniających 
sio. — 28. Funkcyje trygonometryczne łcątów spełniającycli się. — 
2'J — 32. Zmiany, jakim podlegają funkcyje trygonometryczne, gdy 
kąt wzrasta. Wartości krańcowo funkcyj trygonometrycznych. — 
33—3(). Sprowadzenie funkcj-j trj^gonometrycznych kątów jakiejkol-
wiek wielkości do funkcj-j trygonometrycznych kąta mniejszego od 
kąta i)rostego. — 37 — 42. Funkcyje trygonometryczne kątów ujem-
nych. — 43 — 50. O kątach odpowiadających dan)'m funkcyj om try 
gonometrycznym. — 51. Funkcyje odwrotne funkc}'j trygonojnetrycz-
nych lub funkcj^je cyklometryczne. — 52 — 53. Zasadnicze związki 
między funkcyjami trygononictrycziiemi. — 54 — 57. Wartości fun-
kcyj trygonometrycznych kątów 45", 30", GO", czyli -^ t t , y 

58—59. Związki zachodzące między funkcyjami kołowemi odwrotne-
mi albo cyklometrycznemi. — 60 «— 64. O Rzutach prostokątnycli. — 
65 — 76. Funkcyje trygonometryczne summy lub różnicy kątów. — 
77 — 82. Wzory na summę lub różnicę funkcyj C3'klonietrycznych. — 
83—90. Funkcyje trygonometryczne kątów wielokrotnych,—91—100. 
Funkcyje trygonometryczne połoAyy kąta, — 101 — 104. Fnnkcj^je 
trygonometryczne trzeciej części kąta. — 105 —106. Wzory na sum-
mę lub różnicę wstaw i dostaw kąta, tudzież ich iloczyny. — 107 — 
115. Wartości funkcyj trygonometrycznych niektórycli kątów szcze-
gólnych.— 116— 129. Przekształcanie wyrażeń trygonometrj-cznych. 
Kąty posiłkowe. — 130 — 137. Rozwiązywanie równań trygono-
metrycznych. 

UOZDZIAŁ II. TABLICE FUNKCYJ TRYGONOIMETRYCZNYCH . str. 142—174. 
138—149. Tablice funkcj^j trygonometrycznych. — 149. Tablice lo-
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VI 

garytmów fuukcyj trygonometrycznych. — 150 — 152. Układ tablic. — 
153 — 158. Sposób użycia tablic. Znalezienie logarytmu pewnej fiin-
kcyi trygonometrycznej, danemu kątowi odpowiadającej. — 159—161. 
Znalezienie kąta, odpowiadającego danemu logarytmowi funkcyi try-
gonometrycznej. 

KOZDZUŁ III. ZASTOSOWANIA FUSKCYJ TEYGONOMETRYCZ-
NYCH sfr. 175—272, 
162 — 17G. Zastosowania funkcyj trygonometrycznycli do rozwiązy-
wania trójkątów. — 163. Związki między bokami i kątami trójkąta. 
177 — 182. Eozwiązywanie trójkątów prostoka^tnych. — 183 — 193. 
Rozwiązywanie trójkątów jakichkolwiek. — 194 — 195. Zastosowania 
funkcyj trygonometrycznych do Gieometryi. Powierzchnia trójkąta.— 
196. Promień koła opisanego na trójkącie. — 197 — 198. Promienie 
kół stycznych do trójkąta wewnętrznie i zewnętrznie.-199. Promień 
koła wpisanego w wielokąt foremny i promień koła na nim opisanego. 
— 200. Czworokąt wpisany w koło.—201—209, Zadania szczególne, 
odnoszące się do rozwiązywania trójkątów.—210—217. Wykreślenia 
wyrażeń, zawierających funkcyje trygonometryczne. — 218 — 227. Za-
stosowania funkcyj trygonometrycznych do Gieometryi praktycznej. 

TRYGONOMETRYJA KULISTA. 

ROZDZIAŁ I. WZORY ZASADNICZE TRYGONOMETRYI KULISTEJ str. 273-295. 
1. Przedmiot Trygonometryi Kulistej.—2—17. Związki między kątami 
i bokami trójkąta kulistego. — 18—21. Wzory odnoszące się do trój-
kątów kulistych prostokątnych. 

ROZDZIAŁ II. ROZW^IĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH . . str. 296-348. 
22—34. Rozwiązywanie trójkątów kulistych prostokątnych.—35. Przy-
padki, w których rozwiązanie trójkąta kulistego sprowadza sie do 
rozwiązania trójkąta kulistego prostokątnego.—36—56. Rozwiązywa-
nie trójkątów kulistych jakichkolwiek. 

ROZDZIAŁ III.* POWIERZCHNIA TRÓJKĄTA KULISTEGO. PROMIE-
NIE KÓŁ STYCZNYCH DO TRÓJKĄTA KULISTEGO . . . str. 349-380.. 
57—63. Powierzchnia trójkąta kulistego. — 64. Powierzchnia wielo-
kąta kulistego,—65 —68. Promienie kół stycznych wewnętrznie i ze-
wnętrznie do trójkąta kulistego i opisanego na trójkącie kulistym. 

ROZDZIAŁ IV. NIEKTÓRE ZASTOSOWANIA DO STEREOMETRYI str. 368-380. 
70—71. Równoległowian. — 72—75. Czworościan.-76—81. Wielo-
ściany foremne. 

ROZDZIAŁ V. NIEKTÓRE ZADANIA Z ASTRONOllII SFERYCZNEJ str. 381-389. 
82. Sprowadzenia kąta do poziomu. — 83. Odległość d^u punktów 
na kuli ziemskiej, gdy dane są ich szerokości i długości gieogralicznc. 
— 84. Wschód i zachód słońca. Dzień najdłuższy i najkrótszy. 

Błędy dostrzeżone s^r. 390—392, 
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PRZEDMOWA. 

Książka niniejsza, jako stanowiąca tom VI Biblioteki mate-
matyczno-fizycznej, jest przeznaczoną do użytku szkolnego 
i w tymże duchu napisaną została. W rozdziale I-ym, po okre-
śleniu miary kąta i różnych wielkości kąta podaję na podsta-
wie spółrzędnych punktu, definic3g"ą fiinkcyj trygonometrycznych 
i wartości ich dla różnych kątów, oraz zasadnicze wzory funkcyj 
trygonometrycznych i związki, jakie między nimi zachodzą. Na-
stępnie wykładam zasady przekształcania funkcyj trygonome-
trycznych, bądź bezpośrednio, bądź przy pomocy kątów posiłko-
wych, oraz zasady rozwiązywania równań trygonometrycznych 
w przypadkach, gdy one prowadzą do rozwiązywania równań 
algiebraicznych. W tymże rozdziale wprowadzam bardzo czę-
sto pomijane, albo błędnie przytaczane w traktatach trygonome-
trycznych własności funkcyj cyklometrycznych i ich związki po-
między sobą, aby z rzeczą, dającą się elementarnie przedstawić 
obznajmić czytelnika, a tymsamym ułatwić mu zrozumienie tych 
funkcj j i ich własności przy wykładzie rachunku wyższego, gdzie 
one ważną odgrywają rolę. Rozdział l l -g i poświęcony został 
tablicom funkc3^j trygonometrycznych i ich logarytmom. Jak-
kolwiek do użytku szkolnego dostatecznemi są logarytmy pięcio-
cyfrowe, to jednak używam także logarytmów siedmiocyfrowych, 
aby czytelnikowi dać możność obeznania się z ich układem i spo-
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VIII 

sobem użycia. Rozdział Ill-ci obejmuje zastosowania funkcyj 
trygonometryczny cli. Po wyprowadzeniu związkó\Y między bo-
kami i kątami trójkąta płaskiego, wykładam zasady rozwiązy-
wania trójkątów prostokątnycli i jakiclikolwiek, podaję zastoso-
wania funkcyj trygonometrycznycli do Gieometryi, zadania szcze-
gólne tyczące się rozwiązywania równań i kilka zadań z Gieo-
metryi praktycznej. 

W rozdziale I-ym Trygonometryi kulistej podaję zasadni-
cze wzory trygonometryi kulistej, tudzież wzory, służące do roz-
wiązywania trójkątów lailistycli; w rozdziale IT-im sposoby roz-
wiązywania trójkątów kulistych prostokątnych i jakichkolwiek; 
w rozdziale Ill-im wzory na powierzchnią trójkąta kulistego, na 
promienie kół stycznych do trójkąta kulistego, tudzież twierdze-
nie Legendre'a, mające ważne zastosowanie w pomiarach gieode-
zyjnych. Rozdział IV-ty zawiera niektóre zastosowania do Ste-
reometryi, rozdział zaś Y-t}^ niektóre zadania z Astronomi sfe-
rycznej. 

Mając na uwadze zakres książki, pominąłem, zamieszczane 
w wielu traktatach trygonometrycznych naukę o ilościach urojo-
nych, rozwiązywanie trygonometryczne równań algiebraicznych 
i rozwijanie funkcyj trygonometrycznych na szeregi; teor j je te 
bowiem, chociaż dają się wyprowadzić drogami elementarnemi, 
należą właściwie do Analizy wyższej i we właściwym tomie Bi-
blioteki zamieszczone będą. 

W książce mej idąc za wskazówkami, podanemi w lepszych 
dziełach trygonometrycznych, starałem się trzymać wywodów 
ścisłych, ogólnych i wyprowadzać wzory, o ile można było drogą 
analityczną. Wprawdzie niektóre wywody, podane przezemnie, 
dadzą się wyprowadzić drogami prostszemi, ale je pominąłem 
jużto dla tego, że są mniej ogólne, już też dla tego, że wymagają 
znajomości wyższej matematyki. 

Dla ułatwienia czytelnikowi zrozumienia teoryi i nabrania 
wprawy w rachunku trygonometrycznym dołączyłem prawie do 
każdego ustępu odpowiednio dobrane zadania i p rz j idady z od-
powiedziami. Zadania i przykłady czerpałem z innych książek. 
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IX 

wszakże nieszczędziłem mozołu, aby je wszystkie przerobić 
i bJędne gdzieindziej odpowiedzi sprostować. 

Niezależnie od traktatu Trygonometrjd podaję krótki rys 
jej rozwoju, oparty na podstawie książek, w tymże zarysie 
wspomnianych, aby czytelnikowi, obeznanemu już z teoryją, 
wskazać drogi, jakiemi postępowała Trygonometryja, zanim we-
szła na to stanoAvisko, na jakim ją dzisiaj widzimy. Po ogólnym 
rysie historj-cznym przytaczam ważniejsze książki trygonome-
tryczne w językach obcych napisane, tudzież spis książek, jakie 
wyszły w języku polskim. 

Warszawa, 31 Października 1891 roku. 
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KRÓTKI RYS ROZWOJU TRYGONOMETRYI. 

Początek Trygonometryi wiąże się ściśle z powstaniem Gieometryi, 
do której Trygonometryja została wprowadzona jako pomocnicza w ró-
żnych obliczeniach, jakich pierwotnie iiźywano przy pomiarach gruntu. 

Pierwsze ślady miary kąta przez pewne linije znajdujemy w papy-
rusie egipskim Ahmesa (między 2000 — 1700 rokiem przed Chrystusem): 
[Papyrus Rind des Britisch Museum, w tłomaczeniu Eisenlohra, Lipsk, 
1877]. Wpapyrusie tym, tam gdzie jest mowa o piramidach, wprowadzony 
jest stosunek seąt. Jakie jednak miary wprowadzano do rachunku, tego 
niewiadomo, moyiSi: o uchateht \ piremus. Prawdopodobnie uchatebt 
odnosił się do miary podstawy (gruntu), zaś piremus do miary wysokości 
lub przedmiotów pochyłych. A limes zauważył, źe ściany piramid 
egipskich nachylone są pod jednakim kątem do podstawy i to nie 
wiele różnym od kąta 52®. Znaleziony seqt odpowiada kątowi 52® i ma 
to miejsce wtedy, gdy za piremus weźmiemy krawędź piramidy, za ucha-
tebt i^rzekątną kwadratowej podstawy, możemy zatym twierdzić, źe seqt 
było identyczne z dostawą kąta, jaki krawędź piramidy tworzy z przekątną 
podstawy. Przy grobowcach egipskich, które mają ściany więcej strome 
aniżeli piramidy, seqt ma inne znaczenie, mianowicie wyobraża styczną 
trygonometryczną kąta, jaki ściana grobowca tworzy z podstawą. 

Jak z jednej strony Trygonometryja płaska powstała jednocześnie 
z Gieometryą, tak z drugiej strony Trygonometryja kulista swój początek 
winna Astronomii, do której była wprowadzona jako pomocnicza w obli-
czeniach astronomicznych. 

Szczupłe są nasze wiadomości co do tego, jaką drogą pierwotni 
uczeni dochodzili do rozAviązywania zadań z Astronomii. Najdawniejsze 
wiadomości znajdujemy u Greków. Matematycy greccy zastanawiając 
się nad kulą i jej powierzchnią, badali własności trójkątów kulistych, 
utworzonych przez koła wielkie na kuli nakreślone. Oni rozwiązywali 
swoje zadania trygonometryczne nie w ten sposób, jakto obecnie czynimy 
za pomocą funkcyj trygonometr3'Cznych, lecz posługiwali się cięciwami 
koła, zwanemi chordae. Opierając się na tej zasadzie, źe w każde koło 
można wpisać trójkąt, którego boki są proporcyjonalne względem boków 
trójkąta danego, kąty zaś równe kątom tegoż trójkąta, i źe boki trójkąta 
wpisanego w koło są cięciwami łuków, zawierających dwa razy taką ilość 
stopni, jaką posiadają kąty trójkąta, starożytni Grecy starali się znaleść 
liczby, przez które należałoby pomnożyć średnicę koła lub jego promień, 
aby można było otrzymać cięciwy dla wszystkich łuków od O® do 180®. 
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Według podania Tlicoiia Aleksandryjskiego w komentarzu do Al-
magesta pierwszy HirPARCii z Niclie w Bitynii (162 — 126 przed Chry-
stusem) zwany przez Pliniusza Rodyjskim, robił ol)serwacyje astrono-
miczne na wyspie iiliodos, a następnie w Aleksandryi. Jemu Astrono-
mija przyznaje Avaźne usługi i uważa go, jako twórcę nauki o gwiazdacli. 
AVedług Theona Hipparcli w 12 księgach, a M E N E L A U S (żyjący około 
98 roku po Chrystusie), w 6 księgach mieli podać tablicę cięciw. Dzieła 
jednak tych uczonych nie doszły nas w tekście oryginalnym. Maniy je-
dynie tłomaczenie arabskie i hebrajskie trzech ksiąg Sferyki Menelausa. 
Menelaus jest twórcą twierdzenia o poprzecznych: „jeżeli w trójkącie po-
prowadzimy poprzeczną, to ona odetnie na bokach trójkąta sześć odcin-
kÓAv, z których iloczyn trzech odcinków sobie nieprzyległych, jest równy 
iloczynowi trzech odcinków pozostałych". Tożsamo twierdzenie stosuje się 
do trójkąta kulistego, gdy zamiast odcinków łukowych weźmiemy cięciwy, 
odpowiadające podwójnym łukom. Ptolemeusz na tym twierdzeniu oparł 
swoję Trygonometryją. W sferyce Menelausa spotykamy się z wielu zna-
nemi twierdzeniami o trójkątach kulistych i tak: w każdym trójkącie kuli-
stym summa trzech jego boków jest mniejsza od koła wielkiego; summa 
trzech kątów jest większa od dwu kątów prostych; —równym bokom od-
powiadają kąty równe i nawzajem; — naprzeciwko boku większego leży 
kąt większy; trzy koła wielkie dzielące kąty na dwie równe części przeci-
nają się w jednym punkcie; jeżeli w trójkącie kuhstym i:!odzielimy jeden 
kąt kołem wielkim na dwie równe części, dwusieczna odetnie na boku prze-
ciwległym dwa odcinki takie, że cięciwy podwójnych odcinków będą 
l)roporcyjonalne względem cięciw odpowiednich podwójnych boków. 
Oprócz Sferyki Menelausa mamy jeszcze Sferykę TEODOSIDSA Z Tripolis 
w Bitynii (około r. 100 przed Chrystusem) (tłomaczenie Platona Tiburti-
nusa: Theodosii sphaericorum libri tres, Oxoniae 1707) AV Sferyce Teo-
dozyusza pomieszczone są stosunki kół wielkich, ich odcinków i cięciw. 
Jego poszukiwania służyły za i)odstawę Trygonometryi, chociaż w nich 
niebyło jeszcze mowy o trójkątach kulistycli. Zdaje się, że prace tych 
dwóch uczonych były podstawą do jedynego dzieła, jakie doszło rąk na-
szych, w którym się zawiera Trygonomotryja. Autorem tego dzieła jest 
Ptolemeusz. 

PTOLE:\IEUSZ ( 1 2 8 — 1 6 8 ) napisał dzieło, zwane przez Arabów Al-
m a g e s t e m (wyraz złożony z i)rzedimka arabskiego al i skrócenia wyrazu 
[J.S7TĘIC/V) pod tytułem: KXAOO'.OO ILRCÎ SAATO-J M S Y ^ ^ C ,'3'.,3X. IY-
6£covoę AA£̂ 7.v§pstoę się Ta aora r7:o[j,v-/j[j,tcov la. Basil. 1538. Tłoma-
czenie tego dzieła na język łaciński, z którego czerpiemy materyjały nosi 
tytuł: Claudii Ptolemaei Pelusiensis A]exandrini. Almagestum seu ma-
gnae Constructionis mathematicae Opus, piane divinum latina donatum 
lingua ab Georgo Trapezuntio. Lib. XI I I , Basil. 1541 *). W tym dziele 
Ptolemeusz sprowadził obliczenie cięciw do małej ilości odpowiednich 
twierdzeń. Przedewszystkim wyszedł z własności trójkąta, czworokąta 
i pięciokąta foremnego, i znalazł długości ich boków, następnie obliczył 

*) Pierwszy Gerard z Cremoiiy (11U — 1187) przetłomaczyt Almagest iia jozyk 
łaciński. 
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długości boków dziesięciokfita foremnego, dAviinastokata i t. p. Opierając 
Hę na twierdzeniu Pytagorasa, polcazujc naprzód w jaki sposób mając 
(ięciwę łuku, można znaleść cięci\Yę łuku spełniającego. Następnie opie-
lając się na twierdzeniu (znanym obecnie pod nazwą tw. Ptolemeusza): 
V czw^orokącie wypisanym w ł^oło, summa prostokątów^ z boków ])rzeciw-
ległycb, równa się prostokątowi z przekątnych tegoż czworokąta wskazuje, 
v̂ i alei sposób można znaleść cięciwę summy lub różnicy dwu łuków, gdy 
dane są cięciw7 każdego z dwu łuków. Wreszcie pokazuje, w jaki sposób 
mając cięciwę danego łuku, można znaleść cięciwę połowy łuku. Tym 
sposobem przychodzi on do znalezienia cięciw kątów DO'', 22'̂  30',.. .; 
72^ 36", 18^ 9«, 40 30' , . . . ; 60^ 30«, 15^ 7® 30' , . . . , a przez odpowie-
dnio dodawanie lub odejmowanie otrzymuje cięciwy 3", G'', O'',... 180'-'. 
"W końcu opierając się na tej zasadzie, że jeżeli AV kole poprowadzimy 
(lwie cięciwy nierówne, stosunek cięciw jest mniejszy od stosunku odpo-
wiednich łuków^ Ptolemeusz oblicza ŵ  przybliżeniu cięciwę 1". Taka jest 
zasada, jakiej się trzymał Ptolemeusz przy obliczaniu cięciw, które podał 
w swych, tablicach co leażde pół stopnia. 

W celu podania w^artości cięciw w funkcyi promienia Ptolemeusz 
dzielił średnicę na 120 części (partes) czyli promień na 60 części, każdą 
taką część dzielił następnie na 60 części, które nazywał minutami (minu-
tae), wreszcie minutę dzielił na 60 części, które nazywał sekundami (se-
cundae). Podział ten 60-owy przyjął Ptolemeusz od Eabilończyków, 
którzy, zdaje się, pierwsi go wprowadzili. AYedług tego podziału bok 
dziesięciokąta foremnego zawiera 37 części 4 minuty 55 sekund, bok pię-
ciokąta 70 .32 .3 ; bok szeciokąta 60, bok kwadratu 84. 51.10, Avreszcie 
bok trójkąta 103 . 55 . 23. Ponieważ 

1 : 60 X 60 X 60 = 1 : 216000 = 0,0000046296, 
przeto jedna sekunda Avynosi niewiele więcej' jak czterymilionowe pro-
mienia. "Wyraźmy bok trójkąta w ułandcu dziesiętnym. Ponieważ ŵ e-
dług Ptolemeusza bok trójkąta jest równy 103 .55 . 23, przeto ten bok za-
wierać będzie sekund (103 X 60 -f 55) 60 -f 23, czyli 374123 sekund. 
liGCZ 

log 374123 = 5,5730144 
log 216000 5,3344538 

logarytm boku trójkąta 0,2385606 
przeto bok trójkąta = 1,73205. Lecz Avedług naszych tablic sin 60^ 
= 0,8660254, przeto 2 sin60® bokowi t r ó j k ą t a = 1,7320508; widzimy 
więc, że tabhce Ptolemeusza zgadzają się prawie z naszemi tablicami, 
jedynie różniąc się w stutysięcznycli częściach dziesiętnych. 

Tablice Ptolemeusza składają się z trzech'kolumn; w pierwszej (przy-
taczamy napisy z tłomaczenia łacińskiego) pod nazwą arcmm partes^ ini-
nutue podane są wielkości łuków, w drugiej noszącej nadpis: chordarum 
partes, minutac, secundae podane są długości cięciw danemu łukow î od-
powiadające, i wyrażone częściach, minutach i sekundach; wreszcie 

Icolumnie trzeciej z nadpisem: triyesimarum minutae, sccundac, tertiae 
podane są trzydzieste części różnicy mięc^zy cięciwami dwu łuków, ró-
żniących się o pół stopnia i wyrażone w minutach, sekundach i tercyjacli. 
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Dla objaśnienia przytaczamy część tablic Ptolemeusza: 

Arcuum 

part es m 

Chordarum 

partes m 

Trigesimarum 

m 3-n 

90 0 84 51 10 0 44 20 
90 30 85 13 20 0 44 8 
91 0 85 35 14 0 43 57 
91 30 85 57 23 0 43 45 
92 0 86 12 15 0 43 33 
92 30 86 41 2 0 43 21 
93 

1 
0 87 2 42 0 43 9 

Co się tyczy funkcyj trygonometrycznych i właściwej Trygonometryi, 
zaznaczyć należy, źe iloraz pierwszy spotykamy u Ptolemeusza twierdzenia 

sin2 a -f cos2 a = 1, 

1 + cos a 2 cos^ — a, 1 — cos a = 2 sin^ a, A A 
sin (a dr — sin a cos p dr cos a sin [3, 
cos (a dr p) cos a cos (3 zp sin a sin . 

Rozwiązywaniem trójkątów płaskich Ptolemeusz się nie zajmował, 
tylko badał te przypadki rozwiązywania trójkątów kulistych, które mu 
były potrzebne do rozwiązywania zadań astronomicznych. Opierając się 
na tym, źe przez poprowadzenie z wierzchołka trójkąta kulistego kola 
Avielkiego prostopadłego do boku przeciwległego, trójkąt kulisty jakikol-
wiek da się zawsze podzielić na dwa trójkąty kuliste jorostokątne, Ptole-
meusz zajmował się jedynie rozwiązywaniem trójkątÓAV kulistych prosto-
kątnych. Za podstawę jego obrachunków służyły wiadomości czerpane 
ze Sferyki Menelausa, a głównie twierdzenie Menelausa o poprzecznych, 
które stosował do zadań, odnoszących się do trójkąta kulistego prosto-
kątnego. 

Do rozwiązywania trójkątów kulistych prostokątnych używał twier-
dzeń, które obejmowały znane nam wzory 

cos a — cos 6 cos c, 
sinb — sina sin(3, 
tg 6 = sin c tg p, 
tg c r= cos [3 tg a. 

Ptolemeusz tak jak i jego następcy aż do Eulera, nie używał wzo-
rów, ale je tylko wysławiał w różnych twierdzeniach, i wyprowadzał dro-
gą gieometryczną. 

Dalszy nierÓAniie ważny krok zrobiła Goniometryja i Trygonome-
tryja przez prace Hindusów.. Hindusowie, tak jak i Ptolemeusz, dzielili 
ćwiartkę okręgu koła na 90 części, które odpowiadają dzisiejszym sto-
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pniom, każdy stopień był podzielony na 60 minut, zatym cały okrąg za-
wierał 216000 części (minut). Dla promienia nie ustanawiali żadnej od-
dzielnej miary, tylko wyrażali go w powyźszycli częściach okręgu koła, 
przyjmując promień jako równy 3437,7 w przybliżeniu 3438 części okręgu 
koła 216000 części zawierającego, przyjmując stosunek okręgu koła śre-
dnicy albo 22 : 7, albo ) / 10 , albo przyjęty przez BASKARA (ur. 1114 po 
Chrystusie) stosunek 3927:1250. Tutaj widzimy główną różnicę, jaka 
zachodziła w oznaczaniu promienia między Grekami i Hindusami. Hin-
dusowie oprócz tego dzielili ćwierć okręgu koła na 24 części, z których 
zatym każda zawiera 225 części (minut), na które okrąg dzielono; te 225 
części odpowiada więc 3 | stopniom. W Astronomii pozorna droga słońca, 
uważana jako koło, dzieloną była przez Hindusów na 12 części czyli zna-
ków, zatym jeden znak wynosił 30®. Cięciwę Hindusowie nazywali jya 
albo jiva, połowę cięciwy nazywali jyardha albo ardhajya. Prostopadłą 
(połowa cięciwy) dwu znaków czyli 60® zwali podwójną cięciwą tridjira. 
Hindusowie, chociaż wprowadzali do rachunku nazAvy cięciw, to jednak 
rozważali tylko połowy cięciw czyli właściwie wstawy. Obliczyli oni wstawy 
dla ćwiartki okręgu koła dla wszystkich kątów od 3|® co każde 3f stopnia 
czyli co każde 225 części razem zatym mieli 24 wstawy i te w odpowiednie 
tablice ułożyli. Wstawę odwrotną czyli strzałę nazywali utkramajya, 
dzisiejszą zaś dostawę zwali kotijya. Co się tyczy tablic wstaw, to one 
były bardzo proste. Promień czyli wstawa 90® obliczona z obwodu wyno-
siła 3438 części, wstawa 30® wynosiła tego połowę t. j. 1719 części. Przez 

— ^ — 2431. 
Upierając się na znanych im twierdzeniach 

sin2 a -f cos2 a r-, siu (90° — a) cos a 
1 — cos a = sin vers a, sin vers 2a 2 sin"̂  a, 

i wiedząc, że sin 30® = 1719, sin 45® = 2431, otrzymali 
sin 45®=: 890, sin 7® 30'rr: 449, sin 3® 4 5 ' = 225, 

sin 22® 3 0 ' = 1315, sin 11® 1 5 ' = 671. 
Następnie znaleźli wstawy kątów dopełniających 

sin 60® = 2978, sin 75® = 3321, sin 82® 3 0 ' = 3409, 
sin 86® 15' = 3431, sin 67® 3 0 ' = 3177, sin 7 8 ° 4 5 ' = 3372. 

Przez przepołowienie kątów otrzymali 
sin 37®30' = 2093, sin 41® 1 5 ' = 2267, sin 33® 45 = 1910, 

a następnie Avstawy kątów dopełniająch: 
sin 52® 30' = 2728, sin 48® 45' = 2585, sin 56® 15' = 2859. 

Z przepołowienia kąta 52® 30' otrzymali sin 26® 15 = 1520, a szukając 
wstawy kąta dopełnienia, znaleźli sin 63® 45' = 3084. Wreszcie z przepo-
łowienia kąta 37® 30' znaleźH sin 18®45'= 1105, a następnie sin 71® 15' 
= 3256. Tym sposobem drogą bardzo prostą Hindusowie przyszli do 
ułożenia tablic wstaw, wyrażonych w długościach łuków koła. Wynikiem 
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tablic było, źe sin 90" = 3438 t, j., źe wstawa kąta 90® jest równa dłu-
gości łuku zawierającego 3438 minut, a wstawa 3*^45'=: 225 minutom t. j., 
że wstawa kąta 3" 45' jest równa długości łuku temuż kątowi odpowia-
dającego. Z tych tablic, w których wstawy podane są w trzech lub czte-
rech cyfrach całkowitych, Hindusowie odkryli następujące godne uwagi 
prawo; że jeżeli a, c są trzema następującemi po sobie kątami czyli 
łukami tablic t. j. takimi, a — h — h — c = 3^45' — cZ, natenczas 

sin c — sinJ = (sin h — sin a) — ^^^ . 

Był to wzór interpolacyjny, na mocy którego można było w każdym 
czasie obliczyć tablice. Ponieważ podane przez Hindusów liczby nie za-
wierały ułamków, to używ^ając powyższego wzoru, przy obliczaniu 

O 
należy brać najbliższą liczbę całkowitą. 

Wzór powyższy w rzeczywistości istnieje i daje się bardzo łatwo wy-

prowadzić; ale w nim należy, jako spółczynnik sin brać n i e l e c z A At) 
2 sin vers d = . Prawdopodobnie dogodny do rachunku spółczynnik 

AoOjO 
1 4 , ^ , , = był powodem, ze w powyzszym wzorze wzięto 225 w miejsce 

233,5, co iiie miało wpływu na dokładność, z jaką tablice były podane. 
Hindusowie znali niedokładność swoich tablic, skoro Baskara przyjmuje 
sin 3° 45' = 5 cos 3" 45' = ^ ^ ; które od ^prawdziwych wartości ró-
żnią się nie wiele więcej jak o jednę dziesięciomilionową promienia, Bas-
kara za pomocą znalezionych przez siebie w^artości sin 1 = , . 

o I o 
6568 cos = "6569^ ' ^ które różnią się od prawdziwych wartości o jednę dzie-

sięcio milionową promienia, a tym samym są dokładniejsze od Avartości, 
podanych przez Ptolemeusza, starał się ułożyć tablice wstaw kątów co 
każdy 1®, przy użyciu twierdzenia 

sin (x =t y) = sin x cos y ± cos x sin y. 

Nie mamy specyjalnej rozprawy Hindusów, dotyczącej rozwiązywa-
nia trójkątów, możemy jednak twierdzić, źe Hindusowie, rozwiązywanie 
trójkątów jakichkolwiek, podobnie jakto czynił Ptolemeusz, sprowadzali 
do rozwiązywania trójkątów jjrostokątnych. Przy użyciu tablic starano 
się wstawy brakujących kątów obliczać sposobem przybliżonym. I t a k , 
jeżeli im chodziło o wstaAvę kąta 28® 43', to brano z tablic Avstawy dwu 
kątów obejmujących ten kąt, mianowicie siu 30® = sin 1800' = 1719 
i sin 26 ' 15' = sin 1575' — 1520, skąd wyprowadzali że dla różnicy między 
kątami 225' różnica między wstawami wynosi 199. Źe zaś kąt dany ma-

j ą cy 1723' jest większy od kąta 26® 15' o 148', to różnicę między A\-staw% 
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kąta szukanego a wstawą kąta bezpośrednio od niego mniejszego, w tabli-
cach zawartego, znajdowali z proporcji 225 :148r=:199: stąd rr—131. 
a tym samym sin 28" 43' = 1520 + 131 = 1651. Tą drogą jednak prze-
prowadzane rachunki nie mogły dawać ścisłych rezultatów, skoro sin 3® 45, 
jakto już wyżej zaznaczyliśmy, była według tablic Hindusów równa dłu-
gości łuku temuż kątowi odpowiadającego. 

Jak we wszystkich częściach Matematyki tak i w Trygonometryi nie 
małe zasługi położyli Arabovde. Głównie Arabom zawdzięczamy wpro-
wadzenie do Trygonometryi zamiast cięciw Ptolemeusze wy ch, *) ich po-
łowy czyli wstaw. Na oznaczenie wstawy Arabowie używali oddzielnego 
znaku i nazwy dsclialh. Nazwa sinus, najmniej odpowiadająca jej znacze-
niu, była poraź pierwszy użytą i to raz jeden tylko w pierwszym tłomacze-
niu łacińskim przez Platona Tiburtinusa, dzieła: De motu albo Descientia 
stellarmn Norymberga, 1537., arabskiego matematyka MOHAMMED BEN 
GEBERA Albatani'ego albo Albateniusa (-{- 929), gdy tymczasem AV tłoma-
czeniu jego Astronomii wszędzie była stosowaną. Albatani pierwszy wpro-
wadził styczne trygonometryczne. Znajdujemy u Albatani'ego, że z równa-

sin cp 
nia ^ ^ ^ -— D> wartość wstawy cp otrzymujemy za pomocą wzoru sin = 

= . — , zaś (p z tablicy wstaw. Stosunek odgrywa u Albata-J/ ] 1)2' ^ Sin cp 
niego bardzo ważną rolę. Gdy mianowicie cp oznacza wysokość słońca, 
h wysokość kołka pionowego, zaś l długość cienia rzuconego na płasz-
czyznę poziomą przy wysokości słońca cp, natenczas l = h — . Alba-

sni ęp 
tani obliczył jak wielkie jest Z, przy stałym h i przy wysokościach słońca 
(p —1", 2», 3*^,... i wypadki otrzymane ujął w odpowiednie tablice, 
z których za pomocą długości cienia znajdował wysokość słońca. Tablice 
te były rodzajem tablic dostycznych. U Albatani'ego spotykamy poraź 
pierwszy zasadnicze twierdzenia Trygonometryi kulistej, mianowicie zwią-
zek między trzema bokami i kątem trójkąta kulistego, czyli innemi słowy 
.twierdzenie 

cos a=. cos cos c -f- sin h sin c cos a, 

z którego Albatani wyprowadził twierdzenie 

cos (h — c) — cos a sin vers a = ^̂ ^̂— . 
sm o sm c 

Ponieważ wstawa kąta jakiegokolwiek jest mniejsza od wstawy kąta 
prostego, to dla wstawy kąta prostego wprowadzono oddzielną nazwę 
sinus totus V. sinus rectus. 

z polecenia Kalifa Almamiima Izaak ben Honain przełożył Alinagest Ptolc-
.mcHSza na język arabski. 

Bihl. ma t . - f i z . S I I I . T . V I . h 
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A B U L AVEFA ( 9 3 7 — 9 9 8 ) idąc za Albatanim^wprowadził styczną 
jako oddzieli!f}; funkcyją trygonometryczną i ułożył tablice stycznych, przyj-
mując podział promienia na 60 części; on też miał już pojęcie o dostycz-
nych i siecznych. Xazwy jednak stycznej i siecznej t. j. tangens i secans, 
wprowadzone zostały pora,z pierwszy dopiero przez Finkego wjego dziele 
Geometria rotundi 1583 r. 

E B N J U N I S W Kairze ( 9 7 9 — ^ 1 0 0 8 ) ułożył tablice stycznych i sie-
cznych dla całej ćwiartki okręgu koła i robił z nich taki sam użytek, jakto 
my dzisiaj czynimy. Jego tablice nie doszły rąk naszych i dla tego uwa-
żają llegiomontana jako pierwszego autora tablic stycznych. 

G E B E R MOHAMMED BEN A F L A H Z Sewilli zwany Geber, żyjący 
około r. 1050, napisał dzieło o Astronomii, które wydane zostało p. t.: 
Instrumentum primi mobilis a P. Appiano nunc primum inventum et edi-
tum. Acc. Gebri filii Affla Hispalensis libri I X de Astron. per Girardum 
Cremonensem latinitate donati. Norimbr. 1534. W tym dziele pierwsza 
księga jest kompletną Trygonometryją. Geber opierając się na prawie 
czterech wielkości, wyprowadził zasadnicze wzory dla trójkąta kulistego 
prostokątnego, podane najpierw przez Ptolemeusza, a nadto wyprowadził 
nie podany przez niego wzór cos p = cos h sin y, który zowie się też wzo-
rem Gebera. 

A B U L H A S S A N ALT Z Marocco, żyjący na początku X I I I wieku, 
przez uważanie cienia, jaki rzuca przedmiot prostopadły do płaszczyzny 
pionowej na tęż płaszczyznę, gdy słońce go oświeca, obliczył styczną 
i s i e c z n ą wysokości słońca; gdyż cień dawał mu styczną, odległość zaś 
końca cienia od wierzchołka prz«dmiotu sieczną wysokości słońca. Roz-
ważając płaszczyznę poziomą, kołek î ĵ̂ iowy i cień rzucony przez słońce, 
otrzymywał tak jak i Albatani dostyczną wysokości słońca, a także i do-
sjeczną tejże wysokości. 

MOHAMMED BEN M U S A zajmował się rozwiązywaniem trójkątów 
kulistych, a stosowane przez niego metody mało się różnią od metod, 
dzisiaj używanych. 

Zwrócić należy uwagę, że Arabowie, w ogólności dla Trygonometryi 
wielkie położyli zasługi, nie tylko przez rozważanie funkcyj trygonome-
trycznych jako stosunków, ale i przez to, że wszelkie twierdzenia wypro-
wadzone przez Greków gieometrycznie, u Arabów mają charakter wyra-
żeń algiebraicznych. 

Tablice funkcyj trygonometrycznych układane przez Greków i Ara-
bów podawały wartości funkcyj trygonometrycznych w funkcyi promienia 
koła, dla którego przyjmowano podział sześćdziesi4tkowy. Niedogodny 
ten podział promienia koła usunął naprzód w zasadzie G E O R G P E U R B A C H 
(1423 — 1461), mówimy w zasadzie, gdyż Peurbach nie wprowadził po-
działu dziesiętnego, tylko przyjął promień równy 600 000 części. Peur-
bach podał tabhce wstaw, co każde 10 minut w rękopisie p. t.: jS ôya 
tabula sinus de decem minutis in decem, par multas millenarias partes. 
Tabhce te jednak nie były drukowane. Peurbach nosił się z myślą r.api-
sania Trygonometryi, przedwczesna jednak śmierć nie pozwoliła mu urze-
czywistnić tego zamiaru ani wykończyć prac nad tabhcami funkcyj trygo-
nometrycznych. 
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Uczeń Peurbacha J A N M U L L E R (1436 — 1476), zwany od swego 
miasta rodzinnego EEGIOMONTANEM albo de M O N T E R E G I O , uzupełnił 
prace Peurbacha i obliczył wstawy dla każdej minuty, i)rzyjmując promień 
naprzód równy 6 000 000, a następnie równy 10 000 000; wydał je w dziele 
p, t.: Tractatus Georgii Peurbacbi super propositiones Ptolemeai de sinu-
bus et cliordis. Item compositio Tabularum Sinuum i^er Joannem de Re-
giomonte. Adjectae sunt et Tabulae sinuum duplices per eundem Regio-
montanum. Omnia nunc primum in utilitatem Astronomiae studiosis 
impressa Xorimbergae apud Joh, Petreium anno Cliristi 1541. "W dziele 
Gerliardt'a p. t.: Gescbichte der Matliematik in Deutacłiland. Miinclien 
1877, jest wskazane w jaki sposób Regiomontan obliczał tablice. Nie-
zależnie od tycli tablic Regiomontan ułożył tablice stycznycli co każde 10 
minut dla promienia r = 100 000 .i wydał je pod nazwą Tabula foecunda. 
AVprawdzie Abul Wefa, żyjący w X wieku ułożył tablice stycznych, ale 
czy Regiomontan je znał, czyteż nie, tego twierdzić nie można. Regio-
montan również jak i Peurbach był zdania, że ważną rolę w Astro-
nomii odgrywa Trygonometryja i z tego powodu zajął się opracowa-
niem zasad Trygonometryi. Praca wydaną została już po jego 
śmierci przez Scbonera 1533 p. t.: De triangulis omnimodis libri 
quin<]ue. AY pierwszej księdze Regiomontan zajmuje się rozwiązywaniem 
trójkątów płaskich jakichkolwiek, sprow^adzając rozwiązanie ich do trój-
kąta prostokątnego; do wyznaczenia boków trójkąta używa wstaw, nie 
wprowadzając innych funkcyj trygonometrycznych. AV celu rozwiązania 
trójkąta, gdy dane są trzy boki, szuka naprzód wysokości trójkąta, 
a następnie jego boków. Druga księga obejmuje twierdzenie, że 
AYstawy kątów są proporcj-jonalne względem boków^ odpowiednich. Trze-
cia księga poświęcona jest Trygonometryi kulistej, która prawdopodobnie 
była opracowana na podstawie Sferyki Menelausa. W czwartej księdze 
zajmuje się Regiomontan rozwiązywaniem trójkątów kulistych prostokąt-
nych i jakichkolwiek i podaje główne twierdzenia odnoszące się do Try-
gonometryi kulistej. Wreszcie AV księdze piątej podane są różne twier-
dzenia i zagadnienia, odnoszące się do trójkąta kulistego. Zaznaczyć na-
leży, że pierwszy Regiomontan wyprowadził wzór na powierzchnią trój-
kąta \z= -- bc sin a i on pierwszy używał wzoru 

'do rozwiązywania trójkątów, gdy dane są dwa boki trójkąta i kąt między 
niemi zawarty. 

JAN DEE W dziele p. t. Paralacticae commentationis Praxeosque 
nucleus quidam, Authore Dee Londinensi, London 1573, przytacza powyż-
szy w ẑór w postaci twierdzenia Regiomontana. Dee podaje dowód tego 
twierdzenia, do którego wprowadza jedynie wstawy, skutkiem czego dowód 
jego jest długi i nie odznacza się jasnością. Finka w Geometria rotundi 
•przedstawia ten wzór w postaci proporcyi 
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a + h a+h , ^ 1800-

Eównieź w dziełach Claviiisa Geom. pract. Liigcl. 1607, Tlieoclosii 
Trij). si^baer. lib. Y. Item Claviisimus tangentis et secantes, triangula 
rectilinea et sphaerica Rom. 1586 podany jest powyższy wzór AV kształcie 

a — + = + . 

Nieśmiertelnej sławy nasz uczony M I K O Ł A J K O P E R N I K ( 1 4 7 3 — 
1543) twórca Astronomii nowoczesnej, położył ważne usługi w dziale 
Trygonometryi. W jego dziele p. t.: „De revolutionibus orbium coele-

trzymając się 
mniej więcej zasad, podanych przez Ptolemeusza,, tudzież tablice wstaw 
co każde 10 minut dla promienia = 100 000. Xazwy wstawy Kopernik 
nie wprowadza, tylko wstawy nazywa połowami cięciw; w tablicach tych 
podane są również różnice między wstawami, dla każdych 10 minut ró-
żnicy między kątami. Rozdział X I I I poświęcony jest wyłożeniu zasad 

też kulistych Kopernik sprowadza do rozwiązania odpowiednich trój-
kątów prostokątnych. Wyjątek z dzieła Kopernika, zawierający powyżej 
przytoczone rozdziały, wydany został oddzielnie przez Retyka przed wy-
daniem całego dzieła w r. 1542 p. t.: De lateribus et angulis triaiigulo-
rum... , Jan Śniadecki, idąc za Retykiem (Rozprawa o Koperniku 1802, 
d z i f t ł f l , Ś n i n r l p p l - i p o - n f m t l T T o f l - 1 A f ; 1 N+I.T-IRTNNIFL 

zania trójkąta, gdy są dane trzy jego boki, podane przez Kopernika 
i Regiomontana, są niezależne jeden od drugiego. Istotnie, porÓAvnanio 
obu prac wykazuje, że układ i wykonanie u Kopernika jest zupełnie ró-
żnym, niż Av Trygonometryi Regiomontana, przyczym należy zauważyć, 
że rozdziały trygonometryczne w dziele Kopernika należą do wcześniej 
napisanych. Również zasługą Kopernika jest to, że pierwszy ułożył ta-
blice siecznych i uprościł praktykę interpolacyi w rachunku funkcyj try-
gonometrycznych. M A U R O L Y C U S również zajmował się ułożeniem tablic 
siecznych i wydał je 1558 r, w dziele p. t.: Tabula benetica. 

Uczony francuski V I E T E (1540 — 1603) zajmował się rozważaniem 
przypadku rozwiązania trójkąta kulistego, gdy dane są trzy jego boki. 
To zadanie, które uzupełniło teoryją rozwiązywania równań kulistych, po-
służyło Yietemu do znalezienia dwu wzorów analitycznych, które obejmo-
wały wszystkie przypadki rozwiązywania trójkątów kulistych. Również 
"Yiete przyczynił się do rozwoju zadań tyczących się trójkątów kulistych 
jprzez przekształcanie trójkąta kulistego na inny, któregoby kąty i boki. 
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w pewien sposób odpowiadały bukom i kątom trójkąta danego. Powiada 
on: gdy z trzech wierzchołków trójkąta knlistego zakreślimy trzy koła 
wielkie, wtedy z przecięcia tych Icół powstanie trójkąt wzajemny (recipro-
que) trójkąta danego, tak względem l)oków jak i kątów. Zwrócić ndeży 
uwagę, że"ten trójkąt wzajemny nie jest trójkątem biegunowym. Trój-
kąt Yietego jest taki, źe dwa boki są równe kątom przeciwległyni trój-
Icąta danego, trzeci zaś bok jest spełnieniem kąta trzeciego. Uczeni: 
Adrian Metius, Magini, Pitiscus, Neper i Cayalieri do przekształcania 
trójkątów kulistych używali trójkąta wzajemnego Yiśtego. Odkrycie zaś 
trójkąta kulistego biegunowego winniśmy SNELLIUSOWI, który wprowadził 
go do przekształcali trójkątów kulistych w dziele o Trygonometryi, wyda-
nym po jego śmierci 1627 roku. 

G R Z E G O R Z J O A C H I M ( 1 5 1 4 — 1 5 7 4 ) zwany zazwyczaj R E T Y K I E M 
(Reticus) pierwszy wyprowadził związki między liokanii i kątami trój-
kąta prostokątnego, a które mu służyły za definicyje funkcyj trygonome-
trycznych. Tego rodzaju definicyje funkcyj trygonometrycznych były po-
wodem, że Retyk nazwy (według niego barbarzyńskie) siims i cosinus za-
stąpił nazwami perpendicuhm i basis. Z rozważania trójkąta prostokąt-
nego obliczał przeciwprostokątną, przez co przyszedł do ułożenia tablic 
siecznych. Retyk również położył zasługi w obliczaniu wstaw. Mając 
na uwadze, źe dotychczasowe tablice nie są zbyt dokładne, obliczył nowe 
tabhce wstaw dla promienia 10 000 milionów i podał je co każde 10'. Aby 
mieć dokładne wartości wstaw, co do ostatnich cyfr, obliczył tablice wstaAy 
dla promienia 1 000 000 000 000 000, z pierwszemi,' drugiemi i trzeciemi 
różnicami, a nadto dla pierwszego i ostatniego stopnia ćwiartki okręgu 
koła podał wstawy co każdą sekundę, wraz z pierwszemi i drugiemi ró-
żnicami. W papierach, po jego śmierci pozostałych, znaleziono dla tegoż 
promienia oblicz(me tablice wstaw, stycznych i siecznych co każdą minutę, 
tudzież jioczątek tablic s t y c z n y c h i siecznych co każde 10" z pierwszemi 
i drugiemi różnicami. Wczesna śmierć Retyka nie pozwoliła mu wydać 
tych tablic i dopiero jego uczeń AYALENTY OTIIO, kosztem Hrabiego 
Ffalzu Jana Kazimierza, ogłosił je drukiem, wraz z koniecznemi uzupeł-
nieniami. Tablice wyszły p. t.: Opus Palatinum de triangulis a Georgio 
Joachimo Rhetico coeptum: L. Yalentinus Otho, Principis Palatini Fri-
derici IV Electoris Mathematicus consummavit An. 8al. Hum. 1596. 

Do prac Retyka i Otho doliczyć należy prace BARTHOLOMAEUSA 
P I T I S C U S A (1561—1613). Pitiscus wydał pierwszy dzieło traktujące 
0 samej Trygonometryi p. t.: Bartholomeai Pitisci Gruenbergensis Silesii 
Trigonometriae sive de dimensione Triangulorum libri quinque. Item 
promatum variorura, nempe Geodeticarum Altimetricorum, Geographico-
ruui et Astronomicorum Libri decem trigonometriae subjuncti, ad usum 
ejus demonstrandum. August, Yindeł 1600 (trzecie wydanie 1612 r.). 

księdze drugiej Pitiscus mówi o funkcyj ach trygonometrycznych, spo-
sobie ich obliczania i związkach pomiędzy niemi; wprowadza sinus,^ tan-
gens i secans, zaś dostawy, dostycznej i dosiecznej nie uży\p. Pitiscus, 
podobnie jak i Retyk, rozwiążą funkcyje trygonometryczne jako stosunki 
1 wskazuje, w jaki sposób styczne i sieczne dają się otrzymać za pomocą 
wstaw. Księga trzecia poświęcona jest sposobom rozwiązywania trójkątów 
płaskich, czwarta zaś rozwiązywaniu trójkątów kulistych. W księdze 
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pitjjtej wskazuje naprzód różne skrócenia w racLiinkacli trygonometrycz-
ny cli, a następnie podaje tablice pod osobnym tytułem: Canon triangii-
loruni emendatissimus, pertinens ad Trigonometriam Bartliolomaei Pitisci 
Gruenbergensis Silesii Francfort. Anno 1612. W tablicach tych podane 
są wartości funkcyj trygonometrycznych pierwszej i ostatniej minuty co 
każdfj; sekundę, dla sąsiednich 9 minut co każde 2", następne zaś co każde 
10", a poczynając od co każdą minutę. Promień koła przyjmuje sto-
sownie do potrzeby od 100 000 do 1 000 000 000 000. 

A L B E R T GII?AKD (ur. 1626) wydał tablice funkcyj trygonometrycz-
nych, wraz z teorj-ją czworokątów płaskich i kulistych. "W jego tabli-
cach spotykamy się z oznaczeniami sin., tang., sec. 

Jakkolwiek styczne i sieczne były głównie wprowadzone dla za-
oszczędzenia utrudnionych mnożeń i dzieleń wyrażeń trygonometrycznych, 
to jednak uważano, że one nie są wystarczające do praktycznych celów 
i starano się o to, aby można było uniknąć mnożeń i dzieleń wyrażeń try-
gonometrycznych przez odpowiednie zastąpienie iloczynów i ilorazów przez 
summy lub różnice wyrażeń trygonometrycznych; innemi słowy starano 
się _ odwrotnie postępować, niż to czynimy dzisiaj. Tym sposobem przy 
obliczeniach wyrażeń trygonometrycznych, zastępowano iloczyny sina sin [5 
i cos a cos^ następuj ącemi dwumianami 

• J cos (a — ,3) — ~ cos (a + [3) i i cos (a — [i) + i - cos (a + [i). 

Zdaje się, że pierwszy J A N W E R N E R (ur. 1468) astronom no]*ym-
bergski zajmował się zamianą iloczynów na summy lub różnice; po nim 
Tycho Brahe, Wittich, wreszcie Justus Byrgius (Jobst Byrg v. Biirgi) 
naukę w tym kierunku posunęli. Całą manipulacyją tego rodzaju zamia-
ny nazywali rachunkiem Prosthapharesis. 

Uciążliwe wykonywania mnożeń i dzieleń wyrażeń trygonometrycznych 
naprowadziło J O H N ' A N A P I E R A Barona z Merchiston w Szkocyi (1550— 
1617) do wynalezienia logarytmów, które były owocem jego poszukiwań 
nad Trygonometryją. Napier zapoznał uczonych ze swoim odkryciem przez 
ogłoszenie dzieła: Mirifici logarithmorum canonis descriptis, ejusąue 
usus, in utraąue Trigonometria, ut etiam in omni Logistici mathematica, 
amplissimi facilimi et expeditissimi explicatio, Edinburg 1614. Napiera 
jednak nie można uważać jako wynalazcę logarytmów w dzisiejszym ich 
pojmoAvaniu. Jego odkrycie odnosiło się głównie do ułatwienia rachun-
ków trygonometrycznych, a mianowicie do tego w jaki sposób iloczyny, 
ilorazy, potęgi, j)ierwiastki liczb dają się zastąpić przez dodaw^anie, 
odejmowanie, mnożenie i dzielenie liczb im odpowiednich. Napier w swo-
ich tablicach założył naprzód, źe sin 90" 10 000 000, a jej logarytm 
równy zeru; w jego tablicach, które nie są logarytmami liczb naturalnych, 
ale temi, które \vstawom odpowiadają, 1 oznacza logarytm sin 89" 59'. 
Napierowi zawdzięczamy wzory dla trójkąta kulistego jakiegokolwiek, 
2;nane po nazwą Analogij Napiera. 

W tymże samym czasie J U S T U S B U R G I wpadł na odkrycie logaryt-
mów. Tablice jego wyszły w Pradze 1620. Jego logarytmy należą do 
układu w którym log 1 = 0, log 10 = 230 270. Logarytmy Burgi'ego 
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mają więcej podobieństwa do logarytmów Briggsa aniżeli do logarytmów 
Napiera. Napier przez wprowadzenie logarytmów chciał uprościć ra-
chunki trygonometryczne, Biirgi zaś rachunki z wielkiemi liczbami. 

Dokładne obliczenie AYstaw co dziesięć sekund, na zasadach przy-
jętych przez Napiera, podał URSINUS (1587 — 1634) Benjam. Ursini 
Sprottavii Silesii Mathematici Electoralis Brandenburgici Magnus canon 
triangulorum logarithmicus ex voto et consilio Illustr. Neperi p. m. no-
Yissimo, et sinu toto 100 000 000 ad scrupulor. secuudor. decadas usque 
vigili studio et pertinaei industria diductus Coloniae 1624. Ursinus po-
dał tablice wstaw i ich logarytmów dla kątów co każde 10" wraz z różni-
cami. W dziele zaś jego: Trigonometria cum magno logarithmorum ca-
nonae, Coloniae 1625, w księdze trzeciej podane są zastosowania logaryt-
mów do Trygonometryi. 

P I O T R K R U G E R (1580 — 1639) wydał tablice logarytmów wstaw 
i stycznych, w dziele p. t.: Praxis Trigonometriae Logarithmicae cum 
Logarithmorum Tabulis ad Triangulatam Piana quam Sphaerica suffi-
cientibus, Amstelodami 1634. Kruger rozpoczyna swoje tabhce wskaza-
niem użytku logarytmów w rachunkach trygonometrycznych, następnie 
podaje tablice liczb naturalnych od 1 do 10000, potym zaś tablice loga-
rytmów wstaw i stycznych, które zowie mesologarithmi, co każdą minutę, 
wreszcie logarytmy wstaw i stycznych co każdą sekundę dla pierwszego 
stopnia. W końcu podaje tablice Jakóba Bartscha: Tabula Logarith-
mica quarta continens Antilogarithmos ad majorem Radium et ad bina 
Scrupp. secunda totuis primi et bessis secundi gradus supputatos. Ta-
blice te są. logarytniami dostawy kątów od do P 41' co każde 2" i dla 
promienia 100 000. ^V dodatku do tablic Kruger stosuje logarytmy do 
rachunków trygonometrycznycli. W dziele p. t.: Synopsis trigonometriae 
Gdańsk 1612, podaje twierdzenie Regiomontana dla trójkątów płaskich, 
w postaci wzoru 

J A N K E P P L E R ( 1 5 7 1 — 1 6 3 1 ) rachował tablice logarytmów wstaw 
według systemu Napiera, które wydrukowane były bez jego wiedzy 
w Mar])urgu p. t.: Joannis Keppleri Chilias Logarithmorum ad totidem 
numeros rotundos. Praemissa demonstratione legitima ortus Logarith-
morum eorumąue usque. Quibus nova traditur Arithmetica seu Compen-
dium, quo post numerorum notitiam nullum nec admirabilis nec utilius 
solventi pleraque, ppblemata caluculatoria, praesertim in Doctrina Trian-
gulorum citra multiplicationis divisionis radiumque extractionis in memo-
ris prolixis labores molestissimos, Marburgi 1624. 

H E N R Y B R I G G S ( 1 5 5 6 — 1 6 3 0 ) , przyjmując zasadę definicyi loga-
rytmów Napiera, obliczył logarytmy liczb, przyjmując 10 jako podstawę. 
Briggs umarł przed ukończeniem swojej pracy. Jego Arithmetica logarith-
mica Lond. 1624 zawierała logarytmy liczb od 1 do 200 000 i od 90 000 
do 100000 w czternastu cyfrach dziesiętnych. Tablice wstaw natural-
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iiycli dla promienia równego 1 000 000 000 000 000, stycznych i siecz-
nych dla i)romienia równego 10 000 000 000, a logarytmy wstaw i stycz-
nych dla każdej setnej części stopnia w 14 cyfrach dziesiętnych wyszły 
w r. 1G33 p. t.: Trigonometria Britannica, staraniem Henryka Gellibran-
da, profesora Astronomii w CoJege Gresham. Logarytmy liczb natural-
nych Brigssa iiziipełnił księgarz i matematyk Adrian Vlacq z Gouda 
i wydał tablice logarytmów wszystkich liczb od 1 do 100000 w r. 1628. 

Na szczególną uwagę naszą zasługuje dzieło J A N A T O Ń S K I E G O , 
profesora Akademii krakowskiej p. t.: Arithmetica vulgaris et Trigono-
metria rectilineorum, prout universae Geometriae practicae allisąue Ma-
thescos partibus, Geographiae, Architectonicae, Gnomonicae etc. sub-
servit, Ingolstadii, wydanie drugie 1645 (pierwsze 1640 r.) W dziełku 
tym na str. 67 istnieje rozdział zatytułowany Fragmentum logisticae as-
tronomicae, w którym podany jest rachunek stopni, minut i sekund. Xa 
stronnicach 77 — 95 podany jest wykład Trygonometryi płaskiej (Trigo-
nometria rectilineorum) j)odzielony na trzy części: część j^ierwsza „De 
communibus trigonometriae principiis, zawiera wykład najważniejszych 
własności trójkątów, określenia linij trygonometrycznych (inscriptarum) 
sinus rectus, sinus versus, sinus complementi, tangens, secans, wreszcie 
tangens i secans complementi. Dla wyrażenia wielkości linij trygonome-
trycznych promień podzielony jest na 10* części równych i w takicli je-
dnostkach wraz z dwiema dziesiętnemi podane są długości tych linij. 
W tablicach zatytułowanych: Canon triangulorum sive mathematicus 
nuncujmtur, zamieszczonych na końcu dziełka, podane są długości wstaw, 
stycznych i siecznych, odpowiadające kolejnym łukom, różniącym się 
o jednę minutę i postępującym od O" do 90̂ .̂ Część druga Trygonometryi 
,,De ratione laterum et angulorum trianguli" (str. 96) zawiera roz-
Aviązanie zadania zasadniczego „mając dane dwa kąty trójkąta znaleść 
stosunki l)oków przeciwległych". Część trzecia „De praxi trigonome-
triae rectilineorum" (str. 103) obejmuje rozwiązanie zagadnień: I) mając 
jeden bok trójkąta i dwa kąty znaleść pozostały kąt i dwa boki; 2) 
mając dwa boki i jeden kąt znaleść pozostałe dwa kąty i bok; 3) mając 
trzy boki trójkąta znaleść trzy kąty. W końcu tej części Toński podaje 
rozwiązania trójkątów płaskich prostokątnych. Następnie mowa jest 
o Trygonometryi kulistej. AV części pierwszej (str. 119) „de fundamentis 
Trigonometriae sphaericorum", podane są wiadomości zasadnicze, tyczą-
ce się trójkątów kulistych. AV części drugiej (str. 141) „de praxi Trigo-
nometriae Triangulorum sphaericorum, podane są związki między ele-
mentami trójkąta kulistego prostokątnego i sposoby rozwiązywania tego 
rodzaju trójkątów, a następnie rozwiązywanie trójkątów kulistych jakich-
kolwiek jirzez sprowadzenie do rozwiązywania trójkątów kulistych prosto-
kątnych. Wreszcie w rozdziale zatytułowanym: „Problemata miscel-
lanea", podane są zastosowania do architektoniki, gieografii matematycz-
nej i gnomoniki. Dziełko Tońskiego może być uważane za jedno z naj-
lepszych w swoim rodzaju w ówczesnej literaturze europejskiej, jako treś-
ciwe i jasne. 

Dzieło SOLSKIEGO, Geometra Polski, 1683, zaw^iera określenie linij, 
trygonometrycznych i wykazuje ich użytek do niektórych zadań gieo-
metryi praktycznej, tudzież tablice wstaw, stycznych i t. p. 
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AYOJCIECII T Y L K O W S K I AV dziele p. t.: Geometria practica curiosa 
in ti-fs libros divisa, quorum primus agit: de lineae, secundus de superficiei, 
tertiis de corpoiis dimensione (Poznań 1692) podał tablice wstaw, stycz-
n}Tli i siecznych co każdy stopień, oraz praktyczne sposoby kreślenia 
elipsj i paraboli, w^szakże bez dowodu. 

_ Przez wynalezienie logarytmów Trygonometryja weszła w nową fazę. 
Z w îelką trudnością, obliczane przedtym sieczne, okazały się w obec loga-
rytmjw zbytecznemi i znikły z tablic. Również znikł rachunek Pro-
sthafhiiresis, który przy użyciu logarytmów prowadził do wprost przeci-
wneg) celu. Jak dawniej dla dogodności rachunków starano się zamie-
niać iloczyny wyrażeń trygonometrycznych na summę lub różnicę odpo-
wiednich wyrażeń trygonometrycznych, tak z chwilą wynalezienia logaryt-
mów starano się odwrotnie ^wstępować, to jest summy lub różnice zamie-
niać na iloczyny. Do tegoż samego celu używano kątów posiłkowych 
i całe postępowanie rozciągnięto nawet do obliczania wyrażeń algiebraicz-
nych. które jednak nie mają bezpośredniego związku z Trygonometryją, 
jak ip. rozwiązywanie rówmań algiebraicznych. 

W miarę tego, jak potrzeby nauki wymagały, układano rozmaite ta-
blice logarytmów funkcyj trygonometrycznych, jedni podawali je w 10 
cyfrach dziesiętnych jak Callet; inni w 7 cyfrach dziesiętnych jak: Callet, 
Vega, Bremiker, Schron, Hoiiel; inni w 5 cyfrach dziesiętnych, jak: La-
lande, Dupuis, Schlómilch, AYittstein, Zech, albo wreszcie w 4 cyfrach 
dziesiętnych jak: Muller, Hoiiel, AYittstein, Zech. 

i^czynając od starożytnych aż do dzisiejszych czasów, wszyscy 
uczeni dzielili okrąg koła na 360 stopni, stopień na 60 minut, minutę na 
60 sekund. Uczeni francuscy przy układzie miar ŷ końcu zeszłego wieku, 
starali się system dziesiętny wprowadzić i dla okręgu koła. Ćwiartka 
okręgu koła była przez nich podzielona na 100 części zwanych (jrades, 
jeden grade na 100 części zwanych mimitcs, wreszcie jednę minutę na 100 
części, zwanych secondes i ojjierając się na tym nowym setnym podziale 
ułożone zostały tablice logarytmów funkcyj trygonometrycznych. Prace 
uczonych francuskich, Avydane zostały p. t.: '^ablos trigonometriąues de-
cimales, ou tables des logarithmes des sinus, secantes et tangentes suivant 
la diyision du quart de cercie en 100 degres, du dogre en 100 minutes, et 
de la minutę en 100 secondes; precedees de la table des logarithmes des 
nombres depuis dix mille jusqu'a cent mille et de plusieurs tables sub-
sidiaires, calculees par Ch. Borda; revues, augmentees et publiees par 
I. B. I. Delambre a Paris de Timprimerie de la Republique An. IX . 
System ten jednak nie został wprowadzony w użycie i dotąd, jak dawmiej, 
używany jest dla okręgu koła system sześcdziesiątkowy. 

Podczas gdy początkow^o, wszelkie twierdzenia trygonometryczne do-
wodzone były drogą gieometryczną, w połowie wieku X VIII zaczęto uży-
wać drogi rachunkowej. Zdaje się, że pierwszy M A Y E R używał drogi 
rachunkowej. W rozprawie: Trigonometrica (Com. Petrop. T. I I ad A. 
1727 str. 12 — 30) pokazuje w jaki sposób tg (a±[3 ) daje. się wyrazić 
przez tg a i tgp, gdy a i [3 przybierają różne wielkości. Również Mayer 
pokazuje w jaki sposób wyrażenia 
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cos a ± cos 3 . , , . , sina 1 + cosa 1 + cosa — , lak iwniez — , —^ , -z .... 
1 , ^ ' l + cosa ' sma 1 — c o s a ' 

2 c o s - ( a — p ) 
dają się przekształcić na inne dogodne do racliunki logarytmami. Mayer 
wyi)ro\vadza również drogą analityczną znanie już wówczas wyrażenia 

dogodne do raclimikii logarytmami sin — a, cos tg — [3, przez trzy 
boki trójkąta; tudzież Analogije Napiera, 

Za czasów L E O N A R D A E U L E R A ( 1 7 0 7 — 1 7 8 3 ) wchodzi Trygonouie-
tryja w nową fazę. Do jego czasów Avypowiadano twierdzenia trygono-
metryczne słoVami, później zaś w ty cli twierdzeniach oznaczano funkcyje 
trygonometryczne, bądź małemi, bądź wielkiemi głoskami alfabetu łaciń-
skiego, jakto czynił Mayer. Skutkiem takich oznaczeń trudno było przy 
przekształceniach wyrażeń trygonometrycznych uchwycić zachodzące 
związki między funkcyjami trygonometrycznemi a bokami trójkąta. Eu-
ler pierwszy usunął dowolność znakowania funkcyj trygonometrycznych 
i dawniejsze symbole zastąpił je dzisiaj używanemi 

sina, cosa, tg a, cotga, sec a, cosec a. 

kiego oznaczenia wzory były zrozumiałe i zachęcały do nowych kombi-
nacyj i poszukiwań' Również Eulerowi należy przypisać tę zasługę, że 
gdy pierwotnie funkcyje trygonometryczne uważane były jako wielkości 
liliijowe, to Euler rozważał je jako liczl)y, które zmieniają swą wielkość 
ze zmianą kąta, a tymsamym są funkcyjami kątowemi. Do tego określe-
nia funkcyj trygonometrycznych Euler przywiązywał wielką Avagę i roz-
winął część analityczną funkcyj trygonometrycznych, a przez rozwijanie 
funkcyj na szeregi wskazał nowe drogi rachowania funkcyj trygonome-
trycznych. Euler swoje poseukiwania pomieścił, jużto w Petersbiugskich 
Comentariach, jużteż oddzielnie w swoim dziele p. t.: Introductio in Ana-
lysin infinitorum. Euler zarówno w rachunkach funkcyj trygonometrycz-
ncyh jak i w rachunkach ich logarytmów zaprowadził wiele uproszczeń. 
"Wzory trygonometryi kulistej 

cos a = cos & cos c + sin h sin c cos a, 
cos a r=z — cos p cos Y + sin p sin Y cos a, 
sin « tg Y — sin p tg c = cos a cos p tg c, 

podane zostały w formie przywiedzionej w rozprawie: Principes de la tri-
gonometrie spheriąue. (Mem. de TArad. Roy. de Prusse 1753) i w Trig. 
sphaer. univ. ex primis principiis breviter et dilucide derivata. (Acta Pe-
tropol. 1779). Jemn również zawdzięczamy wzory Trygonometryi kulistej 

. a 1 / " s i sin ( p — 6)sin(j> —c) 
sin — • / — ^ . sino sine 

ł = K -
sinp sin {p — a) 

cos • / • , • , sin & sine 
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a 1 sin {p — h) s in {p — c) 
° 2 y sh\p sm{p — a) 

dogodne do rachunku logarytmami. 
Xa podstawie oznaczeń, wprowadzonych przez Eulera, różni uczeni 

wydawali książki, traktujące o Trygonometryi, w których starali się 
upraszczać nietylko podane dotychczas wzory, ale i przekształcenia wyra-
żeń trygonometrycznych. 

DE GUA w rozprawie, pomieszczonej w Mem. de Paris 1785 starał 
się z jednego wzoru zasadniczego Trygonometryi wyprowadzić pozostałe 
wzory; metoda jego jednak była zhyt rozwlekłą i niejasną. 

Najlepszym na owe czasy i treściwym dziełem, traktującym o Trygo-
nometryi było Kliigels: Analytische Trigonometrie, Braunschweig 1770. 
AV dziele tym jednak Kliigel podawał często proporcyje zamiast wzorów, 
podanych przez Eulera. 

L A M B E R T (Beitrage zur Mathematik I str. 369) podał drogą anali-
tyczną wiele wzorów Trygonometryi kulistej. 

Kompletne dzieło o Trygonometryi było najjisane przez CAGNO-
LI 'EGO: Trigonometrie rectiligne et spheriąue trad. de 1'italien par Chom-
bre 2 edition, Paris 1808. W dziele tym Cagnoli, metodami dosyć roz-
wlekłemi, bez wprowadzenia oznaczeń Eulera, podał wiele związków mię-
dzy kątami i bokami trójkąta, a między innemi związek między sześcio-
ma elementami trójkąta kulistego, znany pod nazwą wzorów Cagnoli'ego. 

Bardzo cenną pracę stanowi rozjjrawa L A G R A N G E ' A : Memoire sur 
la Trigonometrie spheriąne (Jour. de TEcole Polytechniąue, Całiier YI, 
str 270), w której Lagrange wszystkie wzory Trygonometryi kulistej 
wyprowadził z wzorów kształtu: cos a — cos h cos c -f- sin h sin c cos a. 

LEGENDRE W rozprawie pomieszczonej AV Memoires de IMnstitut 
1806 podał twierdzenie, dotyczące obliczenia powierzchni trójkątów kuli-
stych, za pomocą rozważania trójkątrw płaskich. Twierdzenie to, podane 
przez nas we właściwym miejscu Trygonometryi kulistej, ma ważne zasto-
sowania w pomiarach gieodezyjnych. 

Jako jednę z najlepszych książek opracowanych na ówczesnej nauce 
należy przytoczyć dzieło PFLEIDEREUA (1786—1821) profesora matema-
tyki i fizyki w Korpusie Kadetów w AYarszawie od r. 1766—1782, a na-
stępnie profesora w Tybindze, p. t. Ebene Trigonometrie, Tiibingen, 1802. 
"\V dziele tym oprócz starannego opracowania całej nauki o Trygonome-
tryi, znajduje się bardzo obfity i starannie zebrany materyjał, dotyczący 
historyi Trygonometryi, a głównie Trygonometryj starożytnych, których 
zasady i sposoby wyprowadzania wzorów podaje Pfleiderer w krótkości. 

Dotąd rozwiązywano zadania, dotyczące rozwiązywania trójkątów 
kulistych jakichkolwiek przez rozdzielenie tych ostatnich na dwa trójkąty 
kuliste prostokątne i rozwiązanie tych ostatnich. Wzory podane przez 
D E L A M B R E ' A i G-AUSSA pozwoliły wprost rozwiązywać trójkąty kuliste ja-
kiekolwiek, bez rozkładu ich na trójkąty kuliste prostokątne. D E L A M -
BRE podał sŵ e wzory w Connaissance de temps r. 1 8 0 8 , G-AUSS zaś 
w dziele swoim p. t. Tlieoria motus corporum coelestium, wydanym r. 1809, 
ogłosił również te wzory jako dotąd nieznane. Obaj uczeni prodali wzoiy 
bez dowodu. Jan Śniaclecki uderzony prostotą tych wzorów usiłował je 
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wyprowadzić, co tez uskuteczni! opierając się na wzorach Cagnoli'ego 
i dowód swój przesłał do Akademii nauk w Petersburgu 12 Marca 1811 r. 
Delanibre AV Connaissance de tenips J812 upomniał się o zdanie Gaussa 
0 tych wzorach, jakoby przez siebie podanych, dowodu jednak nie przyto-
czył. Dopiero w Astronomii wydanej w Paryżu 1814, przytoczył dowód 
oparty na Analogijach Napiera; dowód ten jethiak jest dosyć zawiły. 

M O L L W E I D E W Monatliche Correspondez 1 8 0 9 r. dowiódł wzorów 
podanych przez Delanibre'a i Gaussa, a nadto Avyprowadził wzory dha 
Trygonometryi płaskiej 

, , cos ~ (a — p) a o 2 ^ ' 
n ' 

sm - Y 

1 -
, sin "TT — a — h 2 ^ ' ^ i ' c o s - Y 

znane w nauce pod nazwą wzorów Mollweidego. 
J A N ŚNIADECKI W dziele swoim: Trygonometrya kulista analitycz-

nie wyłożona, z przystosowaniami do rozmiaru ziemi i do zadań astrono-
micznych, AVilno 1817 (wydanie drugie 1820), przełożonym na język nie-
miecki przez Feldta i wydanym p. t.: Śniadecki's Spliarische Trigono-
metrie aus den polnischen, von Feldt, Leipzig 1828, podaje również dowód 
swój wzorów Pelambre'a. Jestto zarazem wyborny podręcznik, który 
1 dzisiaj służyć może do nauki Trygonometryi kuhstej. Sumienny rozbiór 
tej książki ogłosił Józef Twardowski w Pamiętniku WarszaAvskim 1817 r. 

Wspomnieć nam tu jeszcze wypada, że pierwsze pojęcia o Polygono-
nietryi znajdujemy w dziele A. G I R A R D ' A p. t.: Tables des sinus etc. 
Ala Haye 1626. Na jego zasadach powstała początkowo wprowadzona 
przez L A M B E R T A , a rozwinięte przez I , M A Y E R A (Tetragon. specimen 
i 773) i Biorsena (Introductio Tetr. Hauniae 1780) tetragonometryja. 
Główne jednak podstawy Polygonometryi dał Lexell w dziele p. t.: De re-
solutione polygonarum rectilineorum 1775 — 1776 Poły gonom etryj a zo-
stała następnie rozwinięta przez L H U I L L E R A W dziele: Polygonometrie et 
Abrege d'isoperimetrie, Genewa, 1789; CARNOTA: W Geometrie de position, 
Paryż 1803; G A U S S A W przypisie do tłomaczenia Schumachera dzieła Car-
nota i J . STEINERA W wielu rozjDrawach, pomieszczonych w dzienniku 
Crellego. 

Kie mamy zamiaru przytaczać tu licznych książek; jakie się ukazały 
w ostatnich czasach, a które traktują Trygonometryją, ograniczymy się 
jedynie do ważniejszych i celniej szych książek w językach obcych napisa-
nych. Do takich zaliczamy; z francuskich: 

SERRET, Traite de Trigonometrie, sixieme edition, Paris 1 8 8 0 . 
B R I O T ET B O U Q U E T , Leęons de Trigonometrie, sixieme edition 1 8 7 3 . 
VACQUANT et DE L E P I N A Y , Cours de Trigonometrie, Paris 1 8 8 6 . 
G O U Y O U , Traite de Trigonometrie, Paris 1 8 9 1 . 
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z iiiemieckicli: 
H E I S i E S C I I W E I L E E , Ebene uncl spliiirische Trigonometrie, zweite 

Aiflage, Koln. 1875. 
BKOCKMANN, Lerbuch der ebenen uncl spliariscben Trigonometrie, 

Lńpzig 1880. 
SCHLOMILCH, Grundziige einer wisseuscbaftlicben Darstelhuig der 

Geometrie des Masses: Ebene und spbariscbe Trigonometrie zwei Tbeile 
Esenacb. 1868. 

BALTZEK, Die Elemente der Mathematik 2-er Band: Planimetrie, 
Stereonietrie, Trigonometrie secbste Aiiflage, Leipzig 1883. 

SPITZ, Lerbucb der Ebenen Trigonometrie, fiinfte Aiiflage, Leipzig 
i Lerbucb der spbariscben Trigonometrie, Leipzig 1886. 
Jiardzo cenne dzieło do zadań z Trygonometryi jest dzieło: EEn)'i''A 

Simmlung ron Aufgaben und Beispielen aus der Trigonometrie und Ste-
re3metrie I Tbeil, Trigonometrie 3 Auflage, Leipzig 1884. 

Z angielskich: 
B . D . BEASLEY, An elementary Treatise on piane Trigonometry, 

Lnidon, 1884. 
I. TODIIUNTER, Piane Trigonometry, London 1886; Spberical Tri-

gcnometry, fiftb edition, London 1886. 
J O H N CASSEY A treatise on piane Trigonometry, London 1888; 

A treatise on spberical Trigonometry, London 1889. 
W . E. J O H N S O N , Treatise on Trigonometry, London 1 8 8 9 . 
I w naszej literaturze mamy dosyć książek, traktujących o Trygono-

instryi. Pominąwszy dzieło Śniadeckiego o Trygonometryi, jako już po-
wyżej ])rzytoczone, następujące książki były wydane w języku polskim: 

J A N ŚNI A DECKI. Rachunku algieln-aicznego teorya przystosowań do 
liaij krzywych 1783. rozdziale IV części II., pomieszczone są zasady 
trygonometryi, a raczej gieometryi wyłożone systematycznie i nauko"s\ o. 

J Ó Z E F CZECH, Eukhdesa początków geouietryi ksiąg ośmioro: sześć 
pierwszych, jedenasta i dwunasta z dodanymi przypisami i trygonometryą 
dla pożytku młodzieży akademickiej, Wilno 1807; po śmierci autora wy-
szło wydanie 2-gie 1817 z trygononietryją Simpsona. 

L I I U I L L I E R , Gieometrya dla Szkół Narodowych w przekładzie Ga-
wrońskiego 1785, 18U3, 1810 i 1816. części pierwszej podane są po-
czątki miernictwa i trygonometryja. 

FRĄCZKIEWICZ A U G U S T Y N , Dowody różnych podań z Trygonome-
tryi płaskiej i Gieometryi elementarnej, Kraków 1827. 

K A R O L H U B E , prof. Uniwersj-tetu Krakowskiego, rozprawy o Trygo-
nometryi kulistej, Kraków 1820. 

PoLiŃSKi, Początki Trygonometryi płaskiej, Wilno 1816,1821,1828. 
Ksiądz A N T O N I D>^BROWSKI, Jeometrya dla Szkół Wojewódzkich, 

Warszawa 1823, na str. 197 — 252 wyłożoną jest Trygonometryja prosto-
kreślna. 

Ksiądz IGNACY P R Z Y B Y L S K I , Geometrya początkowa, Warszawa 
1823, zawierająca w oddzielnym rozdziale trygonometryją. 

A N T O N I K R A U Z , Matematyka na klassę drugą Szkoły zimowej A R -
tyleryi, Warszawa 1828. Xauki VII—IX obejmują Trygonometryją. 
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L I B E L T , Wykład matematyki, Poznań 1 8 4 4 , tom drugi obejmuje 
trygonometryją i solidometryją. 

Ksiądz F R . K A S T E R S K I , Trygonometrya podług Lefebure'a de 
Fourcy, Warszawa 1836. 

A U G O S T BERNIIARDT, Trygonometrya płaska i kulista, przekład 
z czwartego wydania Trygonometryi Lefel)ure'a de Fourcy, Warszawa 
1850. 

W I T O L D T U R N O , Trygonometrya prostolinijna i sferyczna, Poznań. 
1857. 
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TRYGONOMETRYJA PŁASKA. 

ROZDZIAŁ I. 

NAUKA O FUNKCYJACH TRYGONOMETRYCZNYCH. 

KIERUNKI DODATNE I UJEMNE NA UNII PROSTEJ. 

1. Jeżeli na linii prostej, którą możemy nakreślić poziomo, obierze-
my pmikt stały O, natenczas położenie każdego punktu M na tej prostej 
będzie oznaczone, skoro będziemy znali odległość tego punktu od punktu 
stałego O i gdy przytym będziemy wiedzieli, po której stronie tegoż pun-
ktu stałego ma się znajdować punkt M. Pod tym ostatnim względem 
w Algiebrze przyjmuje się, że jeżeli odległości, mierzone od pewnego punktu 
w pewnym oznaczonym kierunku uważamy za dodatne, wtedy mierzone 
w kierunku wprost przeciwnym 
uważać należy za ujemne. Tym M' o m. 
sposobem, jeżeli przyjmować bę-
dziemy odległości od punktu O, 
liczone od ręki lewej ku prawej za dodatne, natenczas odległości mie-
rzone od tegoż samego punktu od ręki prawej ku lewej czyli w kierunku 
wprost przeciwnym — za ujemne. Zatym, jeżeli punkty M i M' (fig. 1) 
będą położone w jednakowej odległości od punktu O np. w odległości dwu 
jednostek, natenczas odległość OM wyrazi się liczbą + 2, odległość zaś 
punktu M' od O wyrazi się liczbą — 2. 

Z tego wynika, że jeżeli przez a oznaczymy liczbę dodatną lub ujem-
ną, wyrażać mającą długość liczoną na linii M'M od j^unktu O, natenczas 
ilość jednostek tej długości wyrazi się przez + a lub — a, stosownie do 
tego, czy a jest dodatne, czyteż ujemne. 

2= Jeżeli wyobrazimy sobie, że punkt ruchomy wyszedszy z punktu 
O porusza się bąć w jednym, bąćteż w drugim kierunku, natenczas różne 
części linii M'M, opisane przez punkt ruchomy będą jedne dodatne, drugie 
zaś ujemne, stosownie do tego czy punkt ruchomy w czasie przebiegu tych 
^części odbywa ruch w kierunku od lewej ku prawej, czyteż od prawej ku 
lewej ręce, a jeżeli oznaczymy przez a, b,c,d,... liczby dodatne lub ujem-

B!bl. m a t . - f z . , S. I I I , T . I V . i 
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ne, które odpowiadają drogom opisanym przez punkt ruchomy, a przez x 
oznaczymy odległość punktu ruchomego M od punktu stałego O, w cliwili, 
kiedy punkt ruchomy po dokonanym ruchu znajduje się w spoczynku, na-
tenczas odległość OM wyrazi się 

£C=z a + b + c + d -j- . . . 
czyli będzie sumą algiebraiczną dróg opisanych przez pmikt ruchomy. 

3. Częstokroć zmianę kierunku wyrażamy innym sposobem i tak, 
jeżeli na linii P ' P obierzemy szereg punktów P', M', M, N, P . . . 
i przyjmiemy kierunek od lewej ku prawej ręce za dodatny, natenczas kie-

^^ ^ o 7 P 

Fig. 2. 

' runkami dodatnemi będą P'N' , N'M', M '0 , OM, MN, N P . . . , wtedy 
kierunki wprost przeciwne oznaczać możemy przez N'P' , M'N' OM' 
MO, NM, P N . . . i będziemy mieli N 'P ' = — P'N', M'N' = — N'M'^ 
0 M ' = : — M ' 0 , . . . , M O ^ ~ O M , NM = — M N , P N = - N P , . . ! 
czyli 

N'P' + P'N' = O, M'N' + N'M' = O, OM' + M'0 O, 
MO + OM = 0, N M - f M N = 0, P N + N P = O , . 

jeżeli więc oznaczamy przezic, tak co do kierunku, jak i odległości wielkość 
OM, natenczas z poprzedzającego wzoru art. 2 wynika 

zatym, jeżeli weźmiemy odległość najbliższego punktu od punktu stałego 
ze znakiem przeci\Niiym, suma algebraiczna odległości będzie równa zeru. 

Wniosek ten jest bardzo ważny i z niego nieraz korzystać będziemy 
w następstwie naszego wykładu. 

MIARA KĄTÓW. 

4. Jeżeli dwie łinije proste przecinają się, natenczas mówimy, źe 
tworzą z sobą kąt, punkt przecięcia się linij zowie się wierzchołkiem kąta, 
a linije tworzące kąt jego ramionami. 

Miarą kąta, jak nam wiadomo z Gieometryi, jest łuk koła, zakreślo-
nego z wierzchołka kąta, jako środka, a zawarty między jego ramionami, to 
znaczy, że w jakim stosunku jest kąt dany do kąta prostego, w takim sa-
mym stosunku jest łuk koła między ramionami kąta zawarty do ćwiartki 
okręgu koła czyli innemi słowy, ile jednostek kątowych zawiera kąt, tyleż 
odpowiednich jednostek łukowych zawierać będzie i łuk. 
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5. Ponieważ miarą kąta jest łuk koła, zakreślonego z wierzchołka, 
iako środka, a zawarty między ramionami kąta, przeto miarę kąta mo-
żemy także przedstawić zapomocą długości owego łuku. Wiadomo nam, źe 
stosunek okręgu koła do średnicy jest liczbą stałą, niedającą się przedstawić 
przez liczbę wymierną, tylko z pewnym, przybliżeniem, od nas zależnym; 

22 
wartość przybliżona da się przedstaAvić w kształcie ułamku -— (stosunek 

355 
Arcliimedesa), z większym przybliżeniem w kształcie ułamku (stosu-
nek Adriana Antlionisz'a, zwanego Metiusem); wartość zaś w 15 cyfrach 
dziesiętnych jest 

3,141592 653 589 793. 
Dla oznaczenia tego stosunku uż}^amy litery greckiej przeto, jeżeli 
r jest promieniem koła, długość okręgu koła wyrazi się przez 27cr. *) 

6. Przedew^szystkim wyznaczymy kąt, który ma za miarę łuk 
równy długości promienia. AVedług definicyi miary kąta mamy (fig. 3) 

kąt A O B _ łuk A B 
kąta prostego ćwiartki oki-ęgu koła 

czyli 
kąt AOB __ _ ł ] ^ AB _ . 

4 kątów prostych okręgu koła 
a źe łuk A B ma być równy promieniowi r, 
a okrąg koła =: 2 Kr, przeto 

kąt AOB r 1 
i-.—T' :;—i- = — = IT" zatym Fig. 3. 4 kątów prostych 2ł:r 27c 

dwu kątom prostym 
kąt A O B = : 

*) u racliowali 
Ludolph van Ceulen do 35 cyfr dziesiętnych 
Machin „ 100 „ 
Vega „ 140 
Dahse „ 200 „ 
Clausen z Dorpatu „ 250 „ 
Richter z Elbląga „ S33 „ 
Rutherford Wiliam „ 440 " „ 
Shanks „ 530 „ 

litórego rachunek do 500 cyfr dziesiotnych sprawdził Richter z Elbląga. (Grunert, Ar-
chiv t. XXV. 1855, str. 472). 

Pierwszy Lambert dowiódł, że u jest liczbą niewymierną, następnie Legendre oka-
zał, że i kwadrat z it jest liczbą niewymierna^, wreszcie Lindemanu w t. XX. Math. Anual. 
1882, str. 213 — 225 dowiódł, źe liczba u nie może być pierwiastkiem równania algiebrai-
•cznego jakiegokolwiek stopnia o spółczynnikach wymiernych. 
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Kąt ten zwany przez Anglików r a d i a n e m przyjmiemy za jednostkę do 
mierzenia kątów. 

7. Wyznaczymy wielkość tego kąta. Niech AOG (fig. 3) będzie 
pewnym kątem. Z punktu O, jako środka, nakreślmy promieniem r łuk 
koła taki, aby długość A B była równa promieniowi koła. Natenczas, 
jeżeli przez l oznaczymy długość łuku AC, zawartego między ramionami 
kąta danego, będziemy mieli, na zasadzie proporcyonalności łuków wzglę-
dem kątów im odpowiadających, 

kąt AOC __ A C _ g 
kąt AOB ~ A B ~ ~ r 

zatym 

kąt AOC = y kąt AOB. 

Jeżeli więc kąt AOB weźmiemy za jednostkę miary kątów, wtedy 

kąt AOC = - . r 
Dowiedliśmy więc, że miarą kąta jest ułamek, którego licznikiem jest 
długość łuku koła zakreślonego z wierzchołka, jako środka, i zawartego 
między ramionami kąta, mianownikiem zaś promień tegoż koła. Uła-
mek ten wyraża się w jednostkach takiego kąta, który ma za miarę łuk 

równy promieniowi koła. Ponieważ ten kąt jest równy kątom piostym 
7C 

zatym ilość stopni, zawartych w tym kącie znajdziemy, dzieląc ilość sto-
pni dwu kątów prostych t. j. 180® przez Wykonywając dzielenie,. 
2 odpowiednim przybliżeniem, znajdziemy 

180® — = 570, 29577951307347 
TC ' 

czyli 
5 7 0 1 7 ' 4 4 " j8062470645241 ) 

taki jest /atym kąt, który ma za miarę łuk koła, zakreślonego z wierz-
chołka, równy promieniowi. 

Dla wyjaśnienia tego rodzaju przedstawienia miary kąta, dajmy, 
2 

że mamy kąt, który ma za miarę — promienia koła, wtedy kąt ten bę-o 
2 

dzie zawierał — X 57,29577951 stopni i będzie miał za miarę, łuk koła 
o 

zawarty między ramionami; nakreślony z wierzchołka kąta, a długość 
2 

tego łuku będzie wyrównywać — promienia, o 
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8. Ze względu, źe tego rodzaju miara kątów ma ważne zastosowa-
nie w poszukiwaniach teoretycznych, nazywać ją będziemy m i a r ą t e o-
r e t y c z n ą kąta, dla odróżnienia od pierwszej (zwykłej) miary kąta, 
którą nazj^ać będziemy m i a r ą k ą t a w s t o p n i a c h , albo z w y k ł ą 
m i a r ą kąta. Z tej definicyi miary teoretycznej kąta wynika, źe ona jest 
liczbą oderwaną. Jako TNTiiosek miary teoretycznej kąta wynika, źe skoro 
2 Trr jest długością okręgu koła, przeto miarą teoretyczną 4 kątów prostych 

jest ^ ^ czyli 271, miarę teoretyczną dwu kątów prostych jest iz, miarą 

TT Vi% 
kąta prostego jest , zaś n kątów prostych jest — . 

9. Należy nam teraz zbadać, jaki zachodzi związek między miarą 
teoretyczną, a zwykłą miarą kąta. Niech 6 oznacza ilość stopni kąta 
danego, zaś x jego miarę teoretyczną. Ponieważ 180® odpowiada dwu 

kątom prostym, przeto — ^ wyraża stosunek danego kąta do dwu kątów 
180 

oc 
prostych, źe zaś % jest miarą teoretyczną dwu kątów prostych, przeto — 

wyraża stosunek danego kąta do dwu kątÓAv prostych, mamy zatym 
X 
Tl ~ 1 8 0 

TC 

, Stąd 

X = 

zaś 6 = ic 

180 ' 

180 
71 

Takie są zatym wzory do zamiany miary zwykłej kąta na jego miarę teo-
retyczną i nawzajem. 

10. Jeżeli w szczególności szukać będziemy miary teoretycznej kąta 
180® równego 1®, wtedy kąt P = — ^ = 57®, 29578 

i kąt - 5 7 29578 ' 

dla kąta równego 1' będziemy mieli = = 3437,74677, 

TC 

.atym = , 

TZ wreszcie miarę teoretyczną kąta 1" znajdziemy dzieląc przez 60X60 180 
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t. j. przez liczbę sekund, zawartych w jednym stopniu t. j. - przez 648000;. 

będzie więc miara teoretyczna kąta 

AV praktyce, przy obliczaniu kątów bardzo małych, używamy tego 
ostatniego wzoru, biorąc za mianownik 206265, czyli że miara teoretyczna 

kąta : 

PRZYKŁADY. 

1). Zoaleść ilość stopni, minut i sekund kąta, który przy promieniu 10 

stóp ma miarę teoretyczną 9 cali. Miarą teoretyczną kąta będzie 

Szukaną ilość stopni, minut i sekund znajdziemy według art. 9. 

2). Znaleść miarę teoretyczną kąta 5" 37' 30'' 

5 
3). Wyrazić — kąta prostego w mierze teoretycznej i w zwykłej mierze 

kąta . 

miara teoretyczna : 

miara zwykła -

4), Trzy kąty trójkąta tworzą postęp arytmetyczny, największy z nich 
jest dwa razy większy od najmniejszego, znaleść miary tych kątów. 

Jeżeli przez Gj, 63, 63 oznaczymy ilość stopni tych kątów, a przez r 
różnicę postępu, natenczas 

nadto 63 = 2 6, = 6, - f 2 r, zatym 6j = 2r; równanie pierwsze, po podstawie-
niu tych wartości, daje 6i = 40, zatym miarami teoretycznemi tych kątów będą 
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5). Trzy kąty trójkąta tworzą postęp arytmetyczny, a stosunek ilości 
stOoni najmniejszego z kątów do 60 jest równy stosunkowi miary teoretycznej 
kąti największego do TT. Znaleść miarę w stopniach trzech kątów trójkąta. 

Oznaczając przez 6,, 62, 63 ilość stopni szukanych kątów trójkąta, a przez 
r rSżnicę postępil, będziemy mieli 

Q, + 02 + O3 = 180, 

G ^ ^ ^ e , + r , 03 = 91 + 2 r , 

mitrą teoretyczną kąta największego będzie 

( G , + 2r) ^ zatym, według warunków zadania 180 

+ 2 r ) - ^ : 7 r , stąd 

e, =r - - , czyh G, = r , 

pierwsze z tych równań daje zatym 

Gi + 2G, + 3 0 i = 180, stąd 

G, = 30, następnie Gj = 60, 63 90. 

6). Znaleść miai'y kąta wielokąta foremnego o n bokach. 
Wiadomo, że suma kątów wielokąta o n bokach równa się 

n 2 
(n — 2) 1800* jeden zatym kąt rr= 180«, 

miirą zaś teoretyczną tego kąta będzie 

n — 2 TZ . n 
7). Wyrazić w obu miarach kąt, jaki tworzą dwie wskazówki na 

zegarze, gdy zegar pokazuje godzinę kwadrans na pierwszą. 
Skoro wskazówki na zegarze poruszają się, z takiemi prędkościami, że, 

gdy obie wychodzą z godziny dwunastej, wskazówka większa przebiega cały okrąg 

kok, wskazówka zaś mniejsza część tegoż okręgu, to gdy wskazówki poka-1Z 
ją godzinę kwadrans na pierwszą, wskazówka większa przebiegła ćwierć okręgu 

kola wskazówka mniejsza przebieży wtedy część ćwiartki okręgu koła, czyli 1 i 
inremi słoAvy, gdy wskazówka większa przebieży 90®, wskazówka mniejsza 
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900 
przebieży —— czyli Kąt więc, który wtedy tworzą z sobą wskazówki bę-

J a 
82^ dzie = 90® — czyli 82^®. Miarą teoretyczną tego kąta będzie " •• iz czyli 
180 

11 

11. w Trygonometryi przyjmujemy jako jednostkę kątów jediię 
lub drugą z powyżej opisanych jednostek; w pierwszym przypadku wyra-
żamy kąt w stopniach, minutach i sekundach, w drugim zaś liczbą oderwa-
ną, równą stosunkowi łuku, odpowiadającego danemu kątowi do promienia 
koła; w tym ostatnim przypadku przyjmować będziemy nadal dla upro-
szczenia, że promień koła równa się jednostce długości. 

X' A 

RÓŻNE WIELKOŚCI KĄTÓW. KĄTY DODATNE I UJEMNE. 

12. Kąty w Gieometryi rozwiąż ane zazwyczaj nie są -większe od 
dwu kątów prostych, w Trygonometryi zaś mamy do czynienia z kątami 
wszelkich wielkości, i dlatego po części inaczej je pojmujemy. Jeżeli wy-
obrazimy sobie Ihiiją X ' X , na niej pmikt stały O i przypuścimy, że linija 

prosta wychodząc z położenia 
OA obraca się około punktu O 
w kierunku przeciwnym rucho-
Avi wskazówek na zegarze, jak 
strzałka wskazuje, i przyjmie 
położenie OP, natenczas mówi-
my,* że linije OA i O P tworzą 
z sobą kąt AOP, którego punkt 
O zowiemy wierzchołkiem, linije 
zaś OA i O P ramionami tegoż 
kąta. Kierunek O A przyjmo-
wać nadal będziemy zawsze ja-
ko to ramię kąta, od którego 

zaczynamy go rozważać, tak, iż nasz kąt A O P powstał w'skutek obrotu 
prostej od położenia p o c z ą t k o w e g o O A do położenia OP, nie zaś od-
wrotnie. Jeżeli taż linija ruchoma w dalszym swoim ruchu przyjmie takie 
położenie, że linija OP, będzie prostopadłą do linii OA, natenczas mówi-
my, że linije tworzą z sobą kąt prosty. Jeżeli linija ruchoma w dalszym 
swoim ruchu przyjmie położenie OPj , w^prost przeciwnie kierunkowi O A, na-
tenczas mówimy, że dwie linije proste tworzą z sobą dwa kąty proste czyli 
tak zwany kąt p ó ł p e ł n y . Jeżeli znowTi taż linija ruchoma w dalszym 
swoim ruchu przyjmie położenie OP3 prostopadłe do O A i N̂̂ prost przeci-

r ' 

Fig. 4. 
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wne kierunkowi OPi, mówimy, że dwie linije proste tworzą z sobą trzy 
kąty proste. Jeżeli wreszcie linija prosta w następnym swym ruchu przyj-
mie położenie pierwotne, mówimy, że dwie linije proste tworzą z sobą czte-
ry kąty proste, czyli tak zwany kąt p e ł n y. 

Jeżeli linija prosta ruchoma, dopełniwszy obiegu, wróci do pierwotne-
go położenia, natenczas może w dalszym ciągu ruch odbywać i kilkakrotnie 
przechodzić przez toż samo położenie. Jeżeli więc linija prosta, po doko-
nanych obrotach, przyjmie, dajmy na to, położenie OP, natenczas przez kąt 
AOP będziemy rozumieli nie tylko kąt, jaki powstał wtedy, gdy linija ru-
choma, wychodząc z położenia początkowego O A, doszła bezpośrednio do 
położenia OP, ale także wszystkie kąty, utworzone przez obrót tejże linii, 
która po dokonanych obrotach zajmie położenie OP. Jeżeli więc oznaczy-
my przez 6 kąt, jaki powstał, gdy linija ruchoma, wyszedszy z położenia 
GA, przyszła bezpośrednio do położenia OP, nie przechodząc przez położe-
nie OP,, natenczas wszystkie kąty, jakie tworzą z sobą dwa kierunki OA 
i OP wyrażą się pewną ilością kątów pełnych zwiększoną o kąt 6; czyli, 
rozumiejąc przez 6 zwykłą miarę kątów, wszystkie kąty, jakie tworzą 
z sobą kierunki OA i OP wyrażą się przez 

360" . n + 

gdzie n oznacza ilość dokonanych obrotów; jeżeli zaś przez 6 rozumieć bę-
dziemy miarę teoretyczną kąta, też kąty wyrażą się przez 

2 n n -1- e, 
przyczyni należy zauważyć, że w pierwszym przypadku 6 oznacza ilość 
stopni kąta, w drugim zaś przypadku liczbę oderwaną. 

13. Dla łat\nejszego wyrażania kątów, jakie dwa kierunki tworzyć 
mogą z sobą, poprowadźmy I 
z punktu O (fig. 5) prosto-
padłą do 0 X i przedłużmy 
kierunki OA i OP, w strony 
wprost przeciwne, tym spo-
sobem podzielimy płaszczy-
znę na cztery części, które 
nazywać będziemy ć w i a r t -
k a m i kąta pełnego i tak: 
część AOP, nazywać będzie-
my ćwiartką pierwszą, PjOPa 
ćwiartką drugą, P3 OP5 
ćwiartką trzecią, wreszcie 
P5 OA ćwiartką czwartą. Je-
żeli przez 6 oznaczamy kąt Pig, 5. 

A 
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mniejszy od k.Tjta prostego, w takim razie, według tego, co się powiedziało 
w poprzednim artykule, wszystkie kąty, jakie tworzą z sobą kienmki O A 
i OP, wvrażą się przez 

2W7C + 9, 
w ten więc sposób wyrażać się będą wszystkie kąty kończące się w pierw-
szej ćwiartce. 

Jeżeli linija ruchoma po dokonanych obrotach zajmie położenie OP^ 
w drugiej ćwiartce, i takie, że kąt P^ OP2, mniejszy od kąta prostego, jest 
= 0, natenczas wszystkie kąty, jakie tworzą z sobą kierunki OA i OP2, 
Avyraźą się przez 

w ten więc sposób wyrażać się będą wszystkie kąty kończące się w drugiej 
ćwiartce. Jeżeli linija prosta po dokonanych obrotach zajmie położenie 
OP4 w trzeciej ćwiartce, i takie, że kąt P3 OP4, mniejszy od kąta prostego, 
jest = 6, natenczas wszystkie kąty, jakie linija ruchoma może utworzyć 
przez kilkakrotny obrót i zatrzymanie się w położeniu OP4, wyrażą się przez 

2w7t + 7r + e = ( 2 w + l ) 7 r + 6. 
Jeżeli wreszcie linija ruchoma zajmie położenie OPo w czwartej ćwiartce, 
i takie, że kąt P5 OPc, mniejszy od kąta prostego, jest = 6, natenczas 
wszystkie kąty, jakie tworzyć mogą z sobą kierunki OA i OPo, wyrażą się 
przez 

Stąd, jako wniosek, dają się wyprowadzić następujące wielkości kątów: 
a) jeżeli linija ruchoma zajmie położenie OP, prostopadłe do OA, wszyst-
kie kąty, jakie tworzą te kierunki wyrażą się przez 

4n + l 

h) jeżeli linija ruchoma zajmie położenie OP3, przeciwległe kierunkowi 
O A, kąty, jakie tworzą z sobą kierunki O A i OP3, wyrażą się przez 

c) jeżeli linija ruchoma zajmie położenie OP5, prostopadłe do OA a wprost 
przeciwne kierunkowi OP,, kąty, jakie tworzą z sobą kierunki OA i OP5, 
wyrażą się przez 

4w + 3 

d) jeżeli linija ruchoma wróci do pierwotnego położenia O A wszystkie 
kąty, jakie tworzą z sobą kierunki OA i OA, wyrażą się przez 

2 w 7 r . 
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14. Jeżeli linija ruchoma dokonywa obrotu w kierunku odpowiadaT 
jącemu ruchowi Avskazówek na zegarze, czyli w kierunku przeciwnym 
strzałce (lig. 5), i zajmie położenie OPp, w czwartej ćwiartce, natenczas 
mówimy, że dwa kierunki O A i OPo tworzą z sobą kąt u j emny, dla odró-
żnienia od kątów, utworzonych ruchem w kierunku strzałki, które uważać 
będziemy za dodatne. Jeżeli kąt AOP, oznaczymy przez 6, natenczas rozu-
mując w podobny sposób, jak w artykule poprzedzającym, przyjdziemy 
do tego wniosku, że wszystkie kąty ujemne, jakie mogą tworzyć z sobą kie-
runki OA i OPo, wyrażą się przez 

— 2w3r — 8 . 

.leżeli linija ruchoma, po dokonanych obrotach zajmie, położenie w trzeciej 
ćwiartce, i takie, że kąt P , OP4 6 i zawsze mniejszy od kąta prostego, na-
tenczas wszystkie kąty ujemne zakończone w trzeciej ćwiartce wyrażą się 
przez 

4 n + 1 ^ . 

Podobnież, wszystkie kąty ujemne, zakończone w drugiej ćwiartce, wyrażą 
się przez 

— (2w + 1)7: — 6 , 

zakończone zaś w pierwszej ćwiartce, wyrażą się przez 
+ 3 ^ ^ 7 1 - 6 . 

15. Opierając się na tym, że kąty rachowane w kierunku przeci-
wnym ruchowi wskazówek na zegarze są dodatne,. rachowane zaś w innym 
kierunku są ujemne, możemy kąt ujemny zakończony w pierwszej ćwiartce, 
uważać jako utworzony kilkakrotnym całkowitym obrotem w kierunku ru-
chu wskazówek na zegarze, a następnie w kierunku przeciwnym na kąt 6, 
mniejszy od kąta prostego, tym sposobem wszystkie kąty ujemne, zakończo-
ne w pierwszej ćwiartce, możemy jeszcze wyrazić w kształcie 

— 2n% 4- 6. 
Rozumując w ten sam sposób, co do kątów ujemnych, zakończonych w innych 
ćwiartkach, i pamiętając o tym, cośmy mówili o kątach dodatnych, przy-
chodzimy do wniosku, że 

2nr. + 6 , 

gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, jest ogólnym wyraże-
niem wszystkich kątów bąć dodatnych, bąć ujemnych, zakończonych 
w pierwszej ćwiartce; że 

4 n 4 - 1 , , » 

gdzie n jest liczbą całkowitą, dodatną lub ujemną, jest ogólnym wyrażę-
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niem wszystkich kątów, bąć dodatnycłi, bąć ujemnych, zakończonych 
w di-ugiej ćwiartce; źe 

(2n + 1)1: + 6, 
gdzie n jest liczbą całkowitą, dodatną lub ujemną, jest ogólnym wyraże-
niem wszystkich kątów, bąć dodatnych, bąć ujemnych, zakończonych 
w trzeciej ćwiartce; i źe wreszcie 

gdzie «jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, jest ogólnym wyrażeniem 
wszystkich kątów, bąć dodatnych, bąć ujemnych, zakończonych w czwartej 
ćwiartce. 

We wszystkich tych wzorach przez 6 rozumimy kąt dodatny, mniej-
szy od kąta prostego. 

DOPEŁNIENIE I SPEŁNIENIE KĄTA. 
16. Jeżeli suma algiebraiczna dwu kątów jest równa kątowi pro-

stemu, mówimy, że dwa kąty s ą d o p e ł n i a j ą c e m i s i ę i każdy z nich jest 
d o p e ł n i e n i e m pozostałego. Jeżeli więc oznaczymy przez x miarę teo-
retyczną kąta, wtedy dopełnieniem tego kąta będzie 

TC 

jeżeli zaś x oznaczać będzie zwykłą miarę kąta w stopniach, natenczas do-
pełnieniem tego kąta będzie 

90» — a ; . 

Jeżeli kąt A O P jest mniejszy od kąta prostego, natenczas jego dopełnie-
niem będzie kąt POB (fig. 6), 

5 jeżeli zaś kąt A O P , jest 
większy od kąta prostego, na-
tenczas jego dopełnieniem 
będzie kąt ujemny — BOPp 
Przypuśćmy, że mamy jaki-
kolwiek kąt zakończony np. 
w drugiej ćwiartce. Niech 
końcowym ramieniem tego 
kąta będzie OP,, starajmy 
się znaleść dopełnienie tego 
kąta, to jest taki kąt, aby po 
dodaniu go do kąta danego 
mieć kąt prosty. Kąt zakoń-
czony w di'ugiej ćwiartce wy-

Fig. 6. raża się, jak wiadomo, przez 
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4n + 1 TC + 6, 

gdzie 6 oznacza miarę teoretyczną kąta mniejszego od kąta prostego, mia-
nowicie 6 = B O P j . Jeżeli ramię końcowe tego kąta OP, weźmiemy za 
ramię początkowe kąta dopełnienia i kierunki dodatne i ujemne tegoż kąta 
przyjmiemy teźsame co i .dla kąta danego, natenczas dopełnieniem kąta, 
zakończonego w drugiej ćwiartce będzie 

TC 4 n + 1 fi T X - — TC — 6 , czyli 

x = — 2 w TC — 6. 
AVidzimy więc że ramieniem końcowym kąta danego będzie wtedy kie-
runek OB, Podobnie rzecz się będzie miała* dla kątów, zakończonych 
w innych ćwiartkach, zatym: jeżeli ramię, lońcoice ląła danego weźmiemy 
za ramię począthoice kąta dopełnienia, natenczas ramieniem Tcońcowym kąta 
dopełnienia hędsie zawsze kierunek prostopadłej, poprowadzonej z wierz-
chołka kąta danego do ramienia początkowego kąta, a czyniącej z tymże 
ramieniem początkowym kąt prosty. 

17. Jeżeli suma algiebraiczna dwu kątów jest równa dwu kątom 
prostym mówimy, że dwa kąty są s p e ł n i a j ą c e m i s ię i każdy z nich 
j est s p e ł u i e n i e m pozostałego. Gdy więc przez x oznaczymy miarę teo-
retyczną kąta, wtedy spełnienie tego kąta wyrazi się przez 

TT — 

gdy zaś x oznacza miarę zwykłą kąta, wyrażoną w stopniach, wtedy speł-
nienie tego kąta wyrazi się przez 

]80« — a ; : 

Jeżeli kąt AOP jest mniejszy od dwu kątów prostych, natenczas jego speł-

Y 
B 

\ A 
0 X 

Fig- 7. 

http://rcin.org.pl



1 4 TRYGONOMETKYJA PŁASKA. 

iiieniem będzie kąt P O X ' , jeżeli zaś dany kąt jest większy od dwu kątów 
prostych, jego spełnieniem będzie kąt ujemny. Przypuśćmy, że mamy jaki-
kolwiek kąt, zakończony np, w czwartej ćwiartce i niech ramieniem końco-
wym tego kąta będzie O P j (fig. 7), natenczas, jeżeli przez 6 oznaczymy kąt 
Y ' O P | mniejszy od kąta prostego, wszystkie kąty mające końcowe ramię 
0 P | , wyrażą się, jak wiadomo, przez 

4n + 3 
+ 

Starajmy się znaleść si:»ełnienie tego kąta. Jeżeli ramię OP, weźmiemy za 
ramię początkowe kąta spełnienia, a kierunki dodatne i ujemne dla tego 
kąta będziemy brali te same, co dla kąta danego, wtedy spełnienie kąta 
danego, zakończonego w czwartej ćwiartce znajdziemy ze wzoru 

4n + 3 , 
a; = 71 TT — 6 

u 

TT 
czyli X — — 2m71 — 6, 

który pokazuje, że wtedy ramieniem końcowym kąta spełnienia będzie 
kierunek 0 X ' . 

Podobnie rzecz się będzie miała dla każdpgo kąta, zakończonego 
w którejkolwiek ćwiartce. Zatym, jeżeli ramię hońcowe Tcąta danego weg-
miemy za ramię początkowe hąta spełnienia^ natenczas ramieniem Tcońco-
wym kąta spełnienia będzie zawsze kierunek wprost przeciwny kierunkowi 
ramienia początkowego kąta danego. 

PRZYKŁADY. 

1) Znaleść dopełnienie kąta 245". Odj). — 155®. 

71 3 
2) Znaleść dopełnienie kąta — . Odp. — 

o o 

3) Znaleść dopełnienie kąta 415". Odp.—325®. 

2 4- 1 
4) Znaleść dopełnienie kąta % . Odp. — nr^. Z 

5) Znaleść spełnienie kąta 135". Odp. 45". 

6 ) Znaleść spełnienie kąta . Odp. — t: . 

7) Znaleść spełnienie kąta 415". Odp. — 235". 

8) Znaleść dopełnienie kąta — 7C -f 6 . Odp. — (2 n - f 1) Z — 6. 
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4n + 3 . ^ 4 / 1 + 1 
9) Znaleść spełnienie kąta —— z — o . Odp. — —^— 7: + e . 

. , 4 n + 3 4 n + l 
10) Znaleść spełnienie kąta 7i. Odp. %. 

M 

SPÓERZĘDNE PUNKTU NA PŁASZCZYŹNIE. 

18. Wyobraźmy sobie na płaszczyźnie dwie linije proste, przecina-
ją-ce się pod kątem prostym i przedłużone nieograniczenie w obie stro-
ny, jednę z tych linij przyjmijmy za poziomą, druga przeto będzie miała 
kierunek pionowy. Jeźeli na tej samej płaszczyźnie weźmiemy punkt P, 
natenczas położenie tego punktu względem dwu prostych będzie oznaczo-
ne, skoro będziemy znali odległości PM i P N tegoż punktu od tych pro-
stych; albowiem jeżeli 
odetniemy na linijacli . ^ 
0 X i OY odpowiednio 
O M = : N P i O N = : M P , ^ 
a następnie wyprowa-
dzimy z punktu M ró-
wnoległą do OY, a z 
punktu M równoległą 
do 0 X , to te dwie li- X' « 
nije przetną się w pun-
kcie P, który właśnie 
będzie tym punktem, 
którego odległościami 
od linij 0 X i OY są Y' 
PM i PN. Otóż, od-
ległości PM i PN puii- Pig p 
ktu na płaszczyźnie od 
dwu prostych danych nazywamy s p ó ł r z ę d n e m i j) u n k t u, linije proste 
0 X i OY zowiemy o s i a m i s p ó ł r z ę d n y c h , punkt zaś ich przecięcia 
p o c z ą t k i e m u k ł a d u s p ó ł r z ę d n y c h . Ponieważ linije O X i O Y są 
prostopadłe względem siebie, przeto mówimy także, że punkt jest odnie-
siony do układu prostokątnego, czyli te spółrzędne są prostokątne. 

Spółrzędną na osi 0 X nazywamy o d c i ęt ą, spółrzędną na osi OY 
r z ę d n ą albo p r z y s t a w ą danego punktu. Odciętą oznaczać będziemy 
przez X, rzędną zaś przez y. Odpowiednio do tego, osi spółrzędne nazywa-
my: pierwszą osią odciętych, lub często osią rc-ów, drugą zaś osią rzędnych, 
lub często osią 

19. Ponieważ punkt na płaszczyźnie może zajmować cztery różne 
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położenia względem osi spółrzędnych, niezmieniając swej od nich odległo-
ści, przeto dla wyznaczenia położenia punktu na płaszczyźnie nie dosta-
teczną jest znajomość odległości punktu od osi spółrzędnych, ale potrze-
bnym jest jeszcze wskazanie kierunku, w jakim te odległości mają być li-
czone. 

Ażeby określić kierunek spółrzędnych należy uważać każdą z osi, 
jako złożoną z dwu części, które wychodzą z punktu O, w dmi kierunkach 
wprost sobie przeciwnych. Jeżeli jeden z tych kierunków przyjmiemy jako 
dodatny, drugi należy przyjąć jako ujemny; tym sposobem i spółrzędne 
punktu będą dodatne, lub ujemne, stosownie do tego, czy ich kierunki, wzię-
te od początku układu spółrzędnych będą odpowiadać kieriłnkom osi przy-
jętym, jako dodatne, lub jako ujemne. 

Za kierunek dodatny osi odciętych, którą przyjęliśmy za liniję pozio-
mą, bierze się pospolicie ten, który wychodzi z O od lewej ku prawej 
ręce t. j. 0 X , za kierunek zaś dodatny osi rzędnych bierze się ten, który 
leży ponad hniją X 'X , czyli po stronie lewej osi X , gdy, stojąc na płasz-
czyźnie, mamy wzrok zwrócony w kierunku dodatn}Tn osi X ' X to jest OY. 
Samo się przez się rozumi, że kierunki wprost przeciwTie uważać należy 

Y 

X' 
M, 

M X 

A 

1' 
Fig. 9. 

za ujemne. Przez osi spółrzędnych płaszczyzna rozdzieloną zostaje na 
cztery ćwiartki, które nazywać będziemy ćwiartką pierwszą, drugą, trzecią 
i czwartą układu spółrzędnych, odpowiednio do wprowadzonych powyżej 
ćwiartek kąta pełnego. 

Jeżeli więc punkt P znajdować się będzie w pierwszej ćwiartce ukła-
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dli spółrzędnych X O Y , rzędna i odcięta będą, dodatne; jeżeli punkt P, 
zna dować się będzie w drugiej ćwiartce YOX', rzędna będzie dodatna, 
odcięta zaś ujemna; jeżeli punkt P2 znajdować się będzie w trzeciej 
ćwiartce X' O Y', rzędna i odcięta będą ujemne; nareszcie, jeżeli punkt P3 
znajdować się będzie w czwartej ćwiartce Y ' O X , rzędna będzie ujemna, 
odcięta zaś dodatna i naodwrót, jeżeli rzędna i odcięta będą, dodatne, 
punkt znajdować się będzie w pierwszej ćwiartce, jeżeli rzędna dodatna, 
a odcięta ujemna, punkt znajdować się będzie w drugiej ćwiartce i t. d. 

Z tego, co się powiedziało W7pada, że każdy punkt na płaszczyźnie 
ma spółrzędne ściśle oznaczone i że dwie liczby rzeczywiste wyznaczają 
w zupełności położenie punktu na płaszczyźnie. Jako wniosek z definicyi 
spólrzędnych możemy wyprowadzić ten: że, jeżeli punkt znajduje się na osi 
odciętych, to jego rzędną jest zero, i że wszystkie punkty, których rzędna 
jest zerem, leżą na osi odciętych; że, jeżeli punkt znajduje się na osi rzęd-
nych, to jego odcięta jest zerem i że wszystkie punkty, których odcięta 
jest równa zeru, leżą na osi rzędnych; wreszcie, że obie spółrzędne począ-
tku układu są ró"WTie zeru i naodwrót, jeżeli rzędna i odcięta punktu są 
równe zeru, ten punkt jest początkiem układu spółrzędnych. 

PRZYKŁADY. 

Oziiaczyć położenie punlctu na płaszczyźnie, gdy jego spółrzędnemi są: 

1) + y = — 3. 
2) x = - { - 4 , 2/ = + 3. 
3) x=: — 4, y = +3. 
4) x = — y=—S. 

POJĘCIE FUNKCYJ I LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH. 

20. Niech będzie kąt X O L (fig. 10), który oznaczmy przez 6; 
jedno z jego ramion weźmy za oś odciętych, wierzchołek za początek 
układu, a prostopadłą w wierzchołku do ramienia 0 X , za oś rzędnych. 

Jeżeli na drugim ramieniu kąta obierzemy jakikolwiek punkt P, 
i poprowadzimy rzędną, utworzy nam się trójkąt prostokątny, w którym 
przeciwprostokątną będzie odległość punktu P od początku układu spół-
rzędnych, a pozostałe boki trójkąta będą przedstawiały, co do wartości bez-
względnej, spółrzędne punktu danego. 

Prostą OP, która przedstawia odległość punktu P od początku ukła-
du, zawsze uważać będziemy za wielkość bezwzględną, oznaczymy tę odle-
głość przez ?. Między temi trzema wielkościami x,y,l, możemy rozważać 
stosunki każdych dwu z nich; tych stosunków będzie sześć, mianowicie: 

BIbl. mat.-fiz,, S. III, T. lY. ^ 
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one oczywiście, jako stosunki dwu odcinków, przedstawiają liczby oderwane, 
które mogą być dodatne lub ujemne, zależnie od tego, jakiemi są x i fj. 

Ponieważ z podobieństwa trójkątów 
nika, źe 
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przeto wartości tych stosunków nie zależą od punktu P, dowolnie obranego 
na ramieniu końcowym kąta, czyli, że dla danego kąta są one stałe. 

Z tych. stosimków: stosunek — to jest, stosunek rzędnej do odległości zo-
CC wiemy w s t a w ą kąta 6 (sinus); stosunek t. j. stosunek odciętej do od-
l 

ległości zowiemy d o s t a w ą kąta 6 (cosinus); stosunek — t. j. stosunek 
X 

rzędnej do odciętej zowiemy styczną kąta 6 (tangens); stosunek — t. j. sto-
y 

sunek odciętej do rzędnej zowiemy d o s t y c z n ą kąta 6 (cotangens); stosu-

nek — t. j. stosunek odległości do odciętej zowiemy sieczną kąta 8 (secans); oc 
wreszcie, stosunek — t. j. stosunek odległości do rzędnej zowiemy do-

y 
s i e c z n ą kąta 6 (cosecans). Zatym, jeżeli icierzchołeh kąta weźmiemy za 
jgocząteh uMadu, a jedno z jego ramion za oś odciętych, natenczas: 

1) liczbę^ uyrazającą stosuneh rzędnej jahiegoholtvieh punTctu, poło-
żonego na ramieniu Icońcowym kąta, do odległości tegoż punktu od po-
czątku uMadu, nazywamy wstawą kąta danego; 

2) liczbę, wyrażającą stosunek odciętej jakiegokoltuiek punktu, poło-
żonego na ramieniu końcowym kąta do odległości tegoż punktu od począ-
tku układu, nazyioamy dostawą kąta danego; 

3) liczbę, wyrażającą stosunek rzędnej jakiegokolwiek punktu, poło-
żonego na ramieniu końcoimjm kąta, do odciętej tegoż punktu, nazywamy 
styczną kąta danego; 

4) liczbę, wyrażającą stosunek odciętej jakiegokolwiek punktu, poło-
żonego na ramieniu końcowym kąta do rzędnej tegoż punktu, nazywamy 
dostyczną kąta danego; 

5) liczbę, wyrażającą stosunek odległości jakiegokolwiek punktu, 
położonego na ramieniu końcowym kąta od początku układu do odciętej 
tegoż punktu, nazywamy sieczną kąta danego; 

6) liczbę, wyrażającą stosunek odległości jakiegokolwiek punktu po-
łożonego na ramieniu końcowym kąta od początku układu do rzędnej tegoż 
punktu, nazywamy dosieczną kąta danego. 

Z zestawienia z sobą stosunków powyżej przytoczonych, wprost wyni-
ka, źe trzy ostatnie stosunki są odwrotnościami trzech pierwszych stosun-
ków, z tych powodów, dostyczną, sieczną i dosieczną kąta danego, możemy 
jeszcze określić w ten sposób: dostyczną kąta danego jest odwrotnością jego 
stycznej-, sieczna kąta danejo jest odwrotnością jego dostawy; dosieczną 
kąta danego jest odivroinością jejo tostazcy. 
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Zauważyć jeszcze możemy, że gdy dany jest kąt, natenczas jego wsta-
wa, dostawa i t. d, są dokładnie oznaczone, t. j źe danemu kątowi odpowia-
da jedna tylko wstawa, jedna tylko dostawa i t. d. 

Z tego względu, stosunki te odgrywają ważną rolę przy mierze kątów 
i dlatego otrzymały oddzielne nazwy. Ogólnie te stosunki nazyw^ać będzie-
my f u n k c y j a m i k o ł o w e m i albo g o n i o m e t r y c z n e m i alboteż 
f u n k c y j a m i t r y g o n o m e t r y c z n e m i kąta. 

Badanie własności funkcyj trygonometrycznych i związków, jakie 
między niemi zachodzą, stanowi główny przedmiot T r y g o n o m e t r y i . 
Niektórzy autorowie tę część Trygonometryi, która zajmuje się własnościa-
mi funkcyj trygonometrycznych i związków między niemi zachodzących, 
nazywają G o n i o m e t r y j ą, a zastosowanie funkcyj trygonometrycznych 
do rowiązy^yania trójkątów, nazywają właściwą Trygonometryją; my je-
dnak tego podziału uwzględniać nie będziemy. 

21. Ojirócz, powyżej określonych funkcyj trygonometrycznych, wpro-
wadzane są jeszcze dwie fmikcyje trygonometryczne, mianowicie w s t a -
wa o d w r o t n a k ą t a (sinus versus) i d o s t a w a o d w r o t n a k ą t a 
(cosinus versus). Pierwsza jest różnicą między jednością i dostawą 
kąta t. j. 1 — cosinus, druga zaś różnicą między jednością i wstawą kąta 
t. j. 1 — sinus; z uwagi jednak, źe obie te funkcye nie przedstawiają wiel-
kiego użytku w nauce, mówić o nich szczegółowo nie będziemy. 

22. Jeżeli oznaczymy przez 6 dany kąt, to dla oznaczenia funkcyj 
trygonometrycznych tego kąta t. j. wstawy (sinus), dostawy (cosinus), sty-
cznej (tangens), dostycznej (cotangens), siecznej (sGCaiis), dosieczncj (cosc-
cans), używać będziemy następujących skróceń: 

sin 6, cos 6, tg 6, cotgG, sec 6, cosec O, 
a więc 

A ) 
x l l 

cotg G = — , sec 6 = — , cosec 6 = — 
" 2/ ' X ' y 

23. Ponieważ każdy kąt wyrażamy bąć w stopniach, bąć w mie-
rze teoretycznej, która jest liczbą oderwaną, to i odpowiednie znakowanie 
wprowadzamy do oznaczenia funkcyj trygonometrycznych kąta i tak, np, 
wstawę kąta, który ma za miarę łuk koła, zakreślony z wierzchołka kąta, 
między jego ramionami, a równy promieniowi koła, który to kąt, jak wia-
domo, wynosi 57", 17', 44"806, oznaczymy, w mierze zwykłej przez 

sin(57» 17' 44",SOG), 
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w mierze zaś teoretycznej przez 

sin 1. 

AV ogólności, jeżeli mamy kąt podany w mierze teoretycznej, np. m, wstawę 
jego oznaczymy przez sin w, (gdzie wi jest liczbą jakąkolwiek) i przez nią 
rozmnieć będziemy wstawę takiego kąta, który ma za miarę łuk koła, 
zakreślonego z wierzchołka jako środka, a zaw^arty między jego ramio-
nami, który równa się m promieniom tegoż koła. 

24. Ponieważ rzędna punktu jest dodatna w pierw^szej i drugiej 
ćwiartce układu, ujemna zaś w trzeciej i czwartej ćwiartce, odcięta zaś jest 
dodatna w pierwszej i czwartej ćwiartce układu, ujemna zaś w ćwiartkach 
drugiej i trzeciej, przeto przypatrując się wzorom (1) art. 22-go, widzi-
my; 1) że, jeżeli ramig końcowe kąta danego znajduje się w pierwszej 
ćwiartce układu, natenczas wszystkie funkcyje trygonometryczne są do-
d a t n e ; 2) że, jeżeli riamię końcowe kąta danego znajduje się w drugiej 
ćwiartce układu, natenczas wstawa i dosieczna są d o d a t n e , pozostałe 
zaś funkcyje trygonometryczne są u j e m n e ; 3) że, jeżeli ramię końcowe 
kąta danego znajduje się w trzeciej ćwiartce układu, natenczas styczna 
i dostyczna są d o d a t n e, pozostałe funkcyje trygonometryczne są u j em-
ne ; 4) że, jeżeli ramię k«ońcowe kąta danego znajduje się w czwartej ćwiart-
ce układu, natenczas dlostawa i sieczna są d o d a t n e , pozostałe zaś fun-
kcyje trygonometryczne są u j e m n e. 

Wnioski to dają się schematycznie przedstawić w sposób nastę-

Funkcyje w I-ej 
ćwiartce 

w II-ej 
ćwiartce 

w Ill-ej 
ćwiartce 

w IV-ej 
ćwiartce 

wstawa + + — ,— 
dostawa -f- — — + 
styczna + — + — 

dostyczna -1-1 — + — 

sieczna + — — + 
dosieczna + 4- — — 

Z tego się jasno pokazuje: 1) że, jeżeli wstawa pewnego kąta jest do-
datna, kąt a raczej ramię końcowe kąta, znajduje się w pierwszej lub dru-
giej ćwiartce, jeżeli zaś wstawa jest ujemna kąt znajduje się w trzeciej lub 
czw^artej ćwiartce; 2) że, jeżeli dostawa jest dodatna, kąt znajduje się 
w pierwszej lub czwartej ćwiartce, jeżeli zaś jest ujemna kąt znajduje się 
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W drugiej lub trzeciej ćwiartce; 3) źe, jeżeli etyczna jest dodatna kąt znaj-
duje się ŵ  pierw^szej lub trzeciej ćwiartce, jeżeli zaś styczna jest ujemna, kąt 
znajduje się w drugiej lub czw^artej ćwdartce i t. d. 

25. Jeżeli na figurze (art. 20), na której kąt X O L nazwaliśmy 6, 
rozważać będziemy kąty 2tc + 6, 4 7 : - 1 - 6 , . . . , w ogóle 2m7: -f G i na koń-
cowym ramieniu OL, każdego z tych kątów, obierzemy tensam punkt P, 
to zaw ŝze mieć będziemy teżsame wielkości Z, tak, iż 

wskutek tego według w ẑorów (1) art. 22-go, 

w ogóle 

(1) 

Jeżeli w tym wzorze wyprowadzimy oznaczenie 

otrzymamy 

na mocy zaś wzoni (1) 

stąd 

a że 

(2) przeto f 

Oba te wzory możemy ująć w jeden 

(3) 
Podobnież rozumując, przyszlibyśmy do wzorów: 

(4) 
<5) 
(6) 
(7) 

(8) . . , 
AVidzimy zatym, źe wartości funkcyj trygonometrycznych pewnego kąta 
pozostają teżsame, gdy do niego dodamy lub też od niego odejmiemy cał-
kowitą ilość kątów pełnych. 
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26. Wiemy, źe funkcyje trygonometryczne są liczbami oderwanemi. 
J ak każdą liczbę oderwaną, tak i funkcyje trygonometryczne możemy 
przedstawić gieometrycznie zapomocą długości pewnych odcinków, umó-
wiwszy się co do wyboru jednostki. Jeżeli promieniem równym jednostce, 
zakreślimy z wierzchołka kąta danego 6 okrąg koła (fig. 11), który prze-
tnie ramiona kąta danego w punktach A i B, prostopadłą zaś poprowadzo-
ną z wierzchołka do ramienia OA, przetnie w punkcie C, natenczas, jeżeli 
z punktu B spuścimy prostopadłe BD i BE na OA i OC, z punktów 
A i C poprowadzimy styczne do okręgu koła aż do przecięcia się z prze-
dłużeniem linii OB w pimktach F i G, nadto w punkcie B styczną do okrę-

? G/ 

e 
D 

0 

E 

' V 
E 

Fig. 11. 

gu koła, aż do przecięcia się z przedłużeniami linij OA i OB w punktach 
H i J ; na zasadzie definicyi funkcyi trygonometrycznych, mieć będziemy 
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. . BD BD 

, OD OD ^ ^ 

, . BD A F A F 

, , OD EB CG CG 

. OB OF OH OH 

. OB OB OG 0 1 

otrzymujemy zatym w sposób gieometryczny przedstawione fimkcyje trygo-
nometryczne. W ten sposób przedstawione fimkcyje trygonometryczne 
zowiemy l i n i j a m i t r y g o n o m e t r y c z n e m i . Temi to właśnie linijami 
wyłącznie się zajmowano w dawnych dziełach trygonometrycznych. Zatym, 
wstawą kąta 6, uważaną za liniją trygonometryczną, jest odcinek BD, dosta-
wą OD, styczną AF, dostyczną CG, sieczną OH, dosieczną 011. j. w kole 
0 promieniu równym jedności: wstawa jest długością -prostopadłej, spusscso-
nej z hońca łuku, danemu kątowi odpowiadającego, na średnicę, przecho-
dzącą przez począteJc tegoż łuku; styczna trygonometryczna jest odcinlciem 
stycznej gieometrycznej, poproivadzonej do tegoż koła w końcu promienia, 
przechodzącego przez początek łuku, zawartym między tymże punktem, 
a przedłużeniem średnicy, przechodzącej przez koniec łuku; sieczna jest od-
cinkiem średnicy, poprowadzonej przez początek łuku, zawartym międmj środ-
kiem koła i punktem przecięcia się tejże średnicy ze styczną gieometrycaną, 
poprowadzoną do koła w końcu łuku, danemu kątowi odpoioiadającego. 

Co się tyczy odcinków: OD przedstawiającego dostawę, CG dostyczną, 
0 1 dosieczną kąta danego, zauważmy, źe, gdy dla dopełnienia kąta 6 to 
jest kąta BOC, w którym prosta OB jest ramieniem początkowym, wykre-
ślimy, według tylko co podanych określeń, wstawę, styczną i sieczną, naten-
czas, C K będzie wstawą, B J będzie styczną, a OG sieczną tego kąta BOC. 
Z równości zaś trójkątów CKO i BEO, oraz trójkątów IBO i OCG wypa-
da, ze sin BOC = CK = BE = OD = cos 6; tg B O C = B I = C G = c o t g 8; 
sec BOC = OG = 0 1 = cosec6. Że zaś kąt BOC jest dopełnieniem kąta 
AOB, przeto według tych związków, linije trygonometryczne dostawa, do-
styczną i dosieczną kąta danego, są równe odpowiednio wstawię, stycznej 
i siecznej dopełnienia kąta danego. 

Rozpatrując się w czterech naszych figurach, widzimy: że wstawy 
BD kątów kończących się w pierwszej ćwiartce, które jak wiemy (art. 24), 
są dodatne, przedstawione są przez proste nad średnicą poziomą, zaś ujem-
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ne Ystawy (kątów, zakończonych w trzeciej i czwartej ćwiartce), przez pro-
ste }od tąż średnicą;, że styczne A F dodatne (kątów, zakończonych w joierw-
szej i trzeciej ćwiartce) są nad średnicą poziomą, zaś ujemne (kątów, za-
kończonych w drugiej i czwartej ćwiartce) znajdują się pod nią, a wszyst-
kie przechodzą przez początek A ; że sieczne OH dodatne (kątów, zakoń-
czonych w pierwszej i czwartej ćwiartce) przypadają na średnicy poziomej 
z pnwej strony średnicy pionowej, zaś ujemne (kątów, zakończonych w dru-
giej i trzeciej ćwiartce) znajdują się po lewej stronie średnicy pionowej, 
a zawsze liczą się od środka koła; że dostawy OD dodatne (kątów, zakoń-
czonych w pierwszej i czwartej ćwiartce) przypadają z prawej strony śre-
dnicy pionowej, dostawy zaś ujemne (kątów zakończonych w drugiej i trze-
ciej ćwiartce), z lewej strony tejże średnicy; że dostyczne CG- dodatne (ką-
tów, zakończonych w pierwszej i trzeciej ćwiartce) przypadają z prawej 
stroiy średnicy pionowej, ujemne zaś (kątów, zakończonych w drugiej 
i czvartej ćwiartce) z lewej strony tejże średnicy; że dosieczne 0 1 dodatne 
(kąt)w, zakończonych w pierwszej i drugiej ćwiartce) przypadają na śre-
dnic/ pionowej w jej kierunku dodatnym t. j. nad średnicą poziomą, do-
sieczne zaś ujemne (kątów, zakończonych w trzeciej i czwartej ćwiartce) 
przypadają w kierunku ujemnym średnicy pionowej czyli pod średnicą po-
ziomą, a zawsze liczą się od środka koła. 

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE KĄTÓW DOPEŁNIAJĄCYCH SIĘ. 

27. Niech będzie kąt L 0 X , który oznaczmy przez 6, (fig. 12), bąć 
w stopniach, bąć w mierze teoretycznej wyrażony, natenczas kąt LOY, ma-
jący początkowe ramię OL, a końcowe ramię OY, jakto widzieliśmy w art. 
16-yai, będzie dopełnieniem kąta danego i wyrazi się przez 90® — 6 lub 

6. Jeżeli liniją OL weź-
miemy za ramię początkowe 
kąta, a OY za ramię końcowe, 
natenczas biorąc na linii OY 
taki punkt Q, aby O Q = i O P , 
na 2asadzie definicyi funkcyj 
trygonometrycznych art. 20, bę-
dziemy mieli 

s i n L O N = ^ ^ 

cos LON = 

0 Q ' 
OR 
0 Q ' 

Fig. 12. 
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że zaś z równości trójkątów 
mamy 

r: £c, < 
: nadto z za-

łożenia 0 Q = ON = l, przeto 
mieć będziemy 

Że zaś dopełnieniem kąta danego LOX jest kąt, mający początkowe ramię 
OL, a końcowe OY, przeto z powyższych wzorów w}Tiika, że funkcyje try-
gonometryczne: wstawa, styczna i sieczna dopełnienia kąta danego są ró-
wne odpowiednio dostawie, dostycznej i dosiecznej kąta danego, i naodwrót, 
dostawa, dostyczna i dosieczna dopełnienia kąta danego są równe odpo-
wiednio wstawię, stycznej i siecznej kąta danego. 

Jeżeli więc przez 6 rozumieć będziemy miarę teoretyczną kąta dane-
go, powyżej wyrażone związki, dają się przedstawić w kształcie nastę-
pującym: 

(1) 

( 2 ) 
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(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

jeżelibyśmy zaś przez 6 rozumieli zwykłą miarę w stopniach, powyższe 
związki dadzą, się przedstawić w kształcie następującym 

PEZYKŁADY. 
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FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE KĄTÓW SPEŁNIAJĄCYCH SIĘ. 

28. Niech będzie kąt LOX (fig. 13), który oznaczmy przez G, bąć 
w stopniach, bąć w mierze teoretycznej wyrażony, natenczas spełnieniem 

tego kąta, jakto widzieliśmy 
w art. 17-ym, będzie kąt, mają-
cy początkowe ramię OL, koń-
cowe zaś 0 X ' i wyrazi się przez. 
TC — e lub 180® — e. 

Jeżeli prostą OL weźmie-
my za początkowe ramię kąta, 
a 0 X ' za ramię końcowe tegoż 
kąta, natenczas biorąc na linii 

Fig 13. X ' X taki pimkt Q, aby 0 Q == 
n r O P , i spuszczając z punktu Q prostopadłą na przedłużenie linii OL, 
mieć będziemy 

QR PM . „ sin L O X ' = sin (;c 

cos LOX' = cos (tc — 6) = — 

tg L 0 X ' = tg(7r —6) = — 

cotg LOX' = cot — 6) = — 

O ^ 
oą 
QR 

OR 
OR 

OM 

PM 
OM 
OM 
PM 

tg 6, 

-cotg0, 

sec LOX' = sec (iz — 6) OR 

cose LOX' == cosec (tt — 6) = = ^ ^ = cosec 6, 

z czego wynika, że wstawa i dosieczna spełnienia danego kąta są równe 
tak co do wielkości jakoteż i znaku odpowiednio wstawię i dosiecznej kąta 
danego, zaś dostawa, styczna, dostyczna i sieczna spełnienia kąta danego 
są równe co do wielkości odpowiednio, dostawie, stycznej i siecznej kąta da-
nego, ale znaku przeciwnego i naodwrót: wstawa i dosieczna kąta danego 
jest równa co do wielkości i znaku wstawię i dosiecznej kąta spełnienia, 
pozostałe zaś funkcyje trygonometryczne kąta danego są równe co do wiel-
kości, a znaku przeciwnego, odpowiednio funkcyjom trygonometrycznym 
kąta spełnienia. 

Jeżeli więc dla kąta danego 6 przyjmiemy zwykłą miarę w stopniach, 
natenczas powyższe związki dają się przedstawić w kształcie następującymi 
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jeżeli zaś przez 6 rozumiemy miarę teoretyczną kąta, powyższe związki 
przedstawić się dadzą w kształcie następującym: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

<6) 

PRZYKŁADY. 
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ZMIANY, JAKIM PODLEGAJĄ FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE, GDY 
KĄT WZRASTA. WARTOŚCI KRAŃCOWE FUNKCYJ TRYGONOMETRY-

CZNYCH. 

29. Niech będzie układ osi spółrzędnych Y O X (fig. 14). Jeżeli 
linija OL ruchoma obracać się będzie około punktu O, natenczas z liniją 

stałą 0 X , tworzyć bę-
dzie w danej chwili kąt, 
który oznaczmy przez 6 
jeżeli na tej linii rucho-
mej obierzemy punkt P, 
odległość tego punktu 
od początku układu O, 
weźmiemy za jedność, 
i oznaczymy przez x\y 
spółrzędne punktu P, 
funkcyje trygonometry-
czne kąta L O X , jak 
wiadomo, wyrażą się 
przez 

sin 6 = 2/? Fig. 14. 

Zachodzi pytanie, jakim zmianom ulegają funkcyje trygonometryczne, gdy 
linija ruchoma OL w swoim obrocie tworzy coraz inne kąty. 

Gdy linija OL schodzi się z liniją 0 X t. j. z osią odciętych,, kąt jest 
zerem, rzędna punktu P jest zerem, odcięta zaś równa jedności, zatym wsta-
wa jest zerem , dostawa jednością, styczna zerem, dostyczna nieskończenie 
wielką, sieczna jednością, a dosieczna nieskończenie wielką. 

Jeżeli linija ruchoma, pozostaje w pierwszej ćwiartce układu spół-
rzędnych, rzędna i odcięta są dodatne, a nadto rzędna rośnie, odcięta zaś 
maleje, zatym w pierwszej ćwiartce układu spółrzędnych, wstawa styczna 
i sieczna, wzrastają z obrotem linii OL, pozostałe zaś funkcyje trygono-
metryczne maleją. 

Jeżeli linija ruchoma OL, zajmie położenie OY, prostopadłe do 0 X , 
natenczas rzędna będzie równa jedności, odcięta zaś równa zeru, zatym 
funkcyje trygonometiyczno kąta YOX, czyli kąta prostego, będą miały 
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następujące wartości: wstawa będzie równa jedności, dostawa zeru, sty-
czna będzie nieskończenie wielką, dostyczna równa zeru, sieczna nieskoń-
czenie wielką, dosieczna zaś równa jedności. 

Gdy linija ruchoma zajmie położenia OP, w drugiej ćwiartce układu, 
natenczas rzędna będzie dodatna, odcięta zaś ujemna i rzędna będzie ma-
lała z obrotem linii OL, odcięta zaś co do wartości bezwzględnej będzie 
się zwiększała, zatym w drugiej ćwiartce układu: wstawa będzie się 
zmniejszała, dostawa będzie rosła, styczna będzie się zmniejszała, dostycz-
na rosła, sieczna będzie się zmniejszała, a dosieczna rosła. Skoro linija 
ruchoma zajmie położenie 0 X ' wprost przeciwne kierunkowi 0 X i z hniją 
0 X utworzy kąt półpełny, czyli dwa kąty jDroste, natenczas rzędna będzie 
zerem, a odcięta rÓAvna jedności ujemnej, funkcyje trygonometryczne za-
tym kąta półpełnego, czyli dwu kątów prostych, otrzymują następujące 
wartości: wstawa będzie zerem, dostawa jednością ujemną, styczna zerem, 
dostyczna nieskończenie wielką, sieczna jednością ujemną, dosieczna nie-
skończenie wielką. 

Przez podobne rozumowanie możemy wyprowadzić odpowiednie kon-
kluzyje dla kątów, kończących się w trzeciej i czwartej ćwiartce układu. 

30. Widzieliśmy, że styczna kątów, zakończonych w pierwszej 
ćwiartce jest wciąż dodatna, w drugiej zaś wciąż ujemna, w miarę powię-
kszania się kąta w pierwszej ćwiartce wciąż wzrasta i dochodzi do wartości 
nieskończenie wielkiej dodatnej; zaś w drugiej ćwiartce od wartości nie-
skończenie wielkiej ujemnej, bezwzględnie wciąż maleje, tak, iż dla kąta 

i w ogóle dla kąta 2mt -f = — s t y c z n a ma dwie wartości 

00 i — 00 . Rozumieć to należy w ten sposób, że gdy kąt tz 
u 

uważamy za kraniec wzrastających kątów, kończących się w pierwszej 
ćwiartce, to jego styczną należy przyjmować jako -j- 00, jeżeli zaś tenże kąt 

^ uważamy za kraniec, malejących kątów, kończących się w drugiej 
ćwiartce, to jego styczną jest — 00. Podobnie zauważyć możemy, że 

TC 4 1 
sieczna kąta — lub —^— ^ ^^^ wartości -f- 00 i — 00 , stosownie 

do tego, czy kąt — - — :: jest wartością krańcową kątów zwiększających 

się, zakończonych w pierwszej ćwiartce, czyteż kątów zmniejszających się, 
zakończonych w drugiej ćwiartce. 

31. AYnioski, otrzymane z powyższych rozumowań, przy uwzglę-
<hiieniu algiebraicznych wartości dadzą się przedstawić schematycznie 
w sposób następujący: 
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gdy kąt 

rośnie od O do do do do 
w 3 t a w a 
rośnie od O do maleje do maleje do rośnie do 
d o s t a w a 
maleje od 1 do maleje do rośnie do rośnie do 
s t y c z n a 
rośnie od O do - oo do rośnie do ) rośnie do 
d o s t y c z n a 
maleje od oo do maleje do maleje do maleje do 
s i e c z n a 
rośnie od 1 do - OD rośnie do maleje do o maleje do 
d o s i e c z n a 
maleje od ao do rośnie do rośnie do maleje do 

32. Z powyzszycli trzech artykułów, wynika: ze wstawa i dostawa 
posiadać może wartości włącznie: od — 1 do -f 1; styczna i dostyczna 
od —̂ 00 do + 00 ; sieczna i dosieczna od — oo do — 1, tudzież od + 1 
do + 00. 

PEZYKŁADY. 

SPROWADZENIE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH KĄTÓW JAKIEJ-
KOLWIEK WIELKOŚCI DO FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH KĄTA 

MNIEJSZEGO OD KĄTA PROSTEGO. 

33. Z tego, cośmy dotąd powiedzieli o funkcyach trygonometry-
oznych, w^ynika, że gdy rozważamy funkcyje trygonometryczne kątów, za-
kończonych w którychkolwiek dmi różnych ćwiartkach, to one otrzymują 
teżsame w^artości bezwzględne, a różnić się mogą znakami, tak np. dosta-
wy kątów drugiej ćwiartki, co do w^artości bezwzględnej przechodzą przez 
wszystkie wartości od zera do jedności, przez które także przechodzą do-
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stawy kątów czwartej ćwiartki i t. p.; możemy przeto dążyć do tego, aby 
mając funkcyją trygonometryczną jakiegokolwiek kąta, znaleść taki kąt 
pierwszej ćwiartki, któregoby pewna funkcyja trygonometryczna miała tęż 
samą wartość bezwzględną, co funkcyja trygonometryczna kąta danego, 
wskutek czego, możnaby tę ostatnią wyrazić przez funkcyje trygonometry-
czne kąta mniejszego od kąta prostego, uwzględniając przytym właściwy 
znak. 

34. Widzieliśmy w art. 27-ym i 28-ym, że jeżeli przez 9 rozumiemy 
jakikolwiek kąt dodatny, natenczas . 

(1) s i n ( | - — e j = cose, 

(2) sin (it — e) = sine. 
Otóż przy pomocy tych wzorów, przez funkcyje trygonometryczne kąta 9 
możemy wyrazić wstawę i dostawę kątów, różniących się od kąta 9 o jaką-

TC 
kolwiek ilość kątów prostych i tak, jeżeli weźmiemy kąt -^r- + 9, naten-

czas na zasadzie wzoru (2) 

sin + 9^ =s in^7 t — — 9 j = sin ( y — = cos®? 

w ten sposób wyrażać się będą wstawy kątów różniących się o . 
a 

Jeżeli w tym wzorze do kąta 9, dodamy lub też od niego odejmiemy 
całkowitą ilość kątów pełnych, to na zasadzie art. 25-go, wartość wstawy 
nie ulegnie zmianie i będziemy mieli wzór ogólny (3) sin + 9 ) = cos 9, 

gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną albo 
także zero. 

Jeżeli w szczególności przyjmiemy, że kąt 9 jest mniejszy od kąta 
prostego, wzór powyższy pokazuje, w jaki sposób wstawę kąta dodatnego, 
zakończonego w drugiej ćwiartce, możemy wyrazić przez dostawę kąta 
mniejszego od kąta prostego. 

Jeżeli znowu wzorów (2), (3), (4), (5) i (6), artykułu 27-go i 28-go 
użyjemy do znalezienia pozostałych funkcyj trygonometrycznych kąta 
TC • ~ir + przyjdziemy do następujących wzorów a 

(4) cos ,t + 9) = — sin 9, 

Bibl. iB«t.-fiz. , 8. m , T. IV. 3 
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(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

35. Jeżeli następnie rozważać będziemy kąt 71 + 6, natenczas na 
zasadzie wzorów (1) i (4) artykułu poprzedzającego, mieć będziemy 

w ten sposób zatym wyrażać się będą wstawy kątów różniących się o z. 
Jeżeli w tym wzorze do kąta 6, dodamy lub od niego odejmiemy cał-

kowitą ilość kątów pełnych, to na zasadzie wzorów art. 25-go wartość wsta-
wy nie ulegnie zmianie i będziemy mieli wzór ogólny 

(1) 
gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo 
także zero. 

Jeżeli znowu wzorów (3), (4), (5), (6), (7), (8), artykułu poprzedzają-
cego, użyjemy do znalezienia pozostałych funkcyj trygonometrycznych kąta 
T: -f G, przyjdziemy do następujących wzorów 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
Jeżeli w szczególności przyjmiemy, że kąt G jest mniejszy od kąta prostego, 
wzory powyższe pokazują, w jaki sposób funkcyje trygonometryczne kąta 
dodatnego, zakończonego w trzeciej ćwiartce, możemy wyrazić przez odpo-
wiednie funkcyje trygonometryczne kąta mniejszego od kąta prostego. 

36. Jeżeli nakoniec rozważać będziemy kąt ^ + G, natenczas na 

zasadzie wzorów dwu poprzednich artykułów, mieć będziemy 

w ten zatym sposób wyrażać się będą wstawy kątów różniących się o 
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Jeżeli w powyższym wzorze do kąta G dodamy lub od niego odejmie-
my całkowitą ilość kątów pełnych, to na zasadzie wzorów art. 25-go, war-
tość wstawy nie ulegnie zmianie i będziemy mieli wzór ogólny 

(1) 

gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo 
także zero. 

Jeżeli wzorów dwu poprzedzających artykułów użyjemy do znalezie-
3 

nia pozostałych funkcyj trygonometrycznych kąta - ^ i t + d, przyjdziemy 

do następujących wzorów 

Jeżeli w szczególności przyjmiemy, że kąt 6 jest mniejszy od kąta proste-
go, wzór powyższy pokazuje, w jaki sposób funkcyje trygonometryczne kąta 
dodatnego, zakończonego w czwartej ćwiartce, możemy wyrazić przez od-
powiednie funkcyje trygonometryczne kąta mniejszego od kąta prostego^ 

PRZYKŁADY. 
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FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE KĄTÓW UJEMNYCH. 

37. Niech będą dwa kąty L O X i L ' O X (fig. 15), równe co do. 
bezwzględnej wartości, a utworzone ruchem linii 0 X w kierunkach wprost 

sobie przeciwnych. Je-
żeli pierwszy z tych ką-
tów oznaczymy przez 
+ 6, drugi wyrazi się 
przez — 6, gdzie przez 
6 rozumiemy wartość 
bezwzględną jakiego-
kolwiek kąta. Na kie-
runkach OL i OL',̂  
obierzmy dowolne pun-
kty P i P' i spuśćmy 
z tych punktów prosto-
padłe do 0 X . Z F)-
dobieństwa trójkjfctów 
OPM i OP,Mi wyniku,, 
ze co do bezwzględnej 
wartości 

>1 

Ponieważ w tym wy-
padku rzędne punktów 

Fig. lóo. p i P j mają kierunki 
TQ)rost sobie przeciwne t. j . P iMj względem PM dodatnego, przeto są 
znaku przeciwnego, będzie więc 

zatym 

<1> 

http://rcin.org.pl



r U N K C r j E TEYGONOMETRYCZNE KĄTÓW UJEMNYCH. 3 8 . 37 

tczyli, że lustaica hąta ujemnego równa się ujemiej wstawię Icąła dodatnega 
tejsamej wielkości. 

Podobnież mamy z podobieństwa tychże trójkątów. 

_ OM 
OP, OP ' 

że zaś OM, i OM ze zmianą kątów G i — G nie ulegają zmianie znaku, bo-
wiem przyjmują tensam kierunek, przeto powyższe stosunki zgadzają się 
z sobą i co do znaków, zatym 

(2) cos (—G) = cosG, 

czyli, że dostawa hąta ujemnego jest róiona tale co do tvielkości, jakoteś 
i znaku dostawie tejsamej wielkości kąta dodatnego. 

W podobny sposób możemy dowieść, że 

(3) t g ( - G ) = - t g 6 , 

(4) cotg (— G) — cotg G, 

(5) sec (—G) = secG, 

(6) cosec (— G) = — cosec G. 

Z dowodu, prowadzącego nas do powyższych wzorów, wynika, że wzory te 
mają miejsce jakiejkolwiek wielkości byłby kąt G, zatym, że są ogólne. 

38. Jeżeli we wzorach artykułu poprzedzającego do kąta — G do-
damy lub od niego odejmiemy całkowitą ilość kątów pełnych, to na zasa-
dzie art. 25-go, wartości funkcyj trygonometrycznych nie ulegną zmianie 
i będziemy mieli wzory ogólne 

(1) sin {2n% — G) = — sinG = sin (— G), 

(2) cos (2 w TT — G) = cos G = cos (— G), 

( 3 ) t g (2W7U — G ) = — t g G = t g ( - G), 

(4) cotg (2 w t: — G) = — cotg G = cotg (— G), 

(5) sec (2nTT — G) = sec0 = sec (— G), 

(6) cosec (2 M TT — 6) = — cosec G cosec 6), 

gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo 
także zero. 

Okazuje się zatym, źe wzory wyprowadzone w art. 25-ym, dla przy-
padku, gdy kąt G jest dodatny, mają miejsce i wtedy gdy kąt G jest ujemny. 
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39. Jeżeli we wzorach art. 27-go, mianowicie: 

do kąta dodamy lub od niego odejmiemy całkowitą ilość kątów 
pełnych, to na zasadzie wzorów art. 25-go wartości funkcyj trygonometry-
cznych nie ulegną zmianie, a uwzględniając wzory art. 37-go, mieć bę-
dziemy 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo 
także zero. 

Przyszliśmy więc do wzorów, które pokazują, że wyprowadzone 
"W -art. 34-ym wzory dla przypadku, gdy 6 oznacza kąt dodatny, mają miej-
sce i wtedy, gdy kąt 6 jest ujemny. 

40. Jeżeli we wzorach art. 28-go, mianowicie: 
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do kąta ic — 6 dodamy lub od niego odejmiemy całkowitą ilość kątów peł-
nych, to na zasadzie wzorów art. 25-go, wartości funkcyj trygonometry-
cznych nie ulegną zmianie, a jeżeli uwzględnimy wzory art. 37-go, mieć 
będziemy 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo 
także zero. 

Równości te pokazują nam, że wzory, wyprowadzone w art. 35-ym, 
dla przypadku gdy G oznacza kąt dodatny, mają miejsce i wtedy, gdy 
kąt 6 jest ujemny. 

41. Jeżeli nakoniec rozważać będziemy funkcyje trygonometryczne 
3 

kąta -jr- — 6 i uwzględnimy związki, zachodzące między kątami dopeł-a 

niającemi się (art. 27-my), tudzież związki art. 37-go, mieć będziemy 

3 a jeżeli do kąta — t: — 6 dodamy lub od niego odejmiemy całkowitą ilość kątów pełnych, to na zasadzie wzorów art. 25-go, wartości funkcyj trygo-
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nometrycznycli nie ulegną zmianiCj a uwzględniając wzory art. 37-go, 
mieć będziemy: 

(1) sin — e ) = - cos(— 6), 

(2) cos + ^ TT—e) s i n ( - e), 

(3) tg = _ c o t g ( - 6 ) , 

(4) cotg ( — ^ ^ - e ) = - tg ( - 6), 

(5) sec ^ TC — = cosec(— 6), 

(6) cosec _ e^ = — sec (— 6), 

gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo 
także zero. 

Równości te pokazują nam, że wzory wyprowadzone w art. 36-ym 
dla przypadku, gdy 6 oznacza kąt dodatny, mają miejsce i wtedy, gdy 
kąt 6 jest ujemny, 

42. Wzory wyprowadzone w czterech poprzednich artykułach, je-
żeli w nich w oznacza liczbę ujemną, pokazują nam, w jaki sposób funkcyjt! 
trygonometryczne kątów ujemnych dają się wyrazić przez funkcyje trygo-
nometryczne kąta dodatnego 6, a jeżeli w szczególności przez 6 rozuniie(5 
będziemy kąt dodatny mniejszy od kąta prostego, wzory powyższe poka-
żują nam, w jaki sposób funkcyje trygonometryczne kątów ujemnych, za-
kończonych w którejkolwiek ćwiartce, dają się wyrazić przez fuukcyjo 
trygonometryczne kąta dodatnego mniejszego od kąta prostego. 

W końcu, z zestawienia wzorów podanych w art. 25-ym, 34-ym, 
35-ym i 36-ym, tudzież wzorów, podanych w art. 38-ym, 39-ym, 40-ym 
i 41-ym, okazuje się, że funkcyje trygonometryczne kątów dodatnych lub 
ujemnych, zakończonych w którejkolwiek ćwiartce, dają się zawsze wyrazić 
przez odpowiednie funkcyje trygonometryczne kąta dodatnego mniejszego 
od kąta prostego. 

PEZYKEADY. 

1) sin ( — 450 30') = — sin (45» 30'). 
2) sin ( — 2200) = sin 40°. 
3) cos ( — 450 30') = cos (450 30'). 
4) cos (— 220") = — cos 40®. 
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tg (— 450) — tg 450. 
6) cotg (— 45») = — cotg 450. 
7) tg ( — 220®) = — tg 400. 
8) cotg ( — 220«) = — cotg 40®. 
9) ein 855° = sin 45®. 

10) cos 4950 = — cos 45". 
11) tg 6750 = — t g 450. 
12) cotg 855® = — c o t g 450. 
13) sin 765° = cos 450. 
14) cos (— 675") = cos 45®. 
15) tg (— 945®) = — tg 45®. 
16) cotg (675®) = — cotg 45®. 

O KĄTACH ODPOWIADAJĄCYCH DANYM FUNKCYJOM TRYGONOME-
TRYCZNYM. 

4 3 . KĄTY ODPOWIADAJĄCE DANBJ WSTAWIĘ LUB DANEJ DOSIECZNEJ. 
Niech daną wstawą kąta będzie w, to jak wiemy, u jest liczbą oder-

waną, co do wartości bezwzględnej 
nie większą od jedności. Promie-
niem równym jednostce nakreślmy 
okrąg koła, poprowadźmy dwie 
średnice, jednę poziomą X'X, dru-
gą pionową Y' Y (fig. 16), pierw-
szą weźmy za oś x-6w, drugą za 
oś y-ów. Jeżeli od środka O 
na średnicy pionowej odetniemy 
ON = M, w kierunku y dodatnycli 
lub w kierunku p ujemnych, stoso-
wnie do tego, czy u dodatne, czyteż 
ujemne, a przez punkt N popror 
wadzimy równoległą do średnicy 
poziomej, która dostatecznie prze-
dłużona przetnie okrąg koła w pun-
ktach P i Pi i te punkty przecięcia 
połączymy ze środkiem koła, otrzy-
mamy dwie proste OP i OPj, które 
będą końcowemi ramionami kątów, 
mających wstawę = u. Jakoż 

PM 

Fig. 16. 

sin X O P = 
ON 

OP OP 
u 

= y = », 
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. PMi ON u 

kąty więc, mające początkowe ramię 0 X , a końcowe ramię OP lub OPi 
będą jedynemi kątami, których wstawa jest równa u. 

Jeżeli oznaczymy przez 6 jeden z kątów, mających początkowe ramię 
0 X , a końcowe OP, wszystkie kąty, bąć dodatne, bąć iijemne, mające koń-
cowe ramię OP, wyrażą się w kształcie 

+ 6, 
gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną albo także zerem, kąty 
zaś, mające końcowe ramię OP,, wyrażą się przez {2n V)tz — 6, gdzie 
n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną albo także zerem; zatym 
wszystkie kąty, mające daną wstawę M, wyrażą się w dwu kształtach 

2mz + 6 i (2w -I- 1):: —6 . 
Oba te wyrażenia można ująć w jedno 

mz + (—1)«6, 

które przedstawia, pierwsze z powyższych wyrażeń, gdy n parzyste, drugie 
zaś, gdy n nieparzyste. Tym sposobem 

wff + (— l)"e, 
daje nam kształt wszystkich kątów, których wstawa jest takąsamą, jak 
kąta 6. 

44. Jeżeli przez u rozumieć będziemy dosieczną kąta, która jak 
wiadomo, jest liczbą oderwaną, co do wartości bezwzględnej nie mniej-
szy od jedności i na średnicy pionowej, poczynając od środka koła odetliic-
my 0 1 = w, w kierunku y dodatnych, gdy u dodatne, w kierunku zaś ij 
ujemnych, gdy u ujemne, a z punktu I poprowadzimy styczne do okręgu 
koła, natenczas łącząc punkty styczności P i P,, ze środkiem koła, otrzy-
mamy dwie proste OP i OP,, które będą kierunkami końcowemi ramion 
kątów, mających dosieczną = u. Mamy wtedy 

OP 0 1 u cosec X O P = = = - ^ w, 

OP, 0 1 u cosec = = - = te. 

Jeżeli więc oznaczymy przez 6 jeden z kątów, mających końcowe ramię 
OP i rozumować będziemy w tensam sposób, jak w poprzednim artykule 
znajdziemy, że 

WTT + (—i)"e , 
gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, a także zerem, wyobraża 
wszystkie kąty, których dosieczną jest taką samą jak kąta 6. 
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4 5 . K Ą T Y ODPOWIADAJĄCE DANEJ DOSTAWIE LUB D A N E J S I E C Z N E J . 

Niecił daną dostawą kąta będzie M, to jak wiemy w jest liczbą ode-
rwaną co do wartości bez-
względnej me większą od 
jedności. Promieniem ró-
wnym jedności (fig. 17) na-
kreślmy okrąg koła, popro-
wadźmy dwie średnice, jednę 
poziomą X ' X , di-ugą pio-
nową YY', pierwszą weźmy 
za oś a;-ów, drugą za oś ?/-ów. 
Jeżeli od środka na średnicy 
poziomej odetniemy OM=w, 
w kierunku x dodatnych, gdy 
M dodatne, w kierunku zaś x 
ujemnych, gdy u ujemne, 
a przez punkt M poj^rowadzi-
my równoległą od osi y-ów, 
która przetnie okrąg koła Fig. 17. 

w dwu punktach P i P,, natenczas łącząc te punkty ze środkiem koła, 
otrzymamy d^yie proste OP i OP,, które będą końcowemi ramionami 
kątów, których dostawa jest równa u. Jakoż 

OM u 
cos XOP = -^p- =i — — u, 

cos XOPi OM 
OT, ~ 1 

kąty więc mające początkowe ramię 0 X , a końcowe ramię OP lub 0 P | 
będą jedynemi kątami, których dostawą jest u. 

Jeżeli przez 6 oznaczj-my jeden z kątów, mających końcowe ramię 
OP, natenczas wszystkie kąty bąć dodatne, bąć ujemne, mające ramię OP, 
wyrażą się przez 

2«7: + 6, 
kąty zaś bąć dodatne, bąć ujemne, mające końcowe ramię OP,, wyrażą 
się przez 

2w7C — 6 . 
Oba te wyrażenia można ująć w jedno 

2w7c±e , 
które przedstawia, pierwsze z tych wyrażeń, gdy bierzemy znak drugie 
zaś, gdy bierzemy znak —. Tym sposobem 

2w7rdb 6, 
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daje nam kształt wszystkich kątów, których dostawa jest takąsamą, jak 
kąta G. 

47. Jeżeli teraz przez u rozumieć będziemy sieczną kąta, która 
jak wiadomo, jest liczbą oderwaną, co do wartości bezwzględnej nie 
mniejszą odjedności i na średnicy poziomej, poczynając od środka koła 
^odetniemy OH = w w kierunku x dodatnych, gdy u dodatne, w kierunku 
zaś X ujemnych, gdy u ujemne, a z punktu H poprowadzimy styczne do 
okręgu koła, natenczas, łącząc punkty styczności P i P^ ze środkiem koła, 
otrzymamy dwie proste OP i OP,, które będą końcowemi ramionami ką-
tów, których sieczną jest u. Mamy bowiem 

OH U 

sec XOP, O P , _ O H _ M _ 

O M O P I 1 

Jeżeli więc przez 6 oznaczymy jeden z kątów, mających końcowe ramię 
OP, a odpowiadających danej siecznej i rozumować będziemy jak w po-
przednim artykule, znajdziemy, że 

2nndb6, ' 
gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, albo także zerem, wy-
obraża wszystkie kąty, których sieczna jest takąsamą, jak kąta 6. 

4 8 . K Ą T Y ODPOWIADAJĄCE D A N E J STYCZNEJ I DOSTYCZNEJ. 

Niech daną styczną kąta będzie u, to jak wiemy u jest liczbjfc oder-
waną, przyjąć mogą-
cą jakąkolwiek wartość 
bezwzględną. Promie-
niem równym jedno-
ści (fig. 18) nakreślmy 
okrąg koła i popro-
wadźmy dwie średnice 
jednę poziomą, drugą 
j)ionową, pierwszą weź-
my za oś x-ów drugą za 
oś ^-ów. Jeżeli w pun-
kcie A przecięcia się 
okręgu koła z kierun-
kiem a;-ów dodatnych, 
poprowadzimy styczną 
gieometryczną do okrę-
gu koła i od tegoż pun-

Fig. 18. ktu na tej stycznej ode-

c 

Y 

C G 

M. X r Mi 

/ 

X' 

/ h 

\ i J / 
N. } / 

r 

A X 

F 
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tniemy A F =1 M w kierunku ^-ów dodatnych, gdy u dodatne w kierunku 
zaś y-ó̂ N ujemnych, gdy u ujemne, a punkt F połączymy ze środkiem 
kola i liniją OF przedłużymy aż do przecięcia się z okręgiem koła 
w punkcie P, , wtedy OP i OP,, będą ramionami końcowemi kątów, k tó-
rych styczną będzie u. Jakoź 

, MP A F u 

^ „ . . ^ M.Pi A F u 

kąty więc, mające początkowe ramię 0 X , a końcowe ramię OP lub OP, 
będą jedynemi kątami, których styczną trygonometryczną jest M. Jeżeli 
przez 9 oznaczymy jeden z kątów, mających ramię końcowe OP, natenczas 
wszystkie kąty bąć dodatne, bąć ujemne, mające ramię końcowe OP, wy-
rażą się przez 

2w7r + e, 
gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną alboteź zerem; kąty zaś 
dodatne lub ujemne, mające końcowe ramię OP,, wyrażą się przez 

(2w + 1)% + 8. 
Oba te wyrażenia można ująć w jedno 

M TT + 6 , 
które przedstawia pierwsze z tych wyrażeń, gdy n parzyste, drugie zaś 
gdy n nieparzyste. Tym sposobem 

W7U + 6, 
gdzie 6 jest jednym z kątów, których styczną trygonometryczną jest w, 
daje nam kształt wszystkich kątów, których styczna trygonometryczna jest 
takąsamą jak kąta 6. 

49. Jeżeli teraz przez u rozumieć będziemy dostyczną kąta, która, 
jak wiadomo, jest liczbą oderwaną, przyjąć mogącą jakąkolwiek wartość 
bezwzględną i w punkcie C przecięcia się okręgu koła z kierunkiem y-6vł 
dodatnych, poprowadzimy styczną gieometryczną do okręgu koła, i na 
niej, poczynając od punktu C, odetniemy CGr = M w kierunku ar-ów do-
datnych, gdy u dodatne, w kierunku zaś a:-ów ujemnych, gdy u ujemne, 
wreszcie punkt G połączymy ze środkiem koła i liniją OG przedłużymy 
aż do przecięcia się z okręgiem koła w punkcie Pj, wtedy linije OP 
i OP,, będą ramionami końcowemi kątów, których dostyczną jest u. Ma-
my bowiem 

cotg = = ^ = 
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Jeżeli więc przez G oznaczymy jeden z kątów, odpowiadający cli danej do-
stycznej i rozumować będziemy jak w poprzednim ustępie, znajdziemy, źe 

MTT + e, 

gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, albo także zerem, zaś 
6 jednym z tych kątów, którego dostyczną jest w, — przedstawia ogólny 
kształt wszystkicłi kątów, których dostyczną jest taką samą co i kąta 6. 

50. "W sześciu ostatnicłi artykułach dowiedliśmy: 
1) że, gdy daną jest wstawa lub dosieczna, wszystkie kąty im od-

powiadające, dają się przedstawić w kształcie HTT + ( — g d z i e 6 
jest jednym z kątów, odpowiadających danej wstawię lub dosiecznej ; 

2) że, gdy daną jest dostawa lub sieczna, wszystkie kąty im odpo-
wiadające dają się przedsta-^ić w kształcie 2w7: ± 6, gdzie 6 jest jednym 
z kątów dodatnych, odpowiadających danej dostawie lub siecznej; 

3) źe, gdy daną jest styczna lub dostyczną, wszystkie kąty mi odpo-
wiadające, daje się przedstawić w kształcie n;c + G, gdzie 6 jest jednym 
z tych kątów, odpowiadających danej stycznej lub dostycznej. Z tego 
możemy wyprowadzić następujące wnioski: 

1) aby dwa kąty miały tężsamą wstawę lub tężsamą dosieczną, ko-
niecznym i dostatecznym jest, aby, albo summa tych kątów była równa nie-
parzystej ilości kątów półpełnych, albo, żeby ich różnica była ró^Mia ilości 
parzystej kątów półpełnych; 

2) aby dwa kąty miały tężsamą dostawę lub tężsamą sieczną, ko-
niecznym i dostatecznym jest, aby, albo summa, albo różnica kątów była 
równa całkowitej ilości kątów pełnych; 

3) wreszcie, aby dwa kąty miały tężsamą styczną lub też dostyczną, 
koniecznym i dostatecznym jest, aby różnica tych dwu kątów była ilością 
całkowitą kątów półpełnych. 

FUNKCYJE ODWROTNE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH LUB FUN-
KCYJE CYKLOMETRYCZNE. 

51. Jeżeli mamy dane funkcyje trygonometryczne m = sin 6, albo 
u cos G, albo u = tg G, i t. p. możemy szukać kątów, danej funkcyi try-
gonometrycznej odpowiadających. AV ten sposób postawione zadanie 
będzie doprowadzało do wynalezienia zależności kątów od funkcyj trygo-
nometrycznych, które to zależności, jako nowe funkcyje, zowią się fun -
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k c y j a m i o d w r o t n e m i f u n k c y j k o ł o w y c h albo f u n k c y j a m i 
c y k l o m e t r y c z i i e m i . 

Jeżeli mamy daną wstawę u, a chcemy znaleść kąty lub łuki miarą, 
ich będące, którychby wstawa była równa danej liczbie u, natenczas szu-
kane kąty oznaczamy przez Arcus sinus = u albo krócej Arc sin u. Takie 
zatym oznaczenie wskazuje wszystkie kąty, których wstawą jest u; jeżeli 
więc G jest jednym z tych kątów, którego wstawą jest u, natenczas na za-
sadzie tego co się powiedziało w art. 43-im, będzie 

Arc sin M = n TT -f- (— 1)" 6. 

Podobnież przez Arc cos cosinus = m albo krócej Arc cos w, rozumiemy 
wszystkie kąty, których dostawą jest u. Jeżeli więc 6 jest jednym z tych 
kątów, którego dostawą jest u, na zasadzie art. 45-go, mieć będziemy 

Arccosw = 2m7i ± 6. 

Podobnież, jeżeli przez 6 oznaczać będziemy jeden z kątów, którego sty-
czna = u, lub którego dostyczna = u, lub sieczna u, lub wreszcie do-
sieczna = w, natenczas na zasadzie art. 44-go, 47-go, 48-go i 49-go, mieć 
będziemy _ 

ArctgM = M7r + 6, 
Arc cotgM = M7C 6, 
ArcsecM = nic ± 6, 

Arc cosec m = w tt -f (— 1)" 6. 
AV"zory te pokazują, że wartości nowych funkcyj nie są oznaczone, albo-
wiem każda z nich posiada nieskończenie wiele wartości. AYartości jednak 
tych funkcyj będą ściśle oznaczone, jeżeli nie będziemy ich rozważali 
w całej jak powyżej ogólności. Możemy się mianowicie umówić, jak się 
to zwykle robi, aby przez arcus sinus, arcus tangens, aixus cotangens i ar-

cus cosecans rozumieć te kąty, które przypadają między — i -{- ; zaś 
^ a 

przez arcus cosinus i arcu secans te kąty, które przyjiadają między O i 
takim razie każda funkcyj a cyklometryczna będzie miała jedyną war-

tość, a dla jej oznaczenia używać będziemy odpowiednich oznaczeń: arc sin M, 
arc cos arc tg M, arccotgw, arc sec M, arc cosec M. 

Zatym p r m arcsinu, arcłg u, arccotgu, arc cosec u, rozumieć będzie-
TT TC my Jcąt, zawarty między — * ^ ' ^^iórego odpowiednia wstawa^ styczna^ 

dostyczna i dosieczna jest równa u; zaś przez arccosu i arsecu rozumieć 
będziemy kąt dodatny, przypadający między O i Mór ego odpowiednia 
dostaiva i sieczna jest równa u. 
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Anglicy na oznaczenie funkcyj cyklometrycznych, w ten sposób okre-
ślonych, używają znakowań 

tak, iż 

ZASADNICZE ZWIĄZKI MIĘDZY FUNKCYJAMI TRYGONOMETRY-
CZNEMI. 

52. Według definicyi funkcyj trygonometrycznych, podanej w art, 
20-ym, mamy 

Podnosząc do kwadratu dwa pierwsze równania i dodając stronami odpo-
wiedniemi, otrzymamy 

źe zaś w trójkącie OPM, (art. 20), na zasadzie twierdzenia Pytagoras'a 
, przeto mieć będziemy 

Podstawiając wartości x i y, otrzymane z dwu pierwszych równań, w ró-
wnanie trzecie, otrzymamy 
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a podstawiając też wartości a; i y w równanie czwarte, 

Podobnież podstawiając wartość x w równanie piąte, a wartość y w ró-
wnanie szóste, otrzymamy 

Tym sposobem przyszliśmy do pięciu równań 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

które stanowią zasadnicze związki między funkcyjami trygonometrycznemi 
tego samego kąta. 

Ze względu, że wartości funkcyj trygonometrycznych wyprowadzone 
zostały dla jakiegokolwiek kąta, związki powyżej otrzymane między fun-
kcyj ami trygonometrycznemi, mają miejsce dla jakiegokolwiek kąta, czyli 
są wzorami ogólnemi. 

Z powyższych pięciu równań możemy wyprowadzić wiele innych 
godnych uwagi związków, mianowicie mnożąc równania (2) i (3) stronami 
odpowiedniemi, otrzymamy 

(6) 
z równań zaś (4) i (5) mamy 

<7) 

(8) 
Równania (6), (7) i (8) pokazują, że cotg8 i tg 6, sec6 i cos 6, wreszcie 
cosec6 i sin 6 przedstawiają pary funkcyj, z których jedna jest odwrotno-
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ścią drugiej. Własność tę zauważyliśmy już powyżej w art. 20-ym, opie-
rając się bezpośrednio na określeniu owych funkcj^j. 

Z ró\Miaii (2) i (3), wyprowadzamy następujące: 

na zasadzie zaś wzorów (4) i (5), otrzymujemy 
(9) sec^Grizl + tg^e, 

(10) cosec^ e = 1 + cotg2 e, 

53. Hównania (1), (2), (3), (4) i (5), zachodzące między sześcioma 
funkcyjami trygonometrycznemi, z których każde przedstawia związki 
między dwiema funkcyjami trygonometrycznemi, są tego rodzaju, źe może-
my je rozwiązać, to jest wyrazić którąkolwiek z pięciu funkcyj trygono-
metrycznych przez każdą z pozostałych, 

"W tym jednak rozwiązaniu należy zauważyć, że nie wszystkie otrzy-
mane wartości będą ściśle oznaczone i tak np, jeżelibyśmy z równania (1) 
chcieli wyrazić dostawę i^rzez wstawę, otrzymamy 

cos 6 = ± | / 1 — sin2 e, 
otrzymujemy więc dwie wartości na cosG. Przyczyną tego jest, że z pomię-
dzy kątów, danej wstawię odpowiadających, są nie tylko kąty, których do-
stawa jest dodatna, ale i kąty, których dostawa jest ujemna. Jakoż na 
zasadzie art. 43-go, do tej samej wstawy, należą wszystkie kąty, ktÓJ'e dają 
się przedstawić w kształcie m:-{-{—l)"e, gdzie e jest kątem dodatnym, 
zakończonym w pierwszej lub drugiej ćmartce, gdy wstawa jest dodatna; 
zaś kątem ujemnym, zakończonym w trzeciej lub czwartej ćwiartce, gdy 
wstawa jest ujemna. Lecz, gdy wstawa jest dodatna t. j., gdy kąt za-
kończony jest w pierwszej lub drugiej ćwiartce, kątom nn + (~l ) '*e od-
powiada dostawa dodatna, gdy kąt zakończony w pierwszej ćwiartce, 
ujemna zaś, gdy kąt zakończony w drugiej ćwiartce; gdy zaś wstawa jest 
ujemna t. j., gdy kąt zakończony jest w trzeciej Inb czwartej ćwiartce, 
kątom ni: + (—l)"d, odpowiada dostawa ujemna, gdy kąt jest zakoń-
czony w trzeciej ćwiartce, dostaAva zaś dodatna, gdy kąt jest zakończony 
w czwartej ćwiartce. Stąd też danej wstawię kąta odpowiadają dwie war-
tości na dostawę. Jeżeli więc kąt 6 zakończony jest w pierwszej lub 
czwartej ćwiartce, natenczas cos 6 — J / l — sin^ 6, gdy zaś kąt 6 zakoń-
czony jest w drugiej lub trzeciej ćwiartce, natenczas 

cose = — [ / 1 — sin^e. 
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"W podobny sposób możemy wyjaśnić przyczynę podwójnej wartości na 
styczną,, dostyczną i sieczną kąta przez wstawę kąta, jak również wartości 
innych fmikcyj trygonometrycznych. 

Z tego, cośmy powiedzieli wynika, że równania (1), (2), (3), (4) i (5) 
artykułu poprzedzającego, możemy rozwiązać bezwzględu na znaki, a je-
żeli to uskutecznimy, otrzymamy następujące równania 

<1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

PEZYKŁADY. 

3 
1) Jeżeli sin 6 = — , znaleść bezwzględne wartości cos 6, secG i tg 6. o 
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5 2) Jeżeli cos 6 = — , znaleść bezwzględne wartości sin 6, cosec G i cotg 

Odp. 

4 
3) Jeżeli sec 6 = 3 — , znaleść bezwzględne wartości tg 6 i sin 0. 

Odp. 

2 
4) Jeżeli tg6 = 2 — , znaleść bezwzględne wartości sec 6 i sin 6. 

Odp. 

5) Jeżeli sin8 = — , znaleść bezwzględne wartości cos 6, tg 6, cotg 

i sec 6. Odp. cos 

2 

6) Jeżeli tg 6 = — , znaleść bezwzględne wartości sin 6 i sec f̂ . 

Odp. 

Dowieść prawdziwości następujących związków:. 
7) 
8) 

9) 

10) 

11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) Jeżeli sin 6 = OT, tg 6 = w, natenczas 

19) Jeżeli cos 6 = m, tg8 = n, natenczas 
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2 0 ) Jeżeli tg6 a 6 < , natenczas 
^ ® 1 _ tgcp 2 

21) 

22) 

23) 

24) 

25) 
T . A sina . ( s i u p 

26) Jeżeli sin 6 = , sm I — — 6 1 = ^ natenczas ^ n n s Y ^ \ 2 / COS Y ' 

, . - Bi l l y 
27) Jeżeli cos 6 = n sin cp i cotgG = > natenczas 

28) Jeżeli cos a = : cos p cos Y ± sin p siny cos a, natenczas 

29) Jeżeli tg[5 = sec a sec y + tg a tg Y, natenczas 

30) Jeżeli cos 6 = tgp cotgY, cotg6 = sinp cotga, natenczas 

WARTOŚCI FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH KĄTÓW 450, 390 60», 

CZYLI 

54. Zajmiemy się teraz wyprowadzeniem wartości funkcyj trygono-

metrycznycli kątów 45®, 30o i 60», czyli ^ , i j • Jeżeli kąt równy 45" 

czyli I" , natenczas w trójkącie P O M art. 20, mamy OM = PM, czyli 
rzędna równa odciętej, w tym przypadku wstawa równa dostawie, na za-
rsadzie więc równania (1) art. 52-go, mamy 
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zatym 

(1) 

(2) 

na mocy zaś pozostałych równań artykułu 52-go, otrzymamy 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Do wzorów (1) i (2) mołibyśmy także przyjść, pamiętając, że na mocy 
związków między kątami dopełniaj ącemi się 

zatym sin 45" = cos 45®, biorąc zaś sin 45° zamiast cos 45® w równaniu 
(1) art. 52-go, przyjdziemy do wzoru (1) powyżej wyprowadzonego. 

55. Weźmy pod uwagę kąt XOP = 30® albo (fig. 19). Na-
kreślmy pod liniją 0 X kąt Pi O X równy kątowi XOP i z dowolnie obra-

nego punktu P na ramieniu OP, 
spuśćmy prostopadłą do 0 X , prze-
dłużmy ją aż do przecięcia z ra-
mieniem OPi w punkcie P j , utwo-
rzy nam się wtedy trójkąt P O P , 
równoboczny. 

Ponieważ P O M jest połową 
kąta POP,, przeto MP = MP„-. 
zatym MP jest połową PP,, a tym-
samym połową OP, zatym otrzy-
mamy 

(1) 

mając zaś wstawę 30®, znajdziemy 
pozostałe funkcyje trygonometry-
czne kąta 30® na zasadzie wzorów 
(2), (3), (4), (5) i (6), art. 53-go,. 
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56. Z wyrażeń na funkcyje trygonometryczne kąta 30®, czyli 

znajdziemy funkcyje trygonometryczne kąta 60°, czyli , pamiętając 

o związkach, jakie zachodzą między funkcyjami trygonometrycznemi kątów 
dopełniających się, mianowicie: 

mamy bowiem w tym razie 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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(5) 

(6) 

57. Z wzorów wyprowadzonycli w poprzednich trzech artykułach 
dają się wyprowadzić przy zastosowaniu wzorów podanych w artykułach 
34-ym i 38-ym, wzory na funkcyje trygonometryczne kątów 120®, ISS*̂  

i 150®, czyli mianowicie: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4; 

(5) 

(6) 

podobnież: 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 
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wreszcie 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

ZWIĄZKI ZACHODZĄCE MIĘDZY FUNKCYJAMI KOEOWEMI ODWIIO-
TNEMI ALBO CYKLOMETRYCZNEMI. 

58. Ze związków, jakie zachodzą między fuiikcyjami trygonometry-
cznemi, dają się wyprowadzić odpowiednie związki między fmikcyjami ko-
łowemi odwrotnemi albo cyklometrycznemi. Ponieważ, gdy kąt 6 jest do-
datny i mniejszy od kąta prostego, 

przeto, jeżeli położymy sin 6 = w, otrzymamy 

(1) 
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Ponieważ przy tyinsamym założeniu 

cosec 8 = ^ — , przeto, kładąc cos G = będziemy mieli 
J / 1 — cos^ 6 

(2) 

Ponieważ przy tymsamym założeniu 

przeto, kładąc tg G = m, otrzymamy 
(3) 

Ponieważ przy tymsamym założeniu 

przeto, jeżeli założymy cotgG = otrzymamy 

(4) 

Ponieważ znowu przy tymsamym założeniu 
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przeto, zakładając sec6 = w, otrzymamy 

(5) 

Ponieważ wreszcie przy tymsamym założeniu 

przeto, jeżeli położymy cosec6 = t/, otrzymamy 

(6) 

Takie zatym są związki między funkcyj ami cyklometrycznemi, gdy 
kąt przez nie przedstawiony jest dodatny i mniejszy od kąta prostego,, 
a tymsamym, gdy funkcyje trygonometryczne dane są dodatne. 

59. Wzory (1), (2), (3), (4), (5) i (6), artykułu poprzedzającego 
wyprowadzone zostały przy tym założeniu, że kąt przez nie przedstawiony 
jest dodatny i mniejszy od kąta prostego, czyli gdy funkcyje trygonometry-
czne są dodatne, tak, iż przez arcsinw, arccosM, arctgw i t. d., rozumiemy 
kąty mniejsze od kąta prostego. Że zaś, według określenia funkcyj cyklo-
metrycznycłi, przez arcsinw, arctgw, arccotgw, arccosecw, rozumiemy ką-
ty dodatne, gdy funkcyje trygonometryczne są dodatne, zaś kąty ujemne 
mniejsze co do bezwzględnej wartości od kąta prostego, gdy funkcyje try-
gonometryczne są ujemne; przez arccosM i arcsecw rozumiemy kąty do-
datne zawarte między O i ^ TT , gdy dostawa i sieczna są dodatne, zaś 

a 
zawarte między T: i gdy te-̂  funkcyje są ujemne, przeto zachodzi 

a 
potrzeba wynalezienia związków, jakie zachodzić mają między temi funkcy-
jami cyklometrycznemi, gdy funkcyje trygonometryczne przyjmują war-
tości ujemne. 
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Jeżeli we wzorach (1) artykułu poprzedzającego wstawa będzie 
ujemna i równa — w, gdzie u oznacza liczbę dodatną, natenczas z uwagi, 
źe w tym przypadku arcs in(—ii )= . — arcsin?^, mieć będziemy na za-
sadzie tycliźe wzorów 

że zaś 

przeto mieć będziemy 

0) 

Widzimy więc, że wzory (1) artykułu poprzedzającego utrzymują się dla 
arctg, arccotg, arc cosec i w przypadku, gdy wstawa jest ujemna, zaś dla 
arccos i arc sec należy w tych wzorach strony drugie wziąć ze znakiem 
przeciwnym, tak, iż ow^ wzory mają postać ogólną 

gdzie z podwójnych znaków znak -f- odnosi się do przypadku gdy 
zaś znak — do przypadku u C. O. Rozważmy teraz jakiej zmianie ule-
gają wzory (2) artykułu poprzedzającego gdy dostawa jest ujemna. 

Gdy dostawa dana jest ujemna i równa — u, gdzie oznacza 
liczbę dodatną, natenczas, według określenia funkcjg cyklometrycznych, 
arc cos (—u) przedstawia kąt dodatny zakończony w drugiej ćwiartce i C ir, 

gdy tymczasem odpowiednie wyrażenia arc sin 
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przedstawiają: pierwszy i'czwarty^ 

kąty dodatne mniejsze od kąta prostego, zaś drugi i trzeci kąty ujemne 
co do wartości bezwzględnej mniejsze od kąta prostego. Aby więc znaleść 
w tym przypadku związki między funkcyjami cyklometrycznemi, należy 
mieć na uwadze: 

1) że kąty, mające jednakie wstawy są kątami spełniającemi się 
czyli, że w tym przypadku kąt, wyrażony funkcyją arccos (— u) jest speł-
nieniem kąta, mającego wstawę dodatną = - czyli, że w tym 
przypadku, mieć będziemy 

2) że różnica dwu kątów, mających tężsamą styczną trygonometry-
czną jest równa kątowi półpełnemu, w tym więc przypadku, kąt dodatny, 
odpowiadający dostawie ujemnej, otrzymamy, dodając TC do kąta ujemnego, 
odpowiadającego danej stycznej trygonometrycznej czyli, że wtedy 

przeto 

zatym kąt, odpowiadający dostawie ujemnej, równa się spełnieniu kąta 

dodatnego, którego styczna trygonometryczna 

Przeprowadzaiąc podobne rozumowania znaidziemy, że 

Co się tyczy ostatniego związku 

ten się utrzymuje w swej mocy, z przyczyny, że kąt, którego sieczna jest 
ujemna, zakończony jest w drugiej ćwiartce. Tym sposobem wzory (2), 
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artykułu poprzedniego w prz}i)adku, gdy dostawa jest ujemna, dają się 
napisać w kształcie 

(2) 

Widzimy więc z tego, źe gdy rozważamy funkcyją cyklometryczną dla do-
stawy ujemnej należy ŵ e wzorach (2) artykułu poprzedzającego zamiast 
arcsin, arctg, arccotg i arc cosec, brać spełnienia kątów, odpowiadających 
dostawie dodatnej w, pozostałą zaś funkcj^ją arc sec pozostawić bez 
zmiany. 

Przeprowadzając podobne rozumowania przj^dziemy do następu-
jących wzorów: 

a) gdy u oznacza styczną trygonometryczną dodatną, natenczas 

(3) 

h) gdy u oznacza dostyczną dodatną, natenczas 

•(4) 

c) gdy u oznacza sieczną dodatną, natenczas 

.(5) 
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•d) gdy wreszcie u oznacza dosieczną dodatną, wtedy 

( 6 ) 

P K Z Y K Ł A D Y . 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 
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7: lub wreszcie 

13) 

lub wreszcie 

7Z lub 

ir lub 

; lub 

lub wreszcia 

lub 

lub 

lub 

lub wreszcie 
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j 

X' CL tn X 

O RZUTACH PROSTOKĄTNYCH. 

60. R z u t e m p r o s t o k ą t n y m albo o r t o g o n a l n y m jakiego-
kolwiek punktu M w przestrzeni (fig. 20), na liniją X ' X nazywamy punkt 
przecięcia się płaszczyzny 
prostopadłej do linii X'X, 
przez dany punkt poprowa-
dzonej, z tąż linijąjX'X. Li-
nija prosta X ' X , zowie się 
o s i ą r z u t ó w . 

Niech będzie odcinek A B 
linii prostej, zaś a i b rzutami 
punktów końcowych tego od-
cinka na oś X ' X . Wyobraź-
my sobie na tym odcinku 
punkt M i niech m będzie 
rzutem tego punktu na oś 
X ' X . Jeżeli punkt ruchomy 
M przebiega odcinek A B od A do B, natenczas rzut tego punktu prze-
biegać będzie jednocześnie na linii X ' X , odcinek ab w kierunku od a do 5, 

Nazywamy rzutem odcinka A B na oś X ' X , odcinek ab osi X ' X , 
zawarty między rzutami punktów końcowych danego odcinka AB, rzut ten 
będzie dodatny lub ujemny, stosownie do tego czy punkt m przebiegając 
od a do h odbywa ruch w kierunku przyjętym jako dodatny, czyteź w kie-
runku wprost przeciwnym. Jeżeli zatym rzut odcinka AB na oś X ' X 
oznaczymy przez (AB), będziemy mieli 

(AB)==a&. 

Jeżeli rozważać będziemy dwa odcinki A B i BA, utworzone ruchem pun-
ktu M w kierunkach wprost sobie przeciwnych, to rzuty tych odcinków 
będą równe a znaku przeciwnego, będzie więc 

( A B ) = = - ( B A ) . 

W szczególnym przypadku, gdy odcinek, który rzucamy na oś rzutów leży 
na płaszczyźnie prostopadłej do tejże osi, wtedy rzut owego odcinka jest 
punktem, a długość tego rzutu równa się zeru. Jeżeli figura, której chce-
my znaleść rzut, znajduje się wraz z osią rzutów na jednej płaszczyźnie, 
natenczas dla znalezienia rzutu jakiegokolwiek punktu tej figury, dosta-
teczną będzie rzeczą spuścić z tego punktu prostopadłą na oś rzutów, 
a spodek tej prostopadłej będzie rzutem tego punktu. 

Bibl. mat . - f i i . , S. III, T. IV. 5 
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() I. Tivierdmiie. Summa algiehraiczna rmłóio tuieloJcąła samlcnię-
tego, hądź ^płaskiego, bądź ukośnego jest równa seni. 

Niech będzie wielokąt zamknięty A B C D E A (lig. 21) i dajmy, że 
punkt ruchomy przebiega ten wielokąt w kierunku A B C D E A . Punkt 

A jest punktem wyjścia i powrotu 
po dokonanym obiegu punktu ru-
chomego. Niech a, b, c, d, c, bę-
dą rzutami wierzchołków danego 
wielokąta na oś X ' X , rzuty te 
ograniczają na osi X ' X odcinki 
ab, bCj ..., które są rzutami każ-
dego z boków wielokąta. Ze zaś 
po ukończeniu obiegu wielokąta 
przez punkt ruchomy, rzut tegoż 

punktu, któregoto rzutu położenie początkowe było w a, powraca do tegoż 
samego punktu a, j^rzeto na zasadzie tego co się powiedziało w art. 2-gim, 
summa algiebraiczna tych rzutów będzie równa zeru, czyli 

że zaś podług powyższej definicyi 

czyli, że summa algiehraiczna rzutów wielokąta zamhiidego jest równa 
zeru. 

62. Jeżeli mamy liniją łamaną niezamkniętą utworzoną ruchem 
punktu, wychodzącego z punktu A i zatrzymującego się w punkcie np. L, 
natenczas, jeżeli punkt A połączymy z L, mieć będziemy wielokąt zam-
knięty, stosując zaś do niego poprzedzające twierdzenie, otrzymamy 

stąd 

a że 
przeto 

przychodzimy Avięc do ważnego twierdzenia. Bzut jednego z bolców tcielo-
kąta zamkniętego jest równy summie algiebraicznej rzutów pozostałych bo-
ków icielokąta, gdy w obu razach ten sam ivierzchołeh przyjmujemy jako 
początkowy. 

Z tego twierdzenia daje się wyprowadzić następujący wniosek: jeżeli 
rozważamy linije łamane, mające końce w tycn samych punktach, naten-
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€zas summa algiebraiczna rzutów wszystkich części jednej linii łamanej 
jest równa summie algiebraicznej rzutów wszystkich części innej linii 
łamanej, gdy tenże sam wspólny ich koniec uważamy za punkt począ-
tkowy. 

63. Zajmiemy się teraz wyprowadzeniem związku, jaki zachodzi 
między długością danego odcinka, a jego rzutem. Niech będzie dany od-
cinek AB (fig. 22) i a& 
jego rzut na oś X ' X ; 
przyjmijmy, że począ-
tek tego odcinka A B 
jest w punkcie A, zaś 
kierunek X' X jako do-
datny. Wiemy z Gieo-
metryi, że jeżeli mamy 
w przestrzeni dwie pro-
ste krzyżujące się, to 
przez kąt, jaki one two-
rzą z sobą rozumiemy 
kąt, jaki równoległa do 
jednej z tych prostych, 
poprowadzona p r z e z 
k t ó r y k o l w i e k punkt 
drugiej, tworzy z tąż 
liniją drugą. Wogól-
ności więc czy prosta 
AB i o ś X ' X l e ż ą na 
jednej p ł a s z c z y ź n i e , 
czyież są'krzyżuj ącemi 
się, tworzą z sobą kąt 
CAB, gdy prosta A C 

Fig. 22a. 

c-' 

K' X 

Fig. 226. 

jest równoległa do X ' X i poprowadzona z punktu A w kierunku powyżej 
przyjętym jako dodatny. Ten kąt C A B nazwijmy G. Rzutem odcinka 
A B na oś X ' X jest odcinek ab, który na pierwszej z naszych figur jest 
dodatny, na drugiej zaś ujemny, jest zaś równy odcinkowi AD. Według 
określenia dostawy kąta, mamy 

FI A D ^ , cos 8 ^ ^ , stąd 

A D = A B cos6, a ż e A D = a6 . 

przeto, tak co do wielkości jako i kierunku 

(AB) = a& = ABcose , 
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przychodzimy więc do następującego twierdzenia: JRzid odchika linii pro-
stej na oś, jest równy iloczynowi długości tego odcinha przez dostawę kąta, 
jaki tenże odcineh tworzy z osią rzutów. 

Zauważyć nam wypada, że na drugiej figurze rzut ah, jakeśmy już 
wspomnieli, jest ujemny, po prawej też stronie powyższej równości cos0, 
jako kąta zakończonego w trzeciej ćwiartce, jest liczbą ujemną, 

64. Niech teraz będzie wielokąt zamknięty A B C D E F GA (fig. 23) 
i przypuśćmy, że punkt ruchomy przebiega całkowicie ten wielokąt w kie-

runku A B C D E F G A , natenczas oznaczając przez 6,, kOitŷ  
jakie kierunki AB, BC, CD, DE, EF, . . . tworzą z kierunkiem osi rzutów 
dodatnym, a przez a, c , . . . rzuty odpowiednie wierzchołków wielokąta, 
natenczas na zasadzie art. 61-go i 63-go, mieć będziemy 

czyli 

Jeżeli jeden z boków wielokąta np. CD leży na płaszczyźnie prostopadłej 
do osi X ' X w takim razie kąt, jaki kierunek CD tworzą z osią a; t. j. 63 

3 3 
jest równy — 7t, a że cos — 7:^=0, przeto wzór ostatni redukuje się wtedy do 

Jeżeli mamy liniją łamaną niezamkniętą A B C D E F G i połączymy 
punkty końcowe tej linii prostą AG, natenczas na zasadzie twierdzenia 
art. 62-go, mieć będziemy 
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a jeżeli przez 6 oznaczymy kąt, jaki kierunek A G czyni z osią X ' X 
otrzymamy 
AG cos 6 = AB cos e, + BC cos 63 + CD cos 63 + DE cos + EF cos 85 + 

+ FGCOSGG. 

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE SUMMY LUB RÓŻNICY KĄTÓW. 

65. Zajmiemy się teraz podaniem związków, jakie zachodzą mię-
dzy funkcyjami trygonometrycznemi summy lub różnicy dwu kątów, 
a funkcyjami trygonometrycznemi tychże dwu kątów. Naprzód podamy 
wzór na wstawę summy dwu kątów. 

Niech a i p będą dwoma kątami dodatnemi jakiejkolwiek wielkości, 
dajmy np., że jeden z kątów, mianowicie a, zakończony jest w drugiej 
ćwiartce układu. Niech 
OM (fig. 24) będzie ra-
mieniem końcowym te-
go kąta. Ponieważ do 
kąta a mamy dodać kąt 
P, przeto końcowe ra-
mię kąta a, to jest OM 
należy wziąć za począ-
tkowe ramię kąta p, 
a więc dla tego kąta p 
prosta OM będzie tym, 
czym jest prosta 0 X 
dla kąta a t. j. doda-
tnym kierunkiem osi 
odciętych, a prostopa-
dła do niej w punkcie 
O w kierunku wzrasta-
jących kątów a, to jest 
O Y, kierunkiem do- Fig. 24. 

datnym osi rzędnych; dajmy nadto, że drugi kąt p zakończony jest w pierw-
szej ćwiartce dodatnej nowego układu, a jego ramieniem końcowym jest 
OP. To przyjąwszy, kąt, który będzie summą kątów t. j. kąt X O P 

a + p będzie miał początkowe ramię, schodzące się z kierunkiem 0 X , 
ramieniem zaś końcowym tego kąta będzie OP. 

Obierzmy na ramieniu końcowem kąta p punkt P i spuśćmy z tego 
punktu prostopadłą PM na oś 0 X , drugiego układu, tudzież połączmy . 
punkt P z początkiem układu O. Następnie zróbmy rzut linii łamanej 
OMP, tudzież prostej OP, mających teżsame punkty końcowe na oś rzę-
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dnycli o Y pierwszego układu, natenczas, na zasadzie tego co się powie-
działo w poprzednicli artykułach o rzutach linij łamanych, mieć będziemy 

że zaś 

przeto 

Zważmy, że kąt między kierunkami OY i OP jest równy kątowi między 
kierunkami 0 X i OP zmniejszonemu o kąt prosty, że zaś kąt między kie-
runkami 0 X i OP jest równy summie dwu kątów t. j. a -f p, przeto 
b) 

Kąt między kierunkami OY i OM jest równy kątowi między kierunkami 
0 X i OM zmniejszonemu o kąt prosty, że zaś kąt między kierunkami 0 X 
i OM jest równy kątowi a, przeto 

Wreszcie kąt między kierunkami OY i MP, jako mający ramiona prosto-
padłe do ramion kąta X O M , jest równy kątowi między kierunkami 0 X 
i OM, czyli jest równy kątowi a, zatym 

d) 

Podstawiając wartości z równań h), c), cl) w równanie a), otrzymamy 

Że zaś według definicyi funkcyj trygonometrycznych 

skąd 

przeto podstawiając te wartości w rómianie poprzedzające i opuszczając 
spólny czynnik OP, znajdziemy 

(1) 
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taki zatym jest związek między wstawą summy dwu kątów, a wstawą i do-
stawą każdego z kątów. 

Gdybyśmy za kąty a i p przyjęli imie kąty dodatne t. j. zakończone 
w jakichkolwiek ćwiartkach doszlibyśmy do tegoż samego wzoru. 

Ponieważ przyjęliśmy, że kąty a i p są dodatne, przeto biorąc na n 
taką liczbę całkowitą dodatną, aby — gdzie p oznacza kąt dodatny, 
było dodatne i stosując wzór powyższy do dwu kątów a i (2hti — [5) do-
datnych, będziemy mieli 

że zaś wartości funkcyj trygonometrycznych pozostają też same, gdy kąty 
powiększamy lub zmniejszamy o całkowitą ilość kątów pełnych, przeto 
będzie 

a że 

przeto 

(2) 

przyszliśmy więc do związku między wstawą różnicy dwu kątów a wstaAvą 
i dostawą każdego z tych kątów. 

AVzory (1) i (2) mają miejsce i wtedy, gdy kąty a i [3 są ujemne, 
gdyż wprowadzając do powyższych wzorów, zamiast kątów ujemnych, 
kąty dodatne powstałe z kątów ujemnych przez dodanie odpowiedniej ilości 
kątów pełnych i rozumując podobnie jak w ustępie poprzedzającym przyj-
dziemy do wzorów, które nam pokażą, że wzory (1) i (2) utrzymują się 
i wtedy, gdy kąty a i p są ujemne. Wzory więc (1) i 2) mają miejsce 
jakiemikolwiek byłyby kąty a i p, zatym są ogólnemi, 

6G. Jeżeli we wzorach (1) i (2), powyżej wyprowadzonych, zamiast 

kąta a weźmiemy kąt ^ + a , otrzymamy 

że zaś według art. 34-go 
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przeto otrzymamy 
(1) cos (a + P) = cos a cos p — sin a sin p, 

(2) cos (a — P) = cos a cos p + sin a sin p. 

Przyszliśmy więc do wzorów na dostawę summy lub różnicy dwu kątów, 
które, jako wj-prowadzone z w ẑorów ogólnych, są. wzorami ogólnemi t. j. 
mają miejsce dla wszelkich wielkości kątów a i p. 

67. AYzory powyższe dają się wyprowadzić gieometrycznie przy 
pomocy twierdzenia Ptolemeusza: w csworolącie upisanym w loło, iloczyn 
})rsekątnych cziooroJcąta równa się summie iloczynowi hoJcóivprzeciwległych 
czworokąta. 

Dajmy, że kąty a i p są mniejsze od kąta prostego. Promieniem 
dowolnym nakreślmy okrąg koła i poprowadźmy średnicę AC, (fig. 25), 

przy końcu A tej średnicy nakreślmy z je-
dnej jej strony kąt B A C —a, z drugiej 
zaś strony kąt C A D = P; przedłużmy ra-
miona kątów aż do przecięcia się z okręgiem 
koła w punktach B i D i poprowadźmy li-
nije BC, CD tudzież przekątną BD; na-
tenczas według twierdzenia Ptolemeusza, 
powyżej wysłowionego, mieć będziemy 

A C . B D = B C . A D -f A B . C D . 

Jeżeli przez wierzchołek B poprowadzimy 
średnicę B E , i punkt E przecięcia się jej 

z okręgiem połączymy z punktem D, natenczas kąty A B C , A D C i B D E , 
będą Lątami prostemi, przeto na zasadzie definicyi funkcyj trygonome-
trycznych, będziemy mieli 

. ^ ^ ^ BD BD 

źe zaś kąt B E D = kątowi B A D = a + p, 

przeto B D = A C sin (a + p), 
podobnież B C = AC sin a, A D ~ AC cos p, 

A B ^ A C c o s a , CD = A C s i n p , 
podstawiając te wartości w powyższe równanie i opuszczając spólny czyn-
nik AC^, otrzymamy 

sin (a + p) = sina cosp -f cosa sinp. 

68. Dowodzenie artykułu poprzedzającego można uogólnić i dla 
przypadku, kiedy kąty kąty a lub p, albo oba razem są większe od kąta 

Fig. 25. 
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prostego i mogą być zakończone w którejkolwiek ćwiartce układu. W celu 
wyprowadzenia tego wzoru dla przypadku najogólniejszego, należy kąty 
a i p w ten sposób wykreślać, aby przyjmując kierunek A C jako dodatny, 
jeden z kątów wykreślać 
w kierunku rzędnych do- \ E 
datnycb, drugi zaś kąt 
w kierunku wprost j)rze-
ciwnyni i tak, jeżeli np. 
kąt a zakończony jest 
w drugiej ćwiartce ukła-
du, p zaś w pierwszej 
ćwiartce, ramię końcowe 
kąta a (fig. 25a), przyj-
mie kierunek A L , ramię 
zaś końcowe kąta p przyj- Pj^ ^óa. 
mie kierunek AD. Prze-
dłużając prostą A L aż do przecięcia się z okręgiem koła w punkcie B, 
prowadząc średnicę B E i łącząc punkty E z D , B z C , B z D i D z C , 
z czworokąta A B DC, mieć będziemy 

B D . A C + A B . D C = z A D . B C , 

że zaś BD BE sinBED = B E sin BAD = BE sin DAL 
= BE sin (DAC + LAC) = AC sin (a p), 

AB =r AC cos CAB — AC cos a, 

CD = AC sin p, 

A D = : AC cosp, 
BC AC sin BAC = AC sin a , 

przeto, po opuszczeniu czynnika spólnego AC^, otrzymamy 
sin (a -f P) — cosasinp = sin a cosp, 

a stąd 
sin (a -f p) = sina cosp -f cosa sinp. 

69. W celu wyprowadzenia wzoru na dostawę summy dwu kątów, 
dajmy, że kąty a i p są mniejsze od kąta prostego. Promieniem dowolnym 
nakreślmy okrąg koła i poprowadźmy średnicę A D (fig. 26), w końcach 
A i D tej średnicy nakreślmy kąty ADB = a i CAD = p, po tejże samej 
stronie średnicy. Połączywszy punkty B i C przecięcia się ramion tych 
kątów z okręgiem koła, poprowadziwszy przez punkt B średnicę B E i po-
łączywszy punkty E i C, mieć będziemy 
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A C = A D cos CAD=z AB cos p , 

BD == AD cos ADB ri: AD cos a, 

EO ^ BE cos CBE = BE cos — BEC ) 

= A D c o s ( | - — B A C ) 

= A D c o s [ | - ( | - a - p ) ; 

Fig. 26. AD cos (a + p), 
AB = AD sin a, 
CD = AD sin (3, 

a źe według twierdzenia Ptolemeusza 
AC. BD = BC. AD + AB. CD, 

przeto, 130 podstawieniu w to równanie w:artości powyżej otrzymanych i pa 
oiiuszczeniu czynnika spólnego AD^^ mieć będziemy 

cos a cos p = cos (a -f- p) + sin a sin p, 
stąd zaś 

cos (a + p) = cos a cos p — sin a sin p. 
AVzór niniejszy możemy tążsamą drogą wyprowadzić i dla przypadku, kiedy 
kąty a i p przyjmują jakiekolwiek wielkości, w tym razie należy kąty a i p 
wykreślać w końcach średnicy i gdy jeden z nich liczymy w kierunku y do-
datnych, drugi liczyć należy w kierunku wj)rost przeciwnym. 

W podobny sposób, moglibyśmy wyprowadzić wzory na wstawę i do-
stawę różnicy dwu kątów; w pierwszym razie (gdy chodzi o wstawę różnicy 
kątów), kąty a i p należy wykreślać z jednej strony średnicy z tegoż same-
go jej końca, i liczyć w tym samym kierunku; w drugim zaś po różnych 
stronach średnicy, w końcach jej przeciwnych i liczyć w kierunkach wprost 
l)rzeciwnych. 

70. Ze względu, źe Avzory na wstawę i dostawę summy lub różnicy 
dwu kątów odgrywają ważną rolę w Trygonometryi, przytoczymy jeszcze 
jeden dowód, który jakkolwiek nie jest tak ogólny, jak dowody podane 
w poprzednich artykułach, odznacza się jednak wielką prostotą. Dajniy^ 

że kąt a < i p < — , nadto a + p < . Niech będzie (fig. 27), 

kąt L O A równy kątowi » i S O L = p, natenczas kąt S O A będzie równy 
a + P. 

Na linii OS obierzmy jakikolwiek punkt P, i z tego punktu spuśćmy 
prostopadłe P M i P B na linije OL i O A z punktu zaś M prostopadło 
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na linije O A i P R . AYtecly z przyczyny, że kąty 
są dopełnieniami kąta P M Q , będzie kąt Q P M = QMO, a że kąt QMO 
= MO A = a będzie Q P M = a. Na zasadzie definicyi funkcyj trygono-
metrycznych, mamy 

że zaś również na zasadzie defini-
cyi funkcyj trygonometrycznych 

przeto sin (a + p) sina cos^ + 
-f- cos a sin p. 

Podobnież otrzymamy 

czyli 

stąd 
Przyszliśmy więc do wzorów na wstawę i dostawę summy dwu kątów 

71. W podobny sposób wyprowadzimy wzory na wstawę i dostawę 
różnicy dwu kątów. Dajmy, że 

Niech 

będzie kąt LOA = a, kąt LOS 
= p, natenczas kąt SOA = a — p. 
Na linii OS weźmy jakikolwiek 
punkt P, z tego punktu spuśćmy 
prostopadłe PM i PU na linije 
OL i O A, z punktu zaś M 
spuśćmy prostopadłe MN i MQ 
na liniją OA i na przedłużenie 
linii PR. AVtedy z przyczyny, 
źe kąty MPQ i LMQ są dopeł- Fig. 28. 
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nieniami kąta QJVIP, przeto są sobie równe, a ze L M Q = L O A = a, przeto 
i kąt MPQ = a. To wiedząc zważmy, że na zasadzie definicyi funkcyj 
trygonometrycznych, mamy 

czyli 

stąd 

czyh 

a stąd 

Podobnież 

72. "Wzory te wj^prowadzone zostały dla przypadku, gdy oba kąty 
TT a i p są mniejsze od kąta prostego, a nadto a p -< — . Dowodzenie 
a 

jednak powyższe daje się zastosować i do przypadków, gdy kąty a i p 
przyjmują jakiekolwiek wielkości dodatne. W tym razie należy tylko 
odpowiednio wykreślić figurę i pamiętać o znakach jakie mają funkcyje 

^trygonometryczne kątów, zakończonych w różnych ćwiartkach. 
73. Wzory na wstawę i dostawę summy dwu kątów pozwalają nam 

wyprowadzić wzory na wstawę i dostawę summy ilukolwiek kątów. Ja-
koż, jeżeli we wzorze na wstawę summy dwu kątów, weźmiemy P + Y, 
zamiast p, mieć będziemy 

a jeżeli cos (p + y) i sin (p -f Y) rozwiniemy według wzorów, otrzymanych 
w poprzednich artykułach, znajdziemy 

(1) 

Podobnież, jeżeli we wzorze na dostawę summy dwu kątów zamiast p weź-
miemy p + Y) otrzymamy 
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a podstawiając wartości COS(P + y) i s in(p-f7) , znalezione w poprze-
dnich artykułach, znajdziemy 

(2) 

W podobny sposób możemy znaleść wzory na wstawę i dostawę summy 
czterech kątów, pięciu kątów, i t. d. w ogólności summy ilukolwiek kątów. 
Sposób wyprowadzenia tych wzorów jasno pokazuje, źe wstawa i do-
stawa summy ilukolwiek kątów daje się wyrazić wymiernie przez wstawy 
i dostawy każdego z kątów. 

74. Z wzorów na wstawę i dostawę summy dwu kątów i ich różnicy 
dają się wyprowadzić wzory na styczną summy lub różnicy dwu kątów, 
przez styczne trygonometryczne każdego z kątów. Jakoż, ponieważ 

przeto podstawiając wartości 
otrzymamy 

a dzieląc licznik i mianownik ułamka po prawej stronie przez cos a cos ^ 
. . . . sina , sinB 1 pamiętając, ze =: tga, — = tgp, otrzymamy 

(1) 
Podobnież, jeżeli we wzorze 

podstawimy wartości sin (a — p) i cos (a — P), a licznik i mianownik 
ułamka po prawej podzielimy przez cos a cos p, otrzymamy 

(2) 

Wzory (1) i (2) są ogólne, to jest mają miejsce dla jakiejkolwiek wartości 
kątów a i p, gdyż wyprowadzone zostały z wzorów ogólnych. 

75. Z wzorów na styczną summy dwu kątów, możemy wyprowadzić 
wzory na styczną summy ilukolwiek kątów i tak, jeżeli we wzorze (1) po-
przedniego artykułu, zamiast p weźmiemy p -j- y, otrzymamy 

(1) 
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rozwijając tg(j3H-Y) na zasadzie wzoru (1) poprzedzającego artykułu, 
otrzymamy 

W podobny sposób możemy wyprowadzić Avzory na styczną summy czterecli 
kątów, pięciu kątów i t. d. w ogólności ilukolwiek kątów, a ze sposobu ich 
wyprowadzenia łatwo spostrzeżemy, że styczna summy ilukolwiek kątów 
wyraża się wymiernie przez styczne tycbże kątów. 

76. Z w ẑorów na wstawę summy lub różnicy dŵ u kątów możemy 
łatwo wyprow^adzić wzory na dostyczną summy lub różnicy dwu kątów. 

Jakoż, podstawiając ŵ e wzorach 

wartości 
i dzieląc liczniki i mianowniki ułamków po prawej stronie przez sin a sin p, 
znajdziemy 

0 ) 

(2) 

Jeżeli we w^zorze (1) zamiast p weźmiemy (p + y) i rozwiniemy wyrażenie 
cotg (p + Y) na zasadzie wzoru (1), otrzymamy 

(3) 

W podobny sposób możemy znaleść wzory na dostyczną summy czterech 
kątów, następnie pięciu kątów i t. d. w ogólności ilukolwiek kątów ,̂ a ze 
gposobu wyprow^adzenia łatwo wniesiemy, źe dostyczna summy ilukolwiek 
kątów daje się wyrazić wymiernie przez dostyczne tychże kątów. 

PRZYKŁADY. 

1) Jeżeli s ina = — , sinp = — , a kąty a i p < [ , natenczas 

2) Jeżęli sin a ^ , cosp = ~ , a i p < < , natenczas 
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5 4 TC 
3) Jeżeli sin a = — , sinp = — , a i (3 < — , natenczas 

Dowieść prawdziwości następujących związków: 
4) 
5) 

6) 

7) 

S) 

2 Sin oc Bin T 
10) Gdy t g P = : —:—̂  , wtedy cotga, cotgP i cofcgy tworzą postęp 

sm (a -[- Y) 
arytmetyczny. 

11) Gdy i 

12) Jeżeli tg (cp -j- a), tg cp i tg (cp -j- p), tworzą postęp arytmetyczny, 
natenczas cotga, tgtp i cotgp, tworzą także postęp arytmetyczny. 

13) 
14) 

WZORY NA SUMMĘ LUB RÓŻNICĘ FUNKCYJ CYKLOMETRYCZNYCH. 

77. Wzory na wstawę, dostawę, styczną i dostyczną summy lub 
różnicy dwu kątów doprowadzają nas do odpowiednich związków na summę 
lub różnicę dwu funkcyj cyklometrycznych. I tak: Jeżeli przez a i p ro-
zumieć będziemy kąty dodatne mniejsze od kąta prostego i założymy 

(1) . . . 
wtedy u i v będą liczbami dodatnemi, zatym na zasadzie definicyi funkc^^j 
cyklometrycznych 

(2) 
AVzór na wstawę summy dwu kątów 

przyjmie kształt 

(8) 
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podobnież 

(4) 

Z tego ostatniego wzoru wnieść możemy, czy summa kątów a + p jest 
mniejsza, czyteż większa od kąta prostego, mianowicie: kąt a -{- p będzie 
mniejszy od kąta prostego, gdy dostawa jego jest dodatna, czyli gdy 

-)- c 1; będzie zaś kąt a + p większy od kąta prostego, gdy dostawa 
jest ujemna, czyli gdy u^ W pierwszym zatym przypadku, 
otrzymamy ze wzoru (3) 

a podstawiając za a i p ich wyrażenia (2), otrzymamy 

arc sin i 

gdy u"̂  Ą-t 

W drugim zaś przypadku, gdy kąt a + p jest większy od kąta prostego 
czyli, gdy dostawa jest ujemna, na zasadzie tego co się powiedziało 
w art. 59-ym, mieć będziemy 

a podstawiając zamiast a i p ich wyrażenia (2), otrzymamy 

Tym sposobem otrzymaliśmy dwa związki 

(5) 

(6) 

pokazujące nam w jaki sposób summę dT\Ti kątów, odpowiadających danym 
wstawom, możemy wyrazić przez jeden kąt, którego wstawa będzie nam 
znana. Przez podobne rozumowania przyjdziemy do wzoru. 

(7) 
który będzie miał miejsce bez żadnych ograniczeń, albowiem różnica dwu 
kątów, z których każdy jest mniejszy od kąta prostego przypada mię-
dzy 
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78. Jeżeli przez a i p rozumieć będziemy kąty dodatne, z których 
każdy jest mniejszy od kąta prostego i założymy 

(1) 
zaczym idzie 

(2) 
natenczas, na zasadzie wzorów na dostawę summy dwu kątów, mieć bę-
dziemy 

(3) 

Z tego wyrażenia łatwo WTiiesiemy, że kąt a + p jest mniejszy od kąta 
prostego, gdy + > 1, jest zaś większy od kąta prostego, gdy 

+ < ; 1; że zaś w przypadku, gdy dostawa jest ujemna, kąt jej od-
powiadający arccosinus przypada w drugiej ćwiartce układu, przeto rów-
nanie (3) na zasadzie definicyi funkcyj cyklometrycznych, daje nam 

a podstawiając za a i p ich wyrażenia (2), mieć będziemy 

(4) 
AVzór ten pokazuje, w jaki sposób summę dwu kątów, których dane są 
dostawy, można zastąpić jednym kątem, którego dostawa będzie nam znana. 

AV celu wyprowadzenia wzoru na różnicę dwu kątów, których dane 
są dostawy, uważamy, że 

pierwszy z tych wzorów możemy napisać w kształcie 

Z tego wyrażenia sin (a — p) widzimy, że kąt a — p będzie dodatny lub 
ujemny, stosownie do tego czy v > - c z y t e ż v<Zu; w pierwszym przy-
padku to jest, gdy v ' > u, kąt a — p będzie dodatny, a tymsamym, mieć 
będziemy 

w drugim zaś przypadku, gdy v C u , kąt a — p będzie ujemny, a tym 
samym 

http://rcin.org.pl



8 2 TRYGONOMETllYJA PLASKA. 

podstawiając w tych równaniach zamiast a i p ich wyrażenia (2), mieć bę-
dziemy 

(5) 

(6) 

79. Jeżeli przez a i p rozumieć będziemy kąty dodatne, z których 
każdy jest mniejszy od kąta prostego i założymy 

(1) 

natenczas, na zasadzie w ẑoru na styczną summy dwu kątów, mieć będziemy 

(2) 
Z tego wyrażenia widzimy, że kąt a + P będzie mniejszy od kąta prostego, 
gdyMv<Cl, zatym 

Gdy zaś wv>> 1, kąt a + P będzie większy od kąta prostego, gdyż styczna 
jego jest wtedy ujemna, przeto kąt a p na zasadzie art. 59-go będzie 

^ -i.- ^ 
spełnieniem kąta dodatnego, którego styczna jest = ; w tym więc 

V ' X 
razie 

podstawiając za a i p ich wyrażenia (2), otrzymamy 

(3) 

(4) 

W podobny sposób rozumując, przyjdziemy do wzoru 

(5) 
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który mieć będzie miejsce bez żadnych ograniczeń, albowiem różnica dwu 
kątów, z których każdy jest mniejszy od kąta prostego przypada między 

80. Jeżeli przez a i p rozumieć będziemy dwa kąty dodatne, z któ-
rych każdy jest mniejszy od kąta prostego i założymy 

(1) 

zaczym idzie 

(2) 
natenczas na zasadzie wzorów na dostyczną summy dwu kątów mieć bę-
dziemy 

(3) 

Jeżeli > 1 dostyczna kąta a + p jest dodatna, kąt zatym a -f- p jest 
mniejszy od kąta prostego, więc 

(4) 

jeżeli zaś uv<il dostyczna kąta a -ł- p jest ujemna, kąt a p jest większy 
od kąta prostego, na zasadzie zatym art. 59-go będzie spełnieniem kąta 

dodatnego, którego dostyczna jest ^ ^ , w tym więc przypadku 
u "I" V 

(5) 

podstawiając we wzorach (4) i (5) zamiast a i p ich wyrażenia (2), otrzy-
mamy 

(6) 

(7) 

W podobny sposób rozumując znajdziemy 

( 8 ) 
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który to wzór mieć będzie miejsce bez żadnych ograniczeń, gdyż różnica 
dwu kątów a — p, z których każdy jest mniejszy od kąta prostego przypada 

między -

81. Przy wyprowadzeniu w artykułach poprzedzających związków 
między funkcyj ami cyklometrycznemi, przypuszczaliśmy, że każdy z kątów 
a i P jest dodatny i mniejszy od kąta prostego, a tymsamym, źe dane fun-
kcyje trygonometryczne u i v są, dodatne. Według jednak definicji fun-
kcyj cyklometrycznych przez arc cos u i arc sec u rozumiemy nietylko kąty 
dodatne mniejsze od kąta prostego, ale także kąty dodatne większe od kąta 
prostego, a nie większe od kąta półpełnego, czyli dwu kątów prostych 

_mianowicie wtedy, gdy w jest ujemne; podobnież przez arc sin w, arc tg M, 
tarccotgM i arc cosec w rozumiemy nie tylko kąty dodatne nie większe od 

, ale także kąty ujemne, co do wartości bezwzględnej nie większe od 

, a mianowicie wtedy, gdy u jest ujemne; wypada nam przeto poka-
zać, jakim zmianom ulegają związki wyprowadzone w artykułach poprze-
dzających, gdy u i V przyjmują wartości ujemne. 

Ponieważ 

(1> 

przeto, chcąc znaleść związki między fmikcyjami cyklometrycznemi dla 
przypadku, gdy w i w są ujemne, należy za też funkcyje podstawić powyż-
sze wartości, wskutek czego otrzymamy wyrażenia, zawierające funkcyje 
cyklometryczne, w których u i v będą dodatne. Stosując zatym do nich 
wzory artykułów poprzedzających przyjdziemy do związków, które nam 
pokażą, w jaki sposób summa lub różnica dwu funkcyj cyklometrycznych 
w przypuszczeniu, że M i v są ujemne, daje się wyrazić przez jednę fun-
kcyją cyklometryczną. Jako przykład dajmy, źe chcemy znaleść 

gdzie 

.Na zasadzie wzorów (1), mamy 
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stosując do wyrażenia w nawiasie wzór (4) art. 78-go, otrzymamy 

(2) 
Podobnież otrzymalibyśmy 

<3) 

zaś 

(4) 

Podobne wzory możemy wyprowadzić i dla innych funkcyj cyklometry-
cznych. 

82. Przy zastosowaniach związków, wyprowadzonych w artykułach 
poprzedzających, należy zawsze mieć na uwadze, czy m i t; są liczbami 
dodatnemi czyteż ujemnemi; jeżeli są dodatne, wzory art. 77-go, 78-go, 
79-go i 80-go, wprost stosujemy; w przypadkach zaś, gdy M i v są ujemne, 
należy wprowadzić związki (1) artykułu 81-go. Jeżeli nie mamy bliższych 
określeń co do tego czy i r ^ O , należy wprowadzić odpowiednie 
warunki, tak np. mieć będziemy 

PRZYKŁADY. 

Dowieśó następujących związków: 

1) 

2) 

3) 
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.. . 4 . 5 , . 16 TC 4) arc sm — — a r c sin — -f arc sin — 
5 13 ' 65 2 • 

5) arc tg — — arc tg — = : arc tg — , gdy a; > 1. 
x x . x x x "j" j. 

6) arc tg + arc sin = arc tg ^ . 
1/2 J / 2 — 1 

FUNKCYJE TRYGONOMETKYCZNE KĄTÓW WIELOKROTNYCH. 

83. Jeżeli we wzorach podanych na wstawę, dostawę, styczną i do-
. styczną, summy dwu kątów, założymy, że kąt a = [3, natenczas otrzymamy 
następujące wzory 

(1) sm 2 a = 2 sin a cos a, 
(2) cos 2 a — cos^ a — sin^ a , 

które pokazują nam w jaki sposób funkcyje trygonometryczne kątów 
dwa razy większych od kąta danego wyrażają się przez funkcyje trygono-
metryczne kąta danego. 

Gdybyśmy chcieli mieć wyrażoną wstawę i dostawę kąta podwójnego 
przez samą wstawę lub samą dostawę kąta danego, dostatecznym będzie 
w powyższych wzorach (1) i (2) raz za dostawę, drugi raz za wstawę pod-
stawić ich wartości wynikające ze związku (1) art. 52-go; co uskuteczniw-
szy otrzymamy 

( sin 2a = d= 2sina —sin^a, 
(5) 

' sin 2 a = d= 2 cos a [ / 1—cos^a, 
l cos 2 a = 1 — 2 sin^ a , (6) 
( cos 2 a = 2 cos^ a — 1, 

84. AYzory (5) i (6) artykułu poprzedzającego pokazują, że gdy da-
ny jest kąt, to wartości sin2a i cos2a, są ściśle oznaczone. Jeżeli jednak 
kąt nie jest nam znany, lecz daną jest jego wstawa lub dostawa, to dostawa 
kąta podwójnego będzie ściśle oznaczona, wstawa zaś będzie miała dwie 
wartości, czyli będzie nieoznaczona, dopóki innego danego warunku mieć 
nie będziemy. Przyczyna tej nieoznaczoności wstawy kąta podwójnego,, 
gdy daną jest albo wstawa, albo dostawa kąta danego, daje się łatwo wy-
jaśnić. Jakoż, przypuśćmy naprzód, że wstawa kąta a jest dana = a, 
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natenczas kąt jej odpowiadający jest nieoznaczony, a jego wielkości dają 
się najoisać (art. 43-ci) w kształcie 

gdzie Q oznacza jeden z kątów, którego wstawa jest — a. W tym przy-
padku wartości wstawy 2 a, otrzymamy ze wzorów 

sin 2 a = sin [2 w T: f (— 1)" 2 6] = sin 2 6, gdy n parzyste 

sin 2 a = : sin [2 w TT + (— 1)" 2 G] — sin 2 6, gdy n nieparzyste, 
podobnież 

cos2a = cos [2n7r + (—1) "26] = cos 26, 
czy n parzyste czyteż nieparzyste. 

AYidzimy więc, źe wstawa kąta podwójnego ma wtedy dwie wartości, 
dostawa zaś jednę, co też wzory (o) i (6) nam pokazują. 

Podobnie rzecz się ma, gdy mamy dostawę kąta a równą h. Jeżeli 
oznaczymy przez 6, którykolwiek z kątów, którego dostawa wielkości 
wszystkich kątów, odpowiadających danej dostawie, dają się przedstawić 
w kształcie (art. 45-ty) 

2W7C ± 6, 
a tymsamym wartości sin 2a i cos 2a, będą następujące: 

sin 2a = sin (4w7c r t 26) d= sin 2 6, 
cos 2a = cos (4w7u ± 26) = cos 2 6, 

wstawa więc kąta podwójnego przy danej dostawie kąta danego ma dwie 
wartości, dostawa zaś tylko jednę wartość, co też wzory (5) i (6) nam po-
kazują. 

85. Podwójna wartość wstawy kąta podwójnego, w przypadku, gdy 
daną jest wstawa lub dostawa kąta danego, daje się wyjaśnić gieome-
trycznie. 

Niech X O Pi (fig. 29) będzie 
najmniejszym z kątów dodatnych, 
którego wstawą jest « > O, naten-
czas nie tylko kąty mające końcowe 
ramię 0 P | , ale i kąty mające kie-
runek OP2 (P ,0X=r=P2 0 X ' ) , 
będą miały jednę i tężsamą wsta-
wę, skutkiem tego i dwie różne 
wartości kąta podwójnego będą od-
powiadały danej wstawię: XOQ, 
(X0Q,= :2X0P , ) , tudzież X0Q2 \y ' 
(27:^—XOQi). Zatym wstawa Fig. 29. 

o\ 

\ 
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kąta X 0 Q 2 będzie równa co do wartości bezwzględnej wstawię kąta 
X O Qi, a znaku przeciwnego; czego też dowodzi wzór poprzednio wypro-
wadzony. Podobnież będzie się rzecz miała, gdy dana wstawa jest ujemna. 

Podobne rozumowania można przeprowadzić i dla przypadku, gdy 
sin 2 a wyrażamy przez dostawę kąta a. 

86. Z wzorów art. 83-go możemy wyprowadzić wiele innych wzorów, 
z których przytoczymy te, które są najczęstszego użycia przy przekształca-
niu funkcyj trygonometrycznych. I tak wzory (6) dają nam 

(1) 

(2) 

Z podzielenia tych ró̂ NTiań przez siebie stronami odpowiedniemi otrzy-
mamy 

(3) 

z tego zaś równania znajdziemy 

(4) 

Podobnież wiemy, że 

że zaś 

(5) przeto 

Wiemy, że 

podstawiając zamiast 2cos2a wyrażenie z równania (6) art. 83-go, otrzy-
mamy 

(6) 

87. Jeżeli we wzorach (1) i (2) art. 73-go założymy = 
i w pierwszym z tych wzorów zamiast cos^ a weźmiemy 1 — sin^ a, w dru-
gim zaś zamiast sin^ a weźmiemy 1 — cos^ a, otrzymamy wzory na wstawę 
i dostawę kąta potrójnego, mianowicie: 
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(1) sin 3 a = 3 sin a — 4 sin® a, 
(2) cos 3 a — 4 cos'a — 3 cos a. 

Z tych wzorów pokazuje się, źe sin 3 a przez sina, a cos 3 a przez cos a 
wyrażają się wymiernie i całkowicie, przeciwnie zaś sin 3 a wyraża się nie-
wymiernie przez cos a, a cos 3 a niewymiernie przez sin a. Z tego wypada, 
że gdy daną jest wstawa kąta, wstawa kąta potrójnego jest ściśle ozna-
czona, gdy tymczasem cos 3 a możemy tylko wyznaczyć co do wartości 
bezwzględnej; gdy zaś daną jest dostawa kąta, dostawa kąta potrójnego 
jest ściśle oznaczona, wstawa zaś jedynie co do wartości bezwzględnej. 
Przyczynę tego można wyjaśnić w sposób podany w art. 84-ym. 

Jeżeli mamy wyrażone sin (m — 1) a i cos (m — 1) a przez sin a 
i cos a, możemy łatwym sposobem wyrazić sin ma i cos w a przez też 
fmikcyje trygonometryczne. Jakoż, jeżeli we wzorach (1) art. 65-go i (1) 
art. 66-go założymy p = (m — 1) a, otrzymamy 

(3) sin ma. = sina cos (m — l ) a + cosa sin (m — l ) a , 

(4) cos ma — cos a cos (m — 1) a — sin a sin (m — 1) a , 
które nam pokazują, w jaki sposób możemy znaleść sin ma i cos ma, gdy 
dane są sin (m— 1) a i cos (m — 1) a. Z wzorów tych przez kolejne zakła-
danie za m liczb 5 , 6 , 7 , . . . otrzymamy wzory na sin 4 a i cos 4 a, sin 5 a 
i cos 5 a, i t. d. w funkcyi sin a i cos a. 

88. Jeżeli we wzorach (1) art. 75-go i wzorze (3) art. 76-go za-
łożymy a = p = Y, otrzymamy wzory na styczną i dostyczną kąta po-
trójnego, mianowicie: 

, „ cotg^a—3cotga (2) cotg 3 a — — f - . ^ ^ ° 3 cotg2 a — 1 

"Wzory te pokazują nam, źe styczna kąta potrójnego wyraża się wymiernie 
przez styczną kąta danego, dostyczną zaś kąta potrójnego wymiernie przez 
dostyczną kąta danego. 

Jeżeli znamy wyrażenia tg (m — 1) a przez styczną kąta a 
i cotg (m — 1) a przez dostyczną kąta a, znaleść możemy tak tg tn a, jak 
i cotgwia. Jakoż, jeżeli w równaniu (1) art. 74-go i równaniu (1) art. 76-go 
zamiast (3 podstawimy (m — 1) a, otrzymamy 

/o\ X tga + tg(m — l ) a (3) tg ma — -—2— f ^ — , ^^ ® 1 — t g a t g ( m — l ) a 
. cotg a cotg (m — l ) a — 1 (4) cotgma = —f , .—^ . cotg a + cotg (m — 1) a 
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Wzory te pokazują, w jaki sposób przez kolejne zakładanie za m liczb 
4, 5 , . . . potrafimy wyrazić tg 4 a, tg 5 a , . . . przez tg a, tudzież cotg4a, 
cotg 5 a , . . . przez cotg a. 

PEZYKŁADY. 

1) Jeżeli sin natenczas 

Dowieść następujących związków: 

2) 

3) 
4) 
5) 
6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

U) 

15) 

16) 

17) 
18) 
19) 
20) 
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2 1 ) 

22) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) Jeżeli natenczas cos! jest ujemne. 

30) 

28) 

29) 

89. Ze związków wyprowadzonych w artykułach poprzedzających 
na funkcyje trygonometryczne kąta podwójnego, możemy wyprowadzić 
związki odpowiednie dla funkcyj cyklometrycznych. I tak, na zasadzie 
wzoru (1) art. 83-go, mamy 

jeżeli założymy sina = u i przypuścimy, że w O, wtedy 

(1) 
Żeby się przekonać, czy kąt 2 a jest większy od kąta prostego, 
czyteż od niego mniejszy szukajmy dostawy kąta 2 a. Wiemy, że 
cos2a = l — 2sin2a, zatym 

(2) 
Ten wzór nam pokazuje, że kąt 2 a będzie mniejszy od kąta prostego, 
gdy 1 > 2 M̂ , będzie zaś większy od kąta prostego, gdy 1 c 2 w .̂ W pierw-
szym przypadku ze wzoru (1) otrzymamy, 2a arcsin2t< J/l—m^, czyli 
2arc8inM = arcsin2w — w drugim zaś przypadku, na zasadzie-
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art. 59-go, mieć będziemy 2 a = TT — arc sin 1—czyli 2 arc sin u 
— arcsin2M J/^l—u"^, otrzymujemy zatym dwa związki 

(3) 

(4) 

Weźmy teraz pod uwagę wzór (2) art. 83-go, który napiszmy w kształcie 

Jeżeli założymy cos 

2 a będzie mniejszy od kąta prostego, gdy > , będzie zaś większy od 

kąta prostego, gdy ^ ; źe zaś w przypadku, gdy dostawa jest 

ujemna, kąt jej odpowiadający arcus cosinus znajduje się w drugiej 
ćwiartce układu, przeto na zasadzie definicyi funkcyj cyklometrycznych, 
mieć będziemy ogólnie 

łożymy tga = M, wtedy 
Jeżeli weźmiemy pod uwagę wzór (3) art. 83-go t. j. i za-

Z tego wzoru widzimy, że kąt 2 a będzie mniejszy od kąta prostego, gdy 
2 u zatym 2 a = arc tg ; będzie zaś większy od kąta prostego, J. " ti' 

gdy >• 1 i wtedy na zasadzie art. 59-go, mieć będziemy 

podstawiając za a jego wyrażenie przyjdziemy do następujących wzorów 

(6) 

(7) 

Rozważmy następnie równanie (5) art. 86-go mianowicie: 

(8) 
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i załóżmy 

Żeby się dowiedzieć czy kąt 2 a jest mniejszy, czyteź większy od kąta pro-
stego, szukajmy dostawy kąta podwójnego, na zasadzie wzoru (4) art. 86-go, 
mieć będziemy 

Ten wzór nam pokazuje, źe dostawa 2 a będzie dodatna, gdy < 1, bę-
dzie zaś ujemna, gdy w pierwszym przypadku kąt 2 a będzie 
mniejszy od kąta prostego, w drugim zaś większy od kąta prostego. 

W pierwszym przypadku ze wzoru (8), otrzymamy 2a = arc8in , 

w drugim zaś przypadku 2 a = TC — arc sin . Podstawiając za a jego 
wyrażenie otrzymamy 

(9) 

(10) 

Jeżeli wreszcie we wzorze (4) art. 86-go 

założymy tga = u, skąd a = arctgw, otrzymamy 

dostawa będzie dodatna gdy ujemna zaś, gdy w pierwszym 
przypadku kąt 2 a będzie mniejszy, w drugim zaś większy od kąta prostego; 
źe zaś w przypadku, gdy dostawa jest ujemna, kąt jej odpowiadający 
arcuscosinus znajduje się w drugiej ćwiartce, przeto na zasadzie definicyi 
funkcyj cyklometrycznych, otrzymamy ogólnie 

(11) 

90. Wzory wyprowadzone w artykule poprzedzającym możemy też 
łatwo otrzymać ze związków między funkcyjami cyklometrycznemi, poda-
nych w art. 77-ym, 78-ym i 79-ym. Jakoż, jeżeli w tych związkach zało-̂ ^ 
źymy p = a, przyjdziemy do wzorów następujących: 
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Podobnież na mocy wzoru (3) art. 79-go, będziemy mieli 

że zaś, gdy 

zatym 

otrzymujemy wzór (9) art. 89-go. Na mocy zaś wzoru (4) art. 79-go 

że zaś, gdy 

.otrzymujemy więc wzór (10) art. 89-go. 

"VV podobny sposób możemy wyprowadzić wzór (11) art. 89-go. Jakoż, 
na mocy wzoru (3) art. 79-go, mamy 

że zaś, gdy 

Na mocy zaś wzoru (4) art. 79-go, 
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Że zaś, gdy 

, zatym 

Jeżeli teraz zważymy, że na mocy art. 58-go, 

będziemy mieli 

AV obu więc razach czy ŵ  < 1, czyteż 1, mamy 

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE POŁOWY KĄTA. 

9 1 . W z O E Y NA WSTAWĘ I DOSTAWĘ POŁOWY KĄTA. 

Jeżeli we wzorach (6) artykułu 83-go weźmiemy zamiast a, otrzy-
mamy 

stą,d zaś 

(1) 

Przyszliśmy do wzorów na wstawę i dostawę połowy kąta, wyrażonych 
przez dostawę tegoż kąta, że zaś wzory te wyprowadzone zostały z wzorów 
(6) art, 83-go, które mają miejsce dla jakiegokolwiek kąta, przeto i wzory 
(1) i (2) mają miejsce dla jakiegokolwiek kąta a, czyli, że są wzorami 
ogólnemi. 

Z wzorów powyższych wynika, że każdej wartości dostawy kąta a 
odpowiadają dwie wartości wstawy i dwie wartości dostawy połowy tegoż 
kąta. Przyczynę podwójnej wartości możemy wyjaśnić w sposób następu-
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jący. Jeżeli daną jest dostawa kąta a, natenczas 2 ni: dba wyobraża nam 
wszystkie kąty, które mają tężsamą dostawę co kąt cc, zatym wyrażenie, 

a 

które nam daje sin — przez cos a powinno nam dać wartości wstawy każ-

dego kąta, wynikającego ze wzoru (2 WT: db a). Lecz 

= sin n 7t cos — ± cos w TC sin = ± sin , otrzymujemy więc dwie ^ a a 

wartości, różniące się jedynie znakiem, co też wzór (1) nam pokazuje. 

Podobnież wyrażenie, dające nam wartość cos przez cos a, powinno nas a 

doprowadzać do dostawy wszystkich kątów, wynikających ze wzoru 

; że zaś cos 

przeto otrzymujemy dwie wartości, ró-

żniące się jedynie znakiem, co też i wzór (2) nam pokazuje. 92. Wynikającą z powyższych wzorów podwójną wartość 

i cos — możemy także wyjaśnić gieometrycznie. Niech! 
A 

będzie najmniejszym z kątów dodatnych, którego dostawa jest dana, naten-
czas nietylko kąty dodatne, 
mające ramię końcowe OP,, 
ale i kąty dodatne mające 
ramię końcowe OPj (XOP, 
^lYOPa), będą miały jednę 
i tężsamą dostawę, zatym 
dwie wartości wstawy połowy 
kąta będą odpowiadały da-
nej dostawie, jedna, odpo-
wiadająca kątowi X O Q , 

I i druga, 

odpowiadająca kątowi! 

mianowic ie : sin 

Ponieważ tej samej dostawie odpo-

Y 
A 

> 

X' „..'-"o X 

** 

K 

V' 
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wiadają i kąty ujemne, jeżeli więc XOPa = a będzie co do wartości bez-
względnej najmniejszym z kątów ujemnych, odpowiadających danej do-
stawie, to nie tylko kąty ujemne, mające ramię końcowe OPa, ale i kąty 
ujemne, mające ramię końcowe O Pi (kąt rozwarty 
+ kąt ostry X O P , ) , będą miały tężsamą dostawę, zatym otrzymamy od-
powiednie wartości wstawy połowy kąta 

Widzimy więc, że gdy daną jest dostawa kąta, będziemy mieli dwie war-
tości wstawy połowy kąta. W ten sam sposób możemy wyjaśnić podwójn% 
wartość dostawy połowy kąta. 

93. Z tego, co się wyżej powiedziało, wynika, że podwójna wartość 
wstawy i dostawy połowy kąta utrzymuje się dopóty, dopóki znamy jedynie 
dostawę kąta. Jeżeli jednak znany nam jest kąt a, wtedy będziemy znali 

i kąt , a tymsamym będziemy wiedzieli, jaki należy wziąć znak dla sin 

i cos . Znika również wątpliwość co do podwójnej wartości sin 

i coB , jeżeli nie znamy samego kąta a, ale wiemy, w której ćwiartce 

układu znajduje się ramię końcowe kąta - i tak, jeżeli wiemy np., że 

przypada między wtedy sin - i są ujemne, a tymsamym 

znak przed pierwiastkiem należy wziąć —. 
94. Starajmy się teraz wyznaczyć wstawę i dostawę połowy kąta 

przez jego wstawę. Jeżeli we wzorze (1) art. 83-go weźmiemy zamiast 
a, otrzymamy 

stąd zaś 
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2atym 

(1) 

(2) 
stąd zaś 

(3) 

(4) 

130 TRYGONOMETRYJA PJiA-SKA. 

Przyszliśmy do wzorów, pokazujących nam, w jaki sposób 

dają się wyrazić przez sina; źe zaś te wzory wyprowadzone zostały ze 
wzorów, służących dla jakiegokolwiek kąta a, przeto wzory (3) i (4) mają 
miejsce także dla jakiegokolwiek kąta a, czyli są wzorami ogólnemi. 

95. "Wzory powyższe pokazują nam, źe danej wstawię kąta odpo-
Tviadają cztery wartości wstawy i cztery wartości dostawy połowy kąta. 
Przyczynę tego możemy wyjaśnić w sposób następujący. Niech a będzie 
jednym z tych kątów, którego mamy daną wstawę, wtedy 
będzie nam wyobrażać wszystkie kąty, których wstawa będzie takąź-

samą jak dla kąta a, zatym wyrażenie sin ~ przez sina, dawać nam powin-

no wstawy wszystkich kątów, wynikających ze wzoru 
Przypuśćmy, że n jest parzyste = :2m, natenczas 

jeżeli n jest nieparzyste i równe 2tn -f !> natenczas 

Otrz3rmujemy więc cztery wartości wstawy połowy kąta, gdy dana 
jest wstawa tegoż kąta. 

Podobnież, wyrażenie, które nam daje dostawę przez wstawę a, 
li 

powinno nam dostarczać dostawy wszystkich tych kątów, które wynikają 

ze wzoru 
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Jeżeli n parzyste = 2 w, natenczas 

jeżeli zaś n nieparzyste = 2m + 1? natenczas 

otrzymujemy więc cztery wartości dostawy połowy kąta, gdy dana jest 
wstawa tegoż kąta. 

96. Z tego, cośmy powiedzieli w artykule poprzedzającym, wynika, 
źe jeżeli co do kąta a nie mamy żadnego bliższego określenia, wtedy nie 
możemy także określić, które z podwójnycłi znaków, zachodzących we 

wzorach (3) i (4), brać należy, a tymsamym otrzymujemy dla 

po cztery różne wartości. Jeźeli jednak kąt a, jest dany, lub teź wiadomo 
nam, w której ćwiartce układu położone jest ramię końcowe kąta, w ta-
kim razie możemy w każdym przypadku, bez żadnej trudności wskazać, 
który ze znaków brać należy. Jakoż, przypuśćmy, że kąt a znajduje się 

w pierwszej ćwiartce układu spółrzędnych i przypada między O i —, wtedy 

Cf. % kąt — przypadać będzie między O i — , w tym przypadku 

są dodatne nadto cos sin . Rozważając równania (1) i (2) widzi-
my, że lewa strona równania (1) jest dodatna, przeto pierwiastek po prawej 
stronie należy wziąć ze znakiem że zaś lewa strona równania (2) jest 
ujemna, przeto pierwiastek po prawej należy wziąć ze znakiem —. Jeżeli 

więc a przypada między O i ? mieć będziemy 

zatym 
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3 
Załóżmy powtóre, że k%t a przypada między — i 2 TC, W tym razie kąt 

3 o, 
• przypadać będzie między -^t: ii:. W tym przypadku cos — jest 

ujemna, sin - zaś dodatna i co do wartości bezwzględnej mniejsza od 

cos — , zatym lewa strona równania (1) jest ujemna, przeto pierwiastek 
2 

po prawej stronie należy wziąć ze znakiem —; lewa zaś strona równania 
(2) jest dodatna, przeto pierwiastek po prawej należy wziąć ze znakiem - f . 

Jeżeli więc a przypada między • , mamy 

zatym 

97. Możemy łatwo wskazać ogólne prawidło na wyznaczenie zna-

ków dla wyrażeń sin + cos i sin-^ cos a tymsamym i dla 

Jakoż, wiemy, że 

OC TC 
"Wyrażenie po prawej jest dodatne, gdy y + ^ przypada między 2n% 

i (2n7t + 1) jest zaś u j emne, gdy y + przypada między ( 2 n + l)7c 

i(2n- l -2)7r , gdzie w obu razach n jest liczbą całkowitą dodatną lub 

ujemną, albo takie zerem. Zatym sin -f cos y będzie dodatne, gdy 
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przypada między 2ni: będzie zaś ujemne, gdy • 

3 7 

przypada między 2w7: + — i : i 2 n z - f - j - 7 : ; w szczególności, gdy : 

będzie dodatne, gdy ~ przypada między 

będzie zaś ujemne, gdy przypada między -

Ponieważ znowu 

przeto, rozumując w sposób powyżej przytoczony, znajdziemy, że 

będzie dodatne, gdy przypada między 
A 

będzie zaś ujemne, gdy ~ przypada między 
/S — 

gdzie n oznacza liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo także 

zerem. "W szczególności, gdy n = 0, sin cos będzie dodatne, gdy 
/i J 

• przypada między i , będzie zaś ujemne, gdy przypada mię-

dzy • 

Dla wyjaśnienia tego prawidła przypuśćmy, że zachodzi potrzeba 
znalezienia kąta a, dla którego 

"W tym przypadku, we wzorach (1) i (2) należy brać znaki dolne t. j. —. 
Ponieważ we wzorze (1) bierzmy znak — przeto, na zasadzie tego co się 

powyżej powiedziało, kąt przypada między 
A 

ponieważ zaś we wzorze (2) bierzemy znak —, przeto kąt przypadać 

5 9 będzie między — u i 2m: . Kombinując te dwie wartości 

krańcowe kąta ~ , przychodzimy do wniosku ostatecznego, że kąt przy-

pada między 
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gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, albo także zerem. 
9 8 . W z O E Y NA STYCZNĄ I DOSTYCZNĄ POŁOWY KĄTA. 

Dla wyprowadzenia wzoru na styczną połowy kąta przez styczną 
tegoż kąta, uważamy, że jeżeli we wzorze (3) art. 83-go zamiast a weźmiemy 

, otrzymamy 

(1) 

Podwójną wartość, jaką otrzymaliśmy dla tg - ^ a , m o ż e m y wyjaśnić w spo-

sób następujący. Jeżeli a jest jednym z tych kątów, którego styczna jest 
dana, natenczas n T: + a przedstawia nam wszystkie kąty, których styczna 
jest taką samą jak styczna kąta a; wyrażenie zatym, które nam daje 

tg a, powinno nam dawać wartości stycznej wszystkich kątów, wynika-

jących ze wzoru (nT: + a). Jeżeli przypuścimy, źe n parzyste = 2m, a 
natenczas 

jeżeli zaś n nieparzyste 2m + 1, natenczas 

mamy więc dwie różne wartości tg a, gdy daną jest styczna kąta a, co 

teź pokazuje wzór (1). 
Z tego, cośmy powiedzieli, wynika, źe gdy daną jest styczna pewnego 

kąta, wypadają zawsze dwie wartości stycznej połowy kąta. Jeżeli jednak 
jdanym jest kąt a albo teź wskazanym jest, w której ćwiartce układu znaj-
duje się ramię końcowe kąta a, będziemy wiedzieli tymsamym, kiedy tg 

jest dodatna, a kiedy ujemna, a zatym nie mamy wtedy wątpliwości co do 
tego, z jakim znakiem należy wziąć pierwiastek. 
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99. Możemy także wyrazić styczną połowy kąta przez wstawę i do-
-stawę tegoż kąta. Jakoż wiemy, że % 

stąd zaś na mocy związków (6) art. 83-go, 

(1) 

(2) 

podstawiając w którymkolwiek z tych związków ]/l—cos®a zamiast sina, 
otrzymamy 

<3) 

100. W podobny sposób możemy otrzymać wzory na dostyczną po-
łowy kąta, mianowicie: 

•(1) 

<2) 

m 

<4) 

F U N K C Y J E T R Y G O N O M E T R Y C Z N E T R Z E C I E J C Z Ę Ś C I K Ą T A . 

1 0 1 . RÓWNANIE DAJĄCE COS , GDY DANĄ JEST DOSTAWA KĄTA a . 
o 

Jeżeli we wzorze (2) artykułu 87-go 

•amiast a weźmiemy , otrzymamy 3 

http://rcin.org.pl



1 0 4 TRYGONOMETKYJA PŁASKA • 

ot 
Jeżeli w tym wzorze założymy cos a = u, zaś cos = otrzymamy 

o 

Kównanie to, jak nas uczy Algiebra, posiada trzy pierwiastki rzeczywiste, otrzy-

mujemy więc dla a;, a tymsamym dla cos trzy wartości. Możemy tego do-

wieść w sposób następujący. Jeżeli 6 jest jednym z kątów, którego dostawa 
jest = M, wielkości kąta a dają się przedstawić (art. 45-ty) w kształcie 

a tymsamym wartości x w kształcie 

gdzie n oznacza liczbę całkowitą dodatną lub ujemną, albo także zero. Jaką-
kolwiek liczbą byłoby n, możemy ją napisać w kształcie n = 3m + fc, gdzie 
k = O, 1 lub 2 ; mamy więc 

ecz kąty 

mają teżsame dostawy co i kąty 

zatym x ma trzy różne wartości mianowicie: 

i więcej ich mieć nie może. 

1 0 2 . RÓWNANIE DAJĄCE SIN - - , GDY DANĄ JEST WSTAWA KĄTA A. 

Jeżeli we wzorze (1) art. 87-go, mianowicie: 
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zamiast a, weźmiemy — , otrzymamy 

a zakładając sin c/.=z=.u, sin = a:, przyjdziemy do równania 
o 

Równanie to, jak nas uczy Algiebra, posiada trzy pierwiastki rzeczywiste otrzy-

mujemy więc dla x, a tymsamym dla sin ~ trzy różne wartości. Możemy tego 
O 

dowieść w sposób następujący. Niech 6 będzie jednym z tych kątów, którego 
wstawa jest = «, natenczas wielkości kąta a dają się wtedy przedstawić (art.-
43-ci) w kształcie 

a tymsamym wartości x w kształcie 

gdzie n oznacza liczbę całkowitą dodatną lub ujemną albo także zero. Gdy 
n parzyste = 2 m, mamy 

gdy zaś n nieparzyste 

Lecz jakąkolwiek liczbą byłoby m możemy je przedstawić w kształcić 3p -(- kj 
biorąc za k zero, 1 lub 2. W tym więc razie wzory powyższe przyjmą kształt 

Że zaś kąty 

mają teżsame wstawy co i kąty 
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przeto X ma trzy wartości różne 

i więcej ich mieó nie będzie. 

1 0 3 . RÓWNANIE NA TG , GDY DANĄ JEST STYCZNA KĄTA a . 
o 

Jeżeli we wzorze (1) art. 88-go, to jest we wzorze 

zamiast a weźmiemy - , otrzymamy 

a zakładając tg a = w, tg — — x, przyjdziemy do następującego równania 
o 

Z tego równania widzimy, źe zadanie znalezienia wartości t g z a w i s ł y m jest 
o 

od rozwiązania równania stopnia trzeciego. Równanie to ma trzy pierwiastki 
rzeczywiste, o czym można się przekonać w sposób następujący. Niech G bę-
dzie jednym z kątów, którego styczna jest = w, natenczas na zasadzie art. 48-go 
wszystkie kąty, mające styczną takąż samą co i kąt 6, dają się przedstawić 
w kształcie 

a stąd 

Jeżeli założymy n = 3 m -{- A;, gdzie A; = O, 1 lub 2, wzór poprzedzający przyj-
mie kszłałt 

stąd wynika, że na a otrzymujemy trzy wartości 

i więcej ich być nie może. 

http://rcin.org.pl



P D N K C Y J E TRYGONOMETRYCZNE TRZECIEJ CZĘŚCI K Ą T A . 1 0 4 . 1 0 7 

Jeżeli w szczególności u jest nieskończenie wielkie, równanie sprowadza 
«ię do 

które ma jedynie dwa pierwiastki i — r - ^ . Ponieważ zaś w tym przy-

padku 6 = , przeto trzema pierwiastkami równania są 

2 

stąd wypada, że dla m = 0 0 jeden z pierwiastków jest nieskończenie wielki 

pozostałemi zaś pierwiastkami są tg i tg . Mamy zalym 

1 0 4 . W ogólności jeżeli chcemy otrzymać sin , cos tg — , gdy 
m m m 

•są nam odpowiednio znane sina, cos a, tg a, szukamy naprzód równania, któreby 
•nam dawało wartości sin m OL, cos m a, lub tg m a, odpowiednio przez sin a, cos a, 
lub tg a. W tych równaniach kładziemy — zamiast a, przez co otrzymujemy 

m 
równanie, z którego wypada nam znaleść nieznane. Ilównania w ten sposób 

otrzymane będą stopnia m-go lub 2OT-go. Należy zauważyć, że gdy m jest 

potęgą liczby 2, rozwiązanie równania sprowadza się do rozwiązania równa-

nia stopnia drugiego, albowiem mając wyrażenia s 

przez sin a, cos a lub tg a, możemy w ten sam sposób, znaleść sin 

PRZYKŁADY. 

1) Wyrazić sin przez sina, gdy a przypada między 450® i 630®. 

( 

1 Ot 
ii) Wyrazić cos — a przez cos a, gdy — przypada między 405® i 495®. 2 2 
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3) Wyrazić sin ^ prżez sin a, gdy przypada między 
2 2 

Odp. 

4) Znaleść wartości krańcowe, między któremi znajdować się winien 

kąt a, aby sin -

Odp. 

5) Znaleść wartości krańcowe, między któremi znajdować się winien 

kąt a , aby sin • 

Odp. 

6) Znaleść wartości krańcowe, między któremi znajdować się winien 

kąt a, aby 

Odp. 

Dowieść następujących związków: 

7 ) 

8) 

9 ) 

10) 

11) 

12) 

WZORY NA SUMMĘ LUB RÓŻNICĘ WSTAW I DOSTAW KĄTA, TUDZIEŻ 
ICH ILOCZYNY. 

105. Jeżeli wzory na sin (a -f p) i sin (a — p), dodamy do siebie 
lub odejmiemy stronami odpowiedniemi, i tożsamo uczynimy z wzorami 
na cos (a + p) i cos (a — p), przyjdziemy do następujących wzorów: 

(1) 
(2) 
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(3) 

(4) 

jeżeli w tych wzorach założymy a - f P = p i a — P = skąd 

, otrzymamy następujące wzory: 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Przyszliśmy więc do wzorów, które nam pozwalają summę lub różnicę 
wstaw i dostaw wyrazić przez odpowiednie iloczyny tychże funkcyj trygo-
nometrycznych. 

Wzory (1), (2), (3) i (4) możemy napisać w kształcie: 

(9) 

<10) 

<11) 

(12) 

Otrzymujemy więc wzory, które nam pokazują, w jaki sposób iloczyn wsta-
wy i)rzez dostawę, iloczyn dostaw i iloczyn wstaw możemy wyrazić przez 
summę lub różnicę wstaw lub dostaw kątów odpowiednich. 

"Wzory wyprowadzone powyżej mają ważne zastosowania w bada-
niach funkcyj trygonometrycznych, o czym się przekonamy poniżej, wska-
zując w jaki sposób przy ich pomocy przychodzi się częstokroć do bardzo 
prostych związków, które pozwalają rozwiązać wiele zadań matematycznych. 

106. "Wzory artykułu poprzedzającego doprowadzają nas do innych 
:godnych uwagi wzorów, A mianowicie: 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Jeżeli we wzoracli na summę wstaw i różnicę dostaw 

założymy a 30®, i napiszemy a zamiast p, natenczas otrzjTnamy 

źe zaś sin 30® = i , przeto 

(7) 

(8) 
otrzymujemy więc dwa wzory podane przez Euler'a, które, jakto poniżej 
zobaczymy, bardzo są użyteczne przy obliczaniu tablic funkcyj trygono-
metrycznych. 

PEZYKŁADY. 

Dowieść następujących związków: 

1) 

2) 
3) 
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4) 

5) 

6) 

7) 
8) 
9) 

10) 

11) 
12) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 
19) 
20) 

21) 

22) 

23) 

24) 

25) 

WARTOŚCI FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH, NIEKTÓRYCH KĄTÓW 

SZCZEGÓLNYCH. 

107. W artykułach 54-ym, 55-ym i 56-ym podaliśmy wartości fun-
kcyj trygonometrycznych kątów 30°, 45® i 60®. Obecnie pokażemy, w jaki 
sposób, używając wzorów, podanych w artykułach poprzedzających, mo-
żemy otrzymać wartości niektórych kątów szczególnych. 
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1 0 8 . F U N K C T J E TETGONOMETaTCZNE KĄTÓW 15® I 75®, CZYLI 

Ponieważ kąt 15® = 45®— 30®, przeto używając wzorów na wstawę 
różnicy dwu kątów, otrzymamy 

sin 15® = sin (45® — 30®) = sin 45® cos 30® — cos 45® sin 30®, 

podstawiając zamiast sin 45®, cos 45®, sin 30® i cos 30°, wartości otrzymane 
w art. 54-ym i 55-ym, mieć będziemy 

:a że wstawa kąta danego równa się dostawie kąta dopełnienia, przeto 
będziemy mieli 

Xl) 

Podobnież stosując wzór na dostawę różnicy dwu kątów do 15® =45®- 30®, 
otrzymamy 

<2) 

Mając zaś wyrażenia na wstawę lub dostawę kąta, otrzymamy na mocy 
wzorów, podanych w art. 52-gim, wartości pozostałych funkcyj trygono-
metrycznych 

<3) 

<4) 
Do wyrażeń wstawy lub dostawy kąta 15®, moglibyśmy przyjść szukając 
ich wartości, jako wstawy lub dostawy połowy kąta 30®, na mocy bowiem 
wzorów (1) i (2) art. 91-go, 

http://rcin.org.pl



WARTOŚCI FUNKCYJ TRYGONOMETEYCZNYCH. 1 0 9 . 1 1 3 

na mocy zaś wzoru (1) i (2) art. 94-go, 

1 0 9 . F U N K C Y J E TBYGONOMETEYCZNE KĄTÓW 1 8 ° I 72®, CZYLI 

I 

Jeżeli a = 18®, natenczas 5 a 90®, stąd 

, zatym 

podstawiając zamiast sin 2a i cos 3 a ich wartości z równań (1) art. 83-go 
i równań (2) art. 87-go, znajdziemy 

przeto 

a że wstawa kąta 18° jest dodatna, przeto 

(1) 

Mając sin 18®, znajdziemy zapomocą wzoru (1) art. 52-go, 

czyli 

(2) 

Wzory (1) i (2) doprowadzają nas do wzorów na styczną i dostyczną 
kątów 18® i 72®, mianowicie: 
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czyli 

(3) 

(4) 

1 1 0 . F U N K C Y J E TRYGONGMETEYCZNE KĄTÓW 3 6 " I 5 4 " , CZYLI 

Jeżeli wzory (6) artykułu 83-go, 

zastosujemy do przypadku a — 18", znajdziemy 

, zatym 

(1) 
ze zas 

sin 

przeto 

4 

Mając zaś siu 36" i cos 36", znajdziemy 
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Wartości sin 36° i cos 36° możemy także wyprowadzić na mocy wzo-
rów na wstawę kąta podwójnego. Jakoż wiemy, że 

z pomnożenia tych równań stronami odpowiedniemi, otrzymamy 

stąd, na mocy wzorów (12) artykułu 105-go, mieć będziemy 

podnosząc do kwadratu, otrzymamy 

źe zaś 

przeto z dodania tych równań stronami odpowiedniemi, otrzymamy 

mając zaś summę dostaw i ich różnicę znajdziemy obie dostawy, miano-
wicie 

otrzymaliśmy więc wzór (1), jak ró^Tiież wzór (1) art. 109-go. 

1 1 1 . F U N K C Y J B TETaONOMETETCZNE KĄTÓW 9 ° I 81®, CZYLI -

Jeżeli we wzorach (3) i (4) art. 94-go, mianowicie: 

zamiast kąta a weźmiemy 18® i pamiętać będziemy o prawi(ile na znaki, 
jakie podaliśmy w art. 96-ym, otrzymamy 
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podstawiając zamiast sin 18° wartość ze wzoru (1) art. 109-go, mieć bę-
dziemy 

(13) 

(14) 

Mając zaś sin 9®, cos 9°, sin 81° i cos 81®, znajdziemy pozostałe funkcyje 
trygonometryczne. 

1 1 2 . F U N K C Y J E TEYGONOMETEYCZNE KĄTÓW 12® I 78° , CZYLI 

I 

"Wiemy, źe 12® = 30° — 18®, jeżeli więc zastosujemy wzory na wsta-
wę i dostawę różnicy dwu kątów do kąta 30® — 18®, otrzymamy 

podstawiając wartości wstawy i dostawy kątów 30® i 18®, znajdziemy 

(1) 

(2) 

Mając zaś wstawę i dostawę kątów 12® i 78®, znajdziemy wartości pozosta-
łych funkcyj trygonometrycznych tychże kątów. 

1 1 3 . F U N K C Y J E TEYGONOMETEYCZNE KĄTÓW 3® I 87®, CZYLI 

I 

Ponieważ 3® = 18® —15°; przeto, jeżeli do kąta 18° — 15® zasto-
sujemy wzory na wstawę i dostawę różnicy dwu kątów, otrzymamy 
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podstawiając wartości wstawy i dostawy kątów 15" i 18®, otrzymane w ar-
tykułacli poprzedzających, znajdziemy 

a następnie pozostałe funkcyje trygonometryczne kątów 3® i 87®. 
114. Sposób postępowania w artykułach poprzedzających wskazuje 

nam możliwość znalezienia funkcyj trygonometrycznych kątów 6®, 21®, 
24®, 27®, 33®, 39® i 42®, a tymsamym i funkcyj trygonometrycznych kątów 
dopełniających. 

115. Jeżeli we wzorach wyprowadzonych w artykułach poprzedzających 
na wstawy i dostawy kątów 3®, 9®, 12®, 15®, 18®, 30®, 36® i 45® wykonamy 
wskazane działania i ograniczymy się w obliczeniu do 7 cyfr dziesiętnych, znaj-
dziemy 

sin 3® == 0,0523360, 
cos 3® = 0,9986295, 

, sm 9® = 0,1564345, 
cos 9® = 0,9876883, 
sin 12® = 0,2079117, 
cos 12® = 0,9781476, 
sin 15® = 0,2588190, 
cos 15® = 0,9659258, 
sin 18® = 0,3090170, 
cos 18® = 0,9510565, 
sin 30® = 0,5, 
cos 30® = 0,8660254, 
sin 36® = 0,5877853, 
cos 36® = 0,8090170, 
sin 45® = 0,7071068, 
cos 45® = 0,7071068. 

PRZEKSZTAŁCANIE WYRAŻEŃ TRYGONOMETRYCZNYCH. KĄTY PO-
SIŁKOWE. 

116. "Wzory dotąd wyprowadzone są zwykłemi tożsamościami i po-
zwalają przekształcać pewne wjrrażenia trygonometryczne na inne często-
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kroć prostsze i dogodniejsze do obliczeń. Przy obliczaniu wyrażeń trygo-
nometrycznych pożądaną, jest rzeczą, aby do tych wyrażeń zachodziły ilo-
czyny funkcyj trygonometrycznych. Widzieliśmy w art. 105-ym, w jaki 
sposób summę wstaw lub dostaw możemy wyrazić przez iloczyny odpo-
wiednich funkcyj trygonometrycznych. Otóż, w niniejszym ustępie chcemy 
pokazać, w jaki sposób, bądź bezpośrednio, bądźteź przy użyciu tak zwa-
nych kątów posiłkowych, wyrażenia dość skomplikowane możemy prze-
kształcać na inne, w które wchodziłyby iloczyny funkcyj trygonometry-
cznych, a tymsamym na wyrażenia dogodne do rachunku logarytmami. 
Częstokroć zapomocą przekształceń przychodzimy do nowych związków, 
zachodzących między funkcyjami trygonometrycznemi. 

117. Przypuśćmy, że wyrażenie 

S = 1 — coŝ â — cos '̂ p — coŝ Ŷ + 2 cos a cos^ COSY, 

chcemy przekształcić na inne, do którego wchodziłyby iloczyny funkcyj 
trygonometrycznych. Uważmy, że 1 — cos^ a — cos^ p stanowi trzy wyrazy 
iloczynu (1 — cos^ a) (1 — cos^ P), zatym 

S = (1 — cos® a) (1 — cos^ p) — cos® a cos® p — cos^ Y 4- 2 cos a cos p cos Ŷ  
ostatnie trzy wyrazy, wzięte ze znakiem przeciwnym, stanoAvią kwadrat wy-
rażenia cos a cos p — cos Y, zatym 

S (1 — cos® a) (1 — cos® p) — (cos a cos p — cos Y)®, czyli 
= sin^ a sin® p — (cos a cos p — cos y)'̂ . 

Kozkładając różnicę kwadratów na iloczyn summy pierwiastków przez 
ich różnicę, będziemy mieli 

S — [sin a sin p -f- cos a cos p — cos Y] X [sin a sin p — cos a cos p + cos Y]; 
Na mocy wzorów na dostawę summy i różnicy dwu kątów, otrzymamy 

S = [cos (a — p) — cos Y] [cos Y — cos (a + p)], 
rozkładając różnicę dostaw na iloczyny według wzorów (8) art. 105-go, 
znajdziemy 

S 1 — cos® a — cos® p — cos® Y + 2 cos a cos p cos y 
(1) _ a - ł -p + Y . a + p — Y . a + Y — P • P + Y — « 

= 4 sin p — s i n 1 ^ sin ^ ^̂  sm ^ ' 

Z tego wzoru wypada, że jeżeli w szczególności kąty a, p i Y są kątami 
płaskiemi kąta bryłowego trójściennego, wyrażenie powyższe jest dodatne. 
Jakoż, w tym przypadku każdy z kątów a, p, Y, jest dodatny i mniejszy od 
summy dwu pozostałych, a ich summa jest mniejsza od 2TC; przeto każdy 
z kątów wchodzących po prawej stronie równania (1) jest większy od 
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zera, a mniejszy od TC, zatym każda z wstaw jest różna od zera i dodatna, 
atymsamym i iloczyn jest dodatny. 

118. Przypuśćmy, że wyrażenie 

(1) 
chcemy przeształcić na inne, do którego wchodziłyby iloczyny funkcyj try-
gonometrycznych. Stosując do wyrażeń sin a s i n p i sin y —sin (a+p+Y) 
wzory (5) i (6) art. 105-go, otrzymamy 

stąd 

zastępując różnicę dostaw przez iloczyn wstaw, na zasadzie wzoru (8). 
art 105-go, otrzymamy 

zatym 

(2) 

Jeżeli w szczególności przypuścimy, że summa trzech kątów danych, 
jest równa dwu kątom prostym, czyli że a + P + Y^^^? natenczas 
sin (a 4- p -f y) = O, a powyższy wzór przyjmie kształt następujący: 

(3) 

Taki zatym związek zachodzi między trzema kątami a, p i Y, gdy ich sum-
ma równa się dwu kątom prostym. 

Ze względu, że a -f- p + Y = wzór powyższy możemy jeszcze na-
pisać w kształcie następującym: 

(4) 

"W podobny sposób, w założeniu a + p + Y = otrzymamy 

(5) 
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119. Niech będzie wyrażenie 

<1) 

które chcemy przekształcić na inne dogodne do rachunku logarytmami. 
Stosując do wyrażeń cos a + cos^ i COSY + cos (a + [3 -f y), wzory (7) art. 
105-go, otrzymamy 

zamieniając summę dostaw na iloczyn, mieć będziemy 

zatym 

(2) 

Do tego samego wzoru przyjdziemy, gdy we wzorze (3) art. 118-go, 

zamiast kątów a, p, y weźmiemy odpowiednio 

Jeżeli w szczególności przypuścimy, że a p + y = it, natenczas 
z przycz}Tiy, że cos (a + P + Y)=:COS7C:= — 1, mieć będziemy 

(3) 

taki zatym jest związek, jaki zachodzić winien między trzema kątami, gdy 
ich summa jest równa dwu kątom prostym. 

Ze względu, że a + p + y —TT, wzór (3), możemy napisać w kształcie 

(4) 

W podobny sposób, w założeniu a -F- P + Y ÎTT, otrzymamy 

(5) 

120. Niech będzie wyrażenie 

(1) 
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Które chcemy przekształcić na inne dogodne do rachunku logarytmami. 

Ponieważ tg G ^ ^ , przeto cosG ' ^ 

czyli 

zatym 

(2) \jyjO LA W wvo I 

przyszliśmy więc do żądanego przekształcenia. Jeżeli w szczególności 
natenczas z przyczyny, źe sin 

mieć będziemy 

(3) 
Taki zatym zachodzi związek między trzema kątami, gdy ich summa jest 
równa się dwu kątom prostym. 

121. Znaleść summę wstaiu i dostaw Jcątów, tworzących postęp 
arytmetyczny. 

Niech będzie summa w wstaw kątów, tworzących postęp arytmety-
czny, którego różnicą jest kąt X, t. j. niech będzie 

(1) 
i przypuśćmy, że chcemy znaleść wartość tej summy zapomocą iloczynu 
funkcyj trygonometrycznych. Pomnożywszy obie strony równości (1) 

przez 2 sin , mieć będziemy 

Jeźeli iloczyn każdych dwu wstaw zastąpimy przez różnicę dostaw, na 
mocy wzoru (12) art. 105-go, będziemy mieli 
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Dodając do siebie te równości stronami odpowiedniemi, wszystkie wyrazy 
po prawej stronie się zniosą z wyjątkiem wyrazu pierwszego i ostatniego, 
i otrzymamy 

zatym 

(2) 

"W podobny sposób możemy znaleść summę dostaw kątów, tworzących 
postęp arytmetyczny 

(3) 

Jeżeli obie strony tej równości pomnożymy przez 2 sin i podwójne ilo-

czyny z dostawy przez sin ~ zastąpimy przez różnicę wstaw, otrzymamy a 
po dokonaniu redukcyi 

zatym 

(2) 

122. Dowiedziemy teraz, że jeżeli między kątami a, p i Q zachodzi 
związek a -f- P = natenczas 

( 1 ) 
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Uwaźmy naprzód, źe 

czyli 

podstawiając tę wartość cos^a -f cos^p w lewą stronę równania (1) i pa-
miętając, źe według założenia a -f otrzymamy 

rozwijając cos (a — p) według wzoru (2) art. 66-go, otrzymamy 

a źe a -f p = 8, przeto 

PEZYKŁADY. 

Wyprowadzić następujące związki: 

1) ' 

2) 

3) 

4) 
5) 
6) 

7) 

Dowieść następujących związków w założeniu a -f P -}- Y = • 

8) 

9) 

10) 

11) 
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12) 

13) 
14) 

15) 

16) 

17) Dowieść, że gdy 

^ ^ 

18) Dowieść wzoru Euler'a, 

19) Dowieść wzorów Legendre'a, 

20) Dowieść wzorów Delambre'a, 

1 2 3 . K Ą T Y POSIŁKOWE. 

Funkcyj e trygonometryczne, przez użycie tak zwanych kątów posił-
, kowych, pozwalają nam przekształcać wielomiany na iloczyny pewnych 

wyrażeń. Samo z siebie wynika, że zadanie si:)rowadza się przedewszyst-
kim do przekształcenia dwumianu na iloczyn, albowiem podstawiając 
znaleziony iloczyn zamiast dwu w}Tazów wielomianu sprowadzimy dany 
wielomian do innego, który będzie miał o jeden wyraz mniej ; biorąc na-
stępnie dwa wyrazy tego nowego wielomianu i przekształcając na iloczyn, 
otrzymamy nowy wielomian, który będzie miał o dwa wyrazy mniej niż 
wielomian pierwotny. Postępując ciągle tą drogą przyjdziemy w końcu 
do jednego wyrazu, który będzie iloczynem pewnych wyrażeń. 

121. Przypuśćmy, że dwumian 

gdzie a i J, oznaczają jakiekolwiek liczby dodatne chcemy zamienić na 
dloczyn pewnych czynników, nadto że a >• 

Bozwiązanie 1-sze. Dwumian powyższy możemy napisać w kształcie 
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AYprowadźiny kąt posiłkowy cp taki, aby tgtp = . Ponieważ według 

założenia — <r 1, przeto możemy zawsze znaleść taki kąt cp, który będzie 
(X 

% J) 

przypadał między O i , a którego styczna będzie równa — . To wiedząa 

mieć będziemy 

Lecz 

Mamy zatym 

Przyszliśmy więc do wzorów, które pokazują nam, w jaki sposób summę 
lub różnicę dwu liczb możemy zamienić na iloczyn funkcyj trygonome-
trycznych. 

'Rozwiązanie 2-gie. 

Niech (p będzie takim kątem, którego dostawa jest równa — , czyli kątem 
et 

wynikającym z równania cosrp = — . Ponieważ c 1, przeto może-
Cb Ct 

TC my wziąć za kąt cp, kąt zawarty między O i . "Według założenia, mieć 
A 

będziemy 

Lecz 
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zatym ' 

Jtomiązanie 3-cie. Rozważmy naprzód 

Połóżmy tg'(p = ~ , czyli tg cp z= 1 / — ; ponieważ & <C a, przeto za a ^ tt 
7t 

kąt cp możemy wziąć ten kąt, który przypada między O i ^ . To wiedząc, 

mieć będziemy 

Rozważmy następnie wyrażenie 

Jeżeli założymy sin* (jj , sin (jł = , natenczas na kąt nio-

TC żemy wziąć kąt przypadający między O i — . To założywszy, otrzymamy 
A 

W e wszystkicb tycłi trzecli rozwiązaniach przypuszczaliśmy, że potrafimy 
znaleść kąt cp lub zadośćczyniące powyższym warunkom. Sposób w jaki 
l)rzychodzimy do znalezienia kąta, gdy daną jest funkcyj a trygonome-
tryczna, wyłożonym będzie w jednym z następnych ustępów. 

125. Przypuśćmy, że wyrażenie 

chcemy przekształcić na inne, dogodne do rachunku logarytmami. Po-
wyższe wyrażenie możemy napisać w kształcie: 

a jeżeli założymy = tgcp i weźmiemy za kąt cp, kąt dodatny lub uje-
mny, mniejszy co do wartości bezwzględnej od kąta prostego, zadośćczy-
niący powyższemu ró^wnaniu, otrzymamy żądane przekształcenie 
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126. Przypuśćmy, że wyrażenie x — a ? - — g d z i e chce-
my przekształcić na inne dogodne do rachunku logarytmami. "Wyraże-
nie powyższe możemy napisać w kształcie: 

Ponieważ h d a , przeto możemy założyć sin cp = — i za kąt (p wziąć kąt 
Cl' 

TT 
dodatny mniejszy od — , mieć będziemy 

otrzymujemy więc żądane przekształcenie. 
Zwrócić należy uwagę, źe powyższe wyrażenie, bez wprowadzania 

kąta posiłkowego, daje się przekształcić na wyrażenie dogodne do ra-
chunku logarytmami, albowiem 

127. Przypuśćmy, źe wyrażenie 

gdzie a i & są liczbami dodatnemi danemi, a kąt a jakimkolwiek kątem, 
chcemy przekształcić na inne, dogodne do rachunku logarytmami. Po-
wyższe wyrażenie daje się napisać w kształcie 

a jeżeli wprowadzimy taki kąt posiłkowy cp, aby — = tg natenczas po-
0/ 

Avyższe wyrażenie przyjmie kształt żądany 

128. Przypuśćmy wreszcie, źe wyrażenie 

gdzie a i 6 są liczbami dodatnemi danemi, a kąt a << 7:, chcemy prze-
kształcić na inne dogodne do rachunku logarytmami. Jeżeli zauważy-
my, że 
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pov?yźsze wyrażenie daje się napisać w kształcie: 

Jeżeli przyjmiemy możemy wziąć za kąt cp taki kąt, któryby za-
dość czynił równaniu 

TC i był dodatny i mniejszy od - - . "W tym przypadku wyrażenie powyższe 
J 

przyjmie kształt 

Zadanie to pokazuje, jak w szczególnych przypadkach trójmiany dają się 
przekształcić na iloczyny przez wprowadzenie jednego kąta posiłkowego. 

129. Nie zawsze jednak przez wprowadzenie jednego kąta posiłko-
wego, dany dwumian daje się przekształcić na wyrażenie dogodne do ra-
chunku logarytmami. W tych przypadkach osiągamy żądany cel przez 
wprowadzenie dwu kątów posiłkowych. I tak niech będzie wyrażenie 

gdzie a i 6 są liczbami dodatnemi lub ujemnemi, a a i [3 kątami jakiemi-
kolwiek i przypuśćmy, że chcemy |to wyrażenie przekształcić na inne do-
godne do rachunku iDgarytmami. Mamy 

Niech cp będzie kątem, którego tgtp = — cos a, natenczas, wprowadzając 
(i 

ten kąt do wyrażenia powyższego, mieć będziemy 
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zatyia 

Jeżeli teraz za kąt weźmiemy taki kąt, którego 

natenczas 

otrzymujemy więc żądane przekształcenie. 

PRZYKŁADY. 

1) Wyrażenie sina=:: cos 6 cos p cos a -)- sin 6 sin p, gdzie a i P są kąta-
mi danemi, przekształcić na inne, dogodne do rachunku logarytmami, z którego 
mogUbyśmy otrzymać kąt 8. 

Odp. Zakładając otrzymamy 

2) Przekształcić wyrażenie gdzie a 

i t są Hczbami dodatnemi, nadto na inne, dogodne do rachunku loga-
rytmami. 

Odp. Kładąc otrzymamy 

3) Wyrażenie przekształcić na inne, dogodne 

do rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc otrzymamy 

4) Wyrażenie gdzie a i J są liczbami do-

datnemi lub ujemnemi, zaś a i y jakiemikolwiek kątami, przekształcić na inna 
dogodne do rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc otrzymamy a 
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5) Wyrażenie a: = cos a cos p ± sin a sin p cos 9, gdzie a, p i 6 są jakie-
mikolwiek kątami, przekształcić na inne, dogodne do rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc 

6) Wyrażenie X = J/̂ a^ ŝin'̂  a-f-^'^cos^ a, gdzie a i 5 są liczbami do-
datnemi lub ujemnemi, zaś a jakimkolwiek kątem przekształcić na inne, dogodne 
do rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc 

7) Wyrażenie {a — [ / a^ — j) , gdzie a ^ ^ h przekształcić na 

inne, dogodne do rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc 

a sin a — h sin 8 
8) Wyrażenie x — — , gdzie a i & są liczbami dodatnemi 

smu 
lub ujenanemi, zaś a, P i G jakiemikolwiek kątami, przekształcić na inne, dogo-
dne do rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc 

m y DAJJl ^ (A 
9) Wyrażenie a; = 2 a | / s 5 gdzie a jest liczbą do-y — â  coŝ  2 a 

datną lub ujemną, zaś a jakimkolwiek kątem przekształcić na inne, dogodne do 
rachunku logarytmami. 

Odp. Kładąc , otrzymamy 

ROZWIĄZYWANIE RÓWNAŃ TRYGONOMETRYCZNYCH. 

130. Jeżeli w ogóle dwa wyrażenia są*połączone znakiem równości, 
a wchodzą w nie funkcyje trygonometryczne niewiadomego kąta lub też 
kilku niewiadomych kątów, i te wyrażenia są sobie równe tylko przy szcze-
gólnych wartościach owego lub owych kątów, to mamy wówczas r ó w n a -
n i e t r y g o n o m e t r y c z n e . 

Znalezienie wartości kątów, któreby zadość czyniły danemu równaniu 
lub też układowa danych równań, zowiemy odpowiednio r o z w i ą z a n i e m 
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r ó w n a n i a lub r o z w i ą z a n i e m u k ł a d u równań . Jeżeli równanie 
zawiera jeden tylko kąt niewiadomy, mówimy, źe równanie ma jednę nie-
wiadomą; jeżeli zaś mamy kilka kątów niewiadomych, natenczas dla ich 
znalezienia potrzeba w ogólności mieć tyle równań czyli związków między 
funkcyjami trygonometrycznemi tych kątów, ile jest kątów niewiadomych. 

Jeżeli chcemy rozwiązać jedno równanie trygonometryczne z jedną 
niewiadomą, za pomocą odpowiedniego przekształcenia równania danego 
możemy sprowadzić je do innego, któreby zawierało jednę tylko funkcyją 
trygonometryczną kąta niewiadomego, a wówczas biorąc tę właśnie fun-
kcyją za nową niewiadomą sprowadzimy zadanie nasze do rozwiązania ró-
wnania algiebraicznego. Rozwiązanie tego ostatniego równania dostarczy 
nam jednę lub więcej wartości funkcyi trygonometrycznej kąta szukanego, 
Z otrzymanych w ten sposób wartości funkcyi trygonometrycznej potrafi-
my, za zasadzie tego co się powiedziało w art. 43-im do 48-go włącznie 
wnieść o istnieniu kątów, zadośćczyniących danemu rÓAvnaniu trygonome-
trycznemu, Samo obliczenie owych kątów we wszelkich przj^adkach da się 
uskutecznić dopiero wtedy, kiedy będziemy znali sposoby wyznaczania 
kątów z danych ich funkcyj trygonometrycznych, czym się zajmiemy w roz-
dziale następującym. W szczególnych jednak przypadkach, kiedy z roz-
wiązania równania algiebraicznego, do którego dane równanie trygonome-
tryczne sprowadzić się daje, wypadną nam jako wartości funkcyj trygono-
metrycznych — liczby, wyprowadzone w art. 53-im, 54-ym, 55-ym i 108-ym 
do 112-go, będziemy już mogli tego rodzaju równanie już teraz w zupeł-
ności rozwiązać. 

Zwrócić należy uwagę, że otrzymane w ten sposób wartości funkcyi 
trygonometrycznej nie zawsze prowadzą do właściwych rozwiązań równa-
nia danego. Wiadomo bowiem, że nie wszystkie wartości mogą przyj-
mować funkcyj e trygonometryczne, a tylko wartości rzeczywiste i przy-
padające między pewnemi krańcami; z otrzymanych zatym rozwiązań na-
leży brać tylko te, które są możebne, a tymsamym i odpowiednie kąty, za-
warte między krańcami, wyznaczonemi z warunków zadania. Którą z fun-
kcyj trygonometrycznych, należy brać za niewiadomą i przez nią wyrażać 
funkcyj e pozostałe zależy od natury równania; w każdym razie wybór fun-
kcyi niewiadomej nie wpływa bynajmniej na ogólny rezultat ostatecznych 
wypadków. Częstokroć, wyrażając funkcyje trygonometryczne, zacho-
dzące do równania, przez jednę z nich i przekształcając równanie przycho-
dzimy do równania daleko ogólniejszego od równania danego; w tym przy-
padku po zupełnym rozwiązaniu tego równania, należy brać tylko te war-
tości, które zadość czynią pierwotnemu równaniu. 

Jeżeli mamy rozwiązać układ równań trygonometrycznych, w które 
wchodzą funkcyje trygonometryczne tylu kątów niewiadomych ile jest ró-
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wnań, natenczas wszystkie funkcyje trygonometryczne każdego kąta wy-
rażamy przez jednę z nich i układ danych równań trygonometrycznych 
rozważamy jako układ równań algiebraicznych, w których niewiadomemi 
są te właśnie funkcyje trygonometryczne kątów szukanych. Po rozwiąza-
niu względem nich, jeżeli to jest możliwe, układu tych równań algiebraicz-
nych sprowadzamy zadanie do oznaczenia kątów, których funkcyje trygo-
nometryczne są znane. 

131. PrgyMad 1 szy. Niech będzie równanie trygonometryczne 
3 sin a; = 2cos^a;, 

które chcemy rozwiązać, to jest znaleść taki kąt x, aby zadość uczynił temu 
równaniu. 

Żeby równanie to rozwiązać, należy jednę z funkcyj trygonome-
trycznych wyrazić przez pozostałą, to jest albo dostawę wyrazić przez 
wstawę, lubteż wstawę wyrazić przez dostawę. Jeżeli dostawę wyrazimy 
przez wstawę, otrzymamy 

3 sinic 2 — sin^ a;. 
Jeżeli to równanie, jako algiebraiczne, rozwiążemy względem sina;, otrzy-
mamy dla sinic dwie wartości sina; = , i sina;=: — 2. Ponieważ wsta-

wa jakiegokolwiek kąta może przypadać jedynie między — 1 i -f 1; przeto 
znaleziona druga wartość —2, jest niemożliwa. Mamy więc jedno tylko 

1 . 71 1 rozwiązanie s i n x ~ - - . Wiemy jednak, że sin 30® = sin — = - - , przeto 
ż o J 

TC kąt — zadość czyni danemu równaniu i jest najmniejszym z kątów doda-o 
tnych, którego wstawa jest równa ^ • A że wszystkie kąty, których wsta-

wa jest równa dają się napisać (art. 43-ci) w kształcie ni: + (— 1)" , 
J 6 

gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną, a także zerem, przeto 
TT 

-i- (—1)" — jest ogólnym rozwiązaniem danego równania. 

Przypuśćmy teraz, że tożsamo równanie chcemy rozwiązać, przez zna-
lezienie wartości cos a;. Podnosząc dane równanie do kwadratu i kładąc 
sin^a;— 1 — cos^a;, przyjdziemy do równania 

4 cos* a; -h 9 cos^ x — 9, 
a stąd 

— 9d=15 cos2a;= ^ . 

W tym wyrażeniu należy wziąć znak -f jako jedynie możliwy, skutkiem 
czego otrzymamy 
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zatym 

Że zaś cos 30® z= cos — 3, przeto a: = db . Otrzymaliśmy o J b 
więc dwie wartości cc, gdy tymczasem przy pierwszym rozwązaniu, otrzy-
maliśmy tylko jednę wartość. Przyczyną tego jest to, źe skutkiem pod-
niesienia do kwadratu danego równania ilość pierwiastków tego równania 
podwojoną została, bowiem Osin^a; jest kwadratem nie tylko -f 3 sin ar, 
ale i — 3 s i n S t ą d wypada, źe postępując tą samą drogą z równaniem 
— 3 sin a; = 2 cos^ a:, otrzymalibyśmy tęź samą wartość cos a?, zatym otrzy-
mana wartość cos a: daje nam rozwiązanie nie tylko równania 3 sina: —cos^rc. 
ale i równania — 3 sin a; = cos^ ic. Z natury jednak zadania wypada, źe 
wstawa kąta szukanego jest dodatna, ramię więc końcowe kąta może się 
znajdować w pierwszej lub w drugiej ćwiartce układu, zatym i kąty, wy-

I / ' 3 

nikające z równania cos x = należy brać te tylko, które mają koń-

cowe ramię w pierwszej lub drugiej ćwiartce układu. Lecz wszystkie kąty 

dodatne lub ujemne, których dostawą j e s t j ^ zakończone są 
w pierwszej ćwiartce układu dają się napisać w kształcie 

gdzie n jest liczbą całkowitą dodatną lub ujemną albo także zerem; kąty 
zaś dodatne lub ujemne, zakończone w drugiej ćwiartce układu, których 

dostawą jest , dają się napisać w kształcie 
gdzie ti jest liczl)ą całkowitą dodatną lub ujemne albo także zerem. 
Oba te wyrażenia kąta szukanego możemy napisać w kształcie 

gdzie n jest liczbą dodatną lub ujemną, albo także zerem. Przychodzimy 
więc i tą drugą drogą do rezultatu powyżej otrzymanego. 

132. PrzyMad 2-gi. Rozwiązać równanie 

Podstawiając wartości wstawy 2a; i stycznej otrzymamy 
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Pierwsza strona tego równania jest iloczynem dwu czynników, przeto 
równaniu temu możemy zadość uczynić kładąc albo sin x = O, albo 
2cos^x — 1 0. Pierwsze z tych równań daje 

drugie zaś daje 

, stąd 

a że cos 45° cos = [/ 2, przeto cosa; = , daje nam wszyst-
4 A a 

kie kąty, które możemy napisać w kształcie a? = 2n7c db , że zaś cos 

przeto cos a; = — 4-1^2, daje nam wszystkie kąty, które 
— a 

wynikają ze wzoru 

Tym sposobem jako ogólne rozwiązanie powyższego równania otrzymujemy 

133. Przykład 3-ci. Rozwiązać równanie 

Znosząc mianownik w tym równaniu, otrzymamy 

wyrażając tgx przez tg — na zasadzie wzoru (3) art. 83-go, otrzymamy 

że zaś 

przeto 
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Stąd = 
CC 

przychodzimy więc do równania, które dla tg - - daje pierwiastki urojone, 

równanie więc nasze nie daje się rozwiązać, to znaczy, źe niema żadnego 
kąta, któryby zadość czynił danemu równaniu. 

134. FrzyMad 4-Uj. Rozwiązać równanie 

a sina; + hcosx = c, 

gdzie a, & i c są liczbami całkowitem dodatnemi lub ujemnemi. 
Romiązanie 1-sze. Jeżeli z tego równania chcemy znaleść sina;, 

natenczas podnosząc do kwadratu równanie 
hQ,o^x — c — a sina;, 

i kładąc cos^a; = 1 — sin^a;, przyjdziemy do następującego równania 

(a^ -{- ja^sin^a;—2«csina; = — c ,̂ 
a stąd 

a c db 1 / 1 
a^ + 

Ten wzór daje nam dwie wartości sina:, z których tylko jedna zadość 
czyni równaniu danemu. Przyczyna tego leży w tym, źe przez podniesie-
nie do kwadratu powyższego równania ilość pierwiastków danego równania 
podwojoną została, bowiem jest kwadratem nietylko 4- hcosx, 
ale także kwadratem—6 cos a;, zatym postępując drogą powyżej wska-
zaną, otrzymalibyśmy dla równania a sin a; — hcosx — c, takiż sam wy-
padek. Z tego wypada, źe rozwiązanie powyżej otrzymane daje nam 
rozwiązanie nie tylko równania a sin a; -j- &cosa; = c, ale także równania 
a sin a; — i cos a; = c. Które z rozwiązań należy wziąć dla pierwszego ró-
wnania, a które dla drugiego tego nie możemy wiedzieć; to nas dopro-
wadza do przekonania, źe dla rozwiązania danego równania należy użyć 
innej drogi, któraby nam wątpliwość w tym względzie usunęła, mianowicie 
wyrazić tak sina; jak i cos a; przez inną funkcyją trygonometryczną i taką, 
przez którą tak sina; jak i cos a; wyrażały się wymiernie. Otóż na zasa-
dzie wzorów (5) i (4) art. 86-go, mamy 

2 t g - ^ a ; l - i g ^ ^ z 
sin X = z , cos a; 

po podstawieniu tych wartości w równanie dane, otrzymamy 

{h + c) tg^ 2 « t g 2- + (c - h) = 0, 
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^ , \ X a ± Krt^ 4- _ c2 as tąd t g - : : ^ ^ ^ . 

co Wzór ten daje nam także dwie wartości tg — , lecz gdy się ograniczymy 

do szukania kąta, zawartego między O i rozwiązanie pierwsze dla każ-
dej wartości sina; daje dwie wielkości kąta x, razem więc cztery wielkości, 

rozwiązanie zaś ostatnie z przyczyny, że a: przypada wtedy między O 
A 

. •JT . 1 i daje nam dla tg — a; dwie wartości, a tymsamym i na kąt szukany 

dwie wielkości, które są właściwemi rozwiązaniami zadania. 
oc Jedynym warunkiem aby tg miało wartości rzeczywiste jest 

a2 4- ^ 

Jeżeli a^ + wartości tg są rzeczjw^ste i różne; jeżeli więc 

a jest jednym z kątów, odpowiadających pierwszej wartości tg — , zaś p 
Ji 

jednym z kątów, odpowiadających drugiej wartości, będziemy mieli dwie 
• oc cc wielkości — kształtu — = w7r + a i — + a tymsamym 

Ji 1 2 

x — 2mz + 2a lub x=:2mi + 
CC Jeżeli -f _ pierwiastki rówTiania dają równe wartości tg 2 

i wtedy mamy jeden szereg kątów, zadośćczyniących danemu rÓT\nianiu, 
X 

a jeżeli a jest jednym z kątów, odpowiadających tg — , natenczas wszyst-

kie kąty dają się napisać w kształcie x=^2mzĄ-2a . CC Jeżeli nakoniec a^ -f- <C ĉ  pierwiastki równania dla tg --- nie będą 

rzeczywiste, a tymsamym rozwiązanie danego zadania jest niemożebne. 
Hozwiązanie 2-gie. Równanie powyższe możemy rozwiązać przez 

wprowadzenie kąta posiłkowego. Podzieliwszy obie strony równania dane-
go przez a, otrzymamy 

, h c sina; H cosa;= a a 
Ponieważ styczna trygonometryczna kąta, może przyjmować wszystkie 
wartości, przeto jakiemikolwiek liczbami byłyby a i h możemy zawsze zna-

leść taki kąt cp, aby tgęp=: — , gdzie za cp możemy wziąć najmniejszy 
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Z kątów dodatnych, którego styczna jest = — . Przez wprowadzenie, 
Cl 

w ten sposób oki-eślonego kąta (p, równanie dane przyjmie kształt 

stąd 

Otrzymujemy więc równanie, do którego niewiadoma ^ zachodzi tylko 
w postaci jednej funkcyi trygonometrycznej. Kąt cp łatwo potrafimy zna-
leść; jeżeli bowiem a i h są jednakowego znaku, kąt cp będzie mniejszy od 
kąta prostego, gdy zaś a i są znaków przeciwnych, to najwpierw szuka-
my kąta, odpowiadającego wartości bezwzględnej tgx~ — , a następnie 
bierzemy jego spełnienie. Skoro kąt tp znajdziemy, szukamy takiego kąta Q X k t ó r e g o b y wstawa była równa— costp. Jeżeli 6 jest jednym Cl c z kątów zadośćczyniących równaniu sin (a; -f cp) = — cos cp, wszystkie kąty, 

d 
zadośćczyniące temuż równaniu, dadzą się napisać w kształcie 

będzie szukanym rozwiązaniem równania danego. 
Aby zadanie nasze było możliwe, to jest, aby znalezione wielkości x 

sprawdzały równanie dane, koniecznym i dostatecznym jest, aby znalezione 
(i . 

wielkości zadość czyniły ró-\vnaniu sin (a; + tp) = — cos cp. Ze zaś równa-
ct 

nie to daje nam a? + <p przez jego wstawę, przeto dla możliwości zadania 

potrzeba, aby — cos cp przypadało między — 1 i + 1, trzeba zatym, aby Ct 

; lecz tg2cp = , zatym coŝ cp = ^^ , powyższy więc 
Cl ct 

warunek wychodzi na ^ ^ ^ ^ ^ ] , czyli a^ -f ^ Otrzymujemy więc 

warunek możliwości zadania, taki sam jaki przy pierwszym rozwiązaniu. 
Jeżeli + h"̂  c ,̂ mamy rozwiązanie kształtu 

Jeżeli a?' -j- h"̂  = c ,̂ natenczas — cos^ cp = : 1, a tymsamym 
C TZ Lecz, gdy — cos rp = -}- 1, natenczas G = — , zatym' : 
fi ji 
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czyli x=z2mz + ~ — gdy zaś — cos^ = — 1, natenczas 
A Cl 

TC a tymsamym x = 2mz ^ Jeżeli wreszcie a"^ ĉ  zadanie 
A 

jest niemoźebne do rozwiązania. 
135. Przykład 5-ty. Rozwiązać równanie 

gdzie a, h, c są liczbami danemi dodatnemi lub ujemnemi. 
Zadanie to daje się łatwo sprowadzić do zadania poprzedzającego. 

, sina; , cos a; Jakoż, kładąc tgx=: ^^^^ , cotgg;— , otrzymamy 

mnożąc przez 2 i pamiętając, że 

otrzymamy 

Stosując do tego równania rozwiązanie 2-gie zadania poprzedzającego, 

t. j. kładąc tg cp = ^̂  gdzie przez cp rozumiemy kąt dodatny < ; TC, c 
otrzymamy 

Z równania tego znajdziemy 2a; + cp, a tymsamym i x. Warunkiem ko-
niecznym, jakiemu się stawać zadość powinno, aby rozwiązanie było możli-
we, jest w tym razie 

czyli 

Powyższe równanie możemy także rozwiązać, kładąc cotg x ~ ^ ^ przez 
co przyjdziemy do równania 

1 
które nam da dwie wartości tg a; i zarazem pokaże, źe rozwiązanie ró-
wnania danego będzie możliwe przy zacłiowaniu warunku 4 a & ^ c .̂ 

136. Przykład 6-ty. Rozwiązać układ równania 

gdzie a i 6 są liczbami dodatnemi lub ujemnemi, a a danym kątem. 
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Ponieważ w tym przypadku znaną nam jest summa dwu kątów, 
przeto najdogodniej będzie znaleść różnicę tych kątów, Z równania dru-
giego, mamy 

czyli 

stąd zaś, na zasadzie wzoru (1) art. 106-go, 
1 

zatym 

z tego wzoru możemy znaleść — y), a jeżeli przez oznaczymy je-
a a 

den z kątów zadośćczjmią.cych temu równaniu, otrzymamy 

przeto 

137. Frzyhład 7-my. Rozwiązać układ równań 

gdzie m jest liczbą daną dodatną, a a kątem danym. Starajmy się na-
przód znaleść x + y. Ponieważ 

J)rzeto z równania drugiego, otrzymamy 

czyli 
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Zamieniając summę dostaw na iloczyn według wzoru (7) art. 105-go, 
otrzymamy 

zatym 

Z tego równania otrzymamy x Ą- y, sl ze równanie pierwsze dane daje nam 
X—•«/, przeto mieć będziemy x i y. Abyśmy jednak z równania ostatniego 
mogli otrzymać x Ą- y, trzeba, aby 

Starajmy się z tej nierówności, otrzymać wartości krańcowe dla m. AV tym 
celu uwaźmy, źe gdy cos a >> O, obie strony nierówności możemy po-
mnożyć przez cos a, przez co przyjdziemy do nierówności 

taki zatym jest warunek konieczny i dostateczny, aby rozwiązanie równań 
było możebne; gdy zaś cos a C O, natenczas z powyższej nierówności, otrzy-
mamy 

taki zatym jest warunek konieczny i dostateczny, aby rozwiązanie równań 
było możebne. Z obu tych nierówności wypada, źe równania dane będą 
możebne do rozwiązania, gdy m nie będzie większe od żadnej z wartości 
] — cos a i 1 -f cos a. 

PRZYKŁADY. 

Rozwiązać następujące równania: 

1) 

2) 

3) 

4) 

5 ) 
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7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

U ) 

15) 

Odp. 

16) 

17) 

18) 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) 

24) 

Odp. 
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ROZDZIAŁ II. 
TABLICE F U N K C Y J TRYGONOMETRYCZNYCH. 

138. Ażebyśmy mogli poznane dotąd funkcyje ti-ygonometryczne 
i wykryte między niemi związki zastosować z prawdziwjTn pożytkiem do 
rozmaitych rachunków, przytrafiających się w dziedzinie nauk matema-
tycznych, należy mieć tablice, za pomocą których moglibyśmy otrzymywać 
wartości funkcyj trygonometrycznych, danemu kątowi odpowiadających; 
i nawzajem, abyśmy mogli znaleść wielkości kątów, danej funkcyi trygo-
nometrycznej odpowiadających. Ponieważ jednak wartość funkcyj trygo-
nometrycznych kątów dowolnej wielkości nie dają się zawsze dokładnie 
obliczyć, przeto i tablice, które nam dają wartości tych funkcyj, obejmują 
wartości przybliżone. Tablice obejmują wartości funkcyj trygonome-
trycznych jedynie kątów, idących w postępie arytmetycznym od O® do 90"; 
bowiem, według tego co się powiedziało w art. 33-im do 42-go włącznie, 
wartości funkcyj trygonometrycznych kątów większych od 90® i kątów 
ujemnych, dają się wyrazić j^rzez odpowiednią funkcyją trygonometryczną 
kąta dodatnego mniejszego od 90®, wziętą z odpowiednim znakiem. Po-
nieważ wreszcie na zasadzie związków, zachodzących między funkcyjami 
trygonometrycznemi kątów dopełniających się: 

sin (45® + 8) = cos (45® — 6), 

cos (45® -I- 6) — sin (45® — 6) i t. d. 

przeto mając wartości funkcyj trygonometrycznych wszystkich kątów od 
O® do 45®, tymsamym będziemy mieli wartości funkcyj trygonometrycznych 
kątów od 45® do 90®. Z tych powodów dostatecznym będzie dla ułożenia 
tablic mieć wartości funkcyj trygonometrycznych kątów od O® do 45®. 

Pokażemy w jaki sposób przychodzimy do ułożenia tablic funkcyj 
trygonometrycznych kątów od O® do 45®, idących w postępie ar}i;mety-
<cznym, którego różnicą jest 10". Zanim jednak tym się zajmiemy, wyło-
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źymy kilka twierdzeń pomocniczych, gdzie indziej również użytecznych, 
a które służą, za podstawę przy wyrachowaniu tablic. 

139. Twierdzenie l-sze. Jeżeli przen 6 oznaczymy miarę teoretyczną 
Tcąta dodatnego mniejszego od Tcąta prostego, natenczas 6 jest większe od 
jego wstawy, a mniejsze od jego stycznej, to jest, że mamy sind c:B<:tgd. 

Niech będzie kąt A OB (fig. 31) mniejszy od kąta prostego, którego 
miarą teoretyczną jest 6. Z wierzchołka kąta O, jako ze środka, promie-
niem rów^nym jednostce, zakreślmy 
łuk koła między ramionami tegoż 
kąta. Z punktu A przecięcia się te-
go okręgu z ramieniem O A popro-
wadźmy styczną do okręgu koła, 
aź do przecięcia się w punkcie F 
z przedłużeniem drugiego ramie-
nia kąta; z punktu zaś B przecię-
cia się tegoż okręgu koła, z drugim 
ramieniem O B spuśćmy prostopa-
dłą BC na pierwsze ramię kąta 
i połączmy punkt B z A. Opierając się na tym, że powierzchnia wycinka 
A O B jest większa od powierzchnia trójkąta A O B , mniejsza zaś od po-
wierzchni trójkąta O A F , mieć będziemy 

~ O A . B C < - ^ O A . ł u k A B < ^ O A . A F , 

Fig. 31. 

stąd zaś 
B C < ł u k A B < A F , 

że zaś BC jest wstawą kąta A O B , A F zaś styczną trygonometryczną 
tegoż kąta, przeto 

s i n 6 < ' e < t g 8 . 

140. Twierdzenie 2-gie. Jeżeli 6 oznacza miarę teoretyczną Jcąta, 
s ifi 6 

natenczas granica stosunku - y - , gdy 6 maleje do zera, jest równa jedności. 

Ponieważ tg 6 = , przeto z nierówności, wyprowadzonej w poprzednim GOS V artykule, wynika 

sin 6 < 6 < sin 8 
' 

a że e z założenia odpowiada kątowi dodatnemu mniejszemu od 90*̂ , przeto 
sin6 > 0; dzieląc powyższą nierówność przez sin6, otrzymamy 

1 < sin 6 ^ cos 6 
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Ta nierówność nam pokazuje, źe stosunek —Q- , zawartym jest między 

jednością i stosunkiem — ^ - , który zmierza do jedności w miarę tego jak cos o 
6 maleje do zera, zatym 

a tymsamym 

gdy 6 maleje do zera. 

Uwaga. Twierdzenie powyższe, jak zaznaczyliśmy odnosi się do 0,. 
oznaczającego miarę teoretyczna kąta. Zważmy, że gdy weźmiemy miarę 
zwykłą kąta, to wyrazić go możemy przyjmując za jednostkę albo stopień, 
albo minutę, albo sekundę. Niech ten kąt ma albo n stopni t. j. w®, albo 
p minut t, j. albo też q sekund t. j. w takim razie, jak wiemy 

źe zaś zawsze sin 6 = sin w® = siup' = siną", wskutek tego 

Kiedy 6 zdąża do zera, jednocześnie w®, p', q", jakoteź wstawa tego 

kąta zdążają do zera, — z d ą ż a zaś do jedności, tak, iż granice do któ-

-, . • T, , . sinw® sin»' sino" , , , . . . . . 
rych wtedy zdązają ułamki —^— , — — , — ^ ^ , których liczniki 1 mia-
nowniki są liczbami oderwanemi, są liczbami różnemi od jedności, miano-
wicie odpowiednio - , , ' ^^^^^^^^ miarami teoretyczne-

mi (art. 10-ty) odpowiednio jednego stopnia, jednej minuty i jednej se-
kundy. 

141. Twierdzenie 3-cie. Jeżeli 6 oznacza miarę teoretyczną kąta 
dodatnego mniejszego od kąta prostego., natenczas różnica między miarą 
teoretyczną kąta i jego wstawą t. j. 6 — sin 6 jest mniejsza od szóstej części 
sześcianu miary teoretycznej kąta. 

Dla dowiedzenia tego twierdzenia można użyć różnych sposobów,. 
najprostszym jest wyjście ze wzoru 
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Jakoż, kładąc w tym wzorze zamiast 6, kolejno 

, otrzymamy 

dodając te równania stronami odpowiedniemi, po poprzednim pomnożeniu 
tych równań: pierwszego przeż 1, drugiego przez 3, trzeciego przez 3^,.,., 
ostatniego przez otrzymamy 

(1) 

czyli 

Jeżeli n rośnie bez granic, wyrażenie zmierza do zera, stosunek 

zaś , na zasadzie twierdzenia art. 140-go, dąży do jedności, granicą 

zatym pierwszej strony^powyższego równania jest 6 —sin 6. Tak sama 
rzecz się będzie miała i z drugą stroną równania. Z przyczyny, że wsta-
wa kąta mniejszego od kąta prostego jest mniejsza od jego miary teore-
tycznej, przeto granica drugiej strony równania będzie mniejsza od 
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Źe zaś wyrażenie to, jak wiadomo z nauki o postępach gieometrycznych, 

jest równe — , przeto 

142. Twierdzenie 4-te. Jeżeli 6 oznacza miarę teoretyczną hąta do-
datnego, mniejszego od hąta prostego, natenczas cos 6 przypada między 

Wiemy, źe cos 6 1 — 2 sin^ — . Ponieważ, według art. 139-go 

6 n • ^ 6 • 6 r 
i 141-go, sin — przyi)ada między - ^ ̂ ^ ^ ' ^̂ ^̂ ^ 

przeto biorąc pierwszą nierówność, znajdziemy 

biorąc zaś drugą nierówność znajdziemy 

czyli 

tymbardziej więc 

Otrzymaliśmy więc dwie nierówności, które możemy napisać w kształcie 

1 4 3 . Jakkolwiek twierdzenia wyprowadzone w poprzedzających arty-
kułach są wystarczaj ącemi do ułożenia tablic funkcyj trygonometrycznych, to 
jednak z uwagi, że większe przybliżenia dla sin6 i cos6 będą nam potrzebne 
przy wyprowadzeniu niektórych wzorów trygonometryi kulistej, dowiedziemy 
jeszcze twierdzenia następującego: Jeżeli 6 oznacza miarą teoretyczną kąta dodatnego, 

mniejszego od kąta prostego^ natenczas 
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Dla dowiedzenia pierwszej nierówności, uważmy, że wzór (1) art. 141 możemy 
napisać w kształcie: 

gdzie znak ^ wskazuje, że należy wziąć summę wyrazów, jakie otrzymujemy 

. = 1 

gdy za X zakładamy kolejno 1, 2, 3, . . . , n. Ponieważ na z a -

sadzie art. 141-go 

przeto 

podstawiając tę wartość w powyższe równanie, mieć będziemy 

czyli 

Na zasadzie nauki o postępach gieometrycznych, mieć będziemy 

jeżeli więc przypuścimy, że n rośnie bez granic, mieć będziemy 
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lecz gdy 9 <C wyrażenie w nawiasie jest liczbą dodatną, przeto tymbardziej 

Dla dowiedzenia drugiej części twierdzenia, uważmy, że 

na mocy zaś dowiedzionej pierwszej części twierdzenia 

podstawiając przeto tę wartość w powyższe równanie otrzymamy: 

Wykonywając wskazane działania po prawej stronie tej nierówności, mieć bę-
dziemy 

czyli 

czyli 

czyli 

czyli 

źe zaś wyrażenie w nawiasie jest'dodatne z przyczyny, źe , przeto tym-

bardziej 
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1 4 4 . W Y E A C H O W A N I E WSTAWY I DOSTAWY KĄTA 1 0 . " 

Miarą teoretyczną, kąta 10" jest jak wiadomo 
10 71 7C 

180.60.60 64800 ' 
ponieważ na zasadzie twierdzenia art. 139-go i 141-go, wstawa kąta jest 
mniejsza od łuku jemu odpowiadającego, większa zaś od tegoż łuku, 
zmniejszonego o szóstą część sześcianu tegoż łuku, przeto 

™ < W ' " " > W - ¥ 

jeżeli zamiast TT weźmiemy wartość przybliżoną 

3,141 592 653 589 793, 
znajdziemy 

0,000 048 481 368 110, 
ze zas 

przeto 

64800 

sin 10" < 0,000 048 481 368 110, 
sim 10" > 0,000 048 481 368 089. 

Te dwie nierówności p^okazują nam, że wstawa 10" przypada między dwie-
ma wartościami, mającemi spólnycli 12 cyfr dziesiętnych; jeżeli więc poło-
żymy 

sin 10" = 0,000 048 481 368 1, 
popełnimy błąd, który będzie mniejszy, od różnicy dwu poprzedzających 
wartości, między któremi przypada sin 10", to jest będzie mniejszy od 
1 1 T . . , . . ¥ ' ^^^ innemi słowy, przyjmując powyższą wartość sin 10", błąd 

jaki skutkiem takiego przyjęcia powstanie, będzie jedynie wpływał na 
13-tą cyfrę dziesiętną. 

Dla znalezienia dostawy kąta 10" uważmy, że na zasadzie twierdze-
nia podanego w artykule 142-im, mamy: 

cos 10" > 1 — i i , cos 10" < 1 _ i j - + 
24 ' 

gdzie e oznacza długość łuku 10" to jest = 0,000048481 368110, 

a źe E < 0,00005, czyH s < , przeto — < < — - — . 
' ' 2.10*' ^ 24 384.1016 3.10i» 

http://rcin.org.pl



1 5 0 TRYGONOMETKYJA PŁASKA • 

£2 
Widzimy więc z tego, źe biorąc 1 ^ jako wartość przybliżoną cos 

popełnimy błąd mniejszy od połowy jedności na ośmnastym miejscu; źezaś 
£2 = 0,000 000 002 350 443 052 8, 

następnie 
1 — ~ 0,999 999 998 824 473 6, 

a 

przeto przyjmując 
cos 10" = 0,999 999 998 824 778 473, 

popełnimy błąd, który będzie wpływał jedynie na 19-tą cyfrę dziesiętną. 
Do znalezienia wartości cos 10" moglibyśmy także przyjść, pamię-

tając, że cos 10" = sin'10", i przyjmując, że znana jest nam war-
tość przybliżona sin 10"; ta jednak droga, z przyczyny że sin 10" jest dana 
z przybliżeniem do 12 cyfr dziesiętnych, nie doprowadziłaby nas do wypad-
ku tak dokładnego jak przy użyciu twierdzenia podanego w art. 142-gim. 

145. Z poprzedzającego artykułu wynika, że jeżeli wartość wstawy 
10" weźmiemy z przybliżeniem do 12 cyfr dziesiętnych, wstawa 10" będzie 
równa mierze teoretycznej kąta 10", oczywiście więc, jeżeli dla sin 1" 
weźmiemy toż samo przybliżenie, wstawa 1" będzie równa mierze teore-
tycznej kąta 1". Podobnież przy tym samym przybliżeniu, jeżeli n ozna-
cza taką ilość sekund większą od 10" kąta, iż ~ razy wzięty błąd wstawy 

10" nie wpływa na dwunastą cyfrę dziesiętną, wstawa kąta n" będzie ró-
wna mierze teoretycznej kąta n", czyli będzie równa n razy wziętej mierze 
teoretycznej kąta 1" czyli w.sini". Tym sposobem, przyjmując przy-
bliżenie do 12 cyfr dziesiętnych, mieć będziemy 

mierze teoretycznej kąta n" 
wstawę kąta 1" ' 

zatym ilość sekund kąta, przy powyższym zastrzeżeniu, otrzymujemy dzie-
ląc jego miarę teoretyczną, przez wstawę jednej sekundy i naodwrót 

miara teoretyczna kąta w" = w. sin 1", 

źe zaś wstawa kąta 1" równa się mierze teoretycznej tegoż kąta, a miara 

teoretyczna kąta 1" jest równa (art. 10) ^^^^^^^ , przeto miara teoretyczna 

kąta n" = ' ^^^ — 206265 ' ^JP^owadzone w niniejszym 

artykule związki, między wstawami kątów bardzo małych, a ich miarą 
teoretyczną, mają ważne zastosowania w Astronomii i Gieodezyi i bę-
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dziemy się niemi posiłkowali, przy obliczaniu wielkości kątów bardzo ma-
łych w zadaniach, tyczących się rozwiązywania trójkątów. 

1 4 6 . "WSTAWY I DOSTAWY KĄTÓW, EOSNĄCYCH W POSTĘPIE AEY-

TILETYCZNYM PRZY KÓŻNICY 1 0 " . 

Jeżeli we wzorach. 

założymy p = 10", a =zm. 10", gdzie m oznacza liczbę całkowitą dodatną, 
otrzymamy 

czyli 

(1) 

Na mocy tych wzorów możemy otrzymać wstawę i dostawę kąta 
(m + 1) 10", gdy będą nam znane wstawy i dostawy kątów {m — 1) 10" 
i m 10". Otóż, jeżeli w tym wzorach przyjmować będziemy kolejno, 

, natenczas, z przyczyny, źe wiadome nam są 
sin 10" i cos 10", znajdziemy wstawę i dostawę kątów 20", 30",... 

Zwrócić nam jednak należy uwagę, źe przy tego rodzaju obliczeniach 
wstaw i dostaw kątów, należy za każdym razem wstawę i dostawę kąta 
poprzednio znalezionego mnożyć przez 2 cos 10"; źe zaś cos 10" jest bliskie 
jedności, przeto rachunki, jakie należy przeprowadzać, będą długie i nu-
żące, a tymsamym nieprowadzące do wypadków dokładnych. Dla uni-
knienia tego, możemy powyższe wzory odpowiednio przekształcić. Jakoż, 
skoro 2 cos 10" mało się różni od dwóch jedności, przeto możemy założyć 

a wzory (1) dadzą się wtedy napisać w kształcie: 

czyli 

(2) 

Wzory te, podane przez Tomasza Simpsona, pokazują nam w jaki sposób 
możemy znaleść różnicę wstaw lub dostaw dwu kątów (m -{-1)10" i m 10"? 
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gdy dane są różnice wstaw i dostaw dwu kątów 10" i (m —1)10" t. j. 
jDOzwalają nam znaleść 

sin (w + 1) 10" — sin m 10", 
(3) 

cos (w 4- 1) 10" —cos m l O", 
gdy są dane 
, , sin m 10" — sin (m — 1) 10", 
(4) 

cos m 10" — cos {ni — 1) 10", 

jak również gdy są wiadome sinm 10" i cos m 10"; mając zaś różnice (3) 
i dodając do pierwszej sin w 10", do drugiej zaś cos m 10" znajdziemy 
sin (m+1)10" i cos (m + 1) 10". Całe więc zadanie sprowadza się do 
kolejnego wynajdywania wartości różnic (3), gdy są dane różnice (4). 
Lecz różnice (3) bardzo łatwo otrzymujemy z różnic (4), bowiem, na za-
sadzie wzorów Simpsona, jedna różnica powstaje z drugiej przez odpowie-
dnie odjęcie żtsinmlO" lub cos w 10", gdzie h jest czynnikiem stałym; 
obliczenie zaś Z; sin m 10" i Z; cos m 10" daje się łatwo uskutecznić przez 
utworzenie iloczynów z liczby h przez pierwsze dziewięć liczb całkowi-
tych (czyli tak zwanego leniwca); w tym bowiem razie zadanie sprowadza 
się do prostego dodawania i odejmowania liczb dziesiętnych. 

147. Postępując drogą wskazaną w poprzedzającym artykule, przyj-
dziemy do znalezienia wartości wstaw i dostaw kątów od 0» do 45", ro-
snących w postępie arytmetycznym przy różnicy 10". W obliczaniu 
jednak możemy się ograniczyć na szukaniu kątów od O" do 30". Jakoż 
na zasadzie wzorów Eulera (art. 106), mamy 

sin (30® + a) -f sin (30® — a) = cos a , 

cos (300 4- a) — cos (30" — a) = — sin a, 
stąd 

sin (SOfJ + a) cos a — sin (30" — a), 

cos (30° + a) = cos (30" — a) — sin a , 

kładąc w tjon wzorach a = . m 10", mieć będziemy 

sin (30" + m 10") = cos m 10" — sin (30" — m 10"), 

cos (30" -f m 10") = cos (30" — m 10") — sinm 10", 
a jeżeli w tych wzorach założymy kolejno m = \, m = 2, m = 3,..., 
otrzymamy wzory, które nam pozwolą znaleść wstawy i dostawy wszyst-
kich kątów od 30" do 45", gdy będziemy już mieli wartości wstaw i do-
staw kątów od O" do 30". 

148. W ten sj^osób obrachowane wartości wstaw i dostaw kątów 
od O" do 45", skutkiem nieuniknionych błędów rachunkowych, wynikają-
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c3̂ ch wskutek wykonywania wielu działań nad liczbami przybliźonemi, 
nie będą, dokładne i dla tego, otrzymywane tą drogą "wartości na niektóre 
kąty należy sprawdzać z wartościami, Avprost otrzymać się dającemi. 
^A"artości wstaw i dostaw niektórych kątów podaliśmy w artykułach 54-im, 
55-ym, 56-ym i 108-ym do 113-go Avłącznie, które możemy otrzymać 
z takim przybliżeniem, jak sami zechcemy, przeto porównywając dwie-
ma drogami znalezione wartości, możemy sobie zapewnić dokładność war-
tości wstaw i dostaw pozostałych kątów, obliczanych jedna po drugiej, 
na zasadzie artykułów 144-go i 146-go. 

TABLICE LOGARYTMÓW FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH. 

149. Z tego, cośmy powiedzieli w poprzedzających artykułach, wyni-
ka, źe jesteśmy w możności, na mocy znalezionych wartości wstaw i dostaw 
kątów od O® do 45*̂ , ułożyć odpowiednie tablice. Tablice tego rodzaju 
znajdzie czytelnik w dziełach: Yega, Sammlung mathematischer Tafeln, 
wydanie stereotypowe Dr. J . A. Hiłlsse'go, Berlin, 1865; — Schlómilcha, 
Fiinfstellige logaritmische und trigonometrische Tafeln, wydanie stereo-
typowe, Brunświk, 1886. 

Ponieważ AV zastosowaniach liczebnych funkcyj trygonometrycznych 
rachunki bardzo się upraszczają przez użycie logarytmów, prze'to w pra-
ktyce nie używamy wartości samych funkcyj trygonometrycznych, lecz 
ich logarytmy. Mając znane wartości wstaw i dostaw, możemy znaleść ich 
logarytmy i ująć je w odpowiednie tablice. Skoro będziemy mieli loga-
rytmy wstaw i dostaw kątów, bardzo łatwo znajdziemy logarytmy sty-
cznej i dostycznej, gdyż 

log tg e = : log sin 6 — log cos 6, 

log cotg 6 log cos Q — log sin 6 = — log tg 6. 

Będziemy więc w możności ułożyć tablice logarytmów wstaw, dostaw, 
stycznych i dostycznych. Logarytmy siecznych i dosiecznych pomijane 
są w tablicach z tej przyczyny, że funkcyj e te są rzadkiego użycia; zresztą 
logarytmy ich możemy bardzo łatwo znaleść, pamiętając, że sieczna jest 
odwrotnością dostawy, dosieczna zaś odwrotnością wstawy, a zatym ich 
logarytmy są równe i znaków przeciwnych odpowiednim logarytmom do-
stawy i wstawy. 

Ponieważ wstawy i dostawy wszystkich kątów, styczne kątów od 0° 
do 45", dostyczne od 45" do 90" są ułamkami mniejszemi od jedności, 
przeto logarytmy ich są ujemne. Z tego powodu w tablicach, dla uni-
knienia logarytmów ujemnych, dodaje się do każdego logarytmu 10 jedno-
ści, tak, iż wtedy tablice dają nam nie właściwe logarytmy funkcyj trygo-
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nometrycznych, lecz powiększone o 10 jedności. AV niektóry cli tablicach, 
jak w tablicach Dupuis podane są logarytmy właściwe, to jest bez dodania 
10 jedności. Dodanie 10 jedności do logarytmu liczby odpowiada po-
mnożeniu jej przez 10̂ ®. Jeżeli więc chcielibyśmy z logarytmu funkcyi 
trygonometrycznej, podanego w tablicach, obliczyć samę tę funkcyją, na-
leży numerus jej logarytmu podzielić przez lO '̂'. Logarytmy, które 
i przy tym założeniu wypadają ujemne, należą do funkcyj trygonome-
cznych, odpowiadających kątom bardzo małym, i nie przytafiającyni się 
w praktyce; największy z tych kątów jest jeszcze mniejszy od kąta równe-
go 0,0001 sekundy *). Tablice zawierają albo logarytmy siedmiocyfrowe 
jak Vegi, Oalleta, Schrona, Bremikera, albo pięciocyliwe jak Lalande'a, 
Dupuis'a, Kohlera, Wittsteina, Hoilela, Zecha, Eohma, Schlomilcha, 
Przewalskiego (Moskwa, 1887), albo wreszcie czterocyfrowe jak Mullera, 
Hoiiela, Wittsteina i Zecha. AV większej liczbie przypadków logarytmy 
pięciocyfrowe są wystarczające dla otrzymania dokładnych wypadków, 
a w niektórych nawet i czterocyfrowe **). 

Przejdziemy teraz do opisania tablic logarytmów funkcyj trygono-
metrycznych Yegi i Bremikera, jako najwięcej w użyciu będących, ze 
wskazaniem różnicy jaka zachodzi między temi tablicami, a następnie do 
opisania tablic logarytmów pięciocyfrowych Schomilcha, ze wskazaniem 
sposobów użycia tablic przy obliczaniu wartości logarytmów funkcyj try-
gonometrycznych. 

Zwrócić należy uwagę, że przy obliczeniach wartości funkcyj trygo-
nometrycznych, niektórzy autorowie zwłaszcza francuscy i niemieccy uży-
wają logarytmów właściwych wstaw, dostaw, stycznych i dostycznych, nie 
zaś tablicowych, angielscy zaś autorowie wprowadzają do rachunku loga-
rytmy tablicowe, i przy wykonywaniu działań uwzględniają 10 jedności 
dodanych do logarytmów właściAvych funkcyj trygonometrycznych. 

*) Jeżeli bowiem x jest miarą teoretyczną ką ta , którego wstawa jest mniejsza 

od j j ^ , natenczas z przyczyny, że sin 10" < 0 , 0 0 0 048 481 368, będzie 

X sin 10" miary teor. ką ta 10" 
= tnn ~c\ /->/->r\o 

(lOlo) 
miara ką ta 10" 0,000048481368 ' 

czyli 
miary teor. ką ta 10" miary ką ta 1' 

^ 484813 ^ 40000 

**) W Kiemczech do użytku szkolnego przyjęto pięciocyfrowe logarytmy, na za-
sadzie postanowienia zjazdu niemieckich nauczycieli, odbytego w Hannowerze 1864 roku. 
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UKŁAD TABLIC. 

1 5 0 . TABLICE V E G I . Tablice logarytmów funkcyj trygnometry-
cznycli Yegi, podzielone są na pewne gruppy. Pierwsze dwie karty obej-
mują logarytmy w siedmiu cyfrach dziesiętnych wstaw i stycznych wszyst-
kich kątów, rosnących w postępie arytmetycznym co każdą sekundę od O'' 
do 60", czyli jednej minuty; pierwsza kolumna wskazuje ilość sekund, 
druga zaś odpowiedni logarytm. Następne 23 karty obejmują logarytmy 
wstaw i stycznych wszystkich kątów, rosnących co każdą sekundę od 
do 2®, a tymsamym logarytmy dostaw i dostycznych kątów od 88^ do 90 '; 
stopnie i minuty kątów od O® do 2" są wypisane u góry każdej tablicy, 
u dołu zaś kątów 88® do 90°; pierwsza i ostatnia kolumna obejmują ilości 
sekund, na wprost zaś sekund, w następującej kolumnie odpowiedni lo-
garytm. Następujące karty obejmują tablice logarytmów wstaw, dostaw, 
stycznych i dostycznych wszystkich kątów, rosnących co 10" od O" do 
6®, a tymsamym kątów od 84® do 90®; stopnie od O® do 6" są wypisane 
u góry każdej tablicy, stopnie zaś 84® do 90® u dołu odpowiedniej tablicy, 
minuty i sekundy umieszczone są w pierwszej i drugiej kolumnie i odnoszą 
się do stopni wypisanych u góry tablicy; minuty zaś i sekundy, wypisane 
w ostatniej i przedostatniej kolumnie, odnoszą się do stopni wypisanych 
u dołu tejże tablicy; na wprost sekund, w kolumnach z odpowiedniemi 
nadpisami mieszczą się logarytmy właściwych funkcyj trygonometrycznych. 

Poczynając od 6® podane są logarytmy wstaw, dostaw, stycznych 
i dostycznych wszystkich kątów, rosnących co jedna minuta od 6° do 45®, 
a tymsamym kątów od 84° do 45®. Stopnie bieżące od O® do 44® wypi-
sane są u góry tablicy, stopnie zaś od 84® do 44® u dołu tablicy; minuty 
umieszczone są w pierwszej i ostatniej kolumnie i odpowiadają pierwsze 
stopniom Avypisanym u góry, drugie zaś stopniom wypisanym u dołu. Na 
Avprost każdej minuty we właściwej kolumnie wypisane są logarytmy od-
powiedniej funkcyi trygonometrycznej. Po każdej kolumnie logarytmów, 
znajdnje się mała kolumna oznaczono D l " , która pokazuje różnicę mię-
dzy dwoma po sobie następującemi logarytmami, odpowiadającą dwu 
kątom różniącym się o 1". Kolumna różnic logarytmów dla stycznej 
i dostycznej jest spólna, gdyż 

log tg 6 — — log cotg 8, log tg (6 + /i) — log cotg (6 + h), 
zatym 

log tg (0 + h) — log tg 8 = log cotg 6 — lo^ cotg (8 + h). 

Różnice między logarytmami na 1" pomieszczone są w kolumnie D1" i wy-
pisane po środku cyfr, odpowiadających danym, po sobie idącym, loga-
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rytmom; różnice te dla logarytmów wstaw i stycznych rosną z powiększa-
niem się kąta, maleją zaś dla logarytmów dostaw i dostycznych, gdy kąt 
rośnie. 

1 5 1 . TABLICE B E E M I K E E A . Tablice siedmiocyfrowe Bremikera, 
tym się różnią od tablic Yegi, że i)odane są w nich najpierw logarytmy 
wstaw, dostaw, stycznych i dostycznych wszystkich kątów od O® do 5" co 
każdą sekundę; następne zaś tablice obejmują logarytmy tychże funkcyj 
trygonometrycznych wszystkich kątów od O" do 90" co każde 10"; nadto 
wykazane są w odpowiedniej kolumnie różnice między każdemi dwoma lo-
garytmami po sobie następuj ącemi. Ponieważ logarytmy funkcyj trygono-
metrycznych Av tablicach Bremikera podane są dla kątów, rosnących co 
każde 10" to i różnice tablicowe wykazują różnicę między logarytmami 
dla 10" różnicy między kątami. Poczynając od tablic, dających nam lo-
garytmy funkcyj trygonometrycznych kątów od 5" do 85® podane są 
zewnątrz kolumn, małe kolumny, odpowiadające częściom proporcyjonal-
nym (partes proportionales), o których znaczeniu mówić będziemy przy 
oi^isie użycia tablic Bremikera. 

1 5 2 . TABLICE SCHLOMILOHA. Układ tablic Schlomilcha jest po-
dobny do układu tablic Yegi, różnica zachodzi jedynie w tym, że tablice 
obejmują logarytmy wstaw, dostaw, stycznych i dostycznych kątów rosną-
cych co jednę minutę. Stopnie kątów sa wypisane w pierwszej i ostatniej 
kolumnie, minuty zaś w drugiej i przedostatniej kolumnie; na wprost zaś 
minut w odpowiedniej kolumnie logarytmy funkcyj trygonometrycznych; 
oprócz tego przy logarytmach zamieszczone są w oddzielnej kolumnie ró-
żnice między logarytmami, odpowiadające różnicy 1" między kątami. Po-
nieważ tablice Schómilcha obejmują logarytmy pięciocyfrowe, dla poka-
zania więc, że logarytm w tablicach podany jest większy od logarytmu 
rzeczywistego, ostatnia cyfra tegoż logarytmu jest podkreśloną i tak np.: 
na str. 69-ej logsin7''40' wykazany jest 9,12519, to podkreślenie cyfry 9 
oznacza, że logarytm ten wzięty z tablic jest większy od logarytmu rze-
czywistego, t. j . że na tym miejscu była właściwie cyfra 8, lecz pierwsza 
z opuszczonych następujących cyfr była 5 lub większa. 

SPOSÓB UŻYCIA TABLIC. 

153. Dla pokazania sposobu użycia tablic, powyżej opisanych, roz-
wiążemy dwa zadania: 1) znaleść z tablic logarytm pewnej funkcyj try-
gonometrycznej, danemu kątowi odpowiadającej ; 2) znaleść kąt, odpowia-
dający funkcyi trygonometrycznej, gdy dany jest logarytm tejże funkcyi 
trygonometrycznej. 
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1 5 4 . Z N A L E Z I E N I E LOGARYTMU P E W N E J FUNKCYI TRYGONOMETRY-

c z n e j , DANEMU KĄTOWI ODPOWIADAJĄCEJ. 

Przy rozwiązaniu tego zadania mogą zajść dwa przypadki: all)o kąt 
dany jest w ten sposób, źe logarytmy jego funkcyj trygonoinetrycznych po-
dane są w tablicacli, alboteź podany jest w ten sposób, źe tablice nie dają 
bezpośrednio logarytmów jego funkcyj trygonometrycznych. 

155. Pmypadeh 1-szij. Jeżeli kąt podany jest w stopniach i mi-
nutach, logarytmy jego funkcyj trygonometrycznych otrzymujemy bezpo-
średnio zapomocą tablic Yegi, Bremikera i Schlomilcha, jeżeli zaś kąt 
podany jest w stopniach, minutach i dziesiątkach sekund otrzymujemy 
logarytmy jedynie zapomocą tablic Bremikera. I tak, przypuśćmy, że chce-
my znaleść logarytm wstawy kąta 37" i 44'. Używając tablic Yegi lub Bre-
mikera szukamy naprzód stronnicy, na której u góry jest wypisana liczba 
37®. Znalazszy tę stronnicę w kolumnie pierwszej szukamy liczby 44, odpo-
wiadającej danym minutom, mając zaś ją na wprost niej w kolumnie, no. 
szącej u góry nazwę sin, znajdziemy liczbę 9,7 867 424, która jest szuka-
nym logarytmem powiększonym o 10 jedności. Odejmując od powyższej 
liczby 10 jednostek, znajdziemy 

log sin 37»44' = 1,7 867424. 

Dla znalezienia tegoż logarytmu zapomocą tablic Schlomilcha, szukamy 
stronnicy na której w pierwszej kolumnie wypisaną jest liczba 37<', nastę-
pnie w drugiej kolumnie liczby 44, na wprost niej, w kolumnie noszącej 
u góry nazwę log sin, znajdziemy liczbę 9,78 674 jako szukany logarytm 
tablicowy. 

Przypuśćmy powtóre, źe chodzi nam o znalezienie logarytmu stycznej 
kąta 68" 52'. Uźy^vając tablic Vegi lub Bremikera szukamy najpierw stron-
nicy, na której u dołu jest wypisana liczba 68", następnie udajemy się do 
ostatniej kolumny, w której odszukujemy liczby 52, odpowiadającej da-
nym minutom kąta, na wprost tej liczby w kolumnie zatytułowanej u dołu 
tang znajdziemy liczbę 10,412 809 6, która jest szukanym logarytmem 
powiększonym o . 10 jedności, odejmując 10 jedności od tej liczby znaj-
dziemy 

log tg 68" 5 2 ' 0 , 4 1 2 809 6. 

Używając do znalezienia logarytmu stycznej kąta 68" 52', tablic Schlomil-
cha, szukamy najpierw stronnicy, na której w ostatniej kolumnie jest 
wypisana liczba 68, następnie zaś w kolumie przedostatniej liczby 52, 
odpowiadającej danej ilości sekund, na wprost tej ostatniej w kolumnie, 
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zatytułowanej u dołu log tang wypisana łiczba 10,41 281 będzie szukanym 
logarytmem, zwięliszonym o 10 jednostek, i zarazem większym od łoga-
rytmu rzeczywistego. Gdy dany kąt jiodany jest w stoi)niach, sekundach 
dziesiątkacli sekund, otrzymujemy logarytmy wstaw, dostaw, styczny cli 
i dostycznycłi bezpośrednio zapomocą tablic Bremikera. 

Gdy wreszcie kąt jest mniejszy od 6 ,̂ a podany jest w stopniacli, 
minutacti i sekundacłi, logarytmy jego funkcyj trygonometrycznych otrzy-
mujemy bezpośrednio zapomocą tablic Vegi lub Bremikera, gdyż jak to 
wspomnieliśmy przy opisie układu tych tablic, logarytmy funkcyj trygono-
metrycznych tego rodzaju kątów, podane są oddzielnie w tablicach Yegi 
i Bremikera, 

156. Frzypadeh 2-gi. Gdy dany jest kąt większy od 5" i zawiera, 
oprócz stopni i minut, jeszcze sekundy i ułamki sekund, szukanie loga-
rytmu jego funkcyi trygonometrycznej opieramy na tej zasadzie, że różnice 
między dwoma logarytmami są proporcyonalne względem różnicy między 
kątami tymże logarytmom odpowiadającemi, to jest, że jeżeli przez h 
oznaczymy różnicę między danym kątem, a bezpośrednio od niego mniej-
szym, którego logarytm funkcyi trygonometrycznej jest podany w tablicy, 
przez S zaś różnicę między szukanym logarytmem funkcyi, danemu kątowi 
odpowiadającej, a logarytmem funkcyi trygonometrycznej kąta bezpośre-
dniego od niego mniejszego, w tablicach podanego, wreszcie przez D ró-
żnicę między dwoma logarytmami funkcyi trygonometrycznej kątów, mię-
dzy któremi przypada kąt dany, natenczas, wiedząc, że różnica między 
dwoma kątami bezpośrednio po sobie następuj ącemi w tablicach Yegi 
i Schlomilcha wynosi 1' czyli 60", będzie 

6 0 " D ^ _ JiD 

a jeżeli znalezioną wartość 8 dodamy do logarytmu wstawy lub stycznej 
kąta bezpośrednio mniejszego, lub odejmiemy od logarytmu dostawy lub 
dostycznej tegoż kąta, znajdziemy logarytm szukany. 

Dowodzi się w analizie wyższej, że zasada, którą tu przyjmujemy 
dla znalezienia logarytmów funkcyj trygonometrycznych jest prawdziwą 
z przybliżeniem do siedmiu cyfr dziesiętnych, jedynie dla logarytmów fun-
kcyj trygonometrycznych kątów większych od 5", a mniejszych od 85®, 
czyli innemi słowy, że przyjęcie tej zasady nie wpływa na siódmą cyfrę 
dziesiętną logarytmu. Dodać przytym należy, że z tej zasady proporcyjo-
nalności korzystać można tylko dla dwu cyfr dziesiętnych sekund ponad 
podane w tablicach, gdyż uwzględnianie dalszych cyfr dziesiętnych może 
spowodować niedokładne wypadki. 
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Tablice Vegi i Schlómilclia podają nam różnicę dla 1", czyli wartość 

wyrażoną, w siedmiu lub pięciu cyfrach dziesiętnych; w tym razie dla 
60 

znalezienia d, należy otrzymaną, różnicę z tablic pomnożyć przez różnicę, 
zachodzącą, między kątem danym a bezpośrednio od niego mniejszym, 
w tablicach się znajdującym i otrzymamy iloczyn dodać lub odjąć od lo-
garytmu znalezionego w tablicach, stosownie do tego, czy szukamy loga-
rytmu wystawy lub stycznej, czyteż logarytmu dostawy lub dostycznej; 
w tym dodawaniu należy pamiętać, że 5 wyrażone jest w tablicach Vegi 
w jednostkach na siódmym, zaś w tablicach Schlomilcha, na piątym miej-
scu po przecinku. 

W tablicach Bremikera, różnice są podane między logarytmami fun-
kcyj trygonometrycznych kątów różniących się o 10", zatem dziesiąta 
część tych różnic daje nam różnicę odpowiadającą 1". Dla znalezienia 
Avięc logarytmu funkcyi trygonometrycznej kąta danego, należy, po znale-
zienie logarytmu funkcyi trygonometrycznej kąta bezpośrednio od niego 
mniejszego, znaleść różnicę między logarytmami kątów, obejmujących kąt 
dany, po podzieleniu jej przez 10, pomnożyć przez różnicę, wyrażoną w se-
kundach, między danym kątem a bezpośrednio od niego mniejszym, otrzy-
many rezultat dodać do logarytmu funkcyj trygonometrycznych kąta bez-
pośrednio od niego mniejszego, gdy szukamy logarytmu wstawy lub sty-
cznej, odjąć zaś, gdy szukamy logarytmu dostawy lub dostycznej. Dla uła-
twienia w tym względzie rachunku tablice Bremikera obejmują tak zwane 
c z ę ś c i p r o p o r c y j o n a l n e (partes proportionales), które wykazują ró-
żnice między logarytmami, gdy różnicę między kątami wynoszą 1, 2, 3 . . . , 9 
sekund i tak np. dla kątów 37" 44' i 37" 44' 10", różnica 
między logarytmami wstaw wynosi 272, na skraju tabhc 
wypisana jest kolumna cyfr *), która pokazuje, jakie 
wtedy są różnice między logarytmami, gdy różnice mię-
dzy kątami wynoszą 1", 2".. . I tak, jeżeli różnica mię-
dzy kątami wynosi 6", 8, wtedy dla znalezienia różnicy 
między logarytmem szukanym (to jest logarytmem wsta-
wy kąta 37044' 6", 8), a podanym w tablicach logarytmem 
wstawy kąta 37" 44' bezj^ośrednio mniejszego od kąta 
37" 44' 6", 8, należałoby różnicę 272 podzielić przez 10, 
a pomnożyć przez 6,8. Zamiast wykonywania tego 
mnożenia bierzemy z tabelki liczbę, stojącą na wprost 6 
to jest 163, jako odpowiadającą 6", i do niej dodajemy 
dziesiątą część liczby, stojącej na wprost liczby 8 to jest 22, skutkiem 
tego otrzymamy 185, która to liczba będzie różnicą między logarytmem 
TN̂ stawy kąta danego a logarytmem wstawy kąta 37" 44'. 

*) 272 

1 27.2 
2 54.4 
3 81.6 
4 108.8 
5 136.0 
6 163.2 
7 190.4 
8 217.6 
9 244.8 
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157. Jeżeli clioclzi nam o znalezienie logarytmu funkcyi trygono-
metrycznej kąta mniejszego od 5" lub większego od 85", zasada przyjęta 
w poprzedzającym artykule nie może być stosowaną i w tym razie postępu-
jemy inną drogą. Kąt dany wyrażamy w sekundach i ułamku dziesię-
tnym sekund; niech a oznacza ilość sekund, h zaś ułamek dziesiętny. Dla 
otrzymania log sin ( a + i log tg ( a + możemy przyjąć, że stosunek 
kątów bardzo małych a i a -f- /i jest równy stosunkowi wstaw lub stycznych 
tychże kątów (art. 145-ty), to jest możemy przyjąć 

sin (a -1- a + tg (a + h) a -f ^̂  — , , — , będziemy mieli sma a ' tga a ' ^ 
log sin (a -f li) — log sina + log (a -4- li) — log a, 

^^^ log tg (a + h) — log tg a + log (a + ^ — log a. 

Logarytmy sina i tga, znajdziemy na pierwszych kartach tablic, a nastę-
pnie w tablicach logarytmów liczb log (a /i) i log a, przeto z wzorów po-
wyższych otrzymamy logarytmy szukane wstawy i stycznej kąta a + h. 

Jeżeli wzory powyższe napiszemy w kształcie 
log sin {a Ą-h) — log sin a — log a + log (a -f h), 

I IU / 
logtg (a -f A) == log tg a — loga 4- log (a + A), 

natenczas zamiast szukania każdego z logarytmów po prawej stronie tych 
równań, możemy szukać logsina —loga i logtga—loga, a następnie do tych 
różnic dodać log (a + Lecz różnice log sin a — log a i log tg a — log a, 
możemy otrzymać bezpośrednio z tablic De]ambre'a, podanych w tablicach 
Bremikera. Jakoż, w tablicach liczb naturalnych Bremikera u dołu każ-
dej tablicy podane są powyższe różnice dla logarytmów wstawy i stycznej, 
odpowiadające kątom wyrażonym w sekundach. W powyższych różnicach 
tablicowych litera S oznacza różnicę, odpowiadającą logarytmowi wstawy, 
litera zaś T oznacza różnicę, odpowiadającą logarytmowi stycznej, dla obu 
tych różnic charakterystyka i pierwsze trzy cyfry mantyssy są spólne. 

Dla objaśnienia sposobu szukania logarytmu wstawy kąta małego 
przypuśćmy, że chcemy znaleść logarytm wstawy kąta 3' 27",355=:207",355, 
natenczas użyT\^ając wzoru (1), otrzymamy 

logsin 207" = 7,0015451 
log 207,355 ==2,3167145 

log sin a + log (a -f h) — 9,3182596 
że zaś log 207 2,3159703 
przeto log sin 207",355 = 7,0022893 

mamy więc logarytm tablicowy wstawy kąta danego. 
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Dla znalezienia logarytmu wstawy tegoż kąta zapomocą różnicy 
log sin a — log a, podanej w tablicach Bremikera, szukamy w tablicach lo-
garytmów liczb tej stronnicy, na której znajduje się 207". Na stronnicy 2-ej 
tych tablic znajdujemy 200", które przyjmujemy jako odpowiadające 207'̂  
i bierzemy różnicę S, wypisaną na wprost 200" t. j. 4,6855748, a jeżeli 
do niej dodamy logarytm 207,355 t. j. 2,3167145, otrzymamy 7,0022893. 
t. j. szukany logarytm tablicowy wstawy kąta danego. 

Dla znalezienia logarytmu wystawy kąta bardzo małego możemy 
także użyć wzoru, podanego w art. 145-ym, mianowicie: 

sin w" = 206 265 

Jeżeli ten wzór zastosujemy do danego przykładu, otrzymamy 
log w = 2,3167145 

log 206 265 5,3144255 
log sin 207",355 = 7,0022890 

Przypuśćmy, źe chodzi nam o znalezienie logarytmu stycznej kąta 
3' 27",355. Jeżeli dla rozwiązania zadania użyjemy drugiego z wzorów (1), 
otrzymamy 

log tg 207" = 7,0015454 
log 207,355 = 2,3167145 

log tg a + log tg ( a + 70 = 9^3182599 
odejmując log 207 = 2,3159703 
otrzymamy log tg 207",355 = 7,0022896 
mamy więc logarytm tablicowy stycznej kąta danego. 

Jeżeli dla znalezienia logarytmu stycznej kąta danego, używamy ta-
blic Delambre'a, natenczas szukamy naprzód, w tablicach Bremikera lo-
garytmów liczb naturalnych, tej stronnicy, na której znajduje się 207". 
Na stronicy 2-ej tych tablic znajdujemy jedynie 200", które przyjmujemy, 
jako odpowiadające 207" i bierzemy różnicę T, wypisaną na wprost 200" 
t. j. 4,6855750. Dodając tę liczbę do logarytmu 207,355 t. j. do 2,3167145, 
otrzymamy 7,0022895, jako szukany logarytm stycznej kąta danego. 

Jeżeli chodzi nam o znalezienie logarytmu dostawy kąta bardzo ma-
łego a + natenczas uważmy, że 

log cos (a + ĵ ) = log sin (a + li) — log tg (a -f- /»); 
otrzymamy więc logarym dostawy kąta danego, szukając logarytmów wsta-
wy i stycznej kąta a -f A i odejmując je od siebie. "Wzór ten jednak na 
mocy wzoru (1) przyjmie kształt 

Bibl. mat.-f ij . , S . n i , T. IV. . 1 1 
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log COS (a + h) = log sin a — log tg a == log cos a, 

z czego wypada, ie kąty a h i a mają dostawy równe, co też pokazują 
tablice. Przypuśćmy, że chcemy znaleść log cos 3' 27",355. Kąt ten przy-
pada między 3'20" i 3' 30", którycli logarytmy dostaw są jednakie i równe 
9,999 999 8, przeto 

log cos 37' 27", 355 = 9,999 999 8. 

158. Pokażemy teraz na przykładach, w jaki sposób szukamy loga-
rytmów funkcyj trygonometrycznych na zasadach, wyłożonych w poprze-
dzających artykułach. 

1) Znaleść logarytm wstawy kąta 37^ 43' 56". 
Bo związanie za pomocą tablic Vegi. Szukamy naprzód logarytmu 

wstawy kąta, bezpośrednio mniejszego od kąta danego, a znajdującego 
się w tablicach. Ponieważ tablice Vegi obejmują logarytmy wstaw 
kątów, rosnących co jednę minutę, przeto t}Tn kątem będzie 37" 43'. Na-
stępnie szukamy logarytmu wstawy tego kąta i znajdujemy 9,7865791; 
wreszcie bierzemy z tablic z kolumny D l " liczbę, wypisaną między tym lo-
garytmem a logarytmem po nim bezpośrednio następującym; znajdujemy 
27,22. Jeżeli tę różnicę pomnożymy przez 56, to jest przez ilość sekund, 
znajdziemy 1524. Taką zatym jest różnica, wyrażona w jednostkach na 
siódmym miejscu, między logarytmem wstawy kąta danego a logarytmem 
kąta bezpośrednio od niego mniejszego. Ponieważ wstawa kąta rośnie, 
gdy kąt rośnie, przeto i jej logarytm rośnie, otrzymaną więc różnicę na-
leży dodać do logarytmu wziętego z tablic, co uskuteczniwszy, otrzymamy 
9,7867315 jako logarytm tablicowy wstawy kąta 37^43' 56". 

Rachunek przy użyciu tablic Yegi wypisuje się w ten sposób 

log sin 270 43' 9,7865791 Dif. 1" = 27,22 

różnica dla 56" 1524 56 X27,22 = 1524,32 

log sin 37' 43' 56" = 9,7867315 

Bozwiązanie za pomocą tablic BremiJcera. Szukamy naprzód kąta, 
bezpośrednio mniejszego od kąta danego, a znajdującego się w tabli-
cach, a następnie jego logarytmu. Ponieważ tablice Bremikera obejmują 
logarytmy wstaw kątów, rosnących co 10 sekund, przeto tym logarytmem 
będzie 9,7867152, jako odpowiadającym kątowi 37" 43'50", bezpośrednio 
mniejszemu od kąta danego. Że zaś różnica między dwoma logarytmami 
wstaw kątów, bezpośrednio większego i bezpośrednio mniejszego od kąta 
danego, wynosi 272, to jest dla 10" wynosi 272, przeto dla 1" wyniesie 
27,2. Mnożąc tę liczbę przez 6, otrzymamy różnicę 163, którą należy do-
dać do logarytmu wstawy kąta mniejszego, aby otrzymać logarytm szu-
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kany. Bóżnicę tę możemy także otrzymać z tabliczki, znajdującej się na 
skraju samej tablicy; z tej tabliczki okazuje się, że gdy różnica między lo-
garytmami wynosi 272, wtedy różnica dla 6" wynosi 163,2. Dodając tę 
różnicę do logarytmu wziętego z tablicy, otrzymamy 9,7867315, jako szu-
kany logarytm tablicowy wstawy kąta danego. 

Rachunek przy użyciu tablic Bremikera zazwyczaj wypisuje się w ten 
sposób 

log sin 37« 43' 50" 9,7867152 Dii 272 

różnica dla 6" — 163 dla 6" = 163,2 

log sin 37" 43' 56" = 9,7867315. 

Romiąmnie sa pomocą tahlic Schlómilclia Ponieważ tablice Sclilo-
milcba obejmują pięciocylrowe logarytmy wstaw rosnących co jednę 
minutę, przeto szukamy logarytmu kąta, bezpośrednio mniejszego od kąta 

^ J inego; tym kątem jestJ37"43' a logarytmem jego wstawy 9,78658. Bó-
jsj "iSiicę między logarytmem szukanym a wziętym z tablicy znajdujemy wpo-
( J §3bny sposób, jak przy użyciu tablic Vegi, to jest różnicę z tablic dla 1", 
^ !S> jest 0,27 mnożymy przez 56, przez co otrzymujemy różnicę 15, którą 
< dodając do logarytmu wsta^sy kąta 37^43', otrzymamy 9,78673, jako szu-
^ 5&ny logarytm wstawy kąta danego. 

^ S Baclmnek wypisuje się w ten sam sposób, jak przy użyciu tablic Yegi 

log sin 37043' =9 ,78658 Dif. 1" = 0,27 
u i S różnica dla 56" 15 56 X 0,27 = 15,12 
Z § 
CD ^ 
< 
0 . = 

log sin 370 43'56" = 9,78673. 
2) Znaleźć logarytm dostawy kąta 21" 32' 34",9. 
Rozwiązanie za pomocą tablic Yegi. Wiemy, że gdy kąt rośnie 

od O® do 90'' dostawa jego maleje, przeto i logarytmy dostawy maleją 
w miarę zwiększania się kąta; w tym razie możemy dwiema drogami dojść 
do szukanego logarytmu. 

Sposób 1-szy. Weźmy z tablic logarytmu dostawy kąta, bezpośre-
dnio mniejszego od kąta danego; znajdujemy] w tablicach Vegi kąt 21" 32' 
a logarytm jego dostawy 9,9685783, następnie z kolumny D l " bierzemy 
8,31. Ponieważ 8,31 oznacza różnicę logarytmów dostaw kątów różnią 
cych się o 1", przeto na mocy artykułu 156-go, różnica między logarytmem 
szukanym a logarytmem z tablic wziętym wyniesie 34,9 X 8,31 = 290,019. 
Ponieważ, jakto na początku zaznaczyliśmy, gdy kąt rośnie, logarytm do-
stawy maleje, przeto odejmując znalezioną liczbę od logarytmu wziętego 
z tablic, otrzymamy 9,9685493, jako szukany logarytm tablicowy dostawy 
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kąta 21" 32' 34",9, odejmując od niego 10 jedności otrzymamy logarym 
właściwy 

log cos 21" 32' 34",9 = 1,9685493. 

Sposób 2-gi. Szukamy w tablicach logarytmu dostawy kąta bezpo-
średnio większego od kąta danego t j. kąta 21" 33', znajdujemy 9,9685284. 
Następnie z kolumny D l " bierzemy liczbę wypisaną między tym loga-
rytmem a bezpośrednio nad nim stojącym, t. j. 8,31. Ponieważ 8,31 
przedstawia różnicę między logarytmami, gdy różnica między kątami wy-
nosi 1", a kąt 21" 33' jest większy od kąta danego o 25",1 przeto różnica 
między logarytmami uczyni 25,1 X 8,31 208,581, czyli 209. Ponie-
waż logarytm dostawy kąta rośnie, gdy kąt maleje, przeto znalezioną 
różnicę należy dodać do logarytmu wziętego z tablic, co uskuteczniwszy^ 
otrzymamy 9,9685493, jako logarytm szukany dostawy kąta danego. 

Rachunek przedstawiamy w teń sposób: 
Używając 1-go sposobu 

log cos 21" 32' = 9,9685783 Dif. 1" = 8,31 
— różnica dla 34",9 — 290 34,9 X 8,31 = 290 
log cos 21" 32'34",9 =9,9685493 

Używając 2-go sposobu 
log cos 21" 33' = 9,9685284 Dif. 8,31 
-f różnica dla 25",1 209 25,1 X 8,31 = 208,581 
log cos 21" 32' 34",9 = 9,9685493 

Roztciązanie za pomocą tablic BremiTcera. 
Sposób 1-szy. Bierzemy z tablic logarytm dostawy kąta bezpośre-

dnio mniejszego od kąta danego, znajdujemy w tablicach kąt 21" 32' 30", 
a jego logarytm dostawy 9,9685534; następnie z kolumny zatytułowanej 
d.̂  bierzemy liczbę 84, stojącą obok tego logarytmu. Ponieważ 84 ozna-
cza różnicę między dwoma logarytmami dostaw kątów, różniących się 
o 10", przeto różnica dla 1" wyniesie 8,4. Mnożąc tę liczbę przez różnicę 
między kątem danym a wziętym z tablic t. j. przez 4,9 znajdziemy 41,16, 
czyli 41, jako różnicę między logarytmem szukanym a logarytmem wzię-
tym z tablic. Lecz gdy kąt rośnie logarytm jego dostawy maleje, przeto 
znalezioną różnicę należy odjąć od logarytmu wziętego z tablic; co usku-
teczniwszy, otrzymamy 9,9685493, jako szukany logarytm dostawy kąta 
danego. Dla znalezienia różnicy powyższej, możemy także użyć tabliczki, 
umieszczonej na skraju następującej stronnicy. Według tej tabliczki, 
gdy różnica między logarytmami wynosi 84, natenczas dla 4" wynosi 33,6, 
zaś dla O",9 wjTiosi 7,5 zatym dla różnicy między kątami 4",9 wyniesie 
41,1 czyli 41. 
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Sposób 2-gi. Szukamy w tablicach logarytmu dostawy kąta bezpo-
średnio -większego od kąta danego; znajdujemy, źe tym kątem jest 21" 
32'40" a jego logarytmem 9,9685450. Następnie z kolumny zatytuło-
wanej bierzemy różnicę między tym logarytmem a bezpośrednio od nie-
go większym, znajdujemy 84; źe zaś ta różnica odpowiada różnicy 10" 
między kątami, przeto dla 1" wyniesie 8,4. Następnie szukamy różnicy 
między kątem wziętym z tablic a kątem danym, różnicą tą jest 5",1. Je-
żeli tę różnicę pomnożymy przez 8,4, otrzymamy 43 jako różnicę między 
logarytmem szukanym a logarytmem wziętym z tablic. Ze zaś logarytm 
dostawy kąta rośnie, gdy kąt maleje, przeto otrzymaną różnicę należy 
dodać do logarytmu wziętego z tablic, aby otrzymać logarytm dostawy 
kąta danego, co uskuteczniwszy otrzymamy 9,9685493, jako szukany lo-
garytm dostawy kąta danego. Różnicę między logarytmem szukanym, 

wziętym z tablic, znaleść możemy także przy pomocy tabliczki na skraju 
tablic zamieszczonej. Z tej tabliczki okazuje się, że gdy różnica między 
logarytmami wynosi 84, wtedy różnica dla 5" wjiiiesie 42, zaś dla 0",1 
wyniesie 0,8, czyli razem w przyliżeniu 43. Dodając te różnicę do loga-
rytmu wziętego z tablic otrzymamy szukany logarytm. 

Rachunek przy użyciu tablic Bremikera w ten sposób się przed-
stawia : 
Używając 1-go sposobu 

log cos 21« 32' 30" 9,9685534 Dii 84 
— różnica dla 4",9 == ^ 84 X 4,9 === 41,16 
log cos 21" 32' 34",9 == 9,9685493 

albo Dif. 84 
log cos 21° 32' 30" = 9,9685534 dla 4" dif. 33,6 
— różnica dla 4",9 ^ dla 0,9 „ 7,5 

log cos 210 32'34". 9 9,9685493 dla 4",9 „ 41,1 
Używając 2-go sposobu 

log cos 21" 32' 40" 9,9685450 Dif. 84 
+ różnica dla 5",1 £3 84 X 5,1 = 42,84 
log cos 21" 32' 34",9 == 9,9685493 

albo Dif. 84 
log cos 21" 32'40" ==9,9685450 dla 5" dif. 42 
+ różnica dla 5",1 = ^ dla 0,1 „ 0,8 
log cos 2 P 32' 34",9 = 9,9685493 dla 5",1 „ 42,8 

Bozwiązanie za pomocą tablic Schlomilclia. Dla znalezienia loga-
rytmu dostawy kąta 32® 32' 34",9 zapomocą tablic Schlomilcha postępuje-
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my tąź samą drogą jak przy użyciu tablic Vegi. Rachunek następujący 
pokaże sposób postępowania 

log cos 21» 32' = 9,96858 Dif. 0,08 
— różnica dla 34",9 = 3 0,08 X 34,9 = 2,792 

log cos 21" 32' 34",9 = 9,96855 
albo 

logcos210 33' = 9 , 9 6 8 5 3 Dif. 0,08 
-I- różnica dla 25",1 = 2 0,08 X 25,1 = 2,008 

log cos 21" 32' 34",9 r= 9,96855. 
3) Znaleść logarytm stycznej kąta 78" 35' 47",6. 
Hozwiązanie za pomocą tablic Vegi. Szukamy najprzód logarytmu 

stycznej kąta bezpośrednio mniejszego od kąta danego, a znajdującego 
się w tablicach Vegi, to jest kąta 78® 35'. "W tym celu szukamy naprzód 
stronnicy, na której wypisane jest u dołu 78", następnie idziemy do ko-
lumny ostatniej i tam szukamy liczby 35', na wprost tej liczby w kolumnie, 
oznaczonej u dołu łangens, znajdujemy logarytm stycznej kąta 78" 35', 
mianowicie 10,6947817. Z kolumny następującej, licząc od prawej ku 
lewej ręce, zatytułowanej D l " , bierzemy różnicę 108,6, wypisaną między 
tym logarytmem, a bezpośrednio po nim następującym, postępując od dołu 
do góry. Ponieważ 108,6 stanowi różnicę między logarytmami stycznej, 
gdy kąty różnią się o 1", przeto dla różnicy 47",6 między kątami, ró-
żnica między logarytmami wyniesie 47,6 X 108,6 = 5169,36. Ponieważ 
styczna rośnie, gdy kąt rośnie, a tymsamym i jej logarytm, przeto znale-
zioną różnicę należy dodać do logarytmu wziętego z tablic przez co otrzy-
mamy 10,6952986, jako szukany logarytm stycznej kąta 78" 35' 47",6. 

Rozwiązanie za 'pomocą tablic ISremikera. Logarytm stycznej kąta 
danego znajdujemy w podobny sposób jak logarytm wstawy kąta t. j. 

^zapomocą tabliczki na skraju tablic zamieszczonej, a mianowicie według 
rachunku następującego: 

Dif. 1086 
log tg 78" 35'40" =10,6952160 dla 7" dif. 760 
-h różnica dla 7",6 = ^ dla 0,6 „ ^ 
logtg 78" 35'47",6 = 10,6952985 dla 7",6 „ 825. 

Bozwiązanie za pomocą tablic Schlomilcha. Sposób rozwiązania za-
pomocą tablic Schlomilcha, wskazuje najlepiej rachunek następujący: 

log tg 78" 35' =10 ,69478 Dif. 1 .08 
+ różnica dla 47",6 = ^ 1,08 X 47,6 = 51,4 
logtg78"35'47",6 =10,69529. 
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4) Znaleść logarytm dostycznej kąta 48® 15' 42",3. 
liozwiązanie za pomocą tablic Yegi. Sposób szukania logarytmu 

dostycznej kąta jest zupełnie taki sam jak dostawy, mianowicie bierze-
my z tablic logarytm dostycznej kąta bezpośrednio mniejszego od kąta 
danego, to jest kąta 48" 15', znajdujemy 9,9506248, następnie z kolumny, 
zatytułowanej D1", bierzemy 42,38 i mnożymy przez ilość sekund kąta 
danego t. j. przez 42,3 przez co otrzymamy różnicę 1793 między loga-
rytmem szukanym, a logarytmem wziętym z tablicy. Z przyczyny, źe 
dostyczna kąta maleje, gdy kąt rośnie, znalezioną różnicę odejmujemy 
od logarytmu wziętego z tablic, przez co otrzymujemy 9,9504455 jako lo-
garytm tablicowy dostycznej kąta 48" 15' 42",3. Do tego samego wypadku 
moglibyśmy przyjść biorąc z tablic logarytm dostycznej kąta bezpośrednio 
większego od kąta danego to jest kąta 48" 16', i szukając różnicy między 
logarytmami, gdy różnica między kątami wynosi 17",2. Ponieważ różnica 
tablicowa wynosi 42, 38, przeto różnica między logarytmem wziętym z ta-
blic, a logarytmem szukanym wyniesie 17,7 X 42,38, czyli 750, którą do-
dając do logarytmu dostycznej kąta 48" 16', otrzymamy szukany logarytm. 

Boswiązanie za pomocą tablic Bremikera. Szukanie logarytmu do 
stycznej kąta danego zapomocą tablic Bremikera najdogodniej dopro-
wadza do celu zapomocą tabliczki, zamieszczonej na skraju tablic, jakto 
wskazuje następujący rachunek 

Dif. 424 

logcotg48"15'40" =9,9504553 dla 2" dif. 84,8 

— różnica dla 2",3 == ^ dla 0,3 „ 12,7 

log cotg 48" 15'42",3 =9,9504455 dla 2",7 „ 97,5 

albo Dif. 424 
log cotg 48" 15' 50" = 9,9504129 dla 7" dif. 296,8 

+ różnica dla 7",7 = 326 dla 0,7 „ 

logcotg48"15'42",3 =9,9504455 dla 7" 7 „ 326,4 

lioziviąsanie za pomocą tablic Schlomilcha. Sposób szukania loga-
rytmu dostycznej kąta zapomocą tablic Schlomilcha jest podobny do 
sposobu szukania logarytmów dostawy kąta. Rachunek objaśnia sposób 
postępowania 

log cotg 48" 15' = 9,95062 Dif. 0,42 

^ r ó ż n i c a dla 42",3 = 18 0,42 X 42,3 = 17,766 

log cotg 48" 15' 42",3 = 9,95044 
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albo 
log cotg 480 Igi _ 9^95037 Dif. 0,42 
+ różnica dla 17",7 = 7 0,42 X 17,7 = 7,434 

log cotg 48015- _ 9,95044. 

5) Znaleść logarytm wstawy lub stycznej kąta 22'57",72. 
Z przyczyny, że kąt jest bardzo mały, używamy w tym razie metody 

wyłożonej w art. 157-ym. Wyrażając wielkość kąta w sekundach, otrzy-
mamy 1377",72, mamy więc w tym razie a = 1377, h — 0,72. Używając 
tablic siedmiocyfrowycli znajdziemy 

logsin 1377",72 = logsin 1377" — log 1377 + log 1377,72 

= 7,8245056 — 3,1389339 + 3,1391610 = 7,8247327. 
Jeżeli dla otrzymania tego wypadku użyjemy tablic Delambre'a, 

pomieszczonych pod logarytmami liczb naturalnych w tablicach Bremi-
kera, znajdziemy 

S dla 1380" =4,6855716 
log 1377,72 = 3,1391610 

log 1377",72= 7,8247326. 
W podobny sposób postępujemy jeżeli chodzi nam o znalezienie logarytmu 
stycznej kąta 22'57",72. Na mocy art. 157-go, mamy 

logtgl377",72 = logtgl377" —logl377 + log 1377,72 
= 7,8245153 — 3,1389339 + 3,1391610 = 7,8247424. 

Używając tablic Delambre'a, umieszczonych pod logarytmami liczb natu-
ralnych w tablicach Bremikera, znajdziemy 

T dla 1380" = 4,6855813 

log 1377,72 = 3,1391610 

log tg 1377",72 = 7,8247423. 

PRZYKŁADY. 

1) Znaleść zapomocą tablic Vegi, Bremikera lub Schlomilcha logarytmy 

sin 16® 27' 14,6 

cos 240 54' 19,4 

tg 390 16' 24,5 

cotg 440 15' 52",4 
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Bln 640 28' 19",6 

cos 740 39' 20",9 

tg 72" 15' 12",4 

cotg 82® 46' 51" 

sin O® 2' 32",45 

tg 0« 4' 12",6. 

ZNALEZIENIE KĄTA, ODPOWIADAJĄCEGO DANEMU LOGARYTMOWI 
FUNKCYI TRYGONOMETRYCZNEJ. 

159. Gdy dany jest logarytm funkcyi trygonometrycznej, szukamy 
go i)rzedewszystkim między liczbami jednej z kolumn nazwę danej fun-
kcyi trygonometrycznej noszącej. Jeżeli dany logarytm znajdziemy w ta-
blicach, należy zauważyć, czy tytuł tej kolumny, noszący nazwę danej fun-
kcyi trygonometrycznej, jest wypisany u góry, czy też u dołu kolumny; 
w pierwszym razie za stopnie kąta należy brać tę ilość, która jest wypi-
saną u góry tablicy (przy użyciu tablic Schlomilcha z kolumny pierwszej), 
w przeciwnym razie tę ich ilość, która jest wypisaną u dołu (przy użyciu 
tablic Schlomilcha z kolumny ostatniej); minuty kąta szukanego będą 
stały na wprost logarytmu, AV pierwszym przypadku w kolumnie pierwszej, 
(w tablicach Schlomilcha w kolumnie drugiej), w drugim zaś przypadku 
w kolumnie ostatniej (w tablicach Schlomilcha w kolumnie przedostatniej). 
I tak, jeżeli mamy dany logarytm wstawy kąta równy 9,5806986, znajdu-
jemy go w tablicach Yegi na str. 281, źe zaś ten logarytm znajduje się 
w kolumnie, zatytułowanej u góry sinus, przeto należy wziąć ilość stopni 22, 
wypisaną u góry tablicy, wprost zaś tego logarytmu w kolumnie pierwszej, 
mamy ilość minut 23, przeto szukanym kątem będzie 22° 23'. Jeżeli lo-
garytm wstawy kąta jest = 9,9659806, który znajdujemy na tejże stron-
nicy tablic Yegi w kolumnie, zatytułowanej u dołu sinus, wtedy dla zna-
lezienia kąta należy wziąć ilość stopni 67*̂ , wypisaną u dołu; minuty kąta 
znajdziemy z ostatniej kolumny biorąc liczbę, stojącą na wprost danego 
logarytmu to jest 37, tym sposobem szukanym kątem będzie 67® 37'. 

160. Gdy dany logarytm funkcyi trygonometrycznej nie znajduje 
się w tablicach, szukamy w kolumnie, danej funkcyi trygonometrycznej 
odpowiadającej, dwu logarytmów po sobie idących, któreby obejmowały 
dany logarytm. Znalazszy takie dwa logarytmy, będziemy wiedzieli, że 
kąt szukany będzie przypadał między kątami, tymże logarytmom odpowia-
dającemi. Jeden z tych kątów możemy wziąć za przybliżoną wielkość 
kąta szukanego, który według tablic Yegi lub Schlomilcha będzie poka-
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zywał ilość stopni i minut; sekundy kąta szukanego znajdziemy, z przyjętej 
w art. 156-ym zasady proporcyjonalności między kątami i logarytmami 
funkcyi trygononometrycznej im odpowiadającemi t. j. z wyrażenia 

S60" 

gdzie d oznacza różnicę między logarytmem danym, a wziętym z tablicy, 
jako przybliżoną wielkość logarytmu kąta szukanego, D różnicę między 
logarytmami, obejmuj ącemi dany logarytm, h zaś różnicę między szukanym 
kątem, a kątem przyjętym, jako przybliżoną wielkość tegoż kąta; że zaś 

— Dif. 1", podane jest w tablicach, przeto ilość sekund h znajdziemy 

dzieląc d przez Dif. 1". Jeżeli przyjęta wielkość przybliżona kąta odpo-
wiada logarytmowi mniejszemu od danego logarytmu, natenczas, gdy ma-
my logarytm wstawy lub stycznej, należy znalezioną różnicę dodać do 
przybliżonej wielkości kąta; jeżeli zaś przyjęta wielkość odpowiada loga-
rytmowi większemu, należy ją odjąć; gdy zaś mamy dany logarytm dosta-
wy lub dostycznej należy postąpić odwrotnie. 

W tablicach Bremikera, które obejmują logarytmy funkcyj trygo-
nometrycznych kątów co 10", a nadto podane są części proporcyjo-
nalne, możemy albo postępować tą samą drogą jak przy użyciu tablic 
Yegi i Schlómilcha, lub też używając części proporcyjonalnych, jakto na 
przykładach poniżej wyjaśnimy. 

161. Jeżeli różnice między logarytmami są bardzo znaczne, droga 
do wyszukiwania kątów, którąśmy powyżej wskazali, nie doprowadza do 
celu; zdarza się to wtedy, gdy mamy do wyznaczenia bardzo małe kąty 
przez ich wstawy lub styczne. W tych przypadkach postępujemy w ten 
sposób. Szukamy przedewszystkim w pierwszej części tablic, w których 
podane są logarytmy funkcyj trygonometrycznych kątów, różniących się 
o jednę sekundę, kąta, któregoby logarytm wstawy lub stycznej najwięcej 
zbliżał się do logarytmu danego, kąt ten wyrażamy w sekundach. Jeżeli 
a oznacza ilość sekund tego kąta, zaś a. + h ilość sekund kąta, odpowia-
dającego danemu logarytmowi funkcyi trygonometrycznej, to tę ilość a + h 
znajdujemy, trzymając się zasady przyjętej w art. 157-ym t. j , że w tym 
razie stosunek kątów bardzo małych j est równy stosunkowi wstaw lub sty-
cznych, tymże kątom odpowiadających. Lecz na mocy wzorów (2) arty-
kułu 157-go, mamy 

log (a + h) ~ log sin (a -f- h) — log sin a + log a, 

^̂ ^ log (a 4- h) = log tg (a + A) — log tg a ,log a , 
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przeto z tych wzorów otrzymać będziemy mogli logarytmy sekund kfjjta 
szukanego. Jeźeli wzory powyższe napiszemy w kształcie : 

log (ęf.Ą-h) — log sin (a + /i) — [log sin a — log a], • 

log (a -1- h) = log tg (a + h) — [log tg a — log a], 

natenczas log (a -f h) możemy także otrzymać zapomocą tablic Delam-
bre'a, podanych pod logarytmami liczb naturalnych w tablicach Bremi-
kera. Jakoż, tablice te, jakto już wspomnieliśmy w art. 157-ym, dają 
nam różnicę log sin a — log a i log tg a — log a; jeżeli więc od loga-
rytmu danego funkcyi trygonometrycznej odejmiemy odpowiednio różni-
cę log sin a — log a lub log tg a — log a, wiadome z tablic, otrzymamy 
log (a -f- Tl), a następnie a + /i t. j. ilość sekund ką-ta szukanego. 

Dla objaśnienia sposobu szukania kątów bardzo małych, danemu lo-
garytmowi wstawy lub stycznej odpowiadających, przypuśćmy, źe chcemy 
znaleść kąt odpowiadający danemu logarytmowi wstawy 7,0022893. Znaj-
dujemy w tablicach Vegi, że najbliższym logarytmem jest 7,0015451, i od-
powiada kątowi 3'27", czyli 207"; że zaś log 207 = 2,3159703, przeto na 
mocy pierwszego z wzorów (1), mieć będziemy: 

log (a + A) = 7,0022893 — 7,0015451 + 2,3159703 = 2,3167145. 

Szukając liczby temu logarytmowi odpowiadającej znajdziemy 207,35&; 
kątem więc szukanym będzie 3'27",355. 

Jeżeli dla rozwiązania tego zadania, będziemy chcieli użyć tablic 
Delambre'a, to jak i w pierwszym przypadku szukamy w tablicach Bre-
mikera przedewszystkim logarytmu wstawy kąta bezpośrednio mniejszego 
od logarytmu danego; znajdujemy w tym razie 7,0015451, który odpowia-
da kątoAvi 3'27", czyli 207". Jeżeli od logarytmu danego odejmiemy 
z tablic S odpowiadające 200", czyli 4,6855748, otrzymamy 2,3167145, 
czyli log (a + h). Szukając następnie a. h znajdziemy, jak i w powyż-
szym rozwiązaniu, że kąt szukany jest równy 3'27",355. 

Przypuśćmy, źe chcemy znaleść kąt, odpowiadający logarytmow 
stycznej 7,0022896. Znajdujemy w tablicach Vegi, że najbliższym loga-
rytmem jest wtedy 7,0015454 i odpowiada kątowi 3'27" = 207", że zaś 
log 207 = 2,3159703, przeto na mocy drugiego z wzorów (1), mieć bę-
dziemy 

log (a + h) — 7,0022896 — 7,0015454 + 2,3159703 2,3167145. 

Szukając liczby danemu logarytmowi odpowiadającej, znajdziemy 207,355; 
kątem więc szukanym będzie 3'27",355. 

Jeżeli dla rozwiązania tego ostatniego zadania użyjemy tablic 
Delambre'a, należy znaleść przedewszystkim logarytm stycznej^ bez-
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pośrednio niniejszy od logarytmu danego, którym jest w tym razie 
7,0015454 i odpowiada kątowi 3'27" = 207". Jeieli następnie od loga-
rytmu danego 7,0022896 odejmiemy wzięte z tablic Delambre'a T, odpo-
wiadające 200", to jest 4,6855750, otrzymamy log (a + 7i) = 2,3167146. 
Szukając następnie a -f h, znajdziemy, źe kątem szukanym jest 3'27",355. 

Jeźeli chodzi nam o wyznaczenie kąta małego danemu logarytmowi 
dostawy odpowiadającego, natenczas zadania tego dokładnie rozwiązać 
nie możemy, albowiem gdybyśmy chcieli znaleść kąt, którego logarytmem 
dostawy jest np. 9,9999991, natenczas przekonalibyśmy się z tablic, że 
ten logarytm odpowiada wszystkim kątom zawartym między 6' 45" i 7' 25", 
szukany przeto kąt otrzymalibyśmy z niedokładnością, wyrównywaj ącą 40". 

ZADANIA. 

1) Znaleść kąt którego log sin = 9,7432684. Szukamy najpierw 
w tablicach Vegi, w kolumnie zatytułowanej sinus, logarytmu bezpośrednio 
mniejszego od danego logarytmu, na str. 292 znajdujemy 

log sin 33»37' = 9,7432226 
że zaś log sin a; — 9,7432684 
przeto różnica 6 wynosi 458 
źe zaś różnica dla 1" w tablicach wynosi 31,66, przeto ilość sekund 

458 ~ qi — zaś wstawa i jej logarytm rośnie, gdy kąt rośnie, 

przeto dodając znalezioną ilość sekund do kąta 33" 37', znajdziemy 
33° 37' 14",46 jako wielkość kąta, danemu logarytmowi wstawy odpowia-
dającego. 

Rachunek powyższy wypisuje się w ten sposób: 

logsinrr = 9,7432684 Dif. 1" == 31,66 
log sin 33® 37' 9,7432226 

458 , _ roznica ^^ ^^ = 14",46, 

33® 37'14",46. 
Jeżelibyśmy szukali kąta zapomocą tablic Bremikera, znaleźlibyśmy, że 

log sin a; = 9,7432684 
log sin 33^ 37' 10" = 9,7432543 

różnica 141 

Według tablic różnica dla 10" wynosi 316 i w tabliczce części proporcyo-
nalnych znajdujemy, że najbliższą cyfrą 141 jest 126,4, która odpowia-
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da 4", zatym bierzemy 4", odejmując 126,4 od 141, pozostanie 14,6, 
które daje O",4, pozostanie 1,96, ta zaś różnica w tejże tabliczce daje 
0,06. Szukanym więc kątem będzie 33° 37'14",46. Rachunek ten daje 
się przedstawić w ten sposób: dla różnicy 316 między logarytmami mamy 
różnicy 10" między kątami, zatym 

126,4 daje 4" 
12,64 „ 0,4 

1,89 „ 0,06 
przeto dla 140,93 mamy 4",46 

2) Znaleść kąt, którego logarytmem dostawy jest 9,9046539. Szu-
kamy w tablicach Vegi, w kolumnie zatytułowanej cosinus, logarytmu naj-
bliżej przystępującego do danego logarytmu, a od niego większego; znaj-
dujemy na str. 295-ej 

log cos 360 35' 9,9047106 
że zaś log cos r ==9,9046539 
przeto różnica wynosi 567 

Z tablic znajdujemy, że różnica dla 1" wynosi 15,63, zatym ilość sekund 
567 

znajdziemy dzieląc 567 przez 15,63; lecz = 36,28, przeto kąt szu-
kany jest równy 36" 35' 36",28. . 

Tablice Bremikera prowadzą nas do następującego rachunku 
log cos 36® 35' 30" = 9,9046637 
log cos a; 9,9046539 
różnica 98 

różnica między logarytmami w tablicach wynosi 156, której części pro-
porcyjonalne są wypisane na boku tablic, 

dla różnicy 93,6 mamy 6" 
3,12 „ 0,2 

„ 1,248 „ 0,08 
przeto dla różnicy 97,968 mamy 6",28 
szukanym więc kątem jest 36" 35' 36",28. 

3) Znaleść kąt, którego logarytmem stycznej jest 10,74765. We-
dług tablic Schlómilcha, mamy 

hgtgx =10,74765 Dif. 1"=:1,22 
log tg 790 51 '=: 10,74708 
różnica 57 
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kąt szukany 

4) Znaleść kąt, którego logarytmem dostycznej 'jest 10,36608. 
W tablicach Schlomilcha znajdujemy 

różnica 

ilość sekund 

zatym 

PRZYKŁADY. 

Znaleść kąty odpowiadające danym logarytmom 
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ROZDZIAŁ III. 

ZASTOSOWANIA FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH. 

ZASTOSOWANIE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH DO ROZWIĄZY-
WANIA TRÓJKĄTÓW. 

162. W każdym trójkącie mamy do rozważania sześć elementów, 
mianowicie trzy boki i trzy kąty trójkąta. "Wiemy z Gieometryi, źe trój-
kąt jest wyznaczony, gdy mamy dane trzy jego elementy, byleby między 
niemi był przynajmniej jeden bok, t. j., źe mając trzy tego rodzaju ele-
menty trójkąta, możemy, za pomocą wykreślenia, wyznaczyć pozostałe 
elementy trójkąta. Lecz te wykreślenia, jako sposoby graficzne, nie mogą 
być wykonane z dostateczną ścisłością, z przyczyny nieuchronnej niedokła-
dności narzędzi, używanych do wykreślenia, tudzież błędów samego wyko-
nania, a tymsamym dają nam wypadki jedynie przybliżone. Dla uniknie-
nia tych niedokładności starano się, za pomocą rachunku, otrzymywać wy-
padki, które przy użyciu funkcyj trygonometrycznych, otrzymujemy z ta-
ką dokładnością, jak sami zechcemy. Znalezienie za pomocą rachunku 
z trzech elementów, wyznaczających trójkąt, pozostałych elementów trój-
kąta zowie się r o z w i ą z a n i e m t r ó j k ą t a, a zastosowanie funkcyj try-
gonometrycznych do rozwiązywania trójkątów zowie się właściwą t r y g o -
n o m e t r y j ą. 

Długości boków trójkąta odnosić będziemy do pewnej jednostki np. 
metra, stopy, mili i t. p.; wielkości zaś kątów wyrażać będziemy w jedno-
stkach kąta prostego. Przy wykładzie samych funkcyj trygonometry-
cznych używaliśmy przeważnie miary teoretycznej kąta, przy rozwiązywa-
niu trójkątów używać będziemy zwykłej miary kątów t. j. kąty wyrażać bę-
dziemy w stopniach, minutach i sekundach. Rozwiązywanie trójkątów 
opiera się na pewnych związkach, zachodzących między bokami trójkąta, 
a funkcyj ami trygonometrycznemi kątów trójkąta, wyprowadzeniem któ-
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rych obecnie się zajmiemy. Przy wyprowadzaniu tych związków ozna-
czać będziemy kąty trójkąta literami greckiemi a, y? boki zaś przeciw-
ległe tym kątom oznaczać będziemy literami łacińskiemi odpowiednio 
a, c. W przypadku, gdy trójkąt jest prostokątny, kąt jego prosty 
oznaczać będziemy przez a, a przeciwprostokątną przez a. 

ZWIĄZKI MIĘDZY BOKAMI I KĄTAMI TRÓJKĄTA. 

163. Twierdmiie 1-sse. W trójkącie prosłoJcątnym, ramię l-ąta 
prostego jest róu ne iloczynowi przeciwprostolcątnejprzez wstawę hątaprze-
ciwległego, olbo przez dostawę Jcąta przyległego. 

Niech będzie trójkąt prosto-
kątny ABC (fig. 32), w którym 
kąt ABC jest prosty = a, naten-
czas rozważając kąt ABC, w któ-
rym BA jest ramieniem początko-
wym kąta, a BC jego ramieniem 
końcowym, mamy na zasadzie 
definicyi funkcyj trygonometry-
cznych 

tudzież 

ztąd zatym 

BC 

AB 

czyli sin p = : 

cos ABC = , czyli cos p 

& = a sin p, c a cos p, 

a że kąty p i Y są dopełniającemi się, przeto sin P —cos Y, cosp = sinYr 
mamy więc 

5 = a sinp = rt cos Y, c = a cosy = a siny, 
co dowodzi naszego twierdzenia. 

164. Twierdzenie 2-gie. W trójkącie prostokątnym ramię kąta 
prostego równa się iloczynowi drugiego ramienia przez styczną kąta prze-
ciwległego lub przez dostyczną kąta przyległego. 

Na zasadzie definicyi funkcyj trygonometrycznych, mamy 

A P B A 
tgABC = | ^ i t g B C A = ^ , 
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czyli 

a źe kąty p i Y są dopełniającemi się, przeto tgp = cotgY, tgy = cotgp, 
mamy więc 

co dowodzi naszego twierdzenia. 

165. Twierdzenie 3-cie. W trójkącie kwadrat jednego hoku jest 
równy summie kwadratów loków pozostałych, zmniejszonej o podwójny 
iloczyn tychże hoków i dostawy kąta, między niemi zawartego. 

Rozróżnimy dwa przypadki: 
1) Przypuśćmy, źe kąt BAC = a, 

jest ostry (fig. 33). Jeżeli z wierz-
chołka C spuścimy prostopadłą CD na 
bok AB, natenczas według znanego 
twierdzenia z gieometryi, mieć będziemy 

Lecz z trójkąta ACD na zasadzie twier. 
dzenia art. 163-go, mamy 

przeto podstawiając tę wartość w powyż-
sze równanie, będziemy mieli 

czyli 

2) Przypuśćmy powtóre, źe kąt 
BAC jest rozwarty (fig 33a). Jeżeli 
z wierzchołka C spuścimy prostopadłą CD na przedłużenie boku BA, na-
tenczas, według znanego twierdzenia z gieometryi, otrzymamy 

Lecz z trójkąta A DC, na zasadzie twierdzenia art. 163-go, mamy 
A D = A C cos D AC, że zaś kąty DAC i BAC są spełniaj ącemi się, przeto 

http://rcin.org.pl



1 7 8 . TllYGONOMETKYJA PŁASKA. 

COS DAC = — cos BAC, zatyin AD = — AC cos BAC. Podstawiając 
to w}Taźenie w powyższe równanie, znajdziemy 

Podobne związki otrzymamy i dla pozostałych boków trójkąta, czyli, źe 
z twierdzenia powyższego otrzymamy następujące związki: 

(1) 

166. Tivierd;seme i-te. W trójkącie jeden 0 jego holów jest równy 
summie rzutów pozostałych hoków na tenże boJc trójkąta. 

Niech będzie trójkąt ABC, w którym AB = c, BC = a, AC ĥ  
kąty zaś im przeciwległe a , p, Y- Jeżeli liniją łamaną ACB rzucimy na 
liniją AB, natenczas, na zasadzie twierdzenia o rzutach, mieć będziemy 

Podobne związki otrzymamy dla boków a \ h . Z twierdzenia więc powyż-
szego otrzymujemy trzy następujące związki: 

(1) 

167. Twierdzenie 5-te. W trójkącie boki są proporcyjonalne 
ii;zgl§dem wstaw kątów im przeciwległych. 

Dowód 1-szy. Niech będzie trójkąt ABC (fig. 33). Z wierzchołka 
C spuśćmy prostopadłą na bok AB, spodek D tej prostopadłej znajdować 
się będzie na linii AB lub też zewnątrz niej, stosownie do tego, czy kąt 
CAB jest ostry, czyteż rozwarty. W pierwszym przypadku z trójkątów 
prostokątnych CAD i CBD, otrzymamy 

zatym 

W drugim zaś przypadku z trójkątów AOD i BCD, otrzymamy 
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zatym 

w podobny sposób możemy dowieść, że 

mamy więc 

(1) 

AVidzimy więc, że w trójkącie stosunek boku do wstawy kąta przeciwle-
głego jest stały. 

Dowód 2-gi. Opiszmy na danym trójkącie ABC (fig. 34) okrąg koła, 
poprowadźmy średnicę A D = 2 R i połączmy punkt D z punktem C, naten-
czas kąt CDC będzie równy kątowi ABC = p, 
z trójkąta prostokątnego ADC, otrzymamy 

sin ADC = ^ , czyli sin p — ^ , po-

dobnież sini stąd 

Widzimy więc, źe stały stosunek boku trój-
kąta do wstawy kąta przeciwległego jest 
równy podwójnemu promieniowi koła na 
tymże trójkącie opisanego. 

168. Układ równań (1) art. 165-go, lub układ równań (1) art. 
166-go, lub wreszcie układ równań (1) art. 167-go, łącznie ze związkiem 

, są dostateczne do wyznaczenia trójkąta, to jest, do 
znalezienia trzecli jego elementów, gdy pozostałe trzy (między niemi przy-
najmniej jeden bok) są dane. Jakoż, gdyby istniało jeszcze czwarte ró-
wnanie, dające związek między bokami i kątami trójkąta, natenczas, przez 
wyrugowanie wszystkich kątów z tego nowego równania i trzech równań 
któregokolwiek układu, przyszlibyśmy do nowego związku między samemi 
bokami. Przyszlibyśmy więc do równania, któreby nam pozwalało znaleść 
bok trójkąta, gdy dane są dwa jego boki, co jest rzeczą niemoźebną. 

169. Ponieważ między sześcioma elementami trójkąta znaleźliśmy trzy 
układy po trzy równania t. j. wogóle dziewięć równań, a potrzebujemy tylko 
trzech warunków go wyznaczenia trójkąta, łatwo przyjdziemy do przekonania, 
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Że Z każdego z układów, powyżej wyprowadzonych, możemy otrzymać dwa po-
zostałe. Pokażemy w jaki sposób z jednego układu równań, przez proste prze-
kształcenia algiebraiczne, dają się wyprowadzić dwa układy pozostałe. 

170. Wyprowadzimy naprzód układ równań (1) art. 166-go i układ 
równań (1) art. 167-go z układu równań (1) art. 165-go. 

1) Aby z układu równań (1) art. 165-go wyprowadzić układ równań (1) 
art. 167-go, uważmy, że pierwsze równanie układu (1) art. 165-go daje 

a następnie 

Druga strona tego równania jest symetryczna, to jest, nie zmienia się, gdy prze-
mieniamy aih^b \ c lub a i c pomiędzy sobą, więc i pierwsza strona nie zmienia 

się także wtedy, to jest, że szukając wartości i przyszlibyśmy 

do tych samych wyrażeń, zatym 

stąd zaś, pamiętając, że każdy z kątów a, p, y jest mniejszy od 180°, a tym-
samym ich wstawy są dodatne, otrzymujemy 

Żeby z układu równań (1) art. 165-go wyprowadzić związek a + p -f- y z ^ ISO", 
należy z tych równań wyrugować boki trójkąta o, J, c, a jeżeli zważymy, że 
z powyższych stosunków, równych np. k, mamy a = A; sin a, &=:łBinp, c=: łs inY 
i te wartości podstawimy w pierwsze z równań (1) art. 165-go, mieć będziemy 

czyli 

to zaś wyrażenie, na zasadzie tego, co się powiedziało w art. 117-ym, daje się 
napisać w kształcie: 
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Aby ten iloczyn byl równy zeru, dostatecznym jest, aby przynajmniej jeden 
z jego czynników był równy zeru, zatym być powinno 

albo 

albo 

albo 

albo 

Lecz żadne z trzech ostatnich przypuszczeń nie stosuje się do trójkąta, pozo-
staje tylko pierwsze, w którym należy wziąć n = O i pominąć kąty ujemne, 
przez co otrzymamy 

2) Aby z układu równań (1) art. 165-go wyprowadzić równania (1) 
art, 166-go, dodajmy do siebie dwa pierwsze z równań (1) art. 165-go stronami 
odpowiedniemi, przez co otrzymamy 

stąd zaś po podzieleniu przez 2 c, otrzymamy 

W podobny sposób otrzymamy i dwa pozostałe równania układu (1) art, 166-go. 
171. Z układu równań (1) art, 166-go wyprowadzimy układy równań 

(1) art. 165-go i (1) art. 167-go. 
1) Aby z układu równań (1) art. 166-go, wyprowadzić układ równań 

(1) art. 165, uważmy, że jeżeli równania art. 166-go, pomnożywszy odpowie-
dnio przez — a, -f i, -f c i iloczyny dodamy stronami odpowiedniemi, otrzy^ 
mamy 

W podobny sposób otrzymamy pozostałe dwa równania układu (1) art. 165-go. 
2) Aby z równań (1) art. 166-go wyprowadzić układ równań (1) art, 

167-go, uważmy, że jeżeli z dwu pierwszych równań układu (1) art. 166-go 
wyrugujemy cosY, znajdziemy 

a jeżeli to równanie pomnożymy stronami odpowiedniemi przez trzecie równa-
nie układu (1) art. 166-go t. j . przez c = : a c o s p Ą- b cos a, otrzymamy 

albo 

czyli 
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Skąd wnosimy, że 

Dla wyprowadzenia związku a P + Y = 180°, uważmy, że jeżeli w pierwszym 
z równania (1) art. 166-go położymy a = : f c s i n a , 5 = c=r:yfcsinY, bę-
dziemy mieli 

ten zaś związek dla trójkąta prowadzi do następującego a -f p -f Y = 180°. 
Otrzymujemy więc wiadome twierdzenie, źe summa trzech kątów trójkąta równa 
się dwu kątom prostym, 

172. Wyprowadzimy teraz z układu równań (1) art. 167-go, w połącze-
niu ze związkiem a + p-}-Y=: 180°, układy równań (1) art. 165-go i 166-go. 

1) Aby z równania (1) art. 167-go wyprowadzić układ (1) art. 165-go 
uważmy, że gdy a -j- p -f- Y = 180°, natenczas 

Z tego równania przy pomocy równań (1) art. 167-go starajmy się wyrugować 
kąty P i Y- Lecz te równania dają 

następnie 

podstawiając te wartości w ostatnie równanie, otrzymamy, po opuszczeniu spól-

nego czynnika 

stąd przez oddzielenie pierwiastka i podniesienie do kwadratu: 

W podobny sposób otrzymamy dwa pozostałe równania układu (1) art. 165-go. 
2) Aby z układu (1) art. 167-go otrzymać układ (1) art. 166-go, uważ-

my, że równania a -f p -f- Y = 180° daje 

pozostałe zaś równania układu (1) art. 167-go dają 

podstawiając te wartości w powyższe równanie, otrzymamy 
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W podobny sposób wyprowadzimy i dwa pozostałe równania układu (1) arty-
kułu 166-go. 

173. Z powyższych dowodzeń widzimy, że którykolwiek z układów weź-
miemy za układ zasadniczy, pozostałe układy z niego bezpośrednio dają się wy-
prowadzić. Który z układów należy wziąć za podstawę naszych rachunków 
jest rzeczą obojętną i dlatego każdy z nich możemy nazwać w z o r a m i za-
s a d n i c z e m i t o e r y i r o z w i ą z y w a n i a r ó w n a ń . 

174. Tivierdzenie. Jeżeli a, l, c, oznaczają trzy odcinJci dodatne, 
zaś a, p, Y, kąty dodatne i mniejsze od 180^ i jeżeli te sześć icielJcości za-
dośćczynią Uóremukolwiek z uMadów zasadniczych, natenczas stanowią 
one sześć elementów trójkąta. 

Jakoż, jeżeli te wielkości zadośćczynią któremukolwiek z tych 
układów, to zadośćczynią, w ogólności układowi (1) art. 165-go. Lecz 

+ — 2&C cosa jest mniejsze od {h cy, zatym pierwsze z równań 
układu (1) art. 165-go, daje 

podobnież z równań pozostałych układu (1) art. 165-go otrzymamy 

Każda z wielkości a, b, c, jest mniejsza od summy dwu pozostałych, zatym 
z tych trzech wielkości możemy utworzyć trójkąt. Jeżeli a', p', Y' będą 
kątami utworzonego trójkąta, na zasadzie twierdzenia 3-go, art. 165-go, 
będzie 

że zaś według założenia 

przeto z porównania drugich stron tych równań wypada cos a = cos a'. 
Lecz kąty a i a' jako dodatne i mniejsze od 180", mające równe dostawy, są 
równe przeto a' = a, podobnież będzie p' = p i Y' = Y- Zatym sześć po-
wyższych wielkości, zadośćczyniących któremukolwiek z zasadniczych ukła-
dów, są elementami trójkąta. Z tego wynika, że ilekroć rozwiązujemy 
trójkąt t. j. obliczamy jego boki i kąty za pomocą równań jednego z ukła-
dów art. 165-go, 166-go, lub 167-go, nie potrzebujemy sprawdzać, czy 
otrzymane z rachunku boki trójkąta są mniejsze każdy, od summy dwu 
pozostałych, ani też czy summa kątów jest równa 180®, o ile tego ostatnie-
go warunku nie wprowadzaliśmy do znalezienia kątów; twierdzenie bowiem 
powyższe obejmuje już warunki możebności istnienia trójkąta. 

175. Z odpowiedniego przekształcenia układów równań art. 165-go, 
166-go i 167-go możemy otrzymać nowe wzory, z których wyprowadzimy 
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te, które są częstszego użycia przy rozwiązywaniu trójkątów. I tak, z pierw-
szego równania układu (1) art. 165-go t. j. z równania 

otrzymujemy 

lecz wiemy, źe 

podstawiając w te wyrażenia wartość cos a, otrzymamy 

Podobne wzory otrzymamy na dostawę i wstawę kątów [3 i i y- Jeżeli 

dla skrócenia położymy a Ą-h Ą- c — ^p, skąd 

otrzymamy następujące dwa układy wzorów 

(1) 

(2) 
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Z wzorów (1) i (2), otrzymujemy dość częstego użycia wzory na wsta-
wę kąta. Jakoż, z pomnożenia pierwszych wzorów układów (1) i (2) stro-
nami odpowiedniemi otrzymujemy 

zatym 

podobnież 

(3) 

Dzieląc zaś przez siebie odpowiednio wzory (1) i (2), przyjdziemy do no-
wego układu 

(4) 

"We wszystkich powyższych wzorach bierzemy pierwiastki tylko ze znakiem 
dodatnim, albowiem połowy kątów trójkąta są mniejsze od 90®, a zatym 
ich funkcyje trygonometryczne są dodatne. 

176. Układ równań (1) art. 167-go, mianowicie: 

daje nam 
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Źe zaś przeto 

(1) 

przychodzimy do wzorów, znanych pod nazwą wzorów Mollweidego. *> 
Z podzielenia równań (1) stronami odpowiedniemi znajdziemy 

źe zaś cotg Y — tg (a + p), przeto 

(2) 

W szczególności, jeźeh kąt a 90°, wzór powyższy przyjmie kształt 

a że w tym razie p = 90° — Y, przeto 

(3) 

1) 

2) 

3) 

4) 

PRZYKŁADY. 

•) Zach's Monatliche Correspondenz 1808. 
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o) 

6). 

7) 
8) 

9) 
10) 
11) Jeżeli c cos ^ = 6cosy, trójkąt jest równoramienny {b = c). 
12) Jeżeli a sec p = 2e, trójkąt jest równoramienny (b = c). 

Y 13) Jeżeli trójkąt jest równoramienny (a = 6), natenczas c = 2aBin 

Y 
14) Jeżeli c=:2 a sin —, trójkąt jest równoramienny, albo c = }/ a (a—b). 

15) Jeżeli {p — a) (p — J) = ab trójkąt jest niemożebny. 

16) Jeżeli p(p — c)=z^ ^ kąt y jest prosty. 
17) 

18) 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) Jeżeli sina, sin^, siny tworzą postęp arytmetyczny, natenczas 

24) 

25) 

26) 
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27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) Jeżeli tg a, tg^ i tgy tworzą postęp gieometryczny, natenczas 

33) Jeżeli a^, i >̂2 tworzą postęp arytmetyczny, wtedy cotga, cotgP 
i cotgY tworzą także postęp arytmetyczny i mamy wtedy 

34) Jeżeli kąty trójkąta tworzą postęp arytmetyczny, którego różnicą 
jest d, wtedy 

35) Jeżeli boki trójkąta a, b, c tworzą postęp arytmetyczny, wtedy 

tworzą także postęp arytmetyczny. 

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW PROSTOKĄTNYCH. 

177» Ponieważ w trójkącie prostokątnym wiadomym jest kąt pro-
sty, przeto dla rozwiązania trójkąta potrzebujemy mieć dwa elementy 
trójkąta, pomiędzy któremi winien być jeden z boków trójkąta. Skutkiem 
tego mogą być dane: 

1) przeciwprostokątna i jeden z boków, przyległych kątowi prostemu; 
2) przeciwprostokątna i jeden z kątów ostrych; 
3) jeden z boków, przyległych kątowi prostemu, i jeden z kątów 

ostrych, 
4) dwa boki przyległe kątowi prostemu. 
Pokażemy w jaki sposób, w każdym z tych przypadków przychodzi-

my do rozwiązania trójkąta t, j. do znalezienia pozostałych elementów 
trójkąta. 
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178. Frzypadeh 1-szy. Mając daną przeciwprostolcątną, tudzież 
lok przyległy kątowi prostemu, rozwiązać trójkąt, to jest znaleść kąty 
i pozostały lok. 

Dane a i szukane p, Y i 
I^^ty p i Y znajdziemy, na zasadzie twierdzenia 1-go art. 163-gOy 

mianowicie: 

bok zaś c za pomocą wzoru 
Ponieważ kąt p otrzymujemy za pomocą jego wstawy, przeto na p 

znajdziemy dwa kąty spełniające się; że zaś kąt p jest ostry, przeto 
z otrzymanych wartości p bierzemy tę, która daje kąt mniejszy od 90®. 
Aby wyrażenie boku c uczynić dogodnem do rachunku logarytmami, pisze-
my je w kształcie c (a Ą-l) {a—h), wtedy bowiem 

Jeżeli bok h mało się różni od przeciwprostokątnej a, wtedy kąt p jest 
bhski 90® i tablice wstaw nie wyznaczają dokładnie kąta p, albowiem loga-
rytmy wstaw kątów od 89® 57' 10" do 90® mają teżsame siedmiocyfrowe 
mantyssy. "W takim razie obliczamy naprzód bok c, następnie szukamy 

kąta p za pomocą wzoru 

Jeżeli bok h jest wielkością bardzo małą względem przeciwprosto-
kątnej, natenczas kąt p mało się różni od O®; w tym razie wstawę kąta 
możemy wziąć za długość łuku, temuż kątowi odpowiadającego; zamiast 
więc wstawy możemy wziąć ilość sekund, podzieloną przez długość łuku 

w sekundach równą promieniowi, to jest (art. 145-ty), w tym razie 
2O0J65 

Możemy też w tym razie szukać kąta p, na zasadach wyłożonych w art. 
161-ym. 

Przijkład 1-smj. Niech będzie a ~ 1785,395, h — 1540,374. 
Bachitnek loku c. Bachimek kąta p. 
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Możemy też szukać kątów p i Y? za pomocą wzoru ' 

(wzór (3) art. 176-go), wtedy log tg 

w tym razie dla znalezienia boku c mamy już gotowe logarytmy log (a— l ) 
i log (a + &) 

zatym 

a stąd 

zatym 

FrzyMad 2-gi. Niech będzie a — 59473, h = 59472,9734. 
Rachunek boku c 

Szukając kąta y? jako bardzo małego, w tym założeniu, że łuk, jemu od-

powiadający, jest równy jego wstawię, będziemy mieli 

zatym 

następnie 
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Przykład 3-cł. Niech będzie a = 23,5215, h — 19,7186; używając 
logarytmów pięciocyfrowych, znajdziemy 

Bachuneh hąta p liachuncJc hohi c 

179. Przypadek 2-gi. 3Iając daną przechoprosfokątną i kąt ostry, 
rozwiązać trójkąt t. j. znaleść pozostałe hoki, tudzież kąt. 

Dane a i p, szukane 6, c i y. 

Kąt Y jest dopełnieniem kąta p, zatym y — 90" — p. Pozostałe boki 
trójkąta 6 i c znajdziemy za pomocą wzorów 

stąd 

Przy obliczaniu boków h i c należy pamiętać, że tablice dają logarytmy 
wstaw i dostaw powiększone o 10 jednostek; dla tego też, ile razy logarytm 
funkcyi trygonometrycznej dodajemy, od rezultatu trzeba odjąć 10 jedno-
stek; jeżeli zaś logarytm funkcyi trygonometrycznej odejmujemy, należy 
do rezultatu dodać 10 jednostek. Powyższe zatym wyrażenia na log & 
i logc, po wzięciu logarytmu tablicowego sinp i cosp, przedstawią się 
w kształcie 

Jeżeli kąt p będzie bardzo mały, wyrażony w sekundach, natenczas za-
miast jego wstawy możemy wziąć długość łuku, temuż kątowi odpowiada-
jącego, jeżeli więc kąt wynosi n", to jego długość, w jednostce promienia, 

wyrazi się , wtedy 

Przykład 1-szy. Niech będzie a = 272,28, p = 32" 24' 3",2; zatym 
kąt Y = 57" 35' 56",8 

Bachunek hoku h Bachunek boku c 
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Pmjkład 2-gi. Niech będzie a — 3874600, p = 7",54 
Rachunek hoku h 

Przykład 3-ci. a = 2487,1, p = 37® 39'50". 
Eachunek boku h Rachunek loku c 

180. Przypadek 3-ci. Mając dany jeden lok przyległy kątowi 
prostemu i jeden kąt ostry rozwiązać trójkąt t. j. znaleść pozostały kąt 
ostry, tudzież lok i przeciwprostokątną. 

Dane l i p, szukane y, c i a. 
Kąt Y jest dopełnieniem k^ta p, zatym y = 90° — p. Przeciwpro-

stokątną a i bok c znajdziemy za pomocą wzorów 

stąd 

Jeżeli kąt p jest bardzo mały i wyrażony w sekundach, możemy logarytm 
jego wstawy obliczyć na zasadach, wyłożonych w artykule 157-ym, alboteż 
możemy zamiast wstawy wziąć długość łuku koła, odpowiadającego kątowi, 
wyrażonemu w sekundach, tak, źe jeżeli kąt p wynosi n sekund, to zamiast 

wstawy możemy wziąć . Jeżeli kąt p jest bliski 90° i różni się 

od kąta prostego o n sekund, natenczas wynajdujemy bok c za pomocą 

wzoru ' " " przeto wtedy zamiast tg Y bierzemy 
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Frzijlcład 1-szy. Niech będzie h = 4238,82, p 42« 2' 38",3, wtedy 

Rachunek przeciwprosłokątnej a Bachunek hoku c 

Przykład 2-gi. Niech będzie 6 = 831,982, p = 52"46'10", wtedy 
Y=z37« 13' 50". 

Bachunek przeciwprosłokątnej a Bachunek hoku c 

' / 
Przykład 3-ci. Niech będzie h = 387548, p = 89" 59' 27",2, wtedy 

W tym razie możemy przyjąć 

Przykład 4-ty. Niech będzie ?> = 164, p = 21",6. Szukamy prze-
ciwprostokątnej na mocy art. 145-go, 
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181. Przypadek Ł-ty. Mając dane dwa boki przyległe kątowi pro-
stemu rozwiązać trójkąt t. j. znaleśó kąty, tudzież przeciwprostokątną. 

Dane h i c, szukane p, Y i Kąty [5 i Y obliczamy na zasadzie 
wzorów 

tgP = cotgY = -— , 

V 

znając zaś kąty, przeciwprostokątną znajdziemy za pomocą wzoru 
h c sin [3 cos p 

Możemy przeciwprostokątną otrzymać bezpośrednio za pomocą wzoru 
= Ą- C-, z przyczyny jednak, że wyrażenie to nie jest dogodne do ra-

chunku logarytmami, szukamy zazwyczaj najpierw któregokolwiek z kątów 
P lub Yj a następnie, na mocy powyższego wzoru znajdziemy a. Możemy 
wyrażenie a — + ĉ  przez wprowadzenie kąta posiłkowego, uczynić 
dogodnym do rachunku logarytmami; jakoż w tym razie wzór powyższy 
możemy napisać w kształcie 

a kładąc tg cp = — , otrzymamy c 
_ 1 + tg^ tp _ b 

tgcp sincp 

znalazszy kąt cp, znajdziemy następnie a. Należy jednak zauważyć, że 
kąt posiłkowy, jaki wprowadzamy do rachunku, jest wtedy równy kątowi p 
trójkąta, przeto drugi sposób postępowania dla znalezienia bezpośrednie-
go przeciwprostokątnej, sprowadza się do sposobu jiierwszego, t. j. do zna-
lezienia najpierw kąta p, a następnie przeciwprostokątnej a. 

Jeżeli bok b jest bardzo mały względem c, natenczas kąt [3 znajdzie-

my w sekundach za pomocą wzoru n" — — 206265, alboteż, używając me-c 
tody, wyłożonej w art. 161-ym, 

Przykład 1-szy. h — 769, c =r 895. 
Baclnmck kąta p Rachunek przeciwprostokątnej a 

log h = 2,8859263 log b = 2,8859263 
log c ~ 2,9518230 log sin p — 9,8140465 

log tg p — 9,9341033 log a = 3,0718798 
p=:400 40'l l" ,13 a = 1179,99. 
Y=i49«19' 48",87 
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PmjUad2-gi. & = 784,983, c = 370,879. 
Bachuneh hąta p Rachunek przeciwprostokątnej a 

\ogh= 2,89486 
logc— 2,56923 

log tg ,3 10,32563 
(3 = 64« 42' 39" 

Przylład 3-ci. h = 16, c = 48784, 

log 2,89486 
log sin p = 9,95625 

loga = 2,93861 
a —868,18 

16 206265, 48784 

log 16 = 1,2041200 

log 206 265 5,3144255 

6,5185455 

log 48784 4,6882774 

log p 1,8302681 

(3 67",65 czyli 1' 7",65 

PEZYKŁADY. 

a h c P Y 

3367,237 2267,02 2489,76 42® 19' 8",5 470 40' 51",5 
6192,944 3681,974 4979,52 36 28 48,3 53 31 11,7 
7831,33 2353,30 7469,39 17 29 15,1 72 30 44,9 

12739,7 7994,54 9919,04 38 52 5,2 51 7 54,8 
1915,60 1455,97 1244,86 49 28 10 40 31 50 

13273,96 10359,6 8299,2 51 18 4,9 38 41 55,1 
11072,75 9157,66 6224,4 55 47 46,9 34 12 13,1 
13109,7 12435,64 4149,6 71 32 48,7 18 27 11,3 
12116,85 11583,06 3556,8 72 55 47,6 17 4 12,4 
18129,27 17916,96 2766,4 81 13 22 8 46 38 
40067,0 40021,20 1915,213 87 15 36,7 2 44 23,3 

1869,36 1523,92 1082,67 54 36 29,1 35 23 30,9 
5892,51 5439,24 2266,35 67 22 48,5 22 37 11,5 

http://rcin.org.pl



1 9 6 . TllYGONOMETKYJA P Ł A S K A . 

182. Trójkąt prostokątny zowiemy wymiernym, gdy trzy jego boki s% 
liczbami wymiernemi i tak np.: 

a—- 5, 3, c = 4; a = 17, i = 8, c 15; i t. p. 

Ponieważ te liczby odpowiadać winny twierdzeniu Pytagorasa, mianowicie, że 
kwadrat przeciwprostokątnej równa się summie kwadratów boków pozostałych, 
przeto liczby powyższe zowią się jeszcze liczbami Pytagorasa, a odpowiadające 
im trójkąty trójkątami Pytagorasa albo także trójkątami egipskiemi. 

P r z y k ł a d y t r ó j k ą t ó w e g i p s k i c h . 

a h c j P Y 

! 5 3 4 36° 52' 11",6 530 7' 48",4 
13 5 12 22 37 11,5 67 22 48,5 

i 17 15 8 61 55 39,1 28 4 20,9 
i 25 7 24 16 15 36,7 73 44 23,3 
; 29 21 20 46 23 49,9 43 36 10,1 

i ^^ 9 40 12 40 49,4 77 19 10,6 

1 37 35 12 71 4 31,3 18 55 28,7 
i 61 11 60 10 23 19,9 79 36 40,1 
1 
1 53 45 28 58 6 33,2 31 53 26,8 

65 
1 

33 56 30 30 36,8 59 29 23,2 

ZADANIA. 

1) Rozwiązać trójkąt prostokątny, w którym jedno z ramion kąta pro-
stego jest równe odcinkowi przeciwprostokątnej od spodka prostopadłej, spu-
szczonej na nią z wierzchołka kąta prostego, do drugiego ramienia. 

Jeżeli odcinek drugi oznaczymy przez a:, będziemy mieli 

b"^ =Z X {b x), stąd x — b ^ ^ ^ , zatym 

= , 38® 10'21",8. 

2) Daną jest summa dwu boków przyległych kątowi prostemu i kąt (3, 
znaleść te boki 
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Dane i kąt [3, ponieważ , przeto 

ożyli 

3) W trójkącie prostokątnym różnica między przeciwprostokątną i męk-
szym bokiem jest równa różnicy między bokami trójkąta, znaleść kąty trójkąta. 

Mamy wtedy a—h=b — c, a że a ^ i r z + c ,̂ przeto 
stąd 3 i r r z 4 c , czyli i : c = 4 : 3 . Z tego wypada, źe każdy trójkąt prosto-
kątny, w którym ramiona kąta prostego są w stosunku 4 : 3 , zadość czyni M'a-

runkom zadania. Dla znalezienia kątów mamy tg Y = = , zatym 

logarytm zaś tablicoAVj' 9,8750613, za-
tym y = 36° 52' 11",6. 

4) W trójkącie prostokątnym daną jest summa boków przyległych kąto-
wi prostemu i wysokość trójkąta, odpowiadająca przeciwprostokątnej, znaleść 
kąty trójkąta. 

Dane b -j- c=si k. Wi(emy, że t g P = : — , zatym U L i — i -f- tg[3, czyli 
c c 

. o ® sin 8 
za zas A = :c su ip , przeto 1 + t g P , z którego to wzo-

ru otrzymamy kątp, mianowicie 

5) Daną jest summa przeciwprostokątnej i odpowiadającej jej wysokości 
trójkąta, tudzież kąt trójkąta, znaleść przeciwprostokątną. 

Dane a -f- A = s, i kąt p 

zatym 

przeto 

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW JAKICHKOLWIEK. 

183. Dla rozwiązania t ró jką ta jakiegokolwiek potrzebujemy mieć 
dane trzy jego elementy, między któremi byłby jeden bok; źe zaś z 6 ele-
mentów trójkąta , to jest trzech boków i trzech kątów, biorąc po trzy ele-
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menty, możemy ułożyć 20 kombinacyj, z wyłączeniem więc kombinacyi 
trzech kątów trójkąta, dziewiętnaście kombinacyj, i tyleż możebnych za-
gadnień; wszystkie te jednak zagadnienia, jak to łatwo przekonać się 
można, dadzą się sprowadzić do czterech różnych przypadków, mianowicie, 
gdy są dane: 

1) jeden bok i dwa kąty trójkąta; 
2) dwa boki i kąt między niemi zawarty; 
3) dwa boki i kąt jednemu z nich przeciwległy; 
4) trzy boki trójkąta. 
184. Przypadek 1-szy. Mając lok i dwa kąty trójkąta, znaleść 

pozostałe boki i kąt. 
Gdy mamy dane a, p i T? natenczas a = 180® — (p + i). Na mocy 

związków (1) art, 167-go, 

otrzymamy 
stąd znajdziemy 

Możemy teź znaleść boki i c za pomocą wzorów (1) art. 176-go, bowiem 

z tych więc wzorów znajdziemy b Ą- cib — c, a następnie b i c. 
Przykład 1-szy. a = 123,4, p = 65®43' 20", 7 = 54° 32' 10", zatym 

Rachunek boku b Rachunek hoku c 
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Pmjhład 2-gi. Dane a = 105, p = 59" 29',4, Y ~ 53" 7',8. Roz-
wiążemy to zadanie, używając logai-ytmów pięciocyfrowych. Mamy 

Rachunek boku b 

Albo, używając wzorów Mollweide'go. 
Rachunek b-\- c 

Rachunek hoku c 

Rachunek b — c. 

Rozwiążemy toż zadanie, używając siedmiocyfrowycb logarytmów. 
Rachunek hoku b 

Rachunek boku c 
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PKZYKŁADY. 

D A K E i 3 Z U K A n 15 

p Y a h C a 

780 2' 18' ',9 54« 48' 27",3 52,4081 69,9283 58,4153 ! 470 9' 13",8 
46 18 27 , 3 77 51 1 9 , 6 44,3267 52,3718 55 50 1 3 , 1 
58 48 19 , 3 71 8 1 7 , 4 227,076 253,3577 280,2772 50 3 2 3 , 3 
24 57 21 , 8 45 17 29 992,16 444,786 749,204 109 45 9 , 2 : 
74 42 16 68 11 26 112,9161 180,5411 173,7742 37 6 18 
23 49 48 , 7 17 55 3 9 , 4 11299,47 ' 6854,97 5222,58 138 14 3 1 , 9 
30 1 19 , 5 108 51 4 2 , 6 633,394 481,926 911,487 41 6 5 7 , 9 
62 13 28 ,7 47 31 4 0 , 5 47,294 44,4609 37,0652 70 14 5 0 , 8 
74 42 16 51 21 4 4 , 3 115,8495 138,2426 111,9481 53 55 5 9 , 7 
62 13 28 , 7 70 14 5 0 , 8 370,648 444,604 472,934 47 31 4 0 , 5 

Uwaga. Jeżeli kąt p jest bardzo mały i P oznacza ilość sekund, naten-

czas r— . Jeżeli zaś oba kąty B i Y są bardzo małe a fi i Y 
206265 sma i. r i t) I I 

oznaczają ilości sekund tych kątów, wtedy 

3 + Y s m a = sin(p y) = g^gges ' 

185. Przypadek 2-gi. Mając dane dwa boki trójkąta i kąt między 
niemi zawarty, znaleść pozostałe kąty i bok. 

Niech będą dane c i a. 
Przedewszystkim szukamy kątów p i Y- N a mocy wzorów (2) art. 

176-go, mamy 

Z tego wzoru znajdziemy przeto 

będziemy mieli wiadome a tymsamym znajdziemy 
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kąty p i Y. Mając zaś wiadome kąty p i Y, znajdziemy bok trzeci trój-
kąta za pomocą wzoru 

- sin a a = b -r—z- . sinp 

Lecz ten sposób wyznaczenia boku a wymaga szukania trzecia nowych lo-
garytmów, dla tego też dogodniej w tym razie użyć wzorów (1) art. 176-go, 
mamy bowiem wtedy 

(b -f c) sin j a 
(1) f -

cos ^ (P — Y) 

a dla znalezienia boku a potrzebujemy szukać jedynie logarytmów sin a 

i cos (p — Y)? gclyź log (h -f c), będzie nam znany z wzoru, dającego 
a 

tg ^ (P — t)- Zdarza się często w zastosowaniach, że zamiast boków a 
h i c dane są ich logarytmy, wtedy dla wyznaczenia tg ^ (P — Y) należało-

by najpierw znaleść w tablicach liczby, odpowiadające tym logarytmom 
I Q 

i następnie szukać log . Przez wprowadzenie kąta posiłkowego mo-u -j- C 
żemy uniknąć tego i zarazem skrócić rachunek, a tymsamym zmniejszyć 

błędy przybliżeń. Jakoż, jeżeli założymy — = tgcp, otrzymamy c 

b + c tgcp4- l 
c 

a następnie 

(2) tg ^ - Y) - tg (cp - 45») cotg y a. 

tym więc razie najpierw szukamy kąta cp za pomocą wzoru 
logtgcp = log& —logc, 

w którym log 6 ilog c są nam wiadome, a następnie kąta ^ (P ~ 

186. Toż samo zadanie możemy rozwiązać także za pomocą wzorów 

a sin p 3= & sin a, 

a cos p = c — & cos a, 
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skąd 

(1) 

Wprawdzie ten wzór nie jest dogodny do rachunku logarytmami, z uwagi 
jednak, źe w zadaniach, przytrafiających się w Astronomii, bok b jest dany 
przez swój logarytm, bok zaś c podany bezpośrednio, wzór powyższy w tym 
razie daje się bardzo łatwo stosować, gdyż 

szukamy najpierw &cosa, następnie c — &cosa, w końcu zaś zwykły rachu-
nek przeprowadzamy. 

AYszakźe wzór (1) przez wprowadzenie kąta posiłkowego możemy 

zamienić na dogodny do rachunku logarytmami. Jakoż, kładąc 

= tg tp, mieć będziemy 

(2) 

187. W rozwiązaniach poprzedzających szukahśmy naprzód kątów 
p i 7, a następnie boku a, możemy jednak bok a znaleść bezpośrednio. 
Jakoż, na mocy wzorów (1) artykułu 165-go, mamy 

(1) 
Wzór ten jednak nie jest dogodny do rachunku logarytmami. Aby go 
odpowiednio przekształcić, zważmy przedewszystkim, że jeżeli w tym wzo-
rze weźmiemy zamiast cos a raz 2cos2-^a—1, drugi raz 
otrzymamy 

(2) 

(3) 

Z obu tych wzorów przez pomnożenie pierwszego wyrazu pod pierwiastkiem 

przez 1 = cos^ i a + sin® i a, przyjdziemy do następującego wzoru a a 

(4) 

Jeżeli we wzorze (2) napisanym w kształcie: 
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położymy • co możemy przyjąć, gdyż średnia gieo-

metryczna jest mniejsza od średniej arytmetycznej otrzy-

mamy 

Jeżeli we wzorze (3) napisanym w kształcie: 

położymy otrzymamy 

Jeżeli wreszcie we wzorze (4) napisanym w kształcie: 

założymy otrzymamy 

Tym sposobem otrzymujemy wzory dogodne do rachunku logarytma-

mi. Z porównania wyrażeń widzimy, że 

kąt jest tymsamym kątem czyli że wzór jest identyczny 

z wzorem (1) art. 185-go; szukanie przeto boku a za pomocą kąta posiłko-
wego sprowadza się do szukania tegoż boku sposobem, podanym w art. 
185-ym. Jeżeli we wzorze (2), zamiast wprowadzania kąta posiłkowego, 

założymy otrzymamy 

wzór bardzo dogodny do rachunku logarytmami. 
Przykład 1-szy. Roz-

wiążemy zadanie za pomocą metody, wyłożonej w art. 185-ym. Mamy 

wtedy 

http://rcin.org.pl



204 . TllYGONOMETKYJA P Ł A S K A . 

BachuneJc kątów p t y 

za pomocą wzoru 

źe zaś 

przeto 

liachunek hoku a 
, sina 

za pomocą wzoru a — h za pomocą wzoru sin B i. -z 

Możemy też szukać boku a za pomocą wzoru (1) art. 185-go 
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PreyMad 2-gi. Niechbędądcanelog&:=2,7891956, logc=2,4637542, 
a = 25° 41'. Dla rozwiązania tego zadania użyjemy wzoru (2), podanego 

w art. 185-ym, w którym tg tp = —. Szukamy naprzód kąta posiłko-
c 

wego cp. 

Następnie szukamy kąta (P — T) 

Dalszy ciąg rachunku przeprowadza się jak w przykładzie 1-szym. 
Przykład 3-ci. Niech będą dane a = 25° 41', ; 

c = 290,907. Dla znalezienia kąta p używamy wzoru 
Szukamy naprzód b cos a, mamy 

zatym 

Mamy zatym tgp = — , stąd zaś 
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stąd 

Przykład i-ty. Niech będą Ąane 

Rozwiążemy to zadanie, używając metody art. 185-go i pięciocyfrowych 
logarytmów 

Bachuneh holiu a 

Przykład 5-ty. 
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Rozwiążemy to zadanie za pomocą wzoru (2) ai-t. 186-go i pięciocyfrowych 
logarytmów 

RachutieJc Icąta cp 

Rachunek kąta p 

Rachunek hoku a 

/ 

Możemy też użyć wzoru (2), art. 185-go. Szukamy kąta cp 
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Rachuneh hąta (p — y) i 

FrzyUad 6-ty. Niech będą dane 6 = 0.5783462, c = 0,9013018, 
a = 85® 37' 41",78 i przypuśćmy, że zachodzi potrzeba znalezienia jedynie 
boku a. Dla rozwiązania tego zadania używamy wzorów, podanych 
w art. 187-ym. 

1) Rozwiązanie za pomocą wzoru (5) art, 187-go, czyli za pomocą 
wzoru 

gdzie 

Rachuneh kąta cp 
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Rachunek hoku a 

2) Rozwiązanie za pomocą wzoru (6) art. 187-go, czyli za pomocą 
wzoru 

gdzie 

Rachunek kąta 

Rachunek hoku a 

3) Rozwiązanie za pomocą wzoru (7) art. 187-go, czyli za pomocą 
wzoru 

*) Znak (—) oznacza, żc 6 — c jest iijemne, a tymsamym/^źe bierzemy log(c—&), 
Bibl, mat.-fiz., S. III, T. IV. j 4 
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Rachunek kąta 

4) Eozwiązanie za pomocą wzoru (8) art. 187-go, czyli za pomocą 
wzoru » 

Rachunek wielkości m 

Rachunek hoku a 
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PRZYKŁADY. 

D A N E s : z u K A N E 

h C a P T a 

1837,9 1719,9 290 2' 34" 820 46' 32" 680 10' 54" 899,37 
1010,3 2409,3 58 11 42 24 34 57, ,7 97 13 2 0 , 3 2063,91 
8174,9 2579,8 97 13 15 66 1 14, 3 16 45 3 0 , 7 8876,15 

86155,6 110277 68 10 4 1 , 2 45 37 36 , 4 66 11 4 2 , 4 111894,4 
120463 10241,5 58 11 4 1 , 6 117 28 45 , 9 4 19 3 2 , 5 115394,2 
353481,4 268487,4 49 41 4 0 , 0 81 35 39 , 8 48 42 40 , 2 272494 

104,76 22,55 9 1 168 31 46, 84 2 27 11 ,96 82,5643 

188. Frzypadeh 3-ci. Mając dane dwa boJci trójkąta i hąt jednemu 
8 nich przeciwległy, znaleść pozostałe kąty i hok. 

Niech będą dane a, h i a. 
Na zasadzie wzoî ów (1) art. 167-go, mamy 

J s i n a 
(1) sin p = 

z tego wzoru znajdziemy P; mając zaś kąt p, znajdziemy kąt y z wzoru 
Y = 180" — (a + p); wreszcie bok c otrzymamy z wzoru 

a sin Y c — -
sin a 

Rozwiązanie to, z przyczyny, źe kąt szukany p otrzymujemy za pomocą 
jego wstawy, prowadzi do następujących uwag. Ponieważ wstawa kąta 
nie może być większa od jedności, przeto, żeby rozwiązanie było możliwe, 
koniecznym warunkiem jest, aby a nie było mniejsze od & sina. Jeżeli 
temu warunkowi staje się zadość, to ze względu, źe kąt p otrzymujemy za 
pomocą wstawy, każdej zaś wstawię odpowiadają dwa kąty spełnia-
jące się, z których każdy jest mniejszy od 180", będziemy mieli na 
odpo^Viedź dwa kąty. Jeżeli oznaczymy przez M kąt ostry, danej wstawię 
odpowiadający i znaleziony z tablic, natenczas nietylko kąt M, ale i kąt 
180® — M będzie kątem zadośćczyniącym równaniu (1). To nam wska-
zuje, że na odpowiedź otrzymać możemy dwa trójkąty, złożone z tych sa-
mych danych elementów, i dla tego przypadek ten rozwiązania trójkątów 
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zowie się przypadkiem w ą t p l i w y m . Wątpliwość, zachodzącą tu usu-
nąć mogą albo warunki zadania, albo własności trójkąta rozważanego. 

Jeżeli bok a jest większy od boku h, wtedy, na zasadzie twierdzenia 
z Planimetryi, że na przeciwko boków większych leżą kąty większe, bę-
dzie i kąt a większy od kąta p; w tym zaś przypadku, kąt p będzie mniej-
szy od kąta prostego czyli ostry. 

Jeżeli bok a — h, natenczas wzór (1) daje sin p = sin a ; w tym więc 
wypadku kąt P —a , jeżeli więc kąt a jest ostry, mamy trójkąt równora-
mienny, w którym a = p, jeżeli zaś kąt a jest > 90°, czyli rozwarty, za-

s^danie jest niemożebne do rozwiązania. 
Jeżeli nakoniec bok a jest mniejszy od boku wtedy kąt a c k ą t a p̂  

-aby więc rozwiązanie zadania było możebne, potrzeba, aby kąt a był 
mniejszy od kąta prostego. Jeżeli temu warunkowi staje się zadość, za-
gadnienie ma dwa rozwiązania, albo tylko jedno stosownie do tego, czy 

& sin a < a, czyteż 6 sin a a. Jakoż, jeżeli sin p = < »̂ wtedy 

s inp>sina, że zaś kąt a jest ostry z założenia, przeto p > a i 180® — p > a . 
oba kąty czynią warunkom zadania i otrzymujemy dwa rozwiązania. Je-
, 6 sina _ , i o źeh = 1, wtedy p 90", mamy więc wtedy trójkąt prostokątny, 

90®; gdy zaś w tym przy-jako jedyne rozwiązanie i to w założeniu, że a 
padku a >» 90°, zadanie jest niemożebne. 

189. Powyższy rozbiór przypadku w ą t p l i w e g o daje się objaśnić 
gieometrycznie. Jakoż, nakreślmy (fig. 35) kąt X A Y równy danemu. 

Fig. 35rt. 

kątowi a; na ramieniu AY weźmy, poczynając od wierzchołka kąta, odci-
nek AC równy bokowi h i spuśćmy z punktu C prostopadłą CD na ramię 
AX, natenczas prostopadła ta będzie równa &sina. 
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1) Jeżeli a>>&sina, natenczas z punktu C, jako ze środka pro-
mieniem równym a, zakreślmy okrąg koła, ten okrąg koła przetnie ramię 
A X kąta a w dwu punktach, które oznaczmy przez B i B'. 

Dla roztrząśnienia różnych przypadków, jakie wtedy zajść mogą, 
przypuśćmy naprzód, że kąt a<"90®, następnie a > 9 0 " i wreszcie ai=90®. 

a) Kąt a c , 90". Jeźeli wtedy a < okrąg koła zakreślony 
z punktu C przetnie ramię A X kąta a w dwu iranktach, położonych po 
prawej stronie wierzchołka A; otrzymujemy wtedy dwa trójkąty A B C 
i ACB', które rozwiązują zadanie; jeżeli a — h, punkt B' przypada wtedy 
w wierzchołku A kąta a, trójkąt ACB' sprowadza się do linii prostej, 
trójkąt zaś ACB, będący rozwiązaniem zadania, będzie trójkątem równo-
ramiennym; jeżeli wreszcie wtedy punkty B i B' znajdują się po 
stronach przeciwnych wierzchołka A kąta a i trójkąt ACB daje nam 
wtedy jedyne rozwiązania zadania. 

h) Kąt a > 90®. Jeźeli a > & (fig. 35a), okrąg koła przecina pro-
stą A X w dwu punktach B i B', położonych po przeciwnych stronach 
wierzchołka A, pierwszy z nich t. j . A C B daje nam rozwiązanie, drugi 
zaś ACB' nie odpowiada warunkom zadania. Jeżeli a=zh , punkt 13 
przypada w wierzchołku A i trójkąt A C B zamienia się na liniją prostą, 
trójkąt zaś ACB' nie odpowiada warunkom zadania. Jeżeli wreszcie 
« < . Z/ punkty B i B' prz(ecięcia okręgu koła znajdują się po lewej stronie 
wierzchołka A, a utworzone trójkąty nie odpowiadają warunkom zadania, 
a tyjnsamym rozwiązanie jest nie możliwe, 

c) Kąt a 90®. W tym przypadku, jeżeli a > 6 okrąg koła prze-
cina prostą A X w dwu punktach B i B', położonych po przeciwnych stro-
nach wierzchołka A i symetrycznie położonych względem punktu A, 
a utworzone trójkąty A C B i ACB ' stanowią rozwiązanie zadania; ponie-
waż zaś są one równe, przeto mówimy, że zadanie ma jedno rozwiązanie. 
Jeżeli a — b trójkąt A B C zamienia się na liniją prostą i nie mamy wtedy 
rozwiązania, jak również i wtedy, gdy a C wtedy bowiem a <Ch sina, 
co jest warunkiem niemożliwości zadania. 

2) Jeżeli a — h sin a okrąg koła zakreślony z punktu C promieniem 
równym a będzie styczny do boku AC i jako rozwiązanie otrzymujemy 
trójkąt, którego kąt B jest prosty. 

3) Jeżeli wreszcie a <; Zosina, natenczas okrąg koła zakreślony 
z punktu C, jako ze środka promieniem równym a, nie przetnie ramienia 
A X , ani go nie dotknie i zadanie będzie niemożebne do rozwiązania. 

Powyższe wnioski, wynikające także z rozumowali, przeprowadzonych 
art. 186-ym, dają się przedstawić w sposób następujący: 
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żadna odpowiedź 
jedna odpowiedź 
dwie odpowiedzi 
jedna odpowiedź 
jedna odpowiedź 
żadna odpowiedź 
jedna odpowiedź 
żadna odpowiedź. 

190. W rozwiązaniu poprzedzającym zadania, szukaliśmy boku c,-
za pomocą, wpierw znalezionych boków P i Y; możemy jednak znaleść bok 
c bezpośrednio. Jakoż, na zasadzie wzoru (1) art. 165-go, mamy 

(1) 

Wzór ten nie jest dogodny do rachunku logarytmami, dla tego teź należy 
go przekształcić przez wprowadzenie kąta posiłkowego. Ponieważ h sin a 
powinno być ^ «, przeto, aby na c wypadły wartości rzeczywiste, możemy 
wziąć taki kąt posiłkowy cp, aby było 

Podstawiając tę wartość w wyrażenie (1), otrzymamy 

czyli 

Znalazszy kąt cp, możemy za pomocą logarytmów obliczyć bok c; łatwo 
jednak zauważyć, że kąt cp jest właśnie kątem p. Widzimy więc, że po-
wyżej wskazany sposób znalezienia boku c niczym się nie różni od sposobu, 
podanego w art. 188-ym. 

191. Podany w poprzedzającym artykule wzór (1), daje nam moż-
ność wyprowadzenia wszystkich warunków możliwości zadania, jakie przy-
toczyliśmy w art. 188-ym i 189-ym. Jakoż, aby znaleziona wartość c była 
możliwa, potrzeba, aby wzór (1) art. 190-go dawał wartości rzeczywiste 
i dodatne. Pierwszemu warunkowi stanie się zadość, gdy a ^ & s i n a . 
Jeżeli a = : &sina, wzór powyższy sprowadza się do c — Jcosa, i c będzie 
dodatne, gdy cos a > O, gdy a < : 90°, i wtedy mamy jednę odpowiedź, 
gdy zaś a>-90°, wtedy c o s a C O nie otrzymujemy żadnej odpowiedzią 
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Jeżeli żaś a > Jsina mamy dwie wartości rzeczywiste c i obie dodatne, 
gdy a jest kątem ostrym, nadto 6 cos a >» a^ — h"̂  cos^ a , stąd 
wypada, że &>-a ; mamy jednę odpowiedź; gdy kąt a jest rozwarty, 

; jak również mamy jednę odpo-
wiedź, gdy a = &sina, a kąt a<:90®. Otrzymujemy więc teżsame wa-
runki, jakie wskazaliśmy w poprzedzających artykułach. 

FrzyUad 1-szy. Niech będą dane a = 2840,351, & = 3683,983, 

Bachuneli Jcąta p 

Ponieważ a d h , kąt a <: 90®, nadto 6 sin a <! a, przeto z trzech da-
nych elementów można utworzyć dwa trójkąty; jeden, w którym kąt 
p = 48® 57' 6",9, a drugi, w którym kąt p = 131® 2' 53",1. 

Rachunek boku c 
dla pierwszego trójkąta, to jest, gdy p = 48° 57'6",9. W tym razie 

Rachunek boku c 
dla drugiego trójkąta, to jest, gdy p = 131® 2' 53",1; wtedy 
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Trzyhład 2-gi. Niecli będą dane 

Rozwiążemy to zadanie, uż^^wając logarytmów pięciocyfrowych 

Bachunek kąta p 

albo 

ponieważ a < 5, kąt a < 90°, nadto h sin a < a, przeto otrzymamy dwa 
trójkąty. 

Bachunek hoku c 

1) W założeniu, że p = 82° 44', w tym razie r = 24° 44' 30", 

2) "W założeniu, że kąt p = 97° 16', w tym razie Y = 10° 12' 30", 
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PRZYKŁADY. 

D A N E s z u K A N E 

a h a p T c 

34397,8 44747,9 490 41' 40", 
820 46' 45"^ 

97 13 15 

470 31' 35". 

33 5 5 

33269,4 

24622,2 

104822,28 107327,7 72 31 3 4 , 4 
1 77 35 4 1 , 5 

|U02 24 1 8 , 5 

29 52 44, 1 

5 4 7 , 1 

54745,4 

9708,98 

355048 228009 16 45 3 1 , 2 10 40 1 5 , 8 152 34 1 3 , 0 567233 

18754 30476 26 27 40 
j 46 23 3 9 , 2 

U33 36 2 0 , 8 

107 8 4 0 , 8 

19 55 5 9 , 2 

40217,76 

14348,76 

15238 9377 19 56 24 12 6 5 1 , 6 147 56 44 , 4 23713,52 

223,54 

1 

105,26 54 21 30 22 29 5 7 , 4 103 8 3 2 , 6 267,8616 

Uwnga, Jeżeli kąt a jest bardzo mały, natenczas 

rrzijkład. a — 3 8 5 6 , h == 2 9 8 7 , a 17",5, wtedy 

bok zaś c bliski a -\-l=. 6 8 4 3 . 

192. Prsypadeli 4,-ty. Mając dane trzy hohi trójhąta, znalcść kąty 
tegoż trójkąta.' 

Niech będą dane a, h, c. 
Dla znalezienia kątów trójkąta, gdy dane są trzy jego boki, należy 

użyć wzorów, dających nam związki między trzema bokami trójkąta 
a jednym z jego kątów. Związki tego rodzaju, podane w art. 165-ym, nie 
są jednak dogodne do rachunku logarytmami, dla tego też użyjemy wzorów 
<1), (2) i (3) art. 175-go 

http://rcin.org.pl



2 1 8 . TllYGONOMETKYJA P Ł A S K A . 

gdzie 2p~a-\-hĄ-c. 
Jeżeli chodzi nam o znalezienie jednego kąta trójkąta, będzie obo-

jętną rzeczą, którego z tyck trzech wzorów użyjemy; każdy bowiem wzór 
wymaga szukania czterech logarytmów. Ale, gdy chodzi o znalezienie 
wszystkich kątów trójkąta, wtedy najkorzystniej użyć wzorów, dających 
połowę kąta przez jego styczną, potrzebujemy bowiem wtedy szukać je-
dynie logarytmów czterech liczb p^ p — a^ p — h \ p — c, gdy tymczasem 
wzory, dające nam dostawy połowy kątów, wymagają szukania logarytmów 
siedmiu liczb p — a, p — h, p — c, a, & i c; wzory zaś, dające wstawy 
połowy kątów, wymagają szukania logarytmów sześciu liczb a, h, c, 
p—a, JO — h i p — c. Zwrócić jeszcze należy uwagę, źe przy użyciu wzorów 
na styczną połowy kąta rachunek daje się znacznie uprościć. Jakoż, po-
nieważ wzór na styczną a możemy napisać w kształcie 

a 

tg 1 1 1 / " ( P — a) — (p-c) 
2 p — a y p 

przeto oznaczając przez r wartość pierwiastka po prawej stronie, wyraża-
jącego, jakto poniżej zobaczymy, promień koła wpisanego w trójkąt, bę-
dziemy mieli 

t g - - | 3 = - t g — Yzzr 2 p — a' p — h' ^ 2 ' p — c' 

a stąd log tg — a log r — log (p — a), 

log tg p — log r — log (p — h), 

log tg y T = log r — log (p — c). 

Widzimy więc, że w tym razie należy znaleść logr i od niego odejmować 

log (p — a), log (p — log (p — c;, aby otrzymać logarytmy tg ~ a, 

t g - i - P i 

193. Zobaczmy teraz, przy jakich warunkach zadanie będzie mo-
źebne do rozwiązania. Warunki te otrzjTnamy z wzorów na wstawę, do-
stawę i styczną połowy kątów. Jakoż, abyśmy mogli z powyższych wzorów 
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otrzymać wartości wsta-Rj, dostawy i stycznej połowy kąta, potrzeba, aby 
pierwiastki, wchodzące do wzorów powyższych były rzeczywiste, nadto 
wartości wstawy i dostawy były mniejsze od jedności. Rozważmy każdy 
z tych wzorów; 

1) abyśmy ze wzoru, dającego sin a, mogli otrzymywać wartości a 

rzeczywiste i mniejsze od jedności potrzeba, aby — — ^ ^^^^ 

datne i mniejsze od jedności. Pierwszemu warunkowi stanie się zadość, 
gdy czynniki p — h i jp — c są oba jednakowego znaku; że zaś oba te 
czynniki nie mogą być jednocześnie ujemne, bo ich summa jest równa a, 
przeto musi być koniecznie p>b i p^ c, stąd a + a -{-!)':> c, 
drugiemu zaś warunkowi 

(P — (P — '< ^ czyli 
— (h + c) p<l. O, albo 

& + c, 
stanie się zadość, gdy h + O a , zadanie więc będzie moźebne do roz-
wiązania, gdy summa każdych dwu boków będzie większa od trzeciego; 

2) abyśmy ze wzoru, dającego c o s a , mogli otrzymywać warto-

ści rzeczywiste i mniejsze od jedności, potrzeba, —— było dodatne 
O c 

i mniejsze od jedności. Pierwszemu warunkowi stanie się zadość, gdy 
p — a.">0, skąd 6 + drugi warunek prowadzi do nierówności 

p(p — a) <Chc, to jest 
(a Ą-h + c) ( h c — a j < 4 6 c , czyli 

(& + c / — a2 < 4 6 c, czyli 

Zatym jeden z boków winien być mniejszy od summy dwu pozostałych, 
a większy od ich różnicy; 

3) abyśmy ze wzoru, dającego t g - ^ a, mogli otrzymywać wartości 

rzeczywiste, trzy czynniki p — a, p — &, jp — c powinny być dodatne, lub 
też jeden dodatny, a dwa ujemne, z przyczyny jednak, że ostatni wypadek 
jak to wyżej wykazaliśmy, nie może mieć miejsca, pozostaje pierwszy, któ-
ry prowadzi do nierówności 

6 4" c > a, UfĄ- c^ b, a + 5 > c. 

http://rcin.org.pl



2 2 0 . TllYGONOMETKYJA P Ł A S K A . 

Przyszliśmy więc ze wzorów, podanych na wstawę, dostawę i styczną po-
ło-s\7 kąta do znanych z Gieometryi warunków moźebności istnienia trój-
kąta. 

PrzyUad 1-szy. Niech będą dane a=1936,7, 6 = 3498,9, c=3124,4. 
Szukajmy kątów a, p, 7 używając pięciocyfrowych logarytmów: 

Mamy w tym przypadku: 

1) Używając wzoru na dostawę połowy kąta mieć będziemy *) 

BaclmneJc kąta a Rachunek kąta p 

zatym zatym 

Rachunek kąta Y 

I 

zatym 

*) V̂ tym przykładzie zamiast odejmowania logarytmów, używać będziemy tak 
zwanych dopełnień (compłementam), które w skróceniu oznaczamy przez comp. 
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2) Używając wzoru na wstawę połowy kąta, mieć będziemy 

Bachunek kąta a Bachunek kąta p 

Bachunek kąta Y 

3) Używając wzoru na styczną połowy kąta, mieć będziemy 

Bachunek kąta a 
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Rachuneh hąta p 

RacJiuneh hąta Y 

Znalezione wartości kątów a, p, Y za pomocą trzech różnych wzorów do-
prowadziły nas, jak widzimy, do wypadków, które nie są z sobą zgodne 
w sekundach, a nadto ich summa w ogóle nie jest równa, jak być powin-
no, 180°. Przyczyną tego jest to, żeśmy używali logarytmów pięciocyfro-
W3'ch, które jak wiadomo, dają wartości przybliżone, a tymsamym nie 
mogły dać dokładnych wartości kątów w sekundach. Jeżelibyśmy do te-
go przykładu zastosowali logarytmy siedmio cyfrowe, otrzymalibyśmy na-
stępujące wartości 

których summa równa jest 180°. 
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Przyhład 2-gi. Niech będą dane a = 9459,31, h — 8032,29, 
c — 8242,58. Rozwiążemy zadanie, używając siedmiocyfrowycb loga-
rytmów, tudzież wzorów 

gdzie 

Rachuneh przedwstępny 

Rachuneh hąta CL Rachuneh hąta p 

Bachuneh hąta y 
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PRZYKŁADY. 

D A N E s z U K : A N E 

a h C 1 ^ 
Y 

371 357 364 610 55' 39" ,1 580 6' 33' ',1 590 57' 47" ,8 
100 68 48 118 4 20 , 9 36 52 11 , 6 25 3 27 , 5 

4015 4121 678 76 18 52 94 14 31 , 9 9 26 36, 1 
8030 8242 2544 76 18 52 85 45 28, ,1 17 55 39, 9 
6347 5820 12121 i 5 12 18, 4 4 46 18, ,8 170 1 22, 8 

138,2426 111,9481 115,8495 74 42 16 51 21 44, ,3 53 55 59, 7 
204,629 151,4947 192,7707 71 48 16, 9 44 41 38, ,2 63 30 4 , 9 
106,895 82,680 47,294 107 30 59 , 6 47 31 39, ,6 24 57 20 , 8 
795,729 752,774 524,081 74 42 15, 9 65 51 15, ,3 39 26 28 , 8 
235,211 227,076 427,580 22 45 40, 8 21 55 56, .6 135 18 22 , 6 
487,365 523,794 774,306 38 19 17, 5 41 47 29 , 6 99 53 12, 9 

54,4 81,6 122,4 20 44 30 , 9 32 5 21 , 1 127 10 8 

ZASTOSOWANIA FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH DO GIEOMETRYI. 

1 9 4 . POWIERZCHNIA TRÓJKĄTA. 

Powierzchnia trójkąta, jak nam wiadomo z Gieometryi, jest równa 
połowie iloczynu podstawy trójkąta przez jego wysokość, to jest, przez 

prostopadłą, spuszczoną z wierzcl]ołkai)rze-
ciwległego podstawie na tęż podstawę. Je-
żeli więc A B C (fig. 36) jest trójkątem, 
którego bok BC bierzemy za podstawę 
a A D oznacza długość prostopadłej, spusz-
czonej z punktu A na bok BC, natenczas 
powierzchnia trójkąta A B C będzie równa 

4 - B C . A D ; źe zaś A D = A B sin A B C , 

przeto , o z n a c z a j ą c przez 
Fig. S6. t ró jką ta , m i e ć b ę d z i e m y 

A 

A powierzchnią 

a wprowadzając oznaczenia boków i kątów trójkąta, przyjęte w poprze-
dzających artykułach, mieć będziemy 

(1) ^ — acsinp. Ji 
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Zatym powierzchnia trójkąta równa się połowie iloczynu dwu jego boków 
i wstawy kąta, między niemi zawartego. 

Jeżeli we wzorze (1) podstawimy wartość sin^ z wzorów (3) art. 
175-go, otrzymamy 

(2) 
Przychodzimy do wzoru na powierzchnią trójkąta, wyrażoną przez trzy 
boki trójkąta. *) Jeżeli we wzorze (1) zamiast a i c podstawimy wartości 
ze wzorów (1) art. 167-go, mianowicie: 

przyjdziemy do wzoru 

a że 
przeto sin p = sin (a -f- 7); mamy więc 

(3) 

Przychodzimy do wzoru, który nam pozwala wyrazić powierzchnią trójkąta, 
gdy dany jest jego bok i dwa kąty doń przyległe. 

Jeżeli znowu we wzorze (1) zamiast a weźmiemy wartość ze wzorów 

(1) art. 167-go to jest a — ^ ̂ ^^J^, zaś zamiast c wartość z równania (I) 
Sin p 

art. 190-go, to jest c ~ h cos a dz [/ a^ — sin''̂  a , otrzymamy 

(4) 

wzór, dający nam powierzchnią trójkąta dla przypadku, gdy mamy dane 
dwa boki trójkąta aH i kąt a pierwszemu z nich przeciwległy. 

Oprócz wzorów powyżej podanych, możemy znaleść wiele innych 

wzorów na powierzchnią trójkąta, i tak, jeżeli wzory dające nam sin 

(art. 175-ty) pomnożjany stronami odpowiedniemi, otrzy-

mamy 

*) Ten wzór zowie się wzorem trzech braci, gdyż pochodzi on od trzech sławnych 
matematyków arabskich. Twierdzenie to było znane jnż na dwa wieki przed Chrystu-
sem i podane przez starszego Herona z Alexandryi, w piśmie geodezyjnym uspl 8'.oj:Tpa(: 
(Baltzer str. 127). Dowód gieometryczny podał Leonardo w dziele p. t. Practica geome-
triae (1220 r.) [wydanie Boncompagni'ego, 1857, 1862]. 

Bibl. mat.-fiz., S. III, T. VI. 1 5 
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a Że według wzoru (2) niniejszego artykułu 

przeto 

a stąd 

(5) 

z wzorów, dający cli nam cos a, cos [3, cos Y? otrzymamy 

(6) 

wreszcie z wzorów tg a, tg ^ (3, tg - i y> otrzymamy 

(7) 

Jeżeli we wzorze (3) wstawę w mianowniku zastąpimy summą iloczy-
nów wstaw i dostaw kątów a i Y, a następnie licznik i mianownik podzieli-
my przez sina sinY, otrzymamy 

(8) 

Jeżeli w szczególności trójkąt jest prostokątny i kąt a = 90°, na-
tenczas z wzorów powyższycli, otrzymamy 

gdy dane są dwa boki przyległe kątowi prostemu; 

(10) 

gdy dana jest przeciwprostokątna i bok przyległy kątowi prostemu; 

(11) 

gdy dany jest bok przyległy kątowi prostemu i kąt temuż bokowi przeciw-
legły; 

(12) 

gdy dana jest przeciwprostokątna i jeden z kątów. 
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Jeżeli trójkąt jest równoramienny, wtedy wzór (2), w założeniu 
a = h, daje 

(13) 

jeżeli wreszcie trójkąt jest równoboczny, wtedy a ~h = c, i 

(14) 
4 

1 9 5 . Zowiemy trójkąt ukośnokątny t r ó j k ą t e m w y m i e r n y m , gdy 
jego boki jak również jego wysokości są liczbami wymiernemi, albo krócej, gdy 
powierzchnia trójkąta jest liczbą wymierną. Najdawniej ze znanych trójkątów 
wymiernych jest trójkąt, który znajdujemy u Hindusów i Arabów, a w którym 
boki są proporcyjonalne względem liczb 13 : 15 : 14. Najprostszemi tego ro-
dzaju trójkątami są trójkąty średnioboczne (mittelseitige) to jest takie trójkąty, 
w których każdy z boków jest średnią arytmetyczną dwu boków pozostałych. 
Trójkąty wymierne ukośnokątne możemy utworzyć przez odpowiednie zesta-
wienie dwu trójkątów prostokątnych wymiernych (art. 182). Wielki zbiór za-
dań, dotyczących trójkątów wymiernych zawiera dzieło Grebe'go, wydane 1864 r. 
p t. Zusammenstellung von Stiicken rationaler ebener Dreiecke; a także dzieło 
Kleyer'a, Lehrbuch der ebeneu Trigonometrie, Stuttgardt 1888, str. 1 2 8 — 1 2 9 , 
Przytoczymy kilkanaście tego rodzaju trójkątów wraz ze wskazaniem wielkości 
kątów, wysokości i powierzchni trójkąta. 

PRZYKŁADY. 

B O K I K 4 T Y Wysokość 
odpowia-
dająca bo-

kowi a. 

Powierz-
chnia trój-

kąta. a b C a T 

Wysokość 
odpowia-
dająca bo-

kowi a. 

Powierz-
chnia trój-

kąta. 

14 15 13 590 29' 23" ,2 670 22' 48",4 53" 7' 48",4 12 84 
150 25 145 96 43 58, 5 9 31 3 8 , 2 73 44 2 3 , 3 14 1800 
120 29 101 124 58 33 , 6 11 25 1 6 , 3 43 36 1 0 , 1 20 1200 
408 41 401 96 57 20 , 1 5 43 2 9 , 3 77 19 1 0 , 6 40 8160 

40 13 37 93 41 42, 8 18 55 2 8 , 7 67 22 4 8 , 5 12 240 
44 15 37 107 56 42, 9 18 55 2 8 , 7 53 7 4 8 , 4 12 264 

102 61 109 66 59 25 , 4 33 23 5 4 , 6 79 36 40 60 3060 
232 61 229 85 11 58 , 6 15 11 2 1 , 4 79 36 40 60 6960 
312 109 229 131 24 44 15 11 2 1 , 4 33 23 5 4 , 6 60 9360 
240 53 197 139 56 16, 8 8 10 1 6 , 4 31 53 2 6 , 8 28 3360 
200 85 205 74 36 28 , 4. 24 11 2 2 , 3 81 12 9 , 3 84 8400 
450 85 445 87 55 0 , 10 52 5 0 , 4 81 12 9 , 3 84 18900 

http://rcin.org.pl



2 2 8 . TllYGONOMETKYJA P Ł A S K A . 

1 9 6 . P B O M I E Ń KOEA OPISANEGO NA TKÓJKĄCIE. 

Jeżeli przez R oznaczymy promień koła opisanego na danym trój-
kącie, natenczas na zasadzie dowodu drugiego na proporcyjonalność wstaw 
względem boków, podanego w art. 167-ym, mieć będziemy 

(1) R - 2 sin a ' 

mamy zatym wyrażenie promienia koła, opisanego na trójkącie w funkcyi 
jednego boku i kąta jemu przeciwległego. 

Jeżeli chcemy promień koła opisanego na trójkącie wyrazić przez 
same boki trójkąta, dostatecznym będzie zamiast wstawy kąta a podsta-
wić jej wyrażenie z równań (3) art. 175-go, to jest 

= {p — a) (p — — c ) , 

przez co otrzymamy 
ahc 

stąd zaś na mocy wzoru (2) art. 194-go, mieć będziemy 

(2) R = 

z którego to wzoru możemy otrzymać wyrażenie powierzcbni trójkąta 

A = przez j)romień koła opisanego i trzy boki trójkąta. 

Możemy też otrzymać powierzchnią trójkąta w funkcyi tegoż pro-
mienia i trzech kątów trójkąta. Jakoż, na zasadzie wzoru (1), mieć bę-
dziemy 

a = 2 R sin a , & = 2 R sin p, c = 2 R sin y; 

podstawiając te wartości we wzorze (2), otrzymamy 

A = 2 R2 sin a sin p sin Y. 
1 9 7 . PBOMIEŃ KÓE STYCZNYCH DO TKÓJKĄTA WEWNĘTEZNIE I ZE-

WNĘTRZNIE. 

Niech A B C (fig. 37) będzie trójkątem danym, zaś O środkiem koła 
wpisanego w ten trójkąt. Ze środka O spuśćmy prostopadłe OD, O E 
i O F na boki trójkąta; jak wiemy, prostopadłe te przecinać będą boki 
trójkąta w punktach styczności okręgu koła z bokami trójkąta. Powierz-
chnia trójkąta BOC, jak wiemy, wyrazi się ~ BC. OD, jeżeli więc przez 
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r oznaczymy promień koła wpisanego w trójkąt, boki zaś trójkąta ozna-
czać będziemy w ten sam sposób jak w artykułach poprzedzających, na-

Fig. 37. 

tenczas powierzchnia trójkąta BOC wyrazi się przez podobnie po-

wierzchnia trójkąta A O C wyrazi się przez ^ hr, powierzchnia zaś trój-

kąta A OB przez ^ c r . Że zaś powierzchnia trójkąta danego A B C jest 

summą trzech powyższych powierzchni, przeto 

— ar \ hr ^ cr — powierzchni trójkąta A B C = A, 
2 2 2 

że zaś a + b + c = 2p, przeto będzie rj) = A, a stąd 

(1) r = ~ . \ -> p 

Tî iiym promień koła wpisanego w dany trójkąt jest równy ilorazowi 
z podzielenia powierzchni trójkąta przez połowę jego obwodu. 

Ponieważ ^ —V p i^p — a) {p — h) {p — c), przeto 

(2) 
- V 
_ I / (p~-a)(p-b)(p-c) 

otrzymujemy więc wzór na promień koła wpisanego w dany trójkąt, o któ-
rym wspomnieliśmy w artykule 192-im. Możemy jeszcze do wzoru (2) 
przyjść inną drogą. Ponieważ summa odcinków BD, CE i A F jest ró-
wna połowie obwodu trójkąta, przeto B D + C E -}- A r = : j » , czyli 
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KY Ą- a—p, stąd AF=:zp — a. Z trójkąta A F O prostokątnego, 

w którym kąt O A F = ^ a, mamy 
a 

(3) r = — 

podobnież otrzymamy 

(5) y — (p _ c) tg i Y-

Jeżeli w którymkolwiek z wzorów (3), (4) lub (5) podstawimy wartości za 
styczną połowy kąta (art. 175-ty), otrzymamy 

( f f — t f ) ( p —6) jp-c) 
P 

Promień koła wpisanego w dany trójkąt możemy wyrazić przez połowę 
jego obwodu i kąty. Jakoż, z pomnożenia wzorów (3), (4) i (5) stronami 
odpowiedniemi, otrzymamy 

ze zaś 
.a _ {p-a){p-h){p-cl ^ 

P 

(6) ^ = P tg a tg i p tg Y-

Z tego wzoru otrzymamy 

(7) p = ^ r cotg ~ a cotg i p cotg - i - y-

Wzory (6) i (7) pozwalają nam wyrazić powierzchnią trójkąta przez po-
łowę jego obwodu i kąty, albo przez promień koła wpisanego w trójkąt 
i kąty. Jakoż, mnożąc równanie (6) przez p, równanie zaś (7) przez r i pa-
miętając, że na zasadzie wzoru (1) l = rp, otrzymamy 

(8) A = p H g ^ a t g p tg - i - Y = cotg a cotg ^ p cotg y-

Starajmy się teraz znaleść promienie kół stycznych zewnętrznie do trój-
kąta, to jest promienie kół stycznych do jednego z boków trójkąta, tu-
dzież do przedłużeń boków pozostałych. Niech ABC (fig. 37) będzie da-
nym trójkątem O' środkiem koła stycznego do boku BC, tudzież do prze-
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dłużeń boków AB i AC; niech I, G i H będą punktami styczności, naten-
czas, gdy spuścimy z punktu O' prostopadłe na boki trójkąta, przecinać 
one będą boki tegoż trójkąta w punktach styczności I, G i H. Oznaczmy 
przez ra promień tegoż koła. Z czworokąta ABO'C, mieć będziemy 

wyrażając odpowiednie powierzchnie tych trójkątów przez boki danego 
trójkąta i promień koła stycznego zewnętrznie, mieć będziemy 

przeto 
(9) Ta — "" , podobnież p — a 

(10) 

(11) 

Do tych samych wzorów przyjść możemy, jeżeli zauważymy, źe 

, Jakoż, wtedy w trójkącie A O' H, mamy 

czyli 
(12) 

podobnież otrzymamy 

(13) 

(14) 

a podstawiając w te wzory wyrażenia 

przyjdziemy do wzorów (9), (10) i (11). 
Za pomocą wzorów, powyżej podanych, możemy wyrazić powierzchnią 

trójkąta przez promień koła stycznego wewnętrznie i promienie kół sty-

*) Mamy bowiem zatym 
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cznych zewnętrznie. Jakoż, mnożąc równania (1), (9),'(10) i (11) strona-
mi odpowiedniemi, otrzymamy 

a źe 

198. Między promieniem koła opisanego na trójkącie i promie-
niami kół stycznych wewnętrznie i zewnętrznie zachodzą godne uwagi 
związki, z których ważniejsze tu przytoczymy. I tak, z wzorów (1), (9), 
(10) i (11) (art. 197-my), mamy 

odejmując od pierwszego z tych równań summę trzech pozostałych stro-
nami odpowiedniemi, otrzymamy 

(1) 

Z trzech ostatnich wzorów, przytoczonych powyżej, otrzymamy 

że zaś przeto 

lecz dwa pierwsze wyrazy po prawej stronie znoszą się, na zasadzie wzorów 
(1), przeto 
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a stąd 
ahc 
—r- = ra + n-{-rc — r, 

, ahc a ze . = 4K, zatym 

(2) 4R =zra -r Tb Te — r. 

taki jest związek między promieniem koła opisanego na trójkącie a pro-
mieniami kół stycznych wewnętrznie i zewnętrznie. 

1 9 9 . P E O M I E Ń KOŁA WPISANEGO W WIELOKĄT FOREMNY I PEOMIEŃ 

KOEA, NA NIM OPISANEGO. 

Niech AB (fig. 38) będzie bokiem wielo-
kąta foremnego o n bokach, O środkiem koła 
opisanego i wpisanego w dany wielokąt foremny, 
OC promieniem koła wpisanego, OA promieniem 
koła opisanego, niech nadto A B = a, OA = E, 
OC — r. Jeżeli mamy wielokąt foremny o n bo-
kach, natenczas kąt A O B jest w-tą częścią kąta 

2 r 7t pełnego, zatym k ą t A O B = — , AOC = —. 91 fl 
z trójkąta AOC, mamy . Fig. 38. 

= 4 = = czyli 

— = R sm — == r tg - , 2 n n 
stąd 

(1) 
R 

2 sin 

(2) 

Możemy też znaleść obwód wielokąta foremnego i jego powierzchnią za 
pomocą promieni kół wpisanego i opisanego na wielokącie foremnym. 
Jakoż, obwód wielokąta foremnego będzie równy na, zatym 

(3) obwód = 2 w R sin — = 2 w r tg — n n 
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Ponieważ powierzchnia trójkąta 

, przeto powierzchnia wielokąta foremnego wyrazi się 

(4) pow. wielokąta 

podstawiając zamiast a wartość z wzoru (2), otrzymamy 

(5) pow. wielokąta 

Z wzorów (1) i (4) możemy wyprowadzić wzór na obwód koła, jakoż, 
obwód wielokąta 

jeżeli chcemy otrzymać okrąg koła, trzeba przypuścić, że ilość boków wie-

lokąta rośnie bez granic, lecz w tym razie —^— , gdy n nieskończenie 

n 
wielkie jest równe tc, przeto obwod koła = 27: r. 

W podobny sposób możemy wyprowadzić, ze wzoru (4), że powierz-
chnia koła jest: 

PRZYKŁADY. 

1) Znaleść powierzchnią trójkąta, gdy dane są dwa boki trójkąta i kąt 
między niemi zawarty. 

» A N E SZUKANE 

a h Y A 

25 12 36® 52' 12" 90,2 
10 21 53 7 48 84 
10 9 126 52 12 36,05 

583 561 59 57 48 141571,3 
87,25 ' 478,5 31 2 54 10766,28 

444,29 
i 

407,4 
i 

1 7 0 1 2 2 , 8 15679,7 
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2 ) Znaleśó powierzchnią trójkąta, gdy dany jes t bok i dwa kąty przy-

D A N E SZUKANE 

a Y A 

17 280 4' 18" 250 3' 30" 36 
53 58 6 36 3 49 6 90 

1071,4 16 15 37 117 20 33 197132 
1359,25 34 12 19,6 12 40 49 ,4 156160 

81,5714 8 10 16,4 147 38 21,3 617,684 

3 ) Znaleść powierzchnią trójkąta, gdy dane są trzy boki trójkąta 

D A N E SZUKANE 

a h c A 

4 15 13 i 24 
13 20 21 126 
51 52 53 1170 

308 275 187 25410 
281,05 288,47 47,46 6651,04 

1608,75 345,51 
1 1 

1302,84 116083 

4 ) Znaleść promienie kół opisanego na trójkącie, stycznych do trójkąta 

wewnętrznie i zewnętrznie, gdy dane są trzy boki trójkąta 

D A N E s z U K A N E 

a h c R r ra n Tc 

13 
4 

13 
51 

308 

14 
15 
20 
52 

275 

15 
13 
21 
53 

187 

8ł 
8 i 

lOf 
3 0 ^ 

155^ 

4 

H 
4f 

15 
66 

lOi 
2 
9 

43^ 
330 

12 
24 
18 
45 

231 

14 
8 

21 
46 | 

128^ 
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5) Mając trzy kąty trójkąta i połowę jego obwodu, lub połowę obwodu 
zmniejszoną o jeden z boków, znaleść promień kola opisanego na trójkącie, tu-
dzież promienie kół stycznych wewnętrznie i zewnętrznie. 

Otrz^Tnamy 

6) Dowieść, że 

7) Dowieść, że 

8) Dowieść, że 

9) Dowieść, że 
10) Dowieść, że powierzchnią trójkąta wyraża się w kształcie 

11) Dowieść, że 

12) Dowieść, że 

13) Jeżeli ha, h , hc oznaczają długości wysokości trójkąta, odpowiada-
jące podstawom a, b i c, natenczas 

14) Dowieść, że powierzchnia trójkąta wyraża się wzorem 

15) Dowieść, że powierzchnia trójkąta 

16) Jeżeli w sześciokącie foremnym poprowadzimy proste, łączące pierw-
szy jego wierzchołek z trzecim, drugi z czwartym i t. d., to odcinki tych pro-
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stych utworzą wewnętrzny sześciokąt foremny. Gdy w nim znowu poprowa-
dzimy podobne proste, otrzymamy nowy sześciokąt foremny i t. d. Dowieść, 
że summa powierzchni wszystkich sześciokątów foremnych w ten sposób utwo-

g 

rzonych jest równa — , gdzie S oznacza powierzchnią, danego sześciokąta fo-2i 
remnego. 

17) Dowieść, że 
oc B 1 

Ta n rc = cotg — cotg - - cotg — Y. 

18) Dowieść, że summa średnic koła stycznego wewnętrznie do trójkąta 
i opisanego na trójkącie jest równa 

a cotg a -f 6 cotg P + c cotg y. 

19) Jeżeli z wierzchołków A B C trójkąta spuścimy prostopadłe na boki 
przeciwległe i spodki A' B' C tych prostopadłych połączymy linijami prostemi, 
utworzy się trójkąt A'B'C', w którym A ' B ' = R sin 2 Y, B'C' = R B i n 2 a -
A' C ' = = R s i n 2 p . 

2 0 ) Jeżeli utworzymy trójkąt przez połączenie z sobą prostemi spodków 
prostopadłych, spuszczonych z wierzchołków danego trójkąta na boki przeciw-
ległe, a przez R i R^ oznaczymy promienie kół opisanych na danym trójkącie 
i na nowoutworzonym, zaś przez r̂  promień koła wpisanego w ten ostatni trój-
kąt, natenczas 

R, = 3 R, r, = 2 R cosa cos p cos Y-

21) Jeżeli trzy boki trójkąta a, 6, c tworzą postęp arytmetyczny, tak 
prostopadła, spuszczona z wierzchołka na bok średni trójkąta jak i promień 
koła stycznego zewnętrznie do tegoż boku są równe trzy razy wziętemu pro-
mieniowi koła wpisanego wewnętrznie to jest, że Aj, = rj, = 3 r. 

22) Odległości środka koła wpisanego w dany trójkąt od środków kół 
a S Y 

stycznych zewnętrznie wyrażają się przez a sec — , h sec — , c sec — . 
2 2 2 

23) Dowieść, że powierzchnia trójkąta jest równa 

. a . [3 . Y / , , \ sm -— sm sm — I - Ą >— I . 
2 2 2 V8ina ^ sin^ ^ s i n Y / 

24) Dowieść, że dla trójkąta prostokątnego promień koła wpisanego ró-
wna się połowie przewyżki summy dwu boków, przyległych kątowi prostemu 
nad przeciwprostokątną. 

25) Dowieść, że odległość między środkami kół: wpisanego wewnętrznie 

w dany trójkąt i opisanego na trójkącie jest równa ^ R ^ — 2 R r . 
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2 0 0 . C Z W O R O K Ą T WPISANY W KOŁO. 

Blając dane cztery hoU czwóroląta wpisanego w hoło, znaleśó jego 
hąty^ powierzchnią, przel:ątne i promień koła opisanego. 

OUiczenie hątów. Niech a, h, c, d będą bokami AB, BC, CD i DA 
czworokąta A B CD wpisanego w koło (fig. 39) a a, (3, y i § jego kątami, 

których wierzchołkami są A, B, C i D. 
Poprowadźmy przekątne B D i AC. 
Z trójkątów A B D i BDC, mamy 

Fig. 39. 

Ponieważ kąty a i Y są spełniaj ącemi się, 
przeto cos Y = — cos a, zatym z poró-
wnania powyższycli wyrażeń, mamy 
( 

stąd 

Za pomocą tego wzoru znajdziemy kąt a. Lecz ten wzór nie jest dogodny 
do racliunku logarytmami, przeto j)rzekształcimy go na inny wprowadza-

jąc kąt "Wiemy, że 

podobnież 

stąd 
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Jeżeli przez 2p oznaczymy obwód czworokąta 

natenczas 

stąd 

, podobnież 

Znajdziemy więc kąty a i p następnie zaś kąty y i S, które są spełnieniami 
a i p. 

xlby zadanie było możebne do rozwiązania, koniecznym i dostate-
OT S 

czijyin będzie, aby znale^zione wartości tg — i tg były rzeczywiste, czyli 
potrzeba, aby było 

albo żeby iloczyn {p — «) (p — (p— c) {p — d) był dodatny. Warun-
kiem potemu koniecznym i dostatecznym jest, aby, albo p — a, p — h, 
p — c,p — d były wszystkie dodatne, albo, aby dwie z tych wielkości by-
ły dodatne pozostałe zaś ujemne, albo, aby wszystkie cztery były ujemne. 
Lecz, dwie z tych wielkości nie mogą być jednocześnie ujemne, albowiem 
jeżelibyśmy mieli p — a < 0 i jp —&<0, wtedy 2jp —a — 6 < 0 , zatym 

co jest niemożebnym; zatym powyższe wielkości muszą być 
dodatne. Warunkami więc moźebności zadania są 

J 

czyli co na jedno wychodzi, że każdy bok czworokąta powinien być mniej-
szym od summy trzech pozostałych. 

Obliczenie powierzchni. Powierzchnia A czworokąta A B CD jest 
summą powierzchni trójkątów A B D i BCD. Lecz powierzchnia trójkąta 
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ad sin a, powierzchnia trójkąta B CD - i hcsiny, a że kąt 
a 

a i Y są spełniającemi się, przeto wstawy ich są równe i mamy 

podstawiając za s i n a i cos- i a, wyrażenia powyżej znalezione znaj-

dziemy 

Obliczenie przekątnych. Rugując kąt a z równań 

znajdziemy 

czyli 

albo nakoniec 

podobnież znajdziemy 

Z porównania dwu ostatnich wzorów przychodzimy do godnego uwagi 
twierdzenia, pokazującego związek między przekątnemi i bokami czworo-
kąta wpisanego w koło. Jakoż, z pomnożenia tych równań stronami od-
powiedniemi, znajdziemy 

W czworokącie lupisanyni iv kolo iloczyn jego przekątnych jest równy 
summie iloczynów boków przeciwległych (tw. Ptolemeusza). Dzieląc zaś 
przez siebie powyższe równania stronami odpowiedniemi znajdziemy 
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W cmoroJcącie lopisanym w Jcoh stosunek divu przekątnych jest ró-
wny stosunkowi summy iloczynów parl hoków [schodzących^ się z sobą 
w tcierzchołkach pierivszej przekątnej, do takiejże summy, odpowiadającej 
drugiej przekątnej. 

Obliczenie promienia koła opisanego. Jeżeli przez R oznaczymy pro-
mień koła opisanego, z trójkąta ABD otrzymamy 

lecz 

zaś 

zatym 

ZADANIA SZCZEGÓLNE, ODNOSZĄCE SIĘ DO ROZWIĄZYWANIA 
TRÓJKĄTÓW. 

201. W ustępie o zastosowaniach funkcyj trygonometrycznych do 
rozwiązywania trójkątów, zajmowaliśmy się rozwiązywaniem trójkątów 
w przypadkach, gdy są dane trzy z jego sześciu elementów. Obecnie 
chcemy pokazać, w jaki sposób rozwiązujemy trójkąty, to jest znajdujemy 
jego elementy, gdy pośród danych wielkości są dane nie same elementy 
trójkąta, ale inne wielkości, odnoszące się do szukanego trójkąta, jak np. 
jego obwód, powierzchnia i t. p. Zajmiemy się niektóremi z takich zadań, 

202. Zadanie 1-sze. Mając bok trójkąta, kąt doń przyległy, tu-
dzież summę lub różnicę boków pozostałych, rozwiązać trójkąt. 

Rozwiązanie 1-sze. 
Przypadek 1-szy. Niech będą dane a, p i 6 c = 5. Szukamy 

naprzód kąta Y- Na zasadzie wzorów Mollweidego (art. 176-ty), mamy 

stąd 

zatym 
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Z tego wzoru znajdziemy kąt Y, mając zaś kąty p i Y i t)ok a, znajdziemy 
wiadomym sposobem pozostałe elementy trójkąta. 

Aby zadanie było moźebne do rozwiązania, koniecznym i dosta-

tecznym będzie, aby kąt , otrzymany z powyższego wzoru, był kątem 

ostrym, a tymsamym, aby styczna połowy kąta Y była dodatna. Temu 
warunkowi stanie się zadość, gdy s > a. 

Możemy też drogą gieometryczną przyjść do rozwiązania zadania. 
Przypuśćmy, że trójkąt A B C (fig. 40) rozwiązuje zadanie. "W tym trój-

kącie wiadomy jest bok BC = a, kąt 
A B C = p, tudzież summa boków pozo-

,,••'•'/ stałych A B + A C 5. Przedłużmy 
/ bok B A i na przedłużeniu od punktu A 

/ odetnijmy A D = AC, wtedy B D = 5. 
W trójkącie BCD, będziemy mieli wia-
dome dwa boki B C i B D, tudzież kąt 
D B C między temiż bokami zawarty. 
AYykreślamy więc naprzód trójkąt BCD, 
a następnie z punktu C przy linii CD 
kreślimy kąt ACD = kątowi ADC; do 

• czego przyjdziemy, jeżeli ze środka linii 
CD poprowadzimy prostopadłą do boku CD aż do przecięcia się z liniją BD 
i punkt przecięcia A połączymy z punktem C. Jeżeli prostopadła wy-
prowadzona ze środka boku CD j^rzecina liniją B D w punkcie A, położo-
nym między punktami B i D, trójkąt A B C będzie szukanym trójkątem. 
Aby jednak prostopadła wyprowadzona ze środka boku CD do tegoż boku 
przecinała bok B D w punkcie A, położonym między punktami B i D, 
warunkiem koniecznym i dostatecznym jest, aby 5 >• a. Przychodzimy 
więc do warunku powyżej otrzymanego. 

Przypadelc 2 gi. Niech będą dane a, p i 6 — c — l. 
Na zasadzie wzorów Mollweidego, mamy 

a : i — c = sin (p -f- Y ) : sin | (p — Y ) 

a : ^ = sin - I (p + Y ) : sin ^ (P — Y ) , 

skąd 
a Ą-l: a — Z = sin — p cos ~ Y : cos - I p sin -I- Y, 

^ a A A 

a - i - Z : a - Z = t g y P : t g ^ Y, 

http://rcin.org.pl



Z A D A N I A SZCZEGÓLNE ODNOSZĄCE SIĘ DO KOZWIĄZ. TRÓJ. — 203. 2 4 3 

Aby zadanie było moźebne do rozwiązania, potrzeba, aby tg y •> O, 

skąd otrzymujemy a :>l. Jeżeli temu warunkowi staje się zadość, z po-
wyższego wzoru znajdziemy kąt Y, następnie pozostałe elementy trójkąta, 
na zasadach wyłożonych w art. 184-ym. 

Abyśmy jednak z otrzymanej wielkości kąta Y, tudzież danego boku a 
i kąta p, mogli utworzyć trójkąt, koniecznym i dostatecznym warunkiem 

będzie, aby p + Y < skąd Y < 90® — ; że zaś kąty ^ i 90" — ~ 

są mniejsze od 90°, przeto być powinno tg Y < cotg p, czyli a A 

tg P tg Y < A. Po podstawieniu wartości tg - ^ y otrzymamy A A A 

przeto warunek poprzedzający wychodzi na — ^ ^ ^ << o, Ą- I ̂  ̂ ^ ^^^ mia-
J- COSP CH — T 

nowniki są dodatne, przeto z tej nierówności otrzymujemy Z + a c o s p > 0 , 
czyli Z > — a cos p. Lecz według założenia a > Z, przeto warunkiem 
koniecznym i dostacznym jest 

a >• Z > — a cos p. 
Jeżeli p c 90®, otrzymujemy jedyny warunek a > Z, jeżeli zaś 

P > 90° potrzeba dwu warunków, aby zadanie było możebne do rozwią-
zania. 

Jeżeli h — c = — l, gdzie l oznacza liczbę dodatną, otrzymamy 
, 1 a + Z 1 ^ 

Abyśmy mogli otrzymać możebną wartość tg -^YJ potrzeba, aby wy-
A 

rażenie było dodatne, to jest potrzeba, aby o > Z. Jeżeli temu warunkowi 
staje się zadość, kąt Y znajdziemy z powyższego wzoru, pozostałe zaś ele-
menty trójkąta, na zasadach wyłożonych w art. 184-ym. Lecz, abyśmy 
mogli, z otrzymanego kąta Y i danego boku a i kąta p, utworzyć trójkąt, 
koniecznym i dostatecznym warunkiem jest, aby p + Y C 180°. Postę-
pując drogą powyżej wskazaną, znajdziemy, że wtedy być powinno 
l C a COSp. Zważmy wreszcie, że według założenia b — c— — l, zatym 
b a c, R więc kąt p jest ostry, jego dostawa jest dodatna i < 1, przeto 
warunek Z < a cos p obejmuje warunek Z < a. Otrzymujemy więc jedyny 
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warunek l <C «cosp, który jest konieczny i dostateczny, aby zadanie było 
moźebne do rozwiązania. 

Możemy też drogą gieometryczną przyjść do rozwiązania zadania. 
Przypuśćmy naprzód, że & > c i że trójkąt A B C (fig. 41) rozwiązuje 

zadanie. W tym trójkącie ma-
my dany bok B C = a, ką-t 
A B C = p i różnicę boków 
A C — A B = Z. Na przedłu-
żeniu linii AB, od punktu A 
odetnijmy A D = AC, wtedy 
B D = A C —ABr^Z. Wtrój -
kącie BDC mamy wiadome dwa 
boki BC = a i BT> = 1, tu-
dzież kąt między niemi zawarty 

/ C B D = 1800 _ p. możemy 
przeto wykreślić ten trójkąt. 
Następnie przy linii DC w pun-

kcie C kreślimy kąt A C D — A D C , skutkiem czego otrzymamy szukany 
trójkąt A B C . Trójkąt w ten sposób wykreślony będzie o tyle odpowia-
dał warunkom zadania, o ile ramię CA kąta"?DCA przecina przedłu-
żenie boku B D po nad punktem B. Aby to miało miejsce potrzeba, aby 
kąt BDC, jako będący jednym z dwu kątów równych trójkąta równo-
ramiennego DAC, był ostry, nadto, aby kąt DC A, który jest równy 
A D C był większy od kąta B C D ; warunek ten wymaga, aby a Z . Za-
tym, warunkami koniecznemi i dostatecznemi, otrzymanemi drogą gieome-
tryczną, aby zadanie było możebne, są 

a > Z i k ą t A D C O O o . 

Łatwo okazać, że warunki te są zgodne z warunkami powyżej otrzy-
manemi. Jakoż, z trójkąta D B C , mamy 

a _ i _ i ^ [ 
sin B D C s i n DCB sin (p — BDC) sin p cos BDC — cos p sin BDC ' 

^ ^ „ a sin S 
tg B D C = 

Lecz z warunku poprzedzającego mamy A D C = : B D C < 90®, za-
tym tg B D C > O, a że a i sin p są dodatne, przeto mamy warunek 
Z- ł - acosP>0 , albo Z > —acosp. Przychodzimy więc do warunku 
powyżej otrzymanego. 

Przypuśćmy teraz, że 6 < c i że trójkąt A B C (fig. 42) zadośćczyni 
warunkom zadania. Odetnijmy na boku A B odcinek A D = A C, wtedy 
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odcinek B D = A B — A C = Z. W trójkącie B D C mamy wiadome dwa 
boki B C = a i B D = Z i kąt p między niemi zawarty, możemy więc ten 
trójkąt wykreślić. Następnie przy linii CD 
w punkcie C nakreślmy kąt DCA = ADC, 
skutkiem czego utworzy nam się trójkąt 
sznkany ABC, o ile ramię CA kąta, na-
kreślonego przy linii CD, przecina prze-
dłużenie boku B D ponad punktem D. 
Aby to mogło mieć miejsce, potrzeba, aby 
kąt ADC, który jest jednym z kątów ró-
wnych trójkąta równoramiennego ACD, 
był ostry, a tymsamym aby kąt B D C był 
rozwarty, zatym kąt B D C > 9 0 " . Aby temu warunkowi stawało się 
zadość, potrzeba, aby a > gdyż w trójkącie B D C kąt BDC jest naj-
większy. Warunek zatym B D C > 9 0 ® jest konieczny i dostateczny. 

Łatwo z tego warunku wyprowadzić warunek Z < . « cos p, otrzymany 
drogą trygonometryczną. Jakoż, z trójkąta BDC, mamy 

stąd 

warunek B D C >90® wymaga, aby 
przeto być powinno l <C a cos p. 

Rozwiązanie 2-gie. Bardzo proste rozwiązanie zadania, w obu przy-
padkach otrzymujemy za pomocą wzorów (̂ 4) art. 175-go. Mamy bowiem 

stąd otrzymamy 

Gdy daną jest summa 5 + będą wiadome j 

gdy daną jest różnica h — c = l, będą wiadome p — b i p — c. W pierw-
szym przypadku wzór pierwszy, w drugim zaś wzór drugi pozwolą znaleść 
kąt Y. Mając zaś kąt YJ pozostałe elementy trójkąta znajdziemy na za-
sadach, wyłożonych w art. 184-ym. 

203. Zadanie 2-gie. Mając dany boh trójkąta, kąt przeciwległy^ 
tudzież summę lub różnicę divu boków pozostałych, rozwiązać trójkąt. 
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Przypadek 1-szy. Niech będą dane a, o.\h Ą- c=^s. 
Na mocy wzorów Mollweidego (art. 176-ty), mamy 

czyli 

stąd 

Przychodzimy do wzoru, który nam pozwala znaleść — (P — t)? a ponie-

waż wiadomą jest nam summa (p -f- 7), przeto znajdziemy P i y, a na-
a 

stępnie pozostałe elementy trójkąta. 

Aby zadanie było możebne do rozwiązania, potrzeba przedewszy-

stkim, aby ^^— , jako wyobrażające cos (p — 7) było mniejsze 0/ ^ 

od jedności. Jeżeli temu warunkowi staje się zadość kąty p i 7, otrzy-

mujemy za pomocą znanych wartości (P ~ i (P + T) • Abyśmy a A 

jednak mogli otrzymać kąty p i 7, potrzeba, aby 

Ponieważ oba te kąty są ostre, przeto 

I, czyli 1 s 1 zaś cos — (p — 7) = — sin — a, przeto być powinno a < 5. Zadanie is a z 
więc będzie możebne do rozwiązania, gdy zadość się stawać będzie nastę-
pującym warunkom 

Jeżeli tym warunkom staje się zadość, otrzymujemy wartości p i 7 
dodatne, których summa jest spełnieniem kąta a, i mieć będziemy tylko 
jedno rozwiązanie. 

Rozwiążemy toż samo zadanie gieometrycznie i pokażemy, ż« wa-
runki możebności zadania, wyprowadzone drogą gieometryczną, będą też 
same, jakieśmy powyżej otrzymali. 
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Przypuśćmy, żeśmy zadanie rozwiązali i źe trójkąt A B C (tig. 43), 
zadośćczyni warunkom zadania. Wiadome nam są ' 
summa tjoków 
IH-zedłuźeniu linii BA weźmy odcinek 
A D równy A C i utwórzmy trójkąt 
DCB. W tym trójkącie mamy 
l)ok B C = : a , B D = : 5 , tudzież kąt 

IMoźemy więc nakre-

ślić trójkąt ADC. W tym celu bie-

rzemy kąt BDC— a, na ramieniu 

DB tego kąta DB = 5; następnie 
z punktu B, jako ze środka, promieniem równym a, zakreślamy okrąg 
koła. Niech C i C będą punktami przecięcia się tegoż okręgu koła 
z ramieniem C D. Jeżeli w punkcie C nakreślimy przy linii C D kąt 
D C A = ADC, trójkąt A B C będzie zadośćczynił warunkom zadania. 
Podobnież, jeżeli w punkcie C nakreślimy kąt D C A' równy kątowi 
B D C , otrzymamy trójkąt A ' B ' C , który również będzie zadośćczynił 
warunkom zadania. Zdawałoby się więc, że dwa trójkąty zadośćczynią 
warunkom zadania i skutkiem tego mamy dwa rozwiązania. Lecz trój-
kąty ABC i A ' B C są równe, a tymsamym dają tożsamo rozAviązanie. 
Jakoż, według wykreślenia B C = B C, kąt B A C = kątowi B A' C, jako 
kąty, odpowiadające względem dwu równoległych, przeciętych trzecią 
sieczną, wreszcie kąty A B C i B C A ' są także równe, gdyż 

źe zaś kąt , 
z przyczyny, że boki ]5C i BC są równe, kąt zaś A 'CD = BDC według wy-
kreślenia, przeto kąty A B C i B ' C A są równe. Stąd wnosimy, że i pozo-
stałe kąty są równe, zatym i trójkąty mające równe boki przyległe kątom 
równym są równe. Zadanie Avięc, jeżeli jest możebne, ma jedno rozwiązanie. 

A])y zadanie było możebne do rozwiązania, potrzeba, aby okrąg koła 
zakreślony z punktu B, jako ze środka promieniem = przecinał ramię 
DC kąta BDC, czyli potrzeba, aby « < B D , a większe od prostopadłej 

BI , spuszczonej z punktu B na ramię CD. Że zaś 

jirzeto zadanie będzie możebne do rozwiązania, gdy 

Przypadek 2-gi, Niech będą dane 
Na mocj wzorów Mollweidego (art. 176-ty), mamy 
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stąd sin ^ (p — y) = : — cos - i - a . 
C (A 1 

Z tego wzoru znajdziemy (3 — y? a źe znaną nam jest summa kątów p + y? 
jako będąca spełnieniem kąta a, przeto znajdziemy p i Y, a następnie 
pozostałe elementy trójkąta. 

Aby zadanie było moźebne do rozwiązania, potrzeba przedewszy-

stkim, aby wyrażenie — cos a, było mniejsze od jedności. Pierwszym 
(X I 

zatym warunkiem moźebności zadania jest a > Z cos — . Jeżeli temu wa-
A 

runkowi staje się zadość, możemy znaleść kąt -J- (p — T)̂  a następnie kąty 

P i Y. Abyśmy jednak mogli znaleść te kąty, potrzeba, aby < ^ ^ ^ , 
a A 

Stąd sin < cos , że zaś sin - 1 (p _ y) = cos , przeto być 

powinno a > Z. Jeżeli temu warunkowi stawać się będzie zadość, będzie 
również się stawać zadość i Avarunkowi pierwszemu. Jedynym zatym wa-
runkiem moźebności zadania będzie a > l. 

Rozwiążemy toż zadanie gieometrycznie. Przypuśćmy, żeśmy za-
danie rozwiązali i trójkąt A B C (fig. 44) jest trójkątem szukanym. 

W tym trójkącie mamy wiadome 
B C = a, kąt C A B rz= a i różnicę 
boków A C — A B = Z. Na boku 
większym A C trójkąta weźmy A D 
= AB, wtedy odcinek CD będzie 
równy l. W trójkącie CDB, mamy 
bok BC = a, bok CD = l, nadto kąt 
CDB CAB + ABD; że zaś sum-
ma kątów ABD -f- ADB, czyli dwa 
razy wzięty kąt ABD jest spełnie-

niem kąta C A B = a , zatym kąt A B D — 90'̂  , kąt zaś G D B 
a 

— a -f- 900 — = -ł- 900. Możemy przeto wykreślić trójkąt C D B , 

w którym mamy dane dwa boki i kąt jednemu z nich przeciwległy, a po-

nieważ kąt 90® jest rozwarty, otrzymujemy przeto jedno rozwiązanie. 
a 

Mając zaś wykreślony trójkąt BDC, przyjdziemy do trójkąta szukanego, 
gdy w punkcie B przy linii B D nakreślimy kąt A B D = B D A i ramię 
BA przedłużymy aż do przecięcia się z przedłużeniem boku CD. 
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204. Zadanie 3-cie. Mając obwód trójkąta i dwa jego kąty, roz-
wiązać trójkąt. 

Niech będą dane a Ą- b c = 2p \ kąty p i y. Szukamy naprzód 
jednego z boków trójkąta np. boku a. "Wiemy, źe 

lecz wiemy, źe 

a źe I przeto 

W podobny sposób możemy znaleść pozostałe boki trójkąta. 
Wzór powyższy pozwala nam 

wykreślić trójkąt, odpowiadający da-
nym warunkom. Jakoż, wykreślmy 
trójkąt D C E (fig. 45), którego bo-
kiem D E jest obwód trójkąta 

szukanego, kąty zaś 

i C E D = p, natenczas 
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Jeżeli linią, C E podzielimy na dwie równe części i z punktu M wy-
prowadzimy prostopadłą do C E to ona przetnie bok D E w punkcie B, 
i będzie B E = a; podobnież znajdziemy DA = h. Łącząc pmikty A i B 
z punktem C, otrzymamy trójkąt szukany A B C . 

205. Zadanie 4-te. Mając damj hoJc trójkąta, różnicę dwu Jcątóiu 
przijległych i summę dwu boJcóic posostałycJi, rozuiąsać trójkąt. 

Niech będą dane bok a, p — 7 = S i & + c = 5. 
Na zasadzie wzorów Mollweidego (art. 176-y), mamy 

stąd 

z tego wzoru znajdziemy a że znamy przeto znaj-

dziemy kąty p i Y i zadanie sprowadzimy do zwykłych przypadków roz-
wiązywania trójkątów. Możemy także za pomocą wzoru powyższego 
przyjść do wykreślenia trójkąta szukanego. Jakoż, wzór powyższy mo-
żemy napisać w kształcie 

Jeżeli utworzymy trójkąt B C D 
(fig. 46), w którym bok B C = a, kąt 

i CD = 5, natenczas na mocy jiowyż-

szego wzoru kąt 

a że + Y) = D E B , zatym kąt 
A 

Jeżeli więc weźmiemy kąt ABE AEB, do czego przyjdziemy wy-
prowadzając ze środka boku B E prostopadłą d o E B , aż do przecięcia 
z bokiem CD i połączymy punkt i)rzecięcia A z punktem B, natenczas 

i trójkąt A B C będzie trój-

kątem szukanym. 
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206. Zadanie 5-te. Mając podstawę trójkąta, odpoiciądającą jej 
wysokość, tudzież summę dwu boków pozostałych, rozwiązać trójkąt. 

Niech będą dane a, ha i 6 -j- c = s. Szukajmy kąta a przeciwle-
głego danej podstawie. 

Jeżeli przez A oznaczymy powierzchnią trójkąta, natenczas 
stąd 

Lecz zatym 

stąd 

Możemy przy pomocy tego wzoru wykreślić trójkąt szukany. "W tym celu^ 

załóżmy 52 — wtedy 

Utwórzmy trójkąt prostokątny B E C (fig. 47), w którym jednym 
bokiem jest BC = a, przeciwprostokątną B E = s, z punktu Epopro-

Fig. 47. 

wadźmy prostopadłą do B E, aż do przecięcia z przedłużeniem boku B C 
w punkcie G i podzielmy liniją GC w punkcie H na dwie równe części, 

natenczas 

Na linii C E weźmiemy C I = natenczas z trójkąta I C H , mieć 
będziemy 

a, stąd wypada, że kąt 
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Jeżeli więc na linii BC jako na cięciwie opiszemy koło, w któreby 
wpisany był kąt =i 2 I H C , a przez punkt I poprowadzimy równoległą do 
BC, linija ta przetnie koło w dwu punktach A i A' skutkiem czego, otrzy-
mamy dwa trójkąty A B C i A 'BC, zadośćczyniące danemu zadaniu. 

207. Zadanie 6-te. Mając dane dwa boki trójkąta, tudzież długość 
dwusiecznej kąta, między niemi zawartego, rozwiązać trójkąt. 

Dane boki a, h tudzież dwusieczna kąta Y, którą oznaczmy przez tVc. 
Jeżeli przez c, i Ca oznaczymy odcinki powstałe na boku c przez 

dwusieczną kąta 7, wtedy mieć będziemy *) 

*) Związek, jaki zachodzi między bokami trójkąta i odciukami, powstałemi na 
boku trzecim przez dwusieczną kąta, między dauemi bokami zawartego, jest szczególnym 
przypadkiem twierdzenia Stewarta, które się odnosi do jakiejkolwiek poprzecznej popro-
wadzonej przez wierzchołek trójkąta. Pokażemy, w jaki sposób długości poprzecznych, po-
prowadzonych przez wierzchołek kąta, do boku przeciwległego, wyrażają się przez boki 
przyległe temuż kątowi i odcinki powstałe na boku trzecim przez też poprzeczne. Niech 
będzie trójkąt ABC, z wierzchołka C poprowadźmy jakąkolwiek prostą CD, która na 
boku AB odetnie dwa odcinki AD = Cj i BD = C2, jeżeli długość CD oznaczymy przez 
Wc, natenczas z trójkątów ADC i BDC, mieć będziemy 

Jeżeli poprzeczna CDJpoprowadzona jest zewnątrz trójkąta, wtedy 

Lecz z daoego trójkąta 

Podstawiając te wartości w którekolwiek z powyższych wyrażeń We i pamiętając, że 
w przypadku, gdy poprzeczna jest poprowadzona zewnątrz trójkąta, Cj jest ujemne, znaj-
dziemy 

stąd 

podobnież znajdziemy 

Takie są wyrażenia na długości poprzecznych podanych przez Stewarta. Jeżeli w szcze-
gólności linije poprzeczne dzielą kąty na dwie równe części wtedy, z przyczyny, że 

, mamy ivc'^ = ah — Cx Cj. Jeżeli linije poprzeczne dzielą 

boki przeciwległe na dwie równe części, wtedy c, = C2 = c, a jeżeli oznaczymy dłu-

gości poprzecznych przez ma, mb i mc, otrzymamy 
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zatym 

stąd znajdziemy 

Dla znalezienia kąta 7, mamy cos y = "*" ^—— , a podsta-A Au Wc 
wiając zamiast c, wartość, otrzymaną z powyższego wyrażenia po pod-

stawieniu wartości c, otrzymamy cos Y t ^ ? - - , stąd znajdzie-
A Aut) 

my kąt y, a następnie pozostałe elementy trójkąta. 
208. Zadanie 7-me. Bozwiązać trójkąt, mając dane trzy jego wy-

sokości. 
Jeżeli oznaczymy przez h^, h i hc wysokości szukanego trójkąta, 

odpowiadające bokom a, b i c, natenczas 

gdzie 2p oznacza obwód trójkąta, r promień koła wpisanego wewnętrznie. 
Z tego wzoru otrzymamy 

Te równania pokazują nam, że trójkąt szukany A B C będzie po-
dobny do trójkąta A'B'C', mającego za boki odwrotności wysokości da-
nego trójkąta; możemy więc na zasadzie art. 192-go, znaleść kąty tego 

trójkąta. I tak, kładąc -

znajdziemy 

i podobne wzory na 
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Starajmy się teraz znaleść boki trójkąta. Ponieważ trójkąty ABC 
i A ' B ' C ' są podobne, przeto ich powierzchnie są w stosunku kwadratów 
z boków odpowiednich, to jest 

przeto 

zatym 

Z rozwiązania tego zadania możemy wyprowadzić powierzchnią trój-
kąta, promienie kół: wpisanego wewętrznie i opisanego na trójkącie w fun-
kcyi trzech wysokości trójkąta. 

Jakoż, równanie 

daje 

podstawiając wartość r,, będziemy mieli 

czyli 

W celu znalezienia promienia koła opisanego na trójkącie, zważmy, że 

zatym 

stąd 

zważywszy wreszcie, — nadto, że 
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otrzymamy 

209. Zadanie 8-me. (Pascala). Mając daną podstawę trójkąta, 
kąt przeciwległy i stosunek różnicy dwóch lokóiv pozostałych do wysokości 
trójkąta, rozwiązać trójkąt. 

Niecił będą dane, bok a, kąt a i stosunek różnicy boków 6 — c do 

wysokości ha równy m. Wiemy, źe 

stąd 

Na zasadzie zaś wzorów Mollweidego (art. 176-ty), mamy 

zatym 

stąd 

Lecz, wiemy, że 

przeto 

a źe 
przeto 

Z tego równania możemy znaleść (P — T), a źe mamy dane a 

przeto znajdziemy kąty P i Yj a następnie boki hic trój-
kąta. 
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Równanie powyższe jest stopnia drugiego i ma pierwiastki rzeczy-
wiste, jeden dodatny, drugi ujemny; pierwiastek ujemny, nie odpo-
wiada zadaniu, pozostanie więc jedynie pierwiastek dodatny. Pierwia-
stek ten, jako wyrażający wstawę kąta (P —7) winien być mniejszy od 
jedności, nadto kąt ten, takim być winien, aby rozwiązywał dane zadanie. 
Lecz wiadomo, że kąt — (p _ y) jest równy nachyleniu dwusiecznej kąta 

a względem wysokości h, albo co na jedno wychodzi równa się nachyleniu 
dwusiecznej kąta a względem strzały odcinka okręgu koła, w który ten kąt 

jest wpisany; żeby więc kąt (p — Y) rozwiązywał zadanie powinno być: 

(P ~~ + ^ (P — T) < cos — a, mamy więc wa-
runek konieczny i dostateczny. Temu warunkowi staje się zadość w ni-
niejszym zadaniu, gdyż równanie ostatnie dowodzi, źe 

m sin2 (P — y) < w cos2 -1- a, czyli sin (p — c) < cos a . 

Zadanie więc jest zawsze możebne; ma jedno rozwiązanie, co można była 

przewidzieć, gdyż, gdy bok a i kąt przeciwległy a s ą dane, stosunek 

może przybierać wszelkie możliwe wartości. 

PRZYKŁADY. 

1) Mając dane trzy odcinki, łączące wierzchołki trójkąta ze środkami 
boków przeciwległych rozwiązać trójkąt i znaleść j ego powierzchnią w funkcyi 
tychże odcinków. Dowieść przytym, że powierzchnia trójkąta danego jes t ró-

4 . 
wna — powierzchni trójkąta utworzonego z tychże odcinków. 

2 ) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane dwa boki trójkąta i wiemy, że kąt 
pierwszemu z nich przeciwległy jes t równy dwa razy wziętemu kątowi prze-
ciwległemu drugiemu bokowi. 

3) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane dwa boki trójkąta, tudzież wysokość 
trójkąta, odpowiadająca bokowi trzeciemu. 

4) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane dwa kąty trójkąta i wysokość, odpo-
wiadająca przyległemu bokowi trzeciemu. 

5) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane dwa boki trójkąta tudzież odcinek, 
łączący środek boku trzeciego z wierzchołkiem mu przeciwległym. 

6) Rozwiązać trójkąt, gdy dany jes t bok, odpowiadająca mu wysokość 
i odcinek łączący środek tegoż boku z wierzchołkiem przeciwległym. 
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7) Rozwiązać trójkąt, gdy dany jest jego bok, wysokość odpowiadająca 
bokowi przyległemu i odcinek, łączący środek tegoż boku z wierzchołkiem 
przeciwległym. 

8) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane odcinki, łączące środki dwu boków 
z wierzchołkami przeciwległemi, tudzież kąt między temiż odcinkami zawarty. 

9) Rozwiązać trójkąt, gdy dany jest bok, odcinek łączący jego środek 
z wierzchołkiem przeciwległym, tudzież takiż odcinek odpowiadający jednemu 
z boków pozostałych. 

10) Rozwiązać trójkąt, gdy dany jest kąt trójkąta, długość jego dwu-
siecznej i wysokość trójkąta, odpowiadająca przeciwległemu bokowi. 

11) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane dwa kąty trójkąta, tudzież summa 
lub różnica dwu boków, przeciwległych tymże kątom. 

12) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane różnica dwu boków, różnica kątów, 
tymże bokom przeciwległych i kąt między temi bokami zawarty. 

13) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane summa dwu boków trójkąta, kąt 
między niemi zawarty, tudzież wysokość bokowi trzeciemu odpowiadająca. 

14) Rozwiązać trójkąt, gdy są dane summa dwu boków trójkąta i wy-
sokości trójkąta, tymże bokom odpowiadające. 

15) Dowieść, że gdy są dane trzy boki trójkąta, długości wj, We dwu-
siecznych kątów trójkąta wyrażają się 

10̂  = — ^ y 6c(a + 6 + c)(6-ł-c—a) , ŵ , — - y ^ { a + bĄ-c){a + c—h) , 
(6 + c) (a + c) 

Wc J / + & + c) (a + 6 — c) . 

16) Dowieść, że jeżeli spodki prostopadłych, spuszczonych z wierzchoł-
ków trójkąta na boki przeciwległe połączymy linijami prostemi, bokami utwo-
rzonego w ten sposób trójkąta będą a cos a, Jcos^ i ccoBy. 

17) Dowieść, że jeżeli odległościami punktu przecięcia się wysokości 

trójkąta od jego wierzchołków są m i n, natenczas powierzchnia trójkąta wy-

raża się ( / a + mft -ł- nc). Dowieść, że w tym razie 

a^lcosec a -j- cosec p c"'̂ n cosecy = 2 abc. 

18) Dowieść, że iloczyn trzech wysokości trójkąta jest równy , 
abc 

gdzie r oznacza promień koła stycznego wewnętrznie. 

19) Dowieść, że jeżel i na bokach trójkąta jakiegokolwiek wystawimy 
trójkąty równoboczne i środki tych trójkątów połączymy linijami prostemi, 
otrzymamy trójkąt równoboczny. 

Bibl. raat.-fiz., S. III, T. VI. 1 7 
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WYKREŚLENIA \YYRAŻEŃ, ZAWIERAJĄCYCH FUNKCYJE TRYGONO-
METRYCZNE. 

210. Chcemy pokazać w jaki sj^osób z równań, w które wcliodzą 
funkcyje trygonometryczne, możemy niekiedy gieometrycznie wyznaczyć 
funkcyje trygonometryczne z tychże równań wynikające. 

211. Znaleść sa pomocą ivy'kreślenia hąty litórych sinx = -^ 

c fyi t) 
cosx = , tgx = — , cotgx— — , gdzie a, c,... są danemi odcinhami. 

\X 1% G 

Kąt szukany znajdziemy w każdym z tych jorzypadków, jeżeli utwo-
rzymy w przypadku pierwszym trójkąt prostokątny, któregoby jednym bo-

kiem B C (fig. 48) był odcinek a, przeciwpro-
stokątną wtedy kąt CAB będzie kąteni 
szukanym; w przypadku drugim trójkąt pro-
stokątny, któregoby jednym bokiem AB był 
odcinek c przeciwprostokątną Avtedy 
kąt CAB będzie kątem szukanym; w przy-
padku trzecim, trójkąt prostokątny A B C , 
którego bokami byłyby odcinki B C r= 

• A B = w, wtedy kąt C A B będzie kątem szu-
kanym; nareszcie w przypadku czwartym trójkąt prostokątny ABC, któ-
rego odcinkami byłyby A B ^ ^ j i BC = g, kąt C A B będzie kątem 
szukanym. "Wszystkie te wykreślenia doprowadzają do szukanych kątów, 
na zasadzie samej definicyi funkcyj trygonometrycznych. 

212. Wykreślenie tego rodzaju wyrażeń jak w cos a , ?«:cosa, 
m sin a, m: sin a, m tg a, m: tg a, gdzie m oznacza dany odcinek, a a kąt 
wiadomy, sprowadza się do wykreślenia odpowiedniego trójkąta prosto-
kątnego, na zasadzie związków, zachodzących między bokami i funkcyj ami 
trj^gonometrycznemi kątów trójkąta prostokątnego. 

213. Wykreślenie odcinka x z Avyrażenia 

m sin a 
sinp ' 

gdzie odcinek m i kąty a i j3 są dane, oraz wykreślenie kąta 6 z wyrażenia 

. . wi sin a sm o = : , 
n 

gdzie dane są odcinki m i n i kąt a, daje się łatwo uskutecznić za pomocą 
twierdzenia, podanego w artykule 167-ym. 
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Fi- . 49. 

214. Podzielić dany hąi a na tahie dwa Tcąly x i y, ahy stosunek 
wstaiv tych Tcątów hył równy stosunkowi dwu danych liczb tn: n. 

Jeżeli utworzymy trójkąt A B C (fig. 49), któregoby dwa boki A B 
i A C były w stosunku m : n , a kąt między niemi zawarty B A C był ró-
wny a, natenczas z połączenia wierzchołka A kąta 
a ze środkiem O boku jemu przeciwległego BC^ 
otrzymamy liniją prostą, która podzieli kąt dany 
na takie dwa kąty, którycłi stosunek wystaw bę-
dzie równy m:n . Jakoż, jeżeli kąt O A C ^ a r , 
BAO — y \ z punktów B i C spuścimy prostopadłe 
na AO, prostopadłe te z przyczyny, że B O = O C, 
będą równe, zatym « sin o; = m sin a stąd 
sin X: sin y z=z m: n. 

Gdybyśmy chcieli znaleść takie dwa kąty, którychby różnica była ró-
wna danemu kątowi a, a ich wstawy były w stosunku wi: w, natenczas 
po wykreśleniu trójkąta, jak w zadaniu poprzedzającym, należałoby 
przez wierzchołek kąta prowadzić równoległą do boku przeciwległego ką-
towi a, linija ta z bokami trójkąta utworzy dwa kąty szukane. 

Gdybyśmy znowu szukali takich kątów x i y, których stosunek do-
staw był równy m : natenczas wykreślamy trójkąt, którego bokami s% 
m i n, kątem zaś mię(dzy niemi zay-^artym kąt 90" — a; jeżeli podzielimy 
lif^t 90" — a na takie dwa kąty, których wstawy są w stosunku m: w, na-
tenczas dopełnienia tych kątów będą kątami szukanemi. 

215. Dany kąt a podzielić na takie dwa kąty x i y, ahy stosunek 
stycznych trygonometrycznych tych kątóiv hył równy m:n. 

AYedług założenia t ga . \ i gy — m : w, stąd 
m n\m — n=^ sin {x-\- y)'. sin {x — stąd 

sin {x — y) — 
m 
m Ą- n 

sma, 

Z tego rÓAvnania wykreślimy kąt 
X —yyj sposób wskazany w art. 213-ym, 
a następnie mając summę i różnicę ką-
tów znajdziemy kąty szukane. 

Zadanie to można rozwiązać jesz-
cze w ten sposób. Jeżeli weźmiemy od-
cinek równy m -f na nim jako na cię-
ciwie opiszemy taki okrąg koła, aby 
w odcinek jego był wpisany kąt a, 
a ż punktu O (fig. 50), połączenia od-
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cinków m i n wyi)rowaclziiny prostopadłą aź do przecięcia się z okręgiem 
koła, punkt przecięcia połączymy z końcami odcinka m + n otrzymamy 
kąt a, który przez prostopadłą O A podzielonym zostanie na dwa kąty, 
którycłi styczne trygonometryczne będą równe stosunkowi m i n. Wykre-
ślenie to'wynika z definicyi stycznej trygonometrycznej. 

216. Z równania msin{cf.x) — nsin { ^ x ) , gdzie dane są 
Tcąty a i ^ i odcinki m i n, ti ykreślić kąt x. 

Rozwiązanie 1-sze. Równanie powyższe daje 
m sin a cos a; + m cos a sin a; = : n sin p cos a; -f n cos p sin x, stąd 

Weźmy (fig. 51) kąt A C E = : a 
BCE = p, CA = m, CB = w, po-
łączmy punkty A i B liniją prostą 
i przedłużamy ją aż do przecięcia 
się 2 liniją CE, wtedy kąt A E C ^ a ; 
Jakoż, jeżeli z punktów A i B 
spuścimy prostopadłe na bok CE 
łatwo okazać, że tg AEC zadośćczy-
ni powyższemu wyrażeniu. Praw-

dziwość naszego wykreślenia daje się dowieść na figurze; mamy bowiem 
z trójkąta ABC 

Rozwiązanie 2-gie. Z równania danego, napisanego w kształcie: . 

otrzymamy 

zatym 

Z tego równania otrzymamy , a następnie x. 

Dla wykreślenia kąta x z tego wyrażenia, napiszmy je w kształcie: 
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Wykreślamy trójkąt ABC, którego bokami byłyby 
kątem zaś, między niemi zawartym, kąt 
natenczas na zasadzie wzoru (2) art. 176-go, mieć będziemy 

lecz mamy 

podstawiając wartość BAC = 180® — (a — p) —ABC, po uskutecznionych, 
redukcyjach, otrzymamy a; = ABC — P; przedłużając więc AB aż do 
przecięcia się z CE w punkcie E, otrzymamy kąt AEC równy x. 

217. Z równania acosx h sinx — c, gdzie a, c są danemi od-
cinltami, wylireślić kąt x. 

Kładąc y = tg cp otrzymamy O « 

Wykreślenie. Wykreślmy trójkąt prostokątny IMNO, (fig. 52) któ-
rego bok ON = a, OM = natenczas kąt NMO = cp. Następnie wy-

c siii cp kreślamy (art. 213-ty) w ten sposób, źe od punktu M na linii MP 
Qf 

odcinamy MP=rc, a z punktu P promieniem równym a, zakreślamy okrąg 

koła, który przetnie liniją MN w dwu punktach E, i R'. Prowadząc 
linije PR i PR' mieć będziemy o; -f cp = PRM, albo PR'M. Szukanym 
więc kątem będzie kąt albo 
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Jeżelibyśmy szukali kąta ar, zadośćczyniącego równaniu a cos a; 
— &sina; = c, natenczas stosując powyższe wykreślenie, znajdziemy kąty 
E P S i B,TS, zadośćczyniące temu równaniu. 

ZA.STOSOWANIA FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH DO GIEOMETRYI 
PRAKTYCZNEJ. 

218. Z zadań Gieometryi jDraktycznej, zajmiemy się temi, które 
się odnoszą do wyznaczenia wysokości przedmiotów, ich odległości lub 
kątów, jakie dwie proste z sobą tworzą; tego rodzaju zadania łatwo dają 
się rozwiązywać zapomocą funkcyj trygonometrycznycłi. 

219. Dla wymierzenia odległości dwu punktów na powierzchni 
ziemi używamy w gieometryi praktycznej różnych przyrządów. Przy po-
miarach, przy których nie idzie o bardzo wielką dokładność używamy tak 
zwanego ł a ń c u c h a ; przy pomiarach zaś, wymagających bardzo wielkiej 
ścisłości używa się odpowiednio ustawionych wzorców (etalon), przyczym 
się uwzględnia wpływ na zmianę temperatury, na rozszerzalność i t. d. 
U nas łańcuch mierniczy (zwany także staja) dzielił się na 10 prętów, 
po 10 pręcików, a każdy pręcik po 10 ławek i zawierał od 1764 roku 
prawnie określonych 75 łokci koronnych (łokieć koronny = 264 linij 
paryskich, linija — 0,616969 metr.), zaś od roku 1819 zawierał 75 łokci 
nowopolskich (łokieć miary nowopolskiej = 576 milimetrów), w Rossyi 
sążeń (od r. 1839 równy ściśle 7 stop. angielskim = 2,13358 metr.) ze swe-
mi podziałami jest jednostką mierniczą. We Francyi i od niedawna 
w Niemczech łańcuch mierniczy ma 10 metrów. W Austryi przy mie-
rzeniu obszarów gruntu są jeszcze zachowane dawne jednostki, oparte na 
sążniu wiedeńskim (sążeń 6 stóp = 1,896484 m ) 

Do mierzenia zaś kątów używamy głównie przyrządu zwanego kąto-
miarem (astrolabium); w nowszych czasach używają t e o d o l i t u , sex-
t a n s u i t. p. przyrządów. 

Nie będziemy się tutaj zajmowali opisaniem szczegółowym narzę-
dzi, służących do mierzenia długości linij i kątów, jak również sposobu ich 
użycia, gdyż nasze zadanie polega na tym, aby przypuszczając, że potra-
fimy mierzyć na gruncie odległości dwu punktów i kąty między linijami, 
módz niektóre zadania, odnoszące się do miernictwa, rozwiązać przez za-
stosowanie funkcyj trygonometrycznych. 

220. Zadanie 1-sze. Zmierzyć icysolwśó wieży, ludynJcu, góry lub 
jahiego innego przedmiotu. 

Przy rozwiązywaniu tego rodzaju zadań przytrafić się mogą dwa 
przypadki: 1) albo podstawa przedmiotu zmierzyć się mającego jest przy-
stępna; 2) albo podstawa jest niedostępna. 
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Co do 1-go. Niech AB (fig. 53) będzie wysokością wieży, którą 
chcemy zmierzyć, a której podstawa B jest dla nas dostępna, a nadto 
grimt płaski, taki, że na nim mo-
żemy wymierzyć prostą poziomą 
BC. Jeżeli wymierzymy za po-
mocą łańcucha odległość jakąkol-
wiek punktu C, na powierzchni zie-
mi obranego, od podstawy wieży B, 
za pomocą zaś kątomiaru lub teo- ^ 
dolitu (ustawionego na podstawce ^ ---- ----
CD) zmierzymy kąt ADE, otrzy- C— 
mamy z trójkąta prostokątnego 
ADE odległość AE, do której 
dodając wysokość CD podstawy narzędzia, znajdziemy tym samym wyso-
kość wieży. I tak, jeżeli odległość C B = a , wysokość podstawy narzędzia 
CD Z, kąt zaś ADE — a, natenczas 

AB = Z 4- a tg a . 

Co do 2-go. Jeżeli podstawa wieży jest dla nas niedostępna, a grunt 
pozwala nam wymierzyć prostą poziomą ku podstawie wieży, wtedy na tej 
prostej obieramy dwa punkty G i D (fig. 54), mierzymy ich odległość 

Fig. 53. 

X—— - B 

Fig. 54. 

CD=zd, w tychże punktach ustawiamy teodolit i mierzymy kąty, jakie 
kierunki AE i A F tworzą z liniją poziomą. Jeżeli kąt AEG = a, 
A F G = p, natenczas z trójkąta AEF, mieć będziemy 

AE sinp sin [3 sinp 
E F sin E A F sin (A FG — AEG) " " sin (P — a) ' 
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s t ą d 

Lecz z trójkąta prostokątnego AEG-, mamy 

podstawiając zamiast AE powyższą wartość, znajdziemy 

dodając zaś do AG- wysokość podstawy narzędzia, znajdziemy wysokość 
wieży. 

Jeżeli podstawa wieży jest niedostępna, a grunt nie pozwala nam 
prowadzić linii poziomej ku podstawie wieży, wtedy wysokość wieży znaj-
dujemy sposobem wskazanym w następującym artykule. 

221. Niech będzie góra, której chcemy znaleść wysokość względem 
pewnej płaszczyzny poziomej. Obieramy na płaszczyźnie poziomej takie 

dwa punkty C i D, (fig. 55), 
abyśmy mogli wymierzyć odle-
głość między niemi, i takie, aby 
z nich można było celować do 
wierzchołka góry. W tych dwu 
punktach za pomocą kątomiaru 
wymierzamy kąty AEG, A E E 
i A E E , jakie kierunek AE 
tworzy z linijamipoziomemi GE 
i EE a kierunek AE z liniją 
EE. AYtedy będą nam wia-
dome kąt AEG = a, A E E ^ p , 

Z trójkąta AEE, mamy 

Z trójkąta zaś AGE, mamy 

z a t y m 

czyl i 

Znajdziemy zatym AG, a dodając wysokość podstawy narzędzia, znajdzie-
my wysokość góry. 
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222. Zadanie 2-ie. Wyznaczyć odległość punUu nieodostępnego 
od punMu dostępnego. 

Niech będzie potrzeba znaleść odległość punktu A (fig. 56) 
z drugiej strony rzeki się znajdującego, od punktu danego B z tej strony 
rzeki położonego. W tym celu wymie-
rzamy od punktu B jakąkolwiek pod-
stawę BC, lecz taką, aby z punktu 
C punkt A bj-ł widzialny; następnie 
za pomocą kątomiaru mierzymy kąty, 
jakie kierunki BA i CA tw^orząc z tą 
podstawą. Jeżeli kąt A B C = a, 
ACB — p, podstawa BC = a, naten-
czas z trójkąta ABC mamy 

AB: B C = s i n ACB: sin B AC, czyli 
AB : a = sin p : sin (a -f (i), Fig. 56. 

stąd AB a sin p 
sin (a 4" P) 

A, 

223. Znaleść odległość wzajemną dwu punUóic nieprzystępnych^ 
ale widzialnych. 

Niech A i B (fig. 57) będą dwoma nieprzystępnemi np. z drugiej 
strony rzeki względem nas znaj duj ącemi się punktami, których odległość 
chcemy wymierzyć. W tym 
celu wymierzamy podstawę CD 
= d i kąty jakie kierunki CA, 
CB, DA i DB tworzą z liniją 
CD, tudzież kąt ACB. Z trój-
kątów ACD i BCD, w których 
mamy bok CD i dwa kąty, znaj-
dziemy boki AC i CB; z trój-
kąta zaś ACB, w którym kąt 
ACB jest znany, boki zaś AC 
i CB znalezione rachunkiem, 
otrzymamy szukaną odległość 
AB. 
rachunek. 

C D 

Fig. 57. 

Pokażemy w jaki sposób w praktyce najprościej przeprowadza się 
Oznaczmy kąty trójkąta ABC przez a, p i Y, boki zaś odpo-

wiednie przez h i c, nadto odległość CD — d. Z trójkątów BOD 
i ACD, mamy 

r7.sinBDC . (Z. sin ADO 
sinOBD sinOAD 
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Z trójkąta ABC mamy 

o\ a — h ^ 1 

a jeżeli przez 9 oznaczymy taki kąt posiłkowy, aby 

tg tp = , natenczas 

tg - i - (a - p) tg (9 - 450) cotg - - Y-

Ze wzoru tg cp = z n a j d z i e m y kąt z ostatniego zaś kąt a — [3, a że 

znamy nam jest kąt a p, przeto znajdziemy kąty a i p. W końcu ze 
•wzoru 

a siny c = sma 

224. Zadanie 4:-te. 

znajdziemy bok c, czyli szukaną odległość dwu punktów A i B. 
Należy w tym zadaniu zauważyć, że koniecznym jest wymierzenie 

kąta ACB; kąt ten bowiem jest tylko wtedy równy różnicy dwu kątów 
ACD i BCD, gdy wszystkie punkty A, B, C i D znajdują się na jednej 
płaszczyźnie. 

Przez piinU dany na powierzchni ziemi na-
kreślić liniją róicnoległą, do linii nieprzy-
stępnej. 

Niech C (fig. 58) będzie danym punktem 
na j)owierzchni ziemi, liniją zaś niedostępną 
AB. Postępujemy drogą wskazaną w arty-
kule poprzedzającym, celem znalezienia kąta 
CAB, mianowicie obieramy podstawę CD, 
a następnie rachunkiem dochodzimy do wiel-
kości kąta CAB. Mając kąt CAB, będzie-
my mieli i kąt spełniający ACE, w kierunku 
ramienia CE tego kąta wytknięta linija bę-
dzie liniją szukaną. 
Przedłużyć daną prostą na poziomie jpo za 

przedmiot, niepozwalający nam widzieć jej przedłużenia. 
Niech AB (fig. 59) będzie daną prostą, którą chcemy przedłużyć 

po za przedmiot D (np. górę, las). Wymierzamy naprzód prostą AB, 
a następnie obieramy taki punkt E, abyśmy z niego mogli obserwować 
punkty A i B i mogli widzieć tę część powierzchni ziemi, na której przy-
padać będzie przedłużenie linii AB. W punktach A i B mierzymy kąty 

Fig. 58. 

225. Zadanie 5-łe. 
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E A B i EBA trójkąta ABE i obliczamy odległość AE; z punktu E 
wyznaczamy taki kierunek EC, któryby przecinał przedłużenie prostej 
A B po za przedmiotem 
D, to jest mierzymy kąt 
AEG, a jeżeli punkt C 
oznacza szukany punkt 
przecięcia się tego kie-
runku z przedłużeniem 
odcinka AB, wtedy z trój-
kąta ACE, w którym wia-
dome będą bok AE i kąty 
CAE i CEA potrafimy 
obliczyć o d l e g ł o ś ć EC, 
a tymsamym za pomocą łańcucha oznaczyć punkt C. Wyznaczając na-
stępnie taką liniję CF, aby z liniją EC tworzyła kąt ECF —AEC + CAE, 
będziemy mieli żądane przedłużenie prostej AB. 

Jeżeli linija AB jest niedostępna, wtedy za pomocą odpowiednio do-
branej podstawy obliczamy elementy trójkąta ABE, w sposób wskazany 
w zadaniu trzecim. 

Niekiedy przy rozwiązywaniu tego rodzaju okazuje się potrzebnem 
wprowadzenie nie jednego, lecz kilku takich punktów pomocniczych, 
jak punkt E. 

226, Mając dane trzy punkty na gruncie A, B, C, wyznaczyć taki 
punlit czwarty ii/, aly odleghści AB i BC hyły widziane z tego punktu 
pod Jcątami danemi (tw. Pothenota, podług autorów niemieckich Snelliusa). 

Fig. 59. 

Al 

Niech będą dane trzy punkty A, B, C (fig. 60) na powierzchni ziemi; 
chcemy wyznaczyć czwarty punkt M taki, aby kąt AMB był równy dane-
mu kątowi a, kąt zaś BMC był równy danemu kątowi p. Niech AB=:: a, 
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BC = l)\ weźmy za niewiadome kąty MAB = x i MCB — y. Z trój-
kątów A MB i CMB, mamy 

stąd 

Jeźeli oznaczymy przez cp taki kąt posiłkowy, aby 

natenczas mieć będziemy = tg cp, stąd 

Oznaczając przez w kąt ABC będziemy mieli 

zatym 

Za pomocą tego wzoru, obliczymy kąt — y), a że kąt \{sc Ą- y) jest 
A A 

wiadomy, przeto będziemy znali oba kąty x i y, które wyznaczać nam 
będą szukany punkt M. 

Rozważmy teraz szczególne przypadki, jakie przy rozwiązaniu tego 
zadania zajść mogą. 

Jeżeli jeden z czynników wyrażenia tg (a; — y) jest zerem, gdy 
a 

'drugi nie jest nieskończenie wielkim, kąty x iy będą ró-oTie. Lecz, gdy 
drugi czynnik jest nieskończenie wielkim podczas, gdy pierwszy jest zerem 
wyrażenie tg (a; — y) przyjmuje kształt . Można łatwo okazać, że A O 
zadanie w tym razie jest nieoznaczone. Jakoż, żeby czynnik 
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był nieskończenie wielkim, potrzeba, aby 
a + p + w; = 180O, 

a to jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby czworokąt 
A B CM był wpisany w koło. Zatym w tym przypadku dwa odcinki kół, 
obejmujące kąty a i p, których przecięcie wyznacza punkt M, należą do 
tegoż samego okręgu koła. Następnie czynnik tg — 45®) jest w tym 

. , , , h « 1 h . a razie zerem, lakoz, mamy tg 9 — . ^ : lecz . . 1 —: są sre-
' ' J O T sm p sm a sm p sm a 

dnicami kół opisanych na trójkątach ABM i BCM, a ponieważ te koła 
są jednym kołem, przeto tgcp = 1, zatym cp — 45 i tg (cp — 45*̂ ) = 0. 

2 2 7 . SPKOWADZENIE KĄTA DO PRAWDZIWEGO JEGO WIERZCHOŁKA. 

Przy pomiarach gieodezyjnych często się przytrafia, iż chcąc wymie-
rzyć kąt jaki, nie możemy ustawić narzędzia w wierzchołku tegoż kąta, 
z przyczyny, że w jego wierzchołku znajdują się pewne przeszkody, jak 
np. drzewo, wieża, krzyż, budynek i t. p., w tego rodzaju wypadkach obie-
ramy stanowisko dogodne, o ile można jak najbliżej położone wierzchołka 
kąta wymierzyć się mającego i wymierzamy w tym nowym stanowisku kąt. 

B A B A 

\J/ V 

c o 
Fig. 61a. 

Kąt ten nie będzie dawał rzeczywistej wielkości kąta, tylko wielkość przy-
bliżoną, skutkiem czego zajdzie potrzeba znalezienia różnicy, jaka za-
chodzić może między kątem wymierzonym, a jego wielkością rzeczywistą. 
Sposób znalezienia tej różnicy zowie się s p r o w a d z e n i e m k ą t a do środ-
ka, czyli do jego wierzchołka rzeczywistego (Keductio anguli ad centrum). 
Niech będzie kąt ACB (fig. ̂ t ) , którego wielkość chcemy wymierzyć, ale 
w jego wierzchołku nie możemy ustawić kątomiaru, "W tym razie obie-
ramy o ile można najbliżej wierzchołka punkt O, i taki, w którym może-
my ustawić narzędzie i zmierzyć kąt A OB, W obecnym zadaniu chodzi 
o to, w jaki sposób z wymierzonego kąta AOB można obliczyć kąt ACB 
z dostatecznym przybliżeniem. Oznaczmy przez i v kąty OAC i OBC 
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a przez I punkt przecięcia się ramion AC i BO, Jeżeli punkt O weźmie-
my zewnątrz kąta ACB (fig. 61a), mieć będziemy z trójkątów lAO i IBC, 

kąt AIB O + C 4- V, stąd 
C = O -}- IX — V. 

Aby więc mieć kąt szukany C, trzeba do wymierzonego kąta O dodać ró-
żnicę [J. — V, która może być dodatna lub ujemna, a nawet równa zeru, 
gdy punkt O znajduje się na okręgu koła opisanym na trójkącie ABC. 
Jeżeli punkt O obierzemy między przedłużeniami ramion kąta ACB 
(fig. będziemy mieli 

kąt AIB = 0 + iJL = C - v , stąd 
C : = 0 + {1 V. 

w tym razie poprawka jest dodatna i równa się summie kątów [i i v. 
Nareszcie, gdy punkt O obrany został wewnątrz trójkąta ABC po-

prawka będzie ujemna — + v). 
Starajmy się teraz pokazać, w jaki sposób możemy znaleść kąty [A i v. 

Oznaczmy dla skrócenia boki trójkąta ABC odpowiednio przez a, b, c, zaś 
przez d odległość OC; z trójkątów OCA i OCB, będziemy mieli 

sin{x sinAOC sinv sin BOC 
~~ I) ' ' ~ a ' 

Ponieważ zaś kąty ji i v są bardzo małe, przeto w miejscu ich wstaw mo-
żemy wziąć długości łuków, tymże kątom odpowiadających, to jest poło-
żyć (art. 145-ty) 

i będziemy mieli 

a = 206265 . ~ sin AOC, v 206265 . — sin BOC. 
h « 

Zatym jeżeli poprawkę, którą trzeba dodać do kąta wymierzonego, aby 
otrzymać kąt rzeczywisty, oznaczymy przez s ,̂ będzie 

. . . . . ^TsinAOC sin BO C e, 206265 . cZ , L h a . 

Kąty AOC i BOC otrzymamy za pomocą kątomiaru, za sprawdzenie służyć 
będzie kąt O; co się tyczy boków a i to albo takowe wymierzymy, albo 
też mogą być nam wiadome z rachunku, jeżeli, jak to się zdarza przy 
pomiarach, stanowią boki innych trójkątów, które rachunkiem znaleźliśmy. 
Zwrócić należy uwagę, że przy obliczaniu e,, w z ó r powyższy nie nadaje 
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się do rachunku logarytmami, uczynimy go jednak dogodnym do rachun-
ku logarytmami, jeżeli wprowadzimy takie dwa ką,ty posiłkowe cp i aby 

sinAOC , sinBOC , , 

mamy bowiem wtedy 

coscp COStp 

PEZYKŁADY. 

1) Znaleść odległość punktu, na poziomie się znajdujiłcego, od przed-
miotu pionowego, jeżeli z dwu punktów tegoż przedmiotu możemy obserwować 
tenże punkt na poziomie sig znajdujący. 

Jeżeli odległość punktów, z których obserwujem punkt na poziomie, ozna-
czymy przez (/, a przez d i d' kąty, jakie tworzą kierunki od punktów obser-
Avowanych do punktu na poziomie z kierunkiem pionowym, odległość szukana 

d sin d sin d' 

~~ sin (d — d') ' 

2) Znaleść promień wieży niedostępnej. Wymierzamy podstawę do-
wolną równą d i kąty a i a' p i P', jakie tworzą kierunki z końców tej podsta-
wy poprowadzone stycznie do wieży, z tąż podstawą. Szukany promień wie-

^ 8 i n - i ( a — a ' ) sin i + 
= ^^^ . 

sin _ (a + a' + p + p') 

3) Z wierzchołka wieży, której wysokość h j e s t wiadomą, a nadto od-
ległość a wieży od brzegu rzeki, mierzymy kąt a pod jakim z wierzchołka wieży 
widzimy szerokość rzeki; znaleść szerokość rzeki 

a 4" /i tg a 
X =: h a. 

h — a tg a 
4) D w u obserwatorów, znajdujących się w odległości a, obserwują jedno-

cześnie balon znajdujący się w powietrzu na jednej płaszczyźnie pionowej 
obu obserwatorów. Obaj obserwatorowie w jednej i tej samej chwili mierzą 
kąty wyniesienia się balonu nad poziom. Znaleść odległość balonu od każdego 
z obserwatorów, tudzież wzniesienie balonu nad poziom. 

5) Z balonu obserwujemy spodki dwu budynków, znajdujących się na 
tej samej płaszczyźnie poziomej, a których odległość a j e s t nam znana, nadto 
mierzymy kąt 

a, jaki tworzą z sobą kierunki, idące od oka obserwatorów do 
tychże spodków, tudzież kąty d i S', jakie też kierunki tworzą z kierunkiem pio-
nowym idącym na dół; znaleść wzniesienie sią balonu nad poziom 
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a sin S sin 3' 

sin^ § sin'̂  6' — 2 sin 5 sin cos a 

6) Z trzech stanowisk A, B i C, położonych na jednej prostej w ten spo-
sób, że AB = a, BC = h, mierzymy kąty a, p i Y wysokości wierzchołka bu-
dynku. Znaleść wysokość budynku 

2 a 6 (a 6) sin^ a sin^ ^ sin^ y 
a sin2 a sin - f y) sin (P — y) — l, sin^ y sin (a + P) sin (a — P) ' 

7) Na jednej płaszczyźnie poziomej stoją dwie wieże A i B, z których 
pierwszej znana nam jest wysokość h. Z wierzchołka wieży drugiej, na której 
się znajdujemy, mierzymy kąty: Of, jaki tworzą dwa kierunki idące od naszego 
oka do wierzchołka i spodka wieży pierwszej, nadto kąt p, jaki tworzy drugi 
kierunek z prostopadłą, spuszczoną od naszego oka do płaszczyzny poziomej. 
Znaleść wysokość drugiej wieży i wzajemną odległość obu wież. 

Wysokość = + 
s m a 

odległość = Asin (a + P). 

8) Na płaszczyźnie poziomej spodka H wieży H S mierzymy prostą A B 
tudzież kąty BAH = a, ABH = p, SAH rrz Y i SBH = d. Znaleść wysokość 
wieży i wyprowadzić związek, jaki wtedy istnieć winien między kątami a, y i 8 

a sin a , j, „ as inp 
tg 5 albo ^ — t g Y, 

sin (a 4- p) sin (a + P) 

związek zaś sin a tg S m sin p tg y. 

9) Znaleść szerokość rzeki AB, jeżeli na przedłużeniu AB od jakiego-
kolwiek punktu C możemy wymierzyć pod kątem a, nachylonym do linii AB, 
prostą CD = a, a z punktu D kąty CDB = p i CDA = y. 

a sin a sin (y — P) 
sin (a + P) sin (a + Y) ' 

10) Z ulicy prostej wychodzi na lewo pod kątem 30" ulica boczna,. 
w odległości zaś wiorsty wychodzi druga ulica na prawo pod kątem 60®. 
Na pierwszej z tych ulic bocznych w odległości 4 wiorst od początku tej ulicy 
znajduje się budynek A, na ulicy zaś drugiej w odległości 2h wiorst budynek B. 
Znaleść odległość tych dwu budynków 

a; = 4 ,2258 wiorst. 
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ROZDZIAŁ I. 

WZORY ZASADNICZE TRYGONOMETRYI KULISTEJ. 

PRZEDMIOT TRYGONOMETRYI KULISTEJ. 

1. "W trójkącie kulistym, podobnie jak w płaskim, mamy do roz-
ważania sześć elementów, mianowicie trzy boki i trzy kąty. Boki trój-
kąta kulistego są, jak wiadomo, łukami kół wielkich, na kuli nakre-
ślonych i zazwyczaj wyrażają się w zwykłej mierze kątów t. j. w stopniach, 
mmutach i sekundach. Długość tych boków bardzo łatwo jednak znaleść 
potrafimy z wiadomej ich miary teoretycznej i długości promienia kuli. 
Jakoż, na zasadzie proporcyjonalności kątów względem łuków, im odpo-
wiadających, mamy 

2 7rr 
d ł u g o ś ć ł u k u k ą t a a« = — — a = 0 , 0 1 7 4 5 3 2 9 2 5 a r , 

obu 

długość łuku kąta a' = o n f « == 0 , 0 0 0 2 9 0 8 8 8 2 a r , 
ooO X oO 

d ł u g o ś ć ł u k u k ą t a a" = ^^ a = 0 , 0 0 0 0 0 4 8 4 8 1 a r , 
^ ^ 3 6 0 X 6 0 X 6 0 ' ' 

Wiemy, że trójkąt kulisty jest wyznaczony, gdy mamy dane trzy 
któregokolwiek jego elementy, to jest, że mając trzy któregokolwiek ele-
menty, możemy przez wykreślenie znaleść pozostałe elementy. Lecz wy-
kreślenia te nie dają się wykonać z dostateczną ścisłością, a przezto pro-
wadzą nas jedynie do wypadków przybliżonych. Dla uniknienia niedokła-
dności w otrzymywaniu drogą gieometryczną elementów trójkąta kuliste-
go, podobnież jak przy szukaniu elementów trójkąta płaskiego, sta-
ramy się otrzymywać wypadki za pomocą rachunku. 

Znalezienie za pomocą rachunku z trzech elementów trójkąta kuli-
stego pozostałych jego elementów zowie się r o z w i ą z a n i e m t r ó j k ą t a 
k u l i s t e g o . 

Bibl. mat,-fiz., S. III, T . VI. 1 8 
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AYykazanie związków, jakie zachodzą między kątami i bokami trój-
kąta kulistego, a następnie zastosowanie icli do rozwiązywania trójkątów 
kulistych, jest przedmiotem T r y g o n o m e t r y i k u l i s t e j . 

Rozważać będziemy tylko takie trójkąty kuliste, których boki są 
mniejsze od 180°. Wtym razie, jeżeli ABC jest trójkątem kulistym nakre-
ślonym na kuli, której środkiem jest punkt O, natenczas z połączenia 
IDunktu O z wierzchołkami trójkąta kulistego utworzy się nam kąt bryło-
wy, którego kąty płaskie i kąty dwuścienne będą odpowiednio równe bo-
kom i kątom trójkąta kulistego. Przy wyprowadzaniu związków między 
bokami i kątami trójkąta kulistego oznaczać będziemy jego kąty literami 
greckiemi a, [3, y, boki zaś im odpowiednie literami łacińskiemi a, h, c. 

ZWIĄZKI MIĘDZY KĄTAMI I BOKAMI TRÓJKĄTA KULISTEGO. 

2. Twierdzenie 1-sze. W trójkącie Jculistym dostaiva jednego z jego 
hoJców jest róiona iloczynowi dostaw pozostałych hoMw, ztvi§Jcszonemu o ilo-
czyn icstaw tychże hoTców i dostawy hąta między temiz hohami zatcartego. 

Niech będzie trójkąt kulisty ABC, nakreślony na kuH, mającej śro-
dek O i promień równy jedności (fig. 1). Połączmy wierzchołki trójkąta 
kulistego ABC ze środkiem kuli O, w punkcie A poprowadźmy styczne AS 
i AR do boków AC i AB trójkąta kulistego, kąt zawarty między temi sty-
cznemi będzie miarą kąta BAC trójkąta kulistego czyli kąta a. Z punktu 
C na płaszczyźnie AOC spuśćmy prostopadłą CH na promień OA, niech H 

\ c 

/ 
Fig. 1. Fig. la. 

będzie spodkiem tej prostopadłej. Jeżeli na płaszczyźnie AOC kierunek 
OA weźmiemy za kierunek początkowy kątów, kierunek zaś od A do C za 
kierunek dodatny kątów, wstawa boku AC, czyli kąta AOC to jest sin& 
będzie dodatna, gdyż bok AC jest mniejszy od 180° i będzie równa + HC, 
gdy HC przypada w kierunku AS, który przyjmujemy za dodatny. Co 
się tyczy dostawy tegoż boku, to jest cosh będzie ona równa + OH lub 
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— OH, stosownie do tego czy postępujemy od punktu O do H, w kierunku 
OA czyteź wprost przeciwnym. To w-iedząc, szukajmy rzutów na liniją, 
OB linii OCj tudzież linii łamanej OHO. Na zasadzie twierdzenia o rzu-
tach oba rzuty będą równe, to jest będziemy mieli 

rzut 0 0 = rzut OH + rzut HO. 

Lecz, rzut 0 0 = 1. cos a = cos a, 

rzut OH cos h cos (OA, OB) = cos h cos c, 

rzut HO = sin h cos (HO, OB) = : sin h cos (AS, OB), 
mamy zatym ^ ^ 

(1) cos a = cos & cos c + sin & cos (AS, OB). 
Spuśćmy z wierzchołka B prostopadłą B K na promień OA, niech 

K będzie spodkiem tej prostopadłej. Jeżeli na płaszczyźnie AOB kieru-
nek OA weźmiemy za kierunek początkowy kątów w płaszczyźnie AOB, 
kierunek zaś od A do B za kierunek dodatny kątów, a tymsamym i łuków 
im odpowiadających, natenczas wstawa boku AB t. j. sine będzie równa 
KB, dostawa zaś tegoż kąta czyli boku AB t. j . cosc będzie równa OK. 
Jeżeli teraz weźmiemy rzuty na liniją AS, tak linii OB, jak i linii łama-
nej OKB, mieć hędziemy 

rzut OB = rzut OK + rzut KB. 

rzut OB = 1. cos (AS, OB) = cos (AS, OB) 

rzut OK = cos c cos (OA, AS) = O, 

rzut K B = sin c cos (KB, AS) = sin c cos a, 
mamy zatym 

cos (AS, OB î = sin c cos a. 

podstawiając tę wartość w równanie (1), otrzymamy 

(2) cos a = cos & cos c -j- sin 6 sin c cos a. 
Jeżeli powyższe dowodzenie zastosujemy do pozostałych boków trój-

kąta kulistego, otrzymamy wzory na cos h i cos c. Tym sposobem przy-
chodzimy do następujących trzech związków 

cos a ~ cos 1) cos c sin h sin c cos a, 
'(3) cos 1) =r cos a cos c sin a sin c cos p, 

cos c = cos a cos & -f- sin a sin h cos 
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Ponieważ trójkąt kulisty jest wyznaczony, gdy dane są trzy z sześciu 
jego elementów, przeto między temi elementami istnieć mogą, jedynie trzy 
różne od siebie związki. Równania powyższe są różne od siebie i żadne 
z nich nie daje się wyprowadzić z pozostałych. Z tej uwagi wynika, że 
wszystkie inne związki, jakie otrzymać możemy między sześciu elementami 
trójkąta kulistego, dają się wyprowadzić z wzorów (3) za pomocą prze-
kształceń algiebraicznych; z tego powodu wzory powyższe zowią się wzo-
r a m i z a s a d n i c z e m i trygonometryi kulistej. 

3. Dowód powyższy oparty na teoryi rzutów jest ogólny. Podamy 
obecnie drugi dowód, pozornie prostszy od poprzedzającego, ale nie tak 

ogólny, gdyż wymaga pewnych uzu-
pełnień. 

Niech ABC (fig. 2) będzie trój-
kątem kulistym, nakreślonym na po-
wierzchni kuli o promieniu równym je-
dności i niech O będzie środkiem tej 
kuli. 

Przypuśćmy naprzód, że boki AB 
i AC są mniejsze od 90". Połączmy 
wierzchołki trójkąta kulistego, ze środ-

jojg. 2. l̂ i®^ l̂ uli i poprowadźmy w wierzchołku 
A styczne AD i AE do boków AB i A( J 

trójkąta kulistego i przedłużamy je aż do przecięcia się z przedłużeniami 
promieni OB i OC, niech D i E będą punktami przecięcia się. Mamy 
AD = tgc, OD = secc, A E ^ t g J , 0 E = sec6, D A E ^ a , DOE=r«. 
To wiedząc, z trójkątów DAE i DOE, otrzymamy 

DE2 + _ 2 AD. AE cos DAE, 

DE^ = 01)2 4- 0E2 — 2 OD. OE cos DOE. 
Z porównania tych wyrażeń otrzymamy 
2 OD. OE cos DOE OD^ — AD^ -f OE^ — AE^ -f 2 A D . AE cos DA E; 
podstawiając powyższe wartości i pamiętając, że 

0D2 — AD2 = 0E2 — AE2 = 1, 
mieć będziemy 

sec 6 sec c cos a = 1 -}- tg 6 tg c cos a. 
Mnożąc obie strony tego równania przez cos h cos c, otrzymamy 

cos a = cos h cos c -f sin & sin c cos a, 
przychodzimy więc do szukanego wzoru, ale w założeniu że boki i i c są 
mniejsze od 90®. 
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Fig. 3. 

Dajmy teraz, źe o OO"̂, a & < 90®, przedłużmy boki BA i BC 
(fig. 3) aż do przecięcia się w punkcie B', przez co otrzymamy trójkąt 
AB'C, z którego oznaczając AB'=c' , CB'=:a', 
otrzymamy na zasadzie dowodzenia w przy-
padku poprzedzającym 

cos a' = cos h cos c' + sin 6 sin c' cos BAC, 
albowiem boki c' i 5 są mniejsze od 90°. Pod-
stawiając zamiast a', c' i B'AC ich wartości 
180» — a, 180" — c, 180° — a i zmnieniając 
znaki, otrzymamy 

cos a cos b cos c sin b sin c cos a. 

Dajmy wreszcie, źe 7 ;> 90° i c > 90", prze-
dłużmy boki AB i AC (fig. 4) aż do przecięcia się 
w punkcie A'. Jeżeli założy A'B=:c ' z trój-
kąta CBA', w którym boki A'C i A'B są mniejsze od 
90°, otrzymamy 

cos a — cos b' cos c' -f- sin b' sin c' cos BA'C, 
a podstawiając za b', ć i BA'C ich wartości 180° — b^ 
180" — c, a przyjdziemy do ^ ł̂;oru 

cos a — cos b cos c -f sin & sin c cos a. 

Przyszliśmy więc do szukanego wzoru, który 
ma miejsce dla Avszelkich trójkątów kulistych. 

4. Twierdzenie 2-gie. W trójlcącie hulistym, wstaioy jego bolców są 
proporcyjonahie względem wstaw Jcątów im przeciwległych t.j. 

sin 6 
sinp (1) 

sina smc 
sina smY 

Związki te dają się łatwo wyprowadzić z wzorów (3), art. 2-gi. 
sin a sin b 

Dajmy, że chcemy naprzód dowieść, że Zważmy, że to 
sina sinp 

równanie jest niezależne od boku c i kąta Y, przeto żeby je otrzymać, po-
trzeba z równań (3) art. 2-go, wyrugow^ać bok c i kąt 7. Ponieważ dwa 
])ierwsze równania są niezależne od kąta YJ przeto dostatecznym będzie 
Avyrugować z tych równań bok c. Dodając i odejmując od siebie dwa 
pierwsze równania (3) art. 2-go stronami odpowiedniemi znajdziemy 

(cos a 4- cos 6) (1 — cos c) = sin c (sin 5 cos a + sin a cos P), 

(cos a — cos 6) (1 -f cos c) = sin c (sin h cos a — sin a cos [3). 
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Mnożąc te równania stronami odpowiedniemi i pąmiętając, że 
, mieć będziemy 

czyli nakoniec 

Ponieważ boki a, h, tudzież kąty a i p trójkąta kulistego są zawarte mię-
dzy O i 180®, przeto ich wstawy są dodatne, wyciągając zatym pierwiastki 
z obu stron powyższego równania znajdziemy 

Z powyższego twierdzenia wynika, źe w trójkącie kulistym stosunek 
wstawy boku do wstawy kąta przeciwległego jest stały. Stosunek ten 
zowie się m o d u ł e m trójkąta kulistego. *) 

Tego ważnego twierdzenia możemy także dowieść wprost. Jakoź^ 
niech będzie trójkąt kulisty ABC (fig. 5); połączmyjego wierzchołki xl, B, C 

ze środkiem kuli, z wierzchołka C spuśćmy 
prostopadłą CH na płaszczyznę, przecho-
dzącą przez bok AB i środek kuli O, ze 
spodka H tej prostopadłej spuśćmy prosto-
padłe H K i H L na promienie O A i OB,. 
Avreszcie połączmy punkty K i L z wierzr 
chołkiem C. Według znanego twierdzenia 
ze Stereometryi CK i CL będą odpowie-
dnio prostopadłe do OA i OB; kąty zatym 
CKH i CLH będą miarami kątów dwu-

ściennych BOAC i AOBC lub też spełnieniami kątów, będących miarą 
kątów dwuściennych, stosownie do tego, czy te kąty oba są ostre, czyteź 
jeden z nich rozwarty. AV obu razach z trójkątów CHK i CHL, otrzy-
mamy 

> 
lecz CK = sin6, CL = sina, albowiem wstawy tych kątów są dodatne; 
zresztą sin CKH jest równa sina, jeżeli a jest kątem ostrym, zaś 

*) Bretschneider, Jouriial Crellego, t. XIII, str. 85. 
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sin (180® — a) także równe sina, gdy a jest kątem rozwartym; podobnież 
sin CLH = sinp, w każdym więc przypadku, mamy 

sin h sin a = sin a sin p, zatym 

sina sin/!> 
sina sinp 

5. Z układów równań (3) art. 2-go i (1) art. 4-go, możemy wypro-
wadzić bardzo wiele związków, użytecznych przy rozwiązywaniu trójkątów. 

I tak, dajmy, że chcemy znaleść związek między dwoma bokami 
trójkąta kulistego, kątem, między niemi zawartym, i kątem, jednemu z bo-
ków przeciwległym, to jest np. między T i o'-? ^ celu z układów 
przytoczonych, należy wyrugować bok c i kąt p. Uważmy, że równanie 
pierwsze i trzecie układa (3) art. 2-go są niezależne od p; do równania 

s i n ^ _ również nie wchodzi kąt p; znalezienie więc szukanego 
sin a sm 7 

związku sprowadza się do wyrugowania z tych trzech równań boku c. 
Podstawiając w równanie pierwsze układu (3) art. 2-go, zamiast cos c wy-
rażenie z równania trzeciego tegoż układu, zamiast sine wyrażenie 
sin a sin Y . , otrzymamy sma ' 

. 7 sin Y 

cos a = cosh (cos a cos h + sin a sin h cos Y) + sm a sm 0 - cos a, 

czyli cos a sin'-' & = cos & sin a sin h cos 7 + sin a sin h sin 7 cotg a, 

z podzielenia obu stron tego równania przez sina s ino t r zymamy 

(1) cotg a sin t cos & cos 7 + sin 7 cotg a, 
to jest szukany zAviązek, 

6. Związek ten, w kształcie powyżej przedstawionym nie jest łatwy 
do zapamiętania, możemy go jednak przekształcić na inny, dzieląc przez 
cos 6 cos 7 i przenosząc wyraz ostatni na pierwszą stronę równania, wsku-
tek czego otrzymamy 

Cl̂  — 1 cotgg 1 _ 
^ ^ cotg h ' cos 7 cotg 7 ' cos & ' 

a jeżeli zauważymy, że w trójkącie kulistym elementy a, 7, a po sobie 
bezpośrednio następują, wzór powyższy możemy wysłowić jak następuje: 

W trójkącie kulistym stosunek dostycznych dwu toków podzielony 
przez dostawy kąta miedzy niemi zawartego, zmniejszony stosunkiem do-
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stycmych dwu hątów loziętych w porządku odwrotnym, podzielonym przez 
dostyczną hoku między niemi zawartego, jest równy jedności. 

7. "W" podobny sposób jak w art. 6-ym możemy wyprowadzić inne 
wzory między każdemi dwoma bokami trójkąta, kątem, między niemi za-
wartym i kątem, jednemu z boków przeciwległym, w ten sposób otrzyma-
my łącznie ze związkiem (1) art. 6-go sześć następujących związków 

8. Postarajmy się teraz znaleść związek między jednym z boków 
trójkąta kulistego a trzema jego kątami. Do tego celu przyjdziemy, je-
żeli z wzorów (3) art. 2-go i wzorów (1) art. 4-go postaramy się wypro-
wadzić związek do którego nie wchodziłyby dwa boki trójkąta. W tym 
celu podstawmy w dwa pierwsze równania układu (3) art. 2-go, wyrażenie 
cos c z równania trzeciego tegoż układu, mieć będziemy 

czyli 

Upraszczając te równania i postawiając zamiast sina, s in j , sine, 
liczby względem nich proporcyjonalne, z równań (1) art. 4-go otrzymamy 

Pozostaje nam wyrugować z tych równań bok h, do tego dostate-
cznym będzie podstawić w równaniu pierwszym zamiast cos h sin a wyraże-
nia, otrzymane z równania drugiego, przez co otrzymamy 

czyli 

n stąd 
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W podobny sposób znajdziemy wartości cos^ i cosy. 
Zatym przychodzimy do następującego układu równań; 

( i ) 

9. Wzory, wyprowadzone w poprzedzającym artykule, dają się bar-
dzo prosto otrzymać za pomocą trójkąta biegunowego. Każdemu trójką-
towi kulistemu odpowiada trójkąt spełniający czyli tak zwany biegunowy. 

Trójkątem biegunowym danego trójkąta kulistego nazywamy taki 
trójkąt kulisty, którego boki są spełnieniami kątów trójkąta danego, kąty 
zaś spełnieniami boków tegoż trójkąta danego i nawzajem. Jeżeli więc 
przez a, 6, c, a, p, Y oznaczymy elementy trójkąta kulistego danego, a przez 
a\ b', c\ a', p', Y' odpowiednie elementy jego trójkąta biegunowego, naten-
czas mieć będziemy 

Gdy do trójkąta biegunowego zastosujemy twierdzenie art. 2-go 
mieć będziemy 

a jeżeli zamiast a '6 ' , c', a', [3'i podstawimy ich wartości 180» — a , 
180® — P, i t. d., otrzymamy 

10. Układ równań (3) art. 2-go pozwala nam znaleść kąty trój-
kąta, gdy dane są trzy jego boki. Wzory te jednak nie są dogodne do 
rachunku logarytmami, dlatego też postaramy się przekształcić je na inne. 

Jeżeli w równaniu pierwszym układu (3) art. 2-go zamiast cos a, 

podstawimy 2 cos^ i a — 1, otrzymamy 
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stąd 

czyli 

a stąd 

Jeżeli połowę obwodu trójkąta oznaczymy przez 

p, natenczas ~ { h c — a) — ii —a, a wzór powyższy przyjmie kształt 
A 

podobnież 

Jeżeli teraz w pierwszym wzorze układu (3) art. 2-go zamiast cos a 

weźmiemy otrzymamy 

a stąd 

czyli 

Jeżeli założymy < > i zważymy, że podobne wzory otrzy-

mać możemy na znajdziemy 
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(2) 

Jeżeli równania (2) podzielimy stronami odpowiedniemi przez ró-
wnania układu (1) przyjdziemy do następujących wzorów 

( 3 ) 

Jeżeli wzory (3) podzielimy przez siebie stronami odpowiedniemi 
a z ilorazów wyciągniemy pierwiastki kwadratowe, otrzymamy 

( 4 ) 

A jeżeli dla skrócenia położymy 

( 5 ) 

wzory (3) możemy napisać w kształcie następującym 

(6) 

11. Wzory, wyprowadzone w poprzedzającym artykule, pozwalają 
za pomocą logarytmów znaleść kąty trójkąta, gdy dane są trzy jego boki. 
Eównania te jednocześnie obejmują warunki, aby z trzech boków można 
było utworzyć trójkąt kulisty. Jakoż, w równaniach (1) pierwsze strony 
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są dodatne, przeto i drugie powinny być dodatne; źe zaś boki trójkąta 
kulistego są niniejsze od 180®, przeto mianowniki prawych stron są do-
datne; aby więc drugie strony równań (1) były dodatne potrzeba, aby ich 
liczniki były dodatne. Ponieważ liczniki składają się z dwu czynników, 
przeto oba czynniki i)owiiiny być jednakowego znaku, albo oba dodatne, 
albo oba ujemne. Drugie przypuszczenie nie może mieć miejsca, bo 
wtedy powinno być p mniejsze od zera, co być nie może. Pozostaje nam 
więc rozebrać pierwszy jjrzypadek, gdy oba czynniki są dodatne, prowa-
dzący do następujących nierówności 

a stąd 

to jest w trójkącie kulistym summa trzech jego boków jest mniejsza od 
okręgu koła, nadto, summa każdych dwu boków jest większa od boku 
pozostałego. Stąd podobnie jak w trójkącie płaskim wypada, że każdy 
bok trójkąta kulistego, jest większy od różnicy dwu boków pozostałych. 

Jeżelibyśmy we wzorach (4) założyli a ~ h , natenczas na zasadzie 

pierwszego z tych równań, mieć będziemy 

to jest w trójkącie równoramiennym kąty przeciwległe bokom równym są 
równe. Jeżeli a — h= .c , natenczas a = p = Ył ^o j^st trójkąt kulisty 
równoboczny jest rówriokątny i nawzajem. 

12. Za pomocą równań (1) i (2) art. 10-go możemy wyrazić wstawę 

kąta przez trzy jego łioki, ponieważ bowiem f 
przeto 

podobnież 

(1) 

Jeźeli dla skrócenia położymy 

(2) 
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natenczas 

( 3 ) 

lii. Wzory (1) artykułu 8-go możemy także przekształcić na 
inne, dogodne do rachunku logarytmami, w sposób podany w art. 11-ym, 
alboteź wprost stosując wzory (1) i (2) art. 10-go do trójkąta bieguno-
wego A'B'C' . 

Jeżeli założymy — (a - } - P + Y) = P? i zwrócimy uwagę na wła-

sności trójkątów biegunowych, mieć będziemy: 

a'następnie zastosujemy wzory (1) i (2) art. 10-go do trćjkąta bieguno-
wego, którego elementami są b', c\ a', p', Y', otrzymamy dwa układy 
równań 

(2) 
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(2) 

Z równań zaś (1) i (2), otrzymamy 

( 3 ) 

Z tych równań otrzymać możemy wzory na wstawę boków a, c, 
mianowicie: 

( 4 ) 

Jeżeli dla skrócenia położymy 

( 5 ) 

(6) 

wzory na styczną połowy boku i wstawę boku trójkąta kulistego możemy 
przedstawić w kształcie następującym 

( 7 ) 

(8) 

Wreszcie z równań (3) otrzymamy następujące związki 

<9) 
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W każdym więc trójkącie kulistym styczne połowy jego boków są 
proporcyjonalne do dostaw przewyźki połowy summy kątów nad kąt 
przeciwległy temuż bokowi. 

14. Wzory, wyprowadzone w poprzedzającym artykule, obejmują 
znane własności kątów trójkąta kulistego. Jakoż, ponieważ w równa-
niach (2) pierwsze strony są dodatne, przeto i drugie strony winny być 
dodatne; że zaś kąt trójkąta kulistego nie może być większy od 180", 
przeto mianowniki drugich stron tych równań są dodatne, aby więc drugie 
strony równań (2) były dodatne, potrzeba, aby liczniki były dodatne, co 
wymaga, aby czynniki w licznikach były różnych znaków. Aby czynniki 
liczników były różnych znaków, potrzeba, aby: albo 90" < ; P < 270", 
a zarazem P — a < 90", P — [3<90" i P — Y < 90"; alboteż P < 90", 
a zarazem 90" <r P — a < 270", 90" < P — p < 270" i 90" < P — y < 2 7 0 " . 
Ostatnie przypuszczenie jednak nie może mieć miejsca, gdyż mielibyśmy 
wtedy 

czyli a -f p -f- Y > 540" co się sprzeciwia założeniu. Pozostaje więc nam 
rozebrać przypuszczenie pierwsze to jest: 

z nierówności tych po podstawieniu zamiast P jego wyrażenia 
wynika 

Mamy zatym 1) iv trójkącie kulistym summa trzech jego kątów jest 
iviększa od dwu kątów prostych, a mniejsza od sześciu kątów prostych; 2) ró-
żnica między summą dwu kątów, a kątem trzecim jest mniejsza od dwu 
kątóiv prostych. 

Jeżeli we wzorach (9) założymy a = : p , wtedy będziemy mieli 

a tymsamym a = to jest w trójkącie kulistym o dwu 
kątach równych, hoki im przeciwległe są równe. 

Jeżeli a = pr=Y> natenczas a —h = c, to jest trójkąt kulisty równo-
kątny jest jednocześnie trójkątem równohocznym. 

Jeżeli w tychże wzorach 
stąd wj^ada, 

to jest w trójkącie kulistym, w którym 

jeden kąt jest tciększy od drugiego, hok przeciwległy pierwszemu kątowi bę-
dzie większy od hoku przeciwległego kątowi drugiemu. Podobnież, gdy 
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a stąd 

90° będzie 
czyli a > p, to jest w trójkącie kulistym, w którym jeden hok jest loiękssy 
od drugiego, kąt przedidegły pierwszemu ł)okoivi hędzie luiększy od kąta 
przeciwległego czyli innemi słowy w każdym trójkącie kulistym na przeciwko 
kątów większych leżą hoki większe i naivzajem. 

1 5 . Z W I Ą Z K I MIĘDZY SZEŚCIOMA ELEMENTAMI TRÓJKĄTA. R Ó -

WNANIA CAGNOLI'EGO. 

"Wzory, dające związki między sześcioma elementami trójkąta ku-
listego podane zostały najpierw przez Cagnoli'ego. 

Jeżeli obie strony pierwszego z równań (1) artykułu 8-go, 

pomnożymy przez cos a, będziemy mieli 

Kładąc po lewej 'stronie tego równania 

otrzymamy 

podstawiając 1—sin^a zamiast cos^a i 1 — sin^a zamiast cos^^, mieć 
będziemy 

kładąc w drugim wyrazie prawej strony tego równania 

otrzymamy 
(1) 
Podobnież 

(2) 
( 3 ) 

Takie są związki między sześcioma elementami trójkąta kulistego, 
podane po raz pierwszy przez Cagnoli'e£0. 

Cagnoli, Trigonometrie traduite de Titalien par N . M. Chompre; Par is 1808, 
s łr . 325, ar t . 1139. 
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Wzory te jednak, jakkolwiek proste pod względem formy, nie-
przedstawiają użytku w Trygonometryi, gdyż nie są dogodne do rachunku 
logarytmami i dlatego przerobimy je na inne, sposobem podanym przez 
Śniadeckiego w jego Trygonometryi. Jeżeli we wzorze (1) położymy 

, otrzymamy 

Lecz na zasadzie tego, co się powiedziało w art. 10-ym i art. 13-ym, 
mieć będziemy: 

zaś 

Podstawiając te wartości w poprzedzające równanie i znosząc wy-
razy odpowiednie, otrzymamy 

Kładąc zaś w tym równaniu 

znajdziemy 

a że 

po podstawieniu tych wartości, zmienieniu znaku i wyciągnięciu pier-
wiastków przyjdziemy do następującego wzoru 

W podobny sposób Śniadecki przychodzi do następujących wzorów 

http://rcin.org.pl



2 9 0 t r y g o n o m e t r y j a . k u l i s t a . 

Wzory te znane są pod nazwą wzorów Delanibre'a i Gaussa, które 
wyprowadzimy w następującym artykule, nie opierając się wzorach Ca-
gnoli'ego-

1 6 . WzoEY D E L A M B E E ' A I GAUSSA. 

Jeżeli we wzorach 

podstawimy wyrażenia wstaw i dostaw kątów P ̂  ' 

10-ym i 11-ym, otrzymamy 

Na zasadzie wzorów (1) i (2) art. 10-go, mieć będziemy 

Zamieniając summę i różnicę wstaw w licznikach na iloczyny i kła-

dąc sin a = 2 sin ~ a cos a, otrzymamy 
A a 
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SILI 4 " ( P + Y) c o s 4 - ( 6 — C) 

(1) 

cos 1 
2 ^ cos 1 

. 1 
sm 2 ( P - T ) 

. 1 sm 2 (b^c) 

cos 1 ~ 
2 " sin 1 

2 " 
1 cos 2 (P + T) 

1 
cos 2 (h-^-c) 

sin 1 
2 ^̂  cos 1-

2 ^ 

1 cos 2 ( P - T ) 
. 1 

sm 2 (b + c) 

1 . 1 sm — a sin — a 

Przez odpowiednie kombinacyje lub też wprost możemy podo-

bnym sposobem wyprowadzić wzory na sin C** + P)? ^^^ C'* + P)? 
2 

sin - L (a 4- y) . . . . 

Takie są zatym wzory, wykazujące związki między sześcioma ele-
mentami trójkąta kulistego, a które są- znane nam pod nazwą wzorów 
Delambre'a i Gaussa. *) 

Wzory powyższe odznaczają się wielką prostotą i są bardzo dogodne 
do rachunku logarytmami. Wzory te łatwo dają się zapamiętać, jeżeli 
zauważymy, że ilekroć w liczniku zachodzi wstawa połowy summy dwu 
kątów, w mianowniku mamy dostawę połowy kąta trzeciego, gdy zaś 

*) Wzory te podane zostały po raz pierwszy przez Delambre'a w Connaissance 
de temps r. 1808 str. 445, ale bez dowodUj podał je również Mollweide w Zach's Monatli-
clier Corespondenz 1808 r. Następnie Gauss w dziele swoim Theoria motus Corporum 
coelestium, wydanym w r. 1809 na str, 51 ogłosił te wzory jako dotąd nieznane, ale także 
bez dowodu. Śniadecki, uderzony prostotą tycłi wzorów, usiłował je wyprowadzić co też 
uskutecznił, opierając się na wzorach Cagnoli'ego i dowód swój przesłał do Akademii 
Nauk w Petersburgu 21 Marca 1811 r, Delambre w Connaissance de temps z r. 1812, upo-
mniał się o zdanie Gaussa o tych wzorach, jako przez siebie naprzód podanych, ale dowo-
du nic przytoczył. Dopiero w Astronomii, wydanej w Paryżu 1814 r. tom I str. 161 — 
163, przytoczj^ł dowód oparty na Analogijach Napiera; dowód ten jednak jest dosyd 
zawiły. 
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W liczniku mamy dostawę połowy summy dwu kątów w mianowniku mamy 
wstawę połowy kąta trzeciego; jeżeli zaś w liczniku zachodzą wstawy 
lub dostawy połowy summy dwu boków trójkąta, w mianowniku mamy 
odpowiednio wstawę lub dostawę połowy boku trzeciego. Prawidło 
więc na zapamiętanie tych wzorów jest następujące: Jeżeli w liczniku 
lewej strony równania mamy wstawę połowy summy kątów lub boków, 
z drugiej strony równania należy brać w liczniku odpowiednią, ró-
żnicę boków lub kątów, gdy zaś z lewej strony równania będziemy mieli 
w liczniku dostawę kątów lub boków, z drugiej strony równania należy 
brać summę odpowiednią boków lub kątów, czyli innemi słowy każdej ró-
żnicy odpowiada z drugiej strony równania wstawa, summie żaś dostawa 
i nawzajem. I tak, gdybyśmy chcieli wypisać wzór drugi z układu (1), 

to jest mieć sin (P — y), natenczas za mianownik należy wziąć dostawę 

j s in- i - (p — t ) 
— a; będzie więc na pierwszej stronie ^ , drugą stronę wy-

cos — a 

piszemy w ten sposób, ponieważ chodzi nam o wstawę różnicy, a wstawię 
odpowiada znak—, różnicy zaś odpowiada wstawa, przeto należy wziąć 

sin — (6 — c), źe zaś mamy wstawę różnicy boków, to za mianownik na-a 
leży wziąć wstawę połowy boku a i przeto otrzymamy na drugiej stronie 

sin (& — c) 

sm 
2 

1 7 . A N A L O G I J E N A P I E R A . 

Jeżeli równania (1) artykułu poprzedzającego podzielimy stronami 
odpowiedniemi pierwsze przez trzecie, drugie przez czwarte, czwarte 
przez trzecie i drugie przez pierwsze przyjdziemy do następujących 
wzorów: 

(1) — — — 1 

( 2 ) 

cotg — a cos — (6 -t- c) 

cotg — a sin (h + c) 
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c o s i - ( p - T ) 
< 3 ) 

—c) s in—(P —Y) 
( 4 ) , I I • 

tg — a sm (P + T) 

Wzory te, których możemy wyprowadzić więcej, mianowicie dla sty-
cznych summy lub różnicy każdych dwu kątów i każdych dwu boków 
trójkąta zowią, się a n a l o g i j a m i N a p i e r a (Mirifici logarithmorum 
canonis descriptio 1614, II, 6). 

AVzory te także łatwo zapamiętamy, jeżeli zauważymy, że ilekroć 
w liczniku pierwszej strony zachodzi summa kątów lub boków, po drugiej 
stronie mamy dostawę, gdy zaś w liczniku pierwszej strony mamy różnicę, 
po drugiej mamy wstawę, nadto; że ilekroć w liczniku pierwszej strony 
mamy summę lub różnicę kątów, w mianowniku zachodzi dostyczna połowy 
kąta trzeciego, gdy zaś w liczniku mamy styczną połowy summy lub 
różnicy boków, w mianowniku zachodzi styczna połowy boku trzeciego. 

AVzory Delambre'a i Analogije Napiera mają ważne zastosowania 
przy rozwiązywaniu trójkątów kulistych jak nie mniej w Astronomii sfe-
rycznej. 

WZORY, ODNOSZĄCE SIĘ DO TRÓJKĄTÓW KULISTYCH PROSTO-
KĄTNYCH. 

18, Jeżeli w trójkącie kulistym jeden z jego kątów jest prosty, mó-
wimy, że trójkąt kulisty jest prostokątny, a ł)ok przeciwległy kątowi pro-
stemu zowiemy przeciwprostokątną. Ponieważ w każdym trójkącie kuli-
stym summa kątów jest większa od dwu kątów prostych, przeto trójkąt 
kulisty może zamykać dwa a nawet trzy kąty proste, w pierwszym razie 
trójkąt kulisty zowie się dwuprostokątnym, w drugim zaś trójkątem trój-
prostokątnym. 

Jeżeli trójkąt kulisty zawiera dwa kąty proste czyli jest dwuprosto-
kątny, natenczas dwa jego boki są równe ćwiartkom okręgu koła czyli 90®, 
trzeci zaś jest miarą kąta trzeciego. JeżeU trójkąt jest trój prostokątny, 
natenczas wszystkie trzy boki są ćwiartkami okręgu koła. Z tego po-
wodu ani trójkąt dwuprostokątny,- ani trój prostokątny nie prowadzą do 
żadnych zadań i dlatego niemi zajmować się nie będziemy. 

19. Niech A (fig. 6) będzie wierzchołkiem kąta prostego a, trój-
kąta kulistego ABC, zaś bok BC a jego przeciwprostokątną, kątami 
pozostałemi p i y, bokami zaś h i c. 

http://rcin.org.pl



2 9 4 t r y g o n o m e t r y j a . k u l i s t a . 

( 3 ) 

( 4 ) 

Jeżeli we wzorze pierwszym układu (1) art. 2-go, (1) art. 4-go, (1) 
art. 7-go i (1) art. 8-go, założymy a=90*^, 
przyjdziemy do wzorów następujących, słu-
żący cłi dla trójkąta kulistego prostokątne-
go, mianowicie: 
(1) cos a = cos 6 cos c. 

sin 5 = sin a sin B, 
(2) . . . 

Fig. 6. l Sin c = sin a sin y , 

tg & = tg a cos Y, 
tg c = tg a cos p, 
tg & = sin c tg p, 

tgc = sin6tgT, 

cos a ~ cotg p cotg Y, 

cos p cos & sin Y , 

cos Y = cos c sin [3. 
Wzory te, w ilości dziesięciu, dające nam związki między trzema 

elementami trójkąta kulistego prostokątnego, dają się wysłowić w sposób 
następujący: 

1) W trójkącie kulistym prostokątnym dostawa przeGiio;prostokątnej 
jest równa iloczynowi dostaio pozostałych hokótu trójkąta; 

2) W trójkącie kulistym prostokątnym, wstawa jednego z boków, 
przyległych kątowi prostemu, jest równa wstanie przeciwprostokątnej po-
mnożonej przez wstaw^ kąta przeciwległego temuż hokowi; 

3) W trójkącie kulistym prostokątnym styczna hoku, przyległego do 
kąta prostego, jest równa albo iloczynowi stycznej przeciwprostokątnej przez 
dostawę kąta przyległego do tegoż boku, alboteż iloczynowi stycznej kąta 
przeciwległego temu bokowi przez tvstaw§ boku pozostałego; 

4) W trójkącie kulistym prostokątnym dostawa przecitiprostokąt-
nej jest równa iloczynowi dostycznych kątów do niej pi'zyległych, a nadto 
dostawa jednego z kątów jest róiona iloczynowi dostawy boku przeciwle-
głego przez wstawg kąta drugiego. 

20. "Wzory powyższe dają się przedstawić w kształcie bardzo ła-
twym do zapamiętania. Jakoż, jeżeli w trójkącie kulistym prostokątnym 
(fig. 7) w miejsce boków b i c napiszemy ich dopełnienia 90" — b i 90® — c 
a kąta prostego nie będziemy brali pod uwagę, będziemy mieli pięć wiel-
kości a, Y, 90°—b, 90°—c i p, które wystawić sobie możemy, jako umiesz-
czone w tymsamym porządku na obwodzie koła. 
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90-C 

90-h 

Fig. 7. 

Owóż, wszystkie wzory wyprowadzone, powyżej dla trójkąta kulistego 
prostokątnego, dają się wysłowić w sposób następujący: Dostawa jednej 
z tych icielkości róima się albo ilocsynoici 
dostyćmycJi dwu wielkości do niej przyle-
głych, alhoteż iloczynoivi wstaic dwu iviel-
Tiości pozostałych. 

Twierdzenie to niejako ogólne dla 
trójkątów kulistych prostokątnych podane 
zostało przez Napiera. 

I tak: 1) Uwaźmy wielkość a, ponie-
waż na kole do wielkości a są przyległe 
P i Y, przeto na zasadzie tego twierdzenia 
będziemy mieli 

cos a =• cotg p cotg Y, 
cos a = sin (90" — h) sin (90 — c) — cos h cos c, 

otrzymujemy pierwszy wzór (4) i wzór (1) art. 19-go. 
2) Podobnież wychodząc z wielkości 90" — h, do której są przy-

ległe wielkości y i 90" — c, będziemy mieli 
cos (90" — h) — cotgY cotg (90" — c), 

cos (90" — sin a sin p, stąd 
tgYsin& = tgc, 

sin h = siu a sin p, 

otrzymujemy wzór czwarty układu (3) i pierwszy (2) art. 19-go. 
21. Powyższe równania przedstawiają niektóre własności trójkątów 

kulistych prostokątnych i tak: 1) wzór cos a = cos & cosc pokazuje, że do-
stawy trzech boków a, c są albo wszystkie dodatne lub dwie z nich 
ujemne; zatym albo wszystkie trzy boki są mniejsze od 90", alboteż jeden 
<:;90", a każdy z dwu pozostałych większy od 90". 2) wzory tg 6=:s inctg3 
i tgc = sin JtgY, z przyczyny, że wstawy boków & i c są dodatne, pokazują, 
źe w każdym trójkącie kulistym prostokątnym kąt i bok jemu przeciw-
legły są oba mniejsze albo oba większe od 90°. 
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ROZDZIAŁ II. 

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH. 

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH PROSTOKĄTNYCH. 

22. Trójkąt kulisty iirostokątny zawiera pięć elementów, miano-
wicie trzy boki i dwa kąty. Trójkąt jest wyznaczony, gdy mamy dane dwa 
którekolwiek z tych elementów, przez co przychodzimy do dziesięciu za-
gadnień, których jednak rozwiązanie przywodzi się do sześciu różnych 
przypadków, mianowicie, gdy dane są: 

1) dwa boki przyległe do kąta prostego; 
2) jeden z boków i przeciwprostokątna; 
3) jeden z boków i kąt jemu przeciwległy; 
4) jeden z boków i kąt do niego przyległy; 
5) przeciwprostokątna i jeden z kątów; 
6) dwa kąty. 
23. 'Frsypadelcl-szy. Mając damhohi prztjległe do hąta pi-ostego 

trójkąta Jmlistego, maleść prcecmprosłoJcątną i dtca hąty. 
Niech będą dane h i c. 
Przeciwprostokątną znajdziemy za pomocą wzoru 

(1) cos a = cos i cos c, 
kąty zaś p i Y za pomocą wzorów 

(2) t g f i - - ^ - t - Y - - ^ ^ ^ sine ' sin6 

Ponieważ przy użyciu logarytmów, otrzymujemy dokładniejsze wy-
padki, szukając kątów za pomocą stycznych, przeto w niektórych razach 
zamiast wzoru pierwszego, korzystniej zastąpić go innym. Szukamy na-
przód kątów p i Y za pomocą wzoru (2), a następnie przeciwprostokątnej «, 

tgc , , , tg& za pomocą wzoru tg a = ^^^ tg a = —^— . COS p cos Y 
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FrsyTcład 

Rachuneh hątów [3 i Y 

Rachuneh przeciicjn-ostohątnej a 

Brzyhład 2-gi. 

Rachuneh hątóiv (3 Y 

Rachuneh przeciwprostohątnej a 

PllZYKŁADY. 

D A N E S Z U K A N E 

h c a T 

2 3 0 1 8 ' 1 2 " 

1 2 0 1 0 0 

1 7 7 4 4 1 1 , 3 

4 8 1 9 4 3 

5 5 0 2 8 ' 2 4 " 

6 0 0 1 6 

1 7 8 5 6 4 2 , 7 

6 7 4 8 1 7 i 

5 8 0 3 7 ' 5 0 " , 4 

1 0 4 3 3 0 

2 2 9 5 0 

7 5 2 7 1 3 , 9 

2 7 0 3 6 ' 6 " , 3 

1 1 6 4 3 1 2 , 3 

1 1 4 5 8 2 2 , 4 

5 0 3 0 2 6 , 7 

7 4 0 4 6 ' 3 0 " , 7 

6 3 2 8 3 9 , 6 

1 5 5 0 2 2 , 6 

7 3 3 2 , 9 
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Jeżeli bok h jest bardzo mały n sekund, natenczas 
cotgc. 

Przykład. 

24. Frzijpadeh 2-gi. Mając przeciwprostokątną i jeden z hoków 
trójkąta kulistego prostokątnego, znaleść pozostały hok i kąty. 

Niech będą dane a i h . 
Bok c znajdziemy za pomocą wzoru 

(1) 

i otrzymamy jedyną wartość. Kąt p otrzymamy za pomocą wzoru 

(2) 

Z dwu wartości kąta [3, wypadających z tego wzoru, weźmiemy tę, która 
z bokiem h jest albo mniejsza albo większa od 90". Nakoniec kąt Y 
znajdziemy ze wzoru 

( 3 ) 

Z tego widzimy, że jeżeli trójkąt jest możebny, natenczas istnieje 
jedno tylko rozwiązanie. Lecz, aby trójkąt był możebny, potrzeba, aby 
znalezione wartości cos c, sin p i cos Y, zadośćczyniły warunkom możebno-
ści istnienia trójkąta. AVarunkiem koniecznym i dostatecznym jest w tym 
przypadku, aby przeciwprostokątną a, była zawarta między 

Jakoż, aby równanie (2) wyznaczało wstawę, potrzeba, aby 

czyli sinZ^ <! sina. Ponieważ zaś boki S i a są mniejsze od 180", przeto, 
gdy h jest mniejsze od 90", być powinno & < a < 180" — h\ gdy zaś h jest 

•większe od 90" powinno być 180" — h <Z a <ih\ czyli innemi słowy a po-
winno być zawarte między h i 180" — Z r e s z t ą , przy'tym warunku, 

wartość jest co do wartości bezwzględnej mniejsza od je-

dności, wartość zaś cos Y = ^^^ jest również zawarta między — l i + 1 ; tg a 
przeto warunek powyższy jest konieczny i dostateczny. 

25. "Wzory artykułu poprzedzającego wyznaczają c, p i Y za pomo-
cą dostaw i wstaw, możemy jednak znaleść te wielkości za pomocą sty-
cznej. Jakoż, ponieważ - są mniejsze od 90", przeto 
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"Wreszcie, ponieważ kąt 45® + ~ może być mniejszy lub większy 

od 90«, stosownie do wielkości kąta p względem 90®, przeto 

Bierzemy znak + gdy b jest mniejsze od 90®, zaś znak — gdy b jest 
większe od 90®; ponieważ & i p są jednocześnie, albo oba < 90®, albo 
oba > 90®. 

Przykład 1-szy. a = 124® 31' 36", b = 23® 18' 12". 
Rachunek kątóic 3 t Y 

Rachunek boku c 

Przykład 2 gi. 
Rachunek katów B « Y 
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Bachuneh hohu c 

P R Z Y K Ł A D Y . 

D A N E S Z U K A N E 

a h c P T 

8 6 " 2 7 ' 2 3 " 

1 2 5 4 0 0 

1 2 1 2 2 7 

8 5 " 5 5 ' 5 0 " 

1 4 3 3 3 0 

2 3 1 8 1 2 

2 9 0 2 5 ' 4 6 " 

4 3 3 2 3 1 

1 2 4 3 1 3 3 

8 7 0 5 9 ' 5 3 ' ' 

1 3 3 0 1 8 

2 7 3 6 5 

2 9 0 2 9 ' 2 9 " 

5 7 5 9 1 7 " 

1 0 5 1 3 2 8 

Jeżeli bok h jest bardzo mały i wynosi np. n sekund, natenczas kąt P 

w sekundach możemy otrzymać za pomocą wzoru 

Przykład. 

Jeżeli wreszcie boki i i a są oba bardzo małe h — n sekund, a=: p se-

kund, natenczas 

20. Brzypadeh 3-ci. Mając damj hoh przyległy do hąta prostego, 
trójkąta kulistego i kąt jemu przeciwległy, znaleść pozostały kąt i loki. 

Niech będą dane l i [3. 
Szukane wielkości otrzymamy za pomocą wzorów 

(1) 

Każdy z tych Avzorów daje nam odpowiedni element trójkąta, wyrażony 
przez jego wstawę, byle tylko wartości tych wstaw nie były większe od 
jedności. ZauAvażmy naprzód, że aby trójkąt był moźebny potrzeba 
przedewszystkim, aby wstawy powyższych elementów trójkąta były do-
datne. Lecz, aby sina było dodatne, potrzeba, aby sin& i sinp były je-
dnakowego znaku, aby zaś sin c było dodatne, potrzeba, aby tg & i tg p były 
jednakow^ego znaku, zatym w obu razach bok h i kąt p są jednocześnie 
> 90° lub oba < 90°, tensam wniosek otrzymujemy i z wyrażenia siny. 
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Pozostaje nam jeszcze pokazać, pod ja ldk warunkiem wstawy tych 
elementów są, mniejsze od jedności. Warunkiem tym jest, że kąt p po-
winien być zawarty między 90" i b. Jakoż, aby sina było mniejsze od 
jedności, potrzeba, aby sin & < sin [3, że zaś h i p są jednocześnie albo 
> 90» albo <90®, przeto gdy p<90«, będzie gdy zaś {3 > 9 0 ° , będzie 

czyli w pierwszym przypadku 6 < p < 90o, w drugim zaś 
900 < p < Zatym warunkiem koniecznym jest, aby [3 przypadało mię-
dzy 90" i 6. Ten warunek jest nie tylko konieczny, ale i dostateczny, 
albowiem skoro jemu staje się zadość, sin które jest dodatne, będzie 
< 1 , również sin^ jest dodatne i będzie < 1 . Zauważmy w końcu, że 
powyższy warunek obejmuje jednocześnie i warunek pierwszy, że & i p po-
winny być jednocześnie > 90® lub < 90*̂ . 

Przypuśćmy, że warunkowi temu staje się zadość i szukajmy, ile 
istnieje trójkątów danemu zadaniu odpowiadających. Niech a', c' i 
będą wartości elementów a, c, y, otrzymane z tablic zaś a" = 180® a', 
c" = 180® - c', f = 180® — Y' spełnienia tych elementów, które również 
jak pierwsze, zadośćczynią równaniom (1). Weźmy naprzód c' mniejsze od 
90®, ponieważ c i Y powinny być jednocześnie < 90® lub > 90®, przeto na-
leży wziąć Y'mniejsze od 90®. Ponieważ wiemy, że cos n cos 6 cos c, 
cos a i cos c są jednakowego znaku, gdy h < 90®, znaków zaś przeciwnych, 
gdy & > 900; gdy więc h < 90®, należy wziąć a — a\ gdy zaś b > 90°, 
należy wziąć a —a" = 180® — a'. 

AVeźmy następnie c = c" > 90®, natenczas trzeba wziąć Y = Y" 
większe od 90®; że zaś, na mocy wzoru cos a = cos b cos c, cos a i cos c są 
jednakowego znaku, gdy b << 90®, znaków zaś przeciwnych, gdy b > 90®; 
gdy więc b < 90® należy wziąć a = a"~ 180® — a', gdy zaś b > 90^ na-
leży wiąć a = a' < 90®. Widzimy więc z tego, że gdy b przypada między 
90® i b istnieją zawsze dwa trójkąty, rozwiązujące zadanie, mianowicie: 

(1) 

Jeżeli h jest równe p, mamy 
a zatym jedno rozwiązanie, mianowicie trójkąt dwuprostokątny. 

27. Łatwo możemy się przekonać gieometrycznie, że jeżeli zadanie 
jest możebne, istnieją w ogóle dwa trójkąty, zadośćczyniące warunkom 
zadania. Jakoż, jeżeli ABC (fig. 8) jest trójkątem kulistym, mającym 
kąt CAB=:90o i zadośćczyniącym warunkom zadania, to jest, że kąt 

bok AC = natenczas przedłużając boki BA i BC aż do 
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przecięcia się w punktach B', otrzymamy trójkąt kulisty prostokątny 
AB'C, który zadośćczynić będzie warunkom zadania, albowiem trójkąt 

otrzymany ma kąt CAB' = 90®, bok = & i kąt AB'C, jako równy 
ABC = p. 

28. Możemy też otrzymać szukane elementy za pomocą wprowa-
dzenia stycznych, trygonometrycznych. Jakoż, mamy 

i w tych wzorach bierzmy znak jeżeli odpowiedni element a, lub c, lub 
Y jest mniejszy od 90®, zaś znak —jeżeli odpowiedni element jest większy 
od 90®; zresztą warunki (2), wyprowadzone w artykule 26-ym, pokażą nam, 
jakie należy brać znaki w poprzedzających wzorach. 
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Przykład 1-szy. 

Rachunek hoku a Rachunek hoku c 

Ruchunck kąta Y 

Przykład 2-gi. 

Rachunek hoku a 

Rachunek hoku c 

Rachunek kąta Y 
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P R Z Y K Ł A D Y . 

D A N E S Z U K A N E 

h a c Y 

7 5 0 2 7 ' 1 4 " 6 7 ^ 4 8 ' 1 7 " 7 3 « 3 ' 3 " 
4 8 N 9 ' 4 3 " 5 0 " 3 0 ' 2 6 " , 7 

1 0 4 3 2 4 6 1 1 2 1 1 4 3 106 5 6 5 7 

9 2 4 0 26 2 9 2 3 2 9 2 9 2 5 3 6 
9 3 4 1 0 9 1 3 0 2 7 J 

8 7 1 9 3 4 1 5 0 3 6 3 1 1 5 0 3 4 2 4 

( 5 8 3 7 5 1 , 3 1 2 4 3 1 3 5 1 0 5 1 3 2 8 , 6 
1 5 6 4 1 4 8 1 5 2 2 3 5 4 121 22 8 , 7 5 5 2 8 2 5 7 4 4 6 3 1 , 4 

r 1 2 5 3 5 1 , 4 3 8 1 2 8 , 8 4 8 4 8 5 4 , 8 
1 3 6 4 9 3 7 1 2 3 1 7 1 9 ; 

5 4 5 6 8,6 1 4 1 5 8 3 1 , 2 1 3 1 1 1 5 , 2 

29. Prsypadelc Ł-ty. Mając jeden s loków, przijległycli do kąta pro-
stego trójkąta kulistego i kąt doń przyległy, znaleść pozostałe loki i kąt. 

Niecił będą dane l i 7. 
Szukane elementy otrzymamy za pomocą wzorów 

Dostawa kąta p przypada między — 1 i 1, nadto jest tegożsame-
go znaku co cos&, gdyż sin7 jest dodatne; otrzymujemy więc jednę war-
tość kąta p i to jednocześnie z & > lub < 90®. Boki a i c otrzymujemy 
za pomocą stycznych trygonometrycznych, przeto będziemy mieli po jednej 
wartości na każdy. Trójkąt więc jest zawsze możebny i otrzymujemy 
jedno rozwiązanie. 

Bachunek przeciwprostokątnej a Bachunek loku c 

Bachunek kąta p 
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Przykład 2-gi. 

Bachunek przeciwprostokąłnej a Bachunek hoku 

Bachunek kąta 

PEZYKŁADY. 

D A N E S Z U K A N E 

h T a c c 

9 4 0 4 ' 1 0 " 

1 2 0 1 0 0 

4 8 1 9 4 3 

4 4 2 6 2 1 

1 5 0 » 3 0 ' 3 1 " 

1 1 6 3 1 2 0 

1 0 6 5 6 5 7 

5 0 0 0 

8 6 ° 2 7 ' 2 3 " 

7 5 2 7 0 

1 0 4 3 2 4 6 

5 6 4 5 1 9 , 1 

1 5 0 " 3 4 ' 1 4 " 

1 1 9 5 9 4 4 

1 1 2 1 1 4 3 

3 9 5 0 3 0 , 9 

9 2 " 0 ' 8 " 

1 1 6 4 3 1 2 

5 0 3 0 2 7 

5 6 5 0 3 0 , 8 

30. Przypadek 5-ty. Mając daną przeciwprostokątną trójkąta ku-
listego i jeden z jego kątów, znaleść pozostałe dwa hoki i kąt. 

Niech będą dane a i p. 
Szukane elementy trójkąta znajdziemy za pomocą wzorów 

Drugi i trzeci z tych wzorów dają po jednej wartości każdej z wiel-
kości c i Y, oba te elementy c i Y są jednocześnie oba większe lub mniejsze od 
90", dopóki tgc i cotgY mają jednakowe znaki. "Wzór pierwszy wyznacza 
bok h za pomocą jego wstawy, wartość której jest mniejsza od jedności, 
nadto, ponieważ & i p są jednocześnie mniejsze lub większe od 90", przeto 
bierzemy tę wartość h, która jednocześnie z p jest większa lub mniejsza 
od 90". Zadanie więc jest zawsze możebne i otrzymujemy jedno tylko 
rozwiązanie. 
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Jeżelibyśmy chcieli •«7znaczyć bok h za pomocą, jego stycznej, na-
tenczas obliczamy najpierw ką,t Y za pomocą trzeciego z powyższych wzo-
rów, a następnie bok h za pomocą wzoru tg 6 = tg a cos Y-

PrsiyMad 1-ssy. 
Bachunek hokii h Bachunek boku c 

Bachunek kąta Y 

Przykład 2-gi. 

Bachunek haku b Bachunek boku c. 

Bachunek kąta Y 

PBZYKŁADY. 

D A N E S Z U K A N E 

a b c Y 

58» 45' 51" 
104 33 0 

75 27 13,8 
2 29 49,6 

93 22 37 

36" 5'26",7 
63 16 48 

129 29 33 ,3 
65 1 37,6 
92 0 7 

i 30® 14'36",4 
59 50 0 , 3 

131 40 17 
2 15 48 ,7 

93 55 30 

530 6'40",9 
119 59 4 4 , 3 
112 11 43 ,2 

1 3 1 7 , 3 
30 37 35 

69n7'33",8 
116 31 20 ,8 
106 56 57 ,2 
24 59 37 ,4 
30 41 7 
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31. Przypadek 6-ty. Mając dane dwa kąty p i y trójkąta kulistego 
prostokątnego, znaleść jego boki. 

Niech będą dane p i Y-
Szukane elementy trójkąta znajdziemy za pomocą wzorów: 

(1) 

(2) 

( 3 ) 

Każdy z szukanych elementów otrzymujemy za pomocą jego dosta-
wy, otrzymamy więc jednę wartość każdego elementu, byle tylko wartości 
tych dostaw przypadały między — 1 i + 1; jeżeli więc z/idanie jest mo-
żebne do rozwiązania, otrzymujemy jedno tylko rozwiązanie. 

32. Warunki moźebności zadania dają się gieometrycznie wprost 
otrzymać. Jakoż, aby istniał trójkąt zadaniu odpowiadający, powinien 
istnieć także odpowiedni trójkąt biegunowy, a którego bokami, jak wia-
domo będą 9Qo, 180« —p i 180® —Y- Aby jednak trójkąt biegunowy 
byłmożebny, koniecznym i dostatecznym jest, jak wiadomo, aby każdy 
z jego boków był mniejszy od summy pozostałych boków, summa zaś 
trzech jego boków była mniejszą od 360®, to jest, potrzeba, aby było 

czyli 

(1) 
Warunkami moźebności zadania są: summa kątów P + T powinna 

przypadać między 90" i 270", różnica zaś tychże kątów p — Y przypadać 
powinna między — 90" i 90". 

33. Warunki powyższe dają się także otrzymać ze wzorów, poda-
nych w art. 31-ym. W tym celu uważmy równanie (2) art. 31-go. Aby 
z równania tego można było otrzymać bok b, potrzeba, aby 

i e zaś siuY jest dodatne, przeto 

Rozważymy tutaj dwa przypadki: 
1) Przypuśćmy, źe p < ; 90"; wtedy cos p jest dodatne, nierówności 

— sinY cos p staje się zadość, przeto pozostaje jedyny warunek 
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czyli 

Xąty 90" — p i Y dodatne i mniejsze od 180", aby więc powyższemu 
warunkowi stawało się zadość, potrzeba, aby kąt Y przypadał między 
90O _ p i jego spełnieniem 90" + p, a ponieważ 90" — p jest mniejsze od 
900 przeto być powinno 90" — p < Y < 90" + p, czyli p + Y > 90" 
i p _ Y > —90". Ponieważ zresztą p < 9 0 " , a Y mniejsze od 180°, przeto 
nierówności p + Y < 2 7 0 " staje się zadość; wreszcie różnica p —Yjest 
mniejsza od 90", albowiem p jest mniejsze od od 90". Warunki przeto 
'(4) art. 32-go są konieczne. 

2) Przypuśćmy, że p > 90"; wtedy cosp jest ujemne, nierówności 
cosp < sinY staje się zadość, jedynym warunkiem koniecznym dla może-
bności zadania' jest — cos p < sin Y, czyli cos (180" — p) < SINY albo 
sin (90" — 180" + P) < sin Y albo wreszcie sin (p — 90") < sin Y- Każdy 
z kątów p — 90" i Y jest dodatny i mniejszy od 180", nadto kąt p — 90" 
jest mniejszy od 90̂ ,̂ przeto mieć powinniśmy 

czyli 

Zresztą p jest większe od 90", summa p + Y jest mniejsza od 90", zaś p — Y 
jest większe od —90"; albowiem^ jeżeli Y jest mniejsze od p, różnica p —Y 
jest dodatna, a jeżeli Y jest większe od p, z przyczyny, że p jest większe 
od 90", kąty y i Pj jako zawarte między 90" i 180", dają różnicę Y — P 
mniejszą od 90", a tymsamym mamy p — Y > —90". Zatym warunki 
(1) art. 32-go w tym przypadku są konieczne. 

Warunki (1) art. 32-go są nietylko konieczne ale i dostateczne, albo-
wiem, gdy im się staje zadość, z równania (3) art. 31-go otrzymujemy 
jednę wartość cosc, o czym się można przekonać powtarzając na wzorze 
(3) rozumowania powyżej przeprowadzone; nakoniec z równania (1) art. 
31-go, wynika jedna wartość cos a, przypadająca między — 1 i + 1. Jakoż, 

ponieważ cos a=:rcotg p cotgY= ^gp^g^ ' P̂ ®̂̂ ® dostatecznym będzie do-
wieść, że gdy nierównościom (4) art. 32-go staje się zadość, wartość bez-
względna iloczynu tgp tgY jest większa od jedności. 

Jeżeli p i Y są mniejsze od 90", iloczyn tgp tgy jest dodatny i z przy-
czyny nierówności P + Y>90" czyli 90"—PCY, mamy 
czyli cotgp<tgY, czyli 
- " Jeżeli p<;90", Y > 9 0 " iloczjn tgp tgY jest ujemny, na zasadzie 
zaś nierówności p — y > — 90", czyli 90" — p < 180" — Y j będzie 
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zatym iloczyn tg [3 tg X 
jest co do wartości bezwzględnej większy od jedności. 

Jeżeli [3> 90" i Y<90® iloczyn tgp tg7 jest ujemny, z nierówności 
, mamy p —90®<:Y) a ponieważ oba te kąty są ostre, przeto 

czyli 1 < tg (180® — P) tg Y albo 1 < — tg p tg y, zatym 
wartość bezwzględna tgP tgY jest większa od jedności. 

Jeżeli nakoniec p>90® i Y>90® iloczyn tgp tgY jest dodatny; z nie-
równości p -f- Y < 270®, otrzymujemy p — 90® < 180® — Y , że zaś kąty 
p — 90® i 180® — Y są ostre, przeto tg (p — 90®) < tg (180® — Y ) , czyli 
cotg (180® — p) ^ tg (180® — Y ) , czyli 1 < tg (180® — P) tg (180® - Y ) , 
czyli 1 < tgp tgY-

Nierówności więc (1) art. 32-go, dają nam warunki konieczne i do-
stateczne, aby zadanie było możebne do rozwiązania. 

34. Wzory art. 31-go wyznaczają elementy a, h, c za pomocą od-
powiednich dostaw; możemy teżsame elementy wyznaczyć za pomocą sty-
cznych, a mianowicie: 

przed każdym z tych pierwiastków bierzemy znak -f , albowiem boki 

a, h, c są mniejsze od 180®, zatym - ^ j 4 są mniejsze od 90®; zresztą 
a A a I 

pierwiastki są rzetelne na mocy warunków (1) art. 32-go, którym według 
naszego założenia staje się zadość. i 

Przykład 1-szy. 
Bachuneh przeciwprostokątnej a Bachunek hoku h 
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Rachuneh hohu o 

Używając siedmiocyfrowych logarytmów, znajdziemy 

Prsyhład 2-gi. 
Rachuneh przeciwprostohątnej a Rachuneh hohu h 

Rachuneh hohu c 

PEZTK?.ADY. 

D A N E S Z U K A N E 

Y a h c 

940 3' 40" 70 6' 50" ! 1240 40'21",6 1240 52'48",4 50 50'45" 

87 5 30 84 9 50 89 42 9 87 4 35 84 9 23 

90 36 42,3 90 50 47 i 89 59 27,5 90 36 42,5 90 50 47,2 

129 29 33,3 73 3 2,9 104 32 46,1 131 40 17 67 48 17 

PRZYPADKI, W KTÓRYCH ROZWIĄZANIE TRÓJKĄTA KULISTEGO 
SPROWADZA SIĘ DO ROZWIĄZANIA TRÓJKĄTA KULISTEGO PROSTO-

KĄTNEGO. 

35. Zdarzają się trójkąty kuliste, których rozwiązanie sprowadza 
się bezpośrednio do rozwiązania trójkąta kulistego prostokątnego, i tak: 
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1) Jeżeli między elementami trójkąta danego znajduje się jeden 
bok równy ćwiartce okręgu koła, natenczas kąt odpowiedni w trójkącie 
biegunowym będzie prosty; że zaś dla rozwiązania trójkąta danego są 
nam dane dwa jego elementy, przeto będziemy mieli wiadome w trój-
kącie kulistym biegunowym, który będzie prostokątny, dwa jego elementy. 
Zadanie więc rozwiązania trójkąta kulistego danego sprowadzi się wtedy 
do rozwiązania trójkąta kulistego biegunowego prostokątnego. Skoro 
rozwiążemy trójkąt biegunowy, otrzymamy szukane boki i kąty trójkąta 
danego, biorąc spełnienia odpowiednich kątów i boków trójkąta kulistego 
biegunowego. 

Warunki, jakim się stawać zadość powinno, aby rozwiązanie trój-
kąta kulistego było w tym razie moźebne, wyprowadzimy z warunków dla 
trójkąta kulistego biegunowego, który jest w tym przypadku trójkątem 
kulistym prostokątnym. 

Zadania, tyczące się rozwiązania trójkąta kulistego, którego jeden 
z boków jest ćwiartką okręgu koła, dają się bez pomocy trójkąta kuliste-

go biegunowego sjii-owadzić do rozwiązania trójkąta kulistego prostokąt-
nego. Jakoż, jeżeli w trójkącie kulistym ABC (fig. 9) bok BC = a=:90", 
natenczas przedłużając bok CA tak, aby C C = 90® i łącząc punkty B 
i C łukiem koła wielkiego, utworzymy trójkąt ABC, w którym kąt 
A C B = 90®. Jeżeli boki BC, C A i AB trójkąta BAC oznaczymy 
przez a', 6', c', kąty zaś im przeciwległe przez a', p', 7', będziemy mieli 

Jeżeli bok CA >90®, natenczas odcinając CC = BC = 90® (fig. 9a)^ 
otrzymamy trójkąt prostokątny kulisty BCA. któreeo boki AB = c. 

, kąty zaś j 
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Rozwiązując więc trójkąt kulisty BAC, w którymkolwiek z sześciu 
przypadków będziemy tymsamym mieli i rozwiązany trójkąt ABC. 

2) Jeżeli w trójkącie ABC, (fig. 10) 
pomiędzy jego elementami znajdują się dwa 
boki a i h równe sobie, czyli, gdy trójkąt 
jest równoramienny, natenczas prowadząc 
z wierzchołka C koło wielkie prostopadłe 
do boku AB utworzymy dwa trójkąty pro-
stokątne symetryczne ACH i CHB. Jeżeli 
jeden z tych trójkątów rozwiążemy, mając 
dane dwa któregokolwiek z jego elementów, 
mieć będziemy rozwiązanie trójkąta równo-
ramiennego. 

3) Jeżeli w trójkącie kulistym ABC (fig. 11) dwa jego boki 
a i albo dwa kąty a i p są spełniającemi się, natenczas przedłużając 
boki BA i BC aż do przecięcia się w punkcie B' utworzymy trójkąt 

Fig. 10. 

Fiff. 11. 

równoramienny ACB', w którym AC CB' i CB'A p' = p. Rozwią-
zanie więc w tym przypadku trójkąta ABC sprowadza się do rozwiązania 
trójkąta równoramiennego, a tymsamym do rozwiązania trójkąta kulistego 
prostokątnego. 

FrzyMad 1-szy. 
"W tym razie rozwiązujemy trójkąt prostokątny biegunowy, w którym 

V = 29" 25' 46", P' = 29" 27' 52",8, za pomocą wzorów 

Machuneh hohu a' Bachuneh hohu c' 
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Bachunek kąta Y' 

Ponieważ [3' <C 90®, przeto na za zasadzie artykuiu 26-go, jako roz-
wiązanie trójkąta biegunowego będziemy mieli 

i 

Zatym rozwiązaniami trójkąta danego będą: 

i 

Przykład 2-gi. Mając dane hoki 
, znaleść kąty trójkąta kulistego. 

PonieAvaż a + 6 = 180®, przeto rozwiązanie trójkąta uskutecznimy 
za pomocą prawidła w punkcie trzecim niniejszego artykułu wyłożonego, 
to jest rozwiążemy trójkąt AB'C, w którym bok A B ' = c'— 180® — c 

, bok 
trójkąt, w którym dwa boki są równe 27®46'29",6, trzeci zaś równy 
46® 56'24". Rozwiązujemy więc trójkąt kulisty prostokątny, którego 

46® 56' 24" jednym bokiem jest c' = — 23® 28' 12", a przeciwprostokątną 
a 

Mamy wtedy 

Piachunek kąta Y' 
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Baclmneli kąta P' 

źe zaś kąt v' jest spełnieniem kąta Y, zaś kąt [5' = p, przeto 

Wreszcie kąt a jako spełniający kąta p, będzie 

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH JAKICHKOLWIEK, 

36. Wiemy, źe trójkąt kulisty, jest w ogólności wyznaczony, gdy 
dane są trzy którekolwiek jego elementy, zatym i zadania, tyczące się roz-
wiązywania trójkątów kulistych, sprowadzają się do rozważania tylu przy-
padków, ile jest kombinacyj z sześciu elementów po trzy na raz branych, 
czyli do dwudziestu przypadków; przypadki jednak te dają się sprowadzić 
do sześciu różnych przypadków, mianowicie, gdy są dane: 

1) trzy boki trójkąta kulistego; 
2) trzy jego kąty; 
3) dwa boki i kąt między niemi zawarty; 
4) jeden bok i dwa kąty doń przyległe; 
5) dwa boki i kąt j ednemu z nich przeciwległy; 
6) dwa kąty i bok jednemu z nich przeciwległy. 
Eołbierzemy szczegółowo każdy z tych przypadków. 
37. Przypadek 1-szy. Mając dane trzy hoki trójkąta kulistego, 

znaleść jego kąty. 
Niech będą dane a,h i c. 
Kąt a wyznaczyć możemy bezpośrednio za pomocą wzoru pierwszego 

z wzorów (3) art. 2-go, to jest 

Lecz wzór ten nie jest dogodny do rachunku logarytmami i dlatego 
do wyznaczenia kąta a używamy wzorów (1), (2) lub (3) art. 10-go, mia-
nowicie : 
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Jeżeli chodzi o znalezienie jednego z kątów trójkąta kulistego, obo-
jętną jest rzeczą, którego z tych wzorów użyjemy; jeżeli zaś chodzi nam 
o znalezienie wszystkich kątów trójkąta, naj dogodniej użyć wzorów, da-
jących nam styczną połowy kąta; gdyż wzory te wymagają szukania tylko 
czterech logarytmów dla wszystkich kątów i dają dostateczne przybliżenie. 

Zwrócić należy uwagę, że przy użyciu wzorów na styczną połowy 

kąta rachunek daje się znacznie uprościć. Jakoż, wzór na mo-

żemy napisać w kształcie: 

Jeżeli więc oznaczymy przez X wartość pierwiastka po prawej,-
który wyraża, jakto poniżej zobaczymy, styczną trygonometryczną pro-
mienia koła wpisanego w trójkąt kulisty, będziemy mieli 

a znalazszy wartość logX dostatecznym będzie od niego odjąć log sin (p—a), 

log sin (p — b), log sin (p — c), aby otrzymać logarytmy 

"Wzory powyżej przytoczone zarazem wskazują nam znane warunki 
moźebności rozwiązania trójkąta kulistego. Jakoż, w przypadku rozwa-
żanym według art. 11-go zadanie będzie zawsze możebne, gdy summa 
trzech boków trójkąta jest mniejsza od 360" i każdy z boków jest mniej-
szy od summy dwu pozostałych. 

Przykład 1-ssy. 
Rachunek przedwstępny 
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Rachunek kąta a Rachunek kąta p 

Rachunek kąta Y 

Używając logarytmów siedmiocyfrowych, znaleźlibyśmy następujące 
wypadki 

Jeżeli dla znalezienia kąt a użyjemy wzoru 

natenczas wprowadzając taki kąt posiłkowy aby 

otrzymamy 

Stosując ten wzór do powyższego przykładu, otrzymamy 
Rachunek kąta cp 
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Bachuneh iloczynu sinh sine Bachuneh hąta a 

Używając zaś logarytmów siedmiocyfrowych, znaleźlibyśmy 

PBZYKŁADY. 

D A N E s z u K A N E 

a h e a P Y 

370 29' 14",7 680 47' 43",9 960 47'21",4 250 24' 12",2 410 5' 1350 34' 37",2 
69 3 34 ,8 75 56 53,2 70 8 32 72 27 4 7 , 9 82 3 22 , 6 73 47 26 
50 48 20 116 44 48 129 11 40 59 51 22 94 50 25 120 8 38 

109 39 0 38 28 16,4 128 18 46 72 12 5 3 , 6 38 58 40 ,6 127 30 4,5 
29 54 40 ,1 

1 
148 26 4,8 162 25 59,6 69 49 29 ,1 99 49 8 , 8 145 22 49,9 

38. Przypadeh 2-gi. 3Iając dane trzy hąty trójhąta hulistegOf 
znaleść trzy jego hoki. 

Niech będą dane a, p i 7. 
Boki a, h, c trójkąta kulistego otrzymamy za pomocą wzorów (1) 

artykułu 8-go. Jakoż, bok a znajdziemy z pierwszego z tych wzorów 

Wzór ten jednak nie jest dogodny do rachunku logarytmami i mo-
glibyśmy jedynie przez wprowadzenie kąta posiłkowego, uczynić go dogo-
dnym do rachunku logarytmami. Zazwyczaj jednak do wyrachowania 
boków trójkąta używamy wzorów (1), (2) lub (3) art. 13-go, mianowicie; 
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COS 

sin — 

tg 

cos(P—p) cos (P-- T ) 
sin p sin y 

— cos P cos (P — a) 
sin p sin y 

— cos P cos (P — 

gdzie 2 P = a + p 4- Y. 

Jeżeli zachodzi potrzeba znalezienia jednego z boków trójkąta, obo-
jętną będzie rzeczą, który z tych wzorów weźmiemy za podstawę rachun-
ku; jeżeli zaś potrzebujemy wyrachować wszystkie boki trójkąta, najdo-
godniej jest używać wzorów na styczną połowy boku; w tym bowiem razie 
potrzebujemy znaleść logarytmy czterech funkcyj trygonometrycznych, 
gdy, tymczasem używając wzoru na dostawę połowy boku, potrzebujemy 
szukać sześciu logarytmów, używając zaś wstawy — siedmiu logarytmów. 
Zwrócić należy uwagę, że przy użyciu wzorów na styczną połowy boku, 
możemy, jak w przypadku poprzedzającym, rachunek znacznie uprościć. 
Jakoż, wzór na styczną połowy kąta możemy napisać w kształcie 

— cosP 
o cos (P —(3) cos(p —Y) ' 

jeżeli więc wartość pierwiastka po prawej oznaczymy dla skrócenia przez 

y , czyli jeżeli 

_ 1 / " c o s (P—g) cos (P — p) cos ( P ^ ^ 
^ V — cosP ' 

g d z i e j a k t o poniżej zobaczymy, oznacza dostyczną promienia koła 

opisanego na trójkącie kulistym, będziemy mieli 

, 1 cos(P —a) , , . , , 1 , cos(P —S) tg — a = i i podobnież tg — & = ^ 
J p 2 p 

Po znalezieniu logarytmu p, dostatecznym będzie odjąć go od loga-
rytmów cos (P — a), cos (P —- p) i cos (P — y), aby znaleść logarytmy 
stycznych połowy boków. 

Wzory powyższe zarazem obejmują warunki, jakim się zadość sta-
wać powinno, aby rozwiązanie trójkąta było możebne. Jakoż, według 
art. 14-go, zadanie będzie możebne do rozwiązania, gdy summa trzech 
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kątów będzie większa od 180", a mniejsza od 540®, a nadto summa dwu 
którychkolwiek kątów zmniejszona o kąt trzeci, będzie mniejsza od 180®.. 

Zwrócić należy uwagę, że przypadek niniejszy rozwiązania trójkąta 
kulistego daje się za pomocą trójkąta kulistego biegunowego sprowadzić 
do przypadku pierwszego, to jest do rozwiązania trójkąta, gdy są dane 
trzy jego boki. 

FrsyMad. 

Mamy w tym razie 
Bachuneh pruedicstępny 

w I / 

liachunek hoku a 

Rachunek hoku b 

Rachunek hoku c 
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P K Z Y K Ł A D Y . 

D A N E s z u K A N E 

a P Y a h C 

720 12' 5 3 " 1410 i'33" 5 2 0 3 0 ' 0 " 109039' 8",6 1410 32 ' 59" ,2 510 41 ' 14" ,8 
189 2 1 21 ,3 126 57 52 123 8 11,7 130 0 0 110 0 0 100 0 0 

154 35 47,8 41 5 3,5 44 25 22 ,8 142 30 45,4 68 47 44 8 3 12 38 ,6 

4 1 55 45 142 13 58 12 49 37,5 101 2 2 13,2 116 1 45,4 19 0 33 ,9 

82 32 43 ,1 52 49 46,6 119 31 27,1 38 4 11,8 65 58 20,7 87 27 9 ,8 

34 58 32,4 127 10 13,4 65 53 26,9 38 4 11,7 121 0 1,1 100 55 40,2 

39. Przypadek 3-ci. Mając dane dwa hoki trójkąta kulistego i kąt 
między niemi zawarty, znaleść pozostały hok c i kąty. 

Niecił będą dane a,h \ kąt 
Na zasadzie wzorów (1) artykułu 7-go, mianowicie pierwszego i trze-

ciego znajdziemy szukane kąty; jakoż 

(1) 

(2) 

Aby wzory te uczynić dogodnemi do rachunku logarytmami, wpro-
wadzamy takie kąty posiłkowe 9 i aby 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

(6) 

Znajdziemy więc kąty a i p, szukając dla każdego pięciu logarytmów. 
Mając zaś kąty a i p, znajdziemy bok c za pomocą wzoru 

który przez wprowadzenie któregokolwiek z kątów posiłkowych cp i daje 
nam wyrażenie dostawy boku c, dogodne do rachunku logarytmami, mia-
nowicie : 

(7) 
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Zdarza się, że bok c nie daje się dokładnie wyznaczyć przez swoją 
dostawę; wtedy rachujemy naprzód kąty a i a następnie znajdujemy 
bok c za pomocą jego stycznej; jeżeli bowiem wzory 

podzielimy stronami odpowiedniemi przez wzory (7) i uwzględnimy związki 
(3), (4), (5) i (6), znajdziemy 

40. Zadanie powyższe możemy także rozwiązać, za pomocą analogij 
Napiera.' Jakoż, na zasadzie pierwszego i drugiego z wzorów artykułu 
17-go, mamy 

Z tych wzorów znajdziemy (a + i 4 — tymsamym kąty A A 
szukane a i p. Pozostały bok c możemy znaleść albo za pomocą wzoru 

przypuszczając, że kąt a jest już nam znany, alboteż 

za pomocą wzoru J)elarabre'a 

lub też analogij Napiera 

albo 
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41. Widzimy, że używając do rozwiązania zadania wzorów, poda-
nych w art. 39-ym, potrzebujemy do znalezienia kąta a Inb |3 szukać pięciu 
logarytmów, używając zaś sposobu, podanego w artykule 40-ym, potrzebu-
jemy szukać także pięciu logarytmów do znalezienia obudwu kątów. 
Przy szukaniu więc obu kątów a i [i korzystniej jest używać analogij Na-
piera. Podobnież, gdy chodzi o znalezienie, oprócz kątów a i p, boku r, 
korzystniej jest używać analogij Napiera, gdyż one wymagają szukania 
jednego logarytmu. Gdy jednak chodzi o znalezienie samego boku c ko-
rzystniej jest użyć jednego z wzorów (7) art. 38-go, gdyż on wymaga szu-
kania pięciu logarytmów. Ponieważ przypuszczamy, że dane elementy 
są zawarte między O i ISO'', przeto zadanie jest zawsze możebne i posiada 
jedno rozwiązanie. 

42. Gdy zachodzi potrzeba znalezienia jedynie boku c trójkąta 
kulistego, jeżeli ten przez swoję dostawę nie daje się dokładnie oznaczyć, 
możemy jeszcze użyć innego wzoru. I tak, jeżeli we wzorze 

cos c = cos a cos h sin a sin h cos y, 

zamiast cos y weźmiemy 1 — 2 sin^ ^ y, będziemy mieli 

cos c — cos (a — b) — 2 sin a sin l> sin^ y, czyli 

sin^ G — sin^ {a—l)-\- sin a sin h sin^ ^ y. 

Jeżeli do tego wzoru wyprowadzimy taki kąt posiłkowy ic, aby 

J/^^sina sin/^, 

. 1 sni Y 
tg ic — 

otrzymamy 

s i n l ( a — i ^ ) 

1 
sm - - c =• 2 cos u-

AVzór ten, jak i poprzednie, wymagają szukania pięciu logarytmów. 
4II. Zadanie powyższe możemy też rozwiązać za pomocą trójkątów 

kulistych prostokątnych. Jakoż, jeżeli z wierzchołka A (fig. 12) popro-
wadzimy koło wielkie prostopadle do boku BC, to koło to przetnie bok BC 
w punkcie H, albo między punktami C i B alboteż na przedłużeniu boku 
CB (fig. 12a). Trójkąt ABC.będzie wtedy summa albo różnicą dwu 
trójkątów prostokątnych kulistych ACH i ABH, stosownie do tego czy 
punkt H przypada na boku CB, czyteż na jego przedłużeniu. Rozważając 
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trójkąt ACH, mamy w nim daną przeciwprostokątną AC = 6 i kąt 
ACH = Y, możemy więc ten trójkąt rozwiązać i znaleść boki A H i CH, 
mając zaś bok CH, znajdziemy HB CB — CH = a — CH; z trójkąta 
zaś AHB prostokątnego, w którym wiadome będą AH i HB, znajdziemy 

Fig 12. 

pozostałe jego elementy. Jeżeli CH jest mniejsze od a, kąt p trójkąta 
ABC będzie równy kątowi ABH trójkąta prostokątnego ABH; jeżeli 
zaś CH jest większe od a, kąt p trójkąta ABC będzie spełnieniem kąta 
ABH trójkąta prostokątnego ABH. Każdy z trójkątów prostokątnych 
ma jedno rozwiązanie, zatym istnieje jeden tylko trójkąt, zadośćczyniący 
warunkom zadania. 

FrzyMad. 
1) Szukamy najpierw kątów posiłkowych cp i (j; takich, aby 

Następnie kąty a i p znajdujemy za pomocą wzorów 
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Rachunek Jcąła a Rachuneh hąta p 

Bok zaś c znajdziemy za pomocą jednego z wzorów (7) art. 39-go, 
przypuśćmy, źe bierzemy wzór 

2) Ten sam przykład rozwiążemy za pomocą analogij Napiera. 

Rachuneh kąta Rachuneh kąta 

Bok zaś c za pomocą wzoru Delambre'a. 
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PRZYKŁADY. 

D A N E s z U K A N E 

a h Y a P 1 C 

37029'14",7 111012'16",1 440 25'22",8 ! 250 24'12",2 1380 54'56",6 830 12'38",7 
69 3 34,8 104 3 6,8 106 12 34.2 i 72 27 47,9 97 56 37,4 109 51 28,3 

3 43 25,2 177 41 45,5 152 58 55,6 120 57 6 147 56 7,6 178 1 40 
70 20 50 38 28 0 52 30 0 107 47 6,5 38 58 26,7 51 41 14 

141 55 48,2 114 1 39,1 
1 

119 21 27,2 147 27 17 127 10 13,4 87 27 10 

44. Frzypadeli 4-ty. Mając dany hole trójkąta liulistcgo i dwa liąty 
doń przylegle^ znaleśó pozostałe holi trójkąta i kąt. 

Niech będfj dane c, a i p. 
Za pomocą wzorów (1) artykułu 7-go, mianowicie drugiego i czwar-

tego, znajdziemy szukane boki, jakoż wzory 

dają 

<1) 

(2) 

Aby te wzory uczynić dogodnemi do rachunku logarytmami, wpro-
wadzamy takie kąty posiłkowe cp i zawarte między O i 180", aby 
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( 3 ) 

AVtedy wzory (1) i (2) dadzą, się napisać w kształcie: 

( 4 ) 

Znajdziemy tym sposobem boki a, h, kąt zaś y znajdziemy za pomocą 
wzoru 

który, przez wprowadzenie któregokolwiek z kątów posiłkowych cp lub 
da nam wyrażenie dostawy kąta Y, dogodne do rachunku logarytmami, 
mianowicie: 

( 5 ) 

(6) 

Zdarzają się przypadki, że kąt Y nie daje się dokładnie wyznaczyć 
za pomocą jego dostawy, w tym razie szukamy najpierw boków a i h, 
a następnie kąt Y za pomocą stycznej, którą znajdziemy, jeżeli wzory 

podzielimy stronami odpowiedniemi przez wzory (5) i (6) i uwzględnimy 
związki (3) i (4), mianowicie: 

45. Zadanie powyższe możemy także rozwiązać za pomocą ana-
logij Napiera. Jakoż, na zasadzie trzeciego i czwartego z wzorów 
art, 17-go, mamy 
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Z tych wzorów znajdziemy (a + b) i (a — b), a tymsamym 
boki a i 

, , 11 • sjn a . 
Kąt Y możemy znalesc, albo za pomocą wzoru sin y = —.— sin c = 

— ^ przypuszczeniu, że boki a lub h są znane z poprzedzają-
sinZł 

cego rachunku, alboteź za pomocą wzoru Delambre'a 

^ sin i - (a + ^ 
= — I -cos - - (a — b) 

albo wreszcie za pomocą jednego z następujących wzorów analogij Na-
piera 

sin ~ { a — b ) ^ 
'tg Y 1 cotg — (a - p), 

sin -- (« + b) 

tg 2- T = - cotg - - (a + r̂ ), 
cos {a -I- b) 

46. Z wzorów, wyprowadzonych w poprzedzających artykułach, na 
szukane dwa boki a i b̂  tudzież kąt 7, widzimy, że używając do rozwiąza-
nia zadania wzorów, podanych w artykule 44-ym, potrzebujemy szukać 
pięciu logarytmów, aby otrzymać logarytm stycznej jednego z boków; 
używając zaś wzorów, podanych AV art. 45-ym, potrzebujemy wprawdzie 
szukać także pięciu logarytmów, ale mając je, przychodzimy do zna-
lezienia logarytmów stycznych połowy summy i różnicy boków szukanych 
a tymsamym i 

do znalezienia obu boków. Jeżeli więc chodzi o znalezie-
nie obu boków a i b, korzystniej jest używać analogij Napiera, aniżeli 
wzorów podanych w art. 44-ym, gdy zaś chodzi o znalezienie samego boku, 
wtedy wzory art. 44-go daleko prędzej prowadzą do celu aniżeli wzory 
art. 45-go. Ponieważ przypuszczamy, że dane elementy są zawarte między 
O i 180^, przeto zadanie jest zawsze możebne i posiada jedno rozwiązanie. 

47. Jeżeli zachodzi potrzeba znalezienia jedynie kąta 7 trójkąta, 
gdy wyznaczenie dostawy nieprowadzi do dokładnego wypadku, możemy 
użyć innego wzoru do wyznaczenia tegoż kąta. Jakoż, jeżeli we wzorze cos Y — cos a cos p "T sin a sin [3 cos c, 

http://rcin.org.pl



3 2 8 TRY G OX0MK'1'KYJA K UL 1STA. 

zamiast cos c Aveźmiemy otrzymamy 

stad 

Ażeby ten Avzór uczynić dogodnym do rachunku logarytmam, AV-pro-
wadzamy kąt posiłkowy w, taki, aby 

tym razie wzór poprzedzający daje się najiisać w kształc.e: 

AVzór ten posłuży do znalezienia kąta Y, i tak, jak i poprzednie, Avy-
maga szukania pięciu logarytmów. 

48. Zadanie powyższe możemy sprowadzić do rozwiązania dwu 
trójkątów kulistych prostokątnych. Jakoż, jeżeli poprowadzimy z wierz-
chołka A (fig. ] 3) łuk koła wielkiego prostopadłego do boku BC, to łuk 
ten przetnie bok BC AV punkcie H, który znajdować się może albo na boku 
BC między punktami B i C, alboteż na przedłużeniu tegoż boku (fig. 13a). 

Fi-. 13. Fig. 13a. 

Trójkąt ABC będzie albo sumnią albo różnicą dwu trójkątów prostoką-
tnych kulistych BHA i AHC, stosownie do tego, czy punkt H znajduje się 
między punktami B i C, c:̂ yteź na przedłużeniu boku BC; rozwiązując 
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każdy z trójkątów prostokątnych kulistych, będziemy mieli tymsamym 
rozwiązanie trójkąta ABC. 

Rozważając trójkąt ABH, mamy w nim daną przeciwprostokątną c 
i kąt p, przeto znajdziemy kąt BAH i boki AH i BH. W trójkącie 
ACH mamy dane jeden z boków AH kąta prostego, tudzież kąt CAH, 
który jest równy różnicy między kątem danym a i kątem BAH, znalezio-
nym z rozwiązania pierwszego z trójkątów kulistych prostokątnych, zatym 
ten trójkąt możemy rozwiązać. Kąt 7 trójkąta ABC będzie równy kąto-
wi ACH trójkąta prostokątnego kulistego lub jego spełnieniu stosownie 
do tego czy kąt BAH jest mniejszy lub większy od kąta danego a. Bok 
i = A C znajdziemy przez rozwiązanie trójkąta kulistego prostokątnego 
CAH; nareszcie bok a znajdziemy z boków BH i CH, gdyż bok ten będzie 
równy ich summie lub ich różnicy stosownie do tego, czy kąt BAH jest 
mniejszy, czyteż większy od kąta a. 

Każdy z trójkątów kulistych prostokątnych ma jedno rozwiązanie, 
zatym istnieje tylko jeden trójkąt, zadośćczyniący warunkom zadania. 

Frzyhład 1-szy. 

1) Szukamy najpierw kątów posiłkowych cp i takich, aby 

liachuneh Icąta cp Bachunek kąta C{J 

Następnie boki a i h znajdujemy za pomocą wzorów 
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Rachuneh hohu h 

Kąt Y znajdziemy za pomocą jednego z wzorów (5) lub (6) artykułu 
44-go. Weźmy wzór (5) 

» 

Ten sam przykład rozwiążemy za pomocą analogij Napiera 

Kąt zaś Y za pomocą wzoru Delambre'a 
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wtedy 

PrzyJcład 2-gi. Przypuśćmy, źe chcemy rozwiązać trójkąt kulisty 
w którym 

Rozwiążemy ten trójkąt w sposób podany przez Gaussa. 
Na mocy wzorów Delambre'a 

Szukamy sześciu logarytmów 

*) Gauss, Theoria raotiis, str. 56. 
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Nastęi)nie mamy 

Stąd otrzymamy 

P B Z Y K Ł A D Y . 

D A N E s z u K A N 

^ 

E 

C a P T a h 

1420 30' 45",3 1880 54' 56",5 1350 34' 37",2 1540 35' 47",7 1110 12' 16" 960 47' 21",5 
78 37 46 9 37 46 2 12 49 37,5 138 4 15 63 58 14,6 19 0 33,9 

11 25 56,3 173 35 5,1 n 54 3 5 45 12 167 14 10,2 155 56 8,8 

69 50 0 146 58 16,9 24 54 28,4 32 54 24,2 109 38 52 46 41 38,5 

29 54 40,1 
1 

80 10 51,4̂  39 9 50 65 58 20,9 32 32 43,1 20 10 10,2 

49. Przypadeli 5-ty. Mając dane dim loki trójkąta kulistego i kąt 
jednemu s nich inzeciwległy, znaleśćpozostały bok i dwa kąty. 

Niech będą dane a, h i a. 
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Szukamy naprzód kąta ^ za pomocą wzoru 

(1) 

Mając kąt p, pozostały kąt y i bok c znajdziemy za pomocą analogij 
Napiera, mianowicie: 

Aby jednak zadanie było możebne do rozwiązania, potrzeba przede-
wszystkim, aby wyrażenie, dające wstawę kąta p było nie większe od je-
dności, czyli, innemi słowy, pierwszym warunkiem możebności zadanie jest 

Jeżeli temu warunkowi staje się zadość, otrzymujemy dwie wielkości 
kąta p, spełniające się. Lecz, aby którakolwiek z tych wielkości zadość-

czyniła zadaniu, koniecznym jest, aby wartości tg Y i tg-^- c były do-

datne, a temu warunkowi staje się zadość, gdy a — p i a — & są jedna-
kowego znaku, Jeżeli temu warunkowi nie czyni zadość żadna z dwu 
znalezionych wielkości kąta [3, w takim razie zadanie jest niemoźebne do 
rozwiązania; jeżeli zaś którakolwiek z wielkości kąta p zadośćczyni po-
wyższemu warunkowi, mamy zawsze odpowiednio rozwiązanie. Jakoż, 
ponieważ a —p i a — h są jednakowego znaku, otrzymamy za pomocą 
analogij Napiera wielkości kąta Y i boku c między O® i 180". Lecz te 
wielkości kąta Y i boku c będą teżsame, jakie wynikają z pozostałych 
wzorów Napiera, albowiem wyprowadzają się one z dwu pierwszych, przy 
użyciu wzorów 

7i tego wynika, że znalezione wielkości kątów [3 i y i boku c zadość-
czynią czterem Avzorom Napiera. Jeżeli więc postawimy sobie za zadanie 
znalezienie trójkąta, którego danemi bokami są a, a kątem danym '( za-
danie będzie zawsze możebne i szukanemi elementami będą kąty a, [i i bok c. 
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Dwa przypadki, o których powyżej mowa, stanowią p r z y p a d k i 
w ą t p l i w e trójkąta kulistego, albowiem skutkiem otrzymania dwa wiel-
kości kąta p powstaje wątpliwość, która z wielkości odpowiada trójkątowi 
szukanemu. W zastosowaniach jednak należy rozważyć warunki, w ja-
kich zadanie jest postawione. 

50. Zadanie powyższe możemy jeszcze rozwiązać za pomocą wzo-
rów (3) art. 2-go i wzorów (1) art. 7-go, wtedy możemy znaleść kąt Y i bok 
c bez znajomości kąta p. I tak, jeżeli we wzorach 

cos a cos & cos c -ł" sin h sin c cos a, 
cotg a sin 1) =: cos & cos Y + sin Y cotg a, 

położymy 

(1) tgcpr=tg6cOSa, 

natenczas otrzymamy 
. . cos a cos cc (2) cos ( C — CP) RR= ^ , 

^ ^ ^ ^^ COS& 

(3) cos (Y — = cotg a tg & cos 
Aby rozwiązanie zadania było możebne, koniecznym jest, aby war-

tości cos (c — cp) i cos (Y — były zawarte między — 1 i -J- 1; lecz łatwo 
się przekonać, że oba te warunki dają się zawrzeć w jednej nierówności 

sin h sin a ^ ^ 
sma 

Jeżeli temu warunkowi staje się zadość, z równań (2) i (3) możemy 
znaleść kąt Y — 'I' i bok c — cp, a tymsamym kąt Y i bok c. Wątpliwość, 
wskazana w poprzedzającym artykule; i tutaj ma miejsce, jeżeli bowiem, 
kąt Y — ł = bok c — cp=:N sprawdzają powyższe równania, sprawdzać 
je także będą: kąt Y — 'I' = — Q i bok c — cp = — N, a zatym i dwa 
kąty i dwa boki będą zadośćczyniły powyższym równaniom i pozostanie 
wątpliwość, który z kątów i który z boków należy przyjąć do rozwiązania 
zadania. Wypada nam teraz pokazać, którą z wielkości boku c i kąta Y 
należy wziąć, aby, łącznie z odpowiednią wielkością kąta p, dawały trójkąt, 
zadośćczyniący warunkom zadania. Jeżeli kąty posiłkowe cp i ^ wprowa-
dzimy do wzorów 

cotg h sin c — cotg p sin a = cos c cos a, 

cos p = — cos a cos Y + sin a sin y cos 
otrzymamy 

(4) s in (c -cp) = s i n ( p ^ , sin (Y - s i n . 
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Wzory te iiokazują, że różnice c — cf i y — ^ jednakowego 
znaku. Z tych wzorów nadto widzimy, że gdy te różnice są obie dodatne, 
kąty a i p są albo oba mniejsze albo oba większe od 90®; gdy zaś różnice 
te są ujemne, z kątów a i jeden jest mniejszy, drugi zaś większy od 90". 
Z tego rozumowania W3niika, że jeżeli przez M oznaczymy wielkość kąta ^ 
mniejszą od 90®, natenczas wielkości p, Y i c, zadośćczyniące warunkom 
zadania, dadzą się ugrupować w sposób następujący: 

p = —M, c —(f — N , Y = — Q 

Z równań (2), (3) i (4) przy uwzględnieniu równania (1) i równania 
. ^ sin J sin a sin 3 — — . - otrzymamy ' sin a ' 

(6) tg ( c - ^ ) = tga cos tg (Y - == , stąd 
cos Ur 

(7) tg (c — sin h sin a tg (Y — 

Jeżeli zachodzi potrzeba znalezienia wszystkich trzech nieznanych 
elementów trójkąta, i jeżeli znajdziemy kąt p zapomocą wzoru (1), 
możemy z korzyścią użyć wzorów (6) i (7); gdyż wzory te wymagają 
szukania o jeden logarytm mniej aniżeli wzory (2) i (3), nadto wyzna-
czają różnice c — cp i Y — zapomocą stycznych. Przy przeprowadzeniu 
rachunku możemy różnice te uważać jako dodatne, to jest, jako równe 
+ N i + Q; lecz gdy bierzemy dla kąta [i wielkość M należy zmienić znak 
drugiej strony równania (6), gdy kąt a jest większy od 90". 

51. WI)roAvadzenie kątów posiłkowych cp i do rozwiązania za-
piania sposobem podanym w artykule poprzedzającym wychodzi na po-

Fig. 14. Fig. 14a. 

dzielenie trójkąta kulistego ABC za pomocą koła wielkiego OD, popro-
wadzonego przez wierzchołek C, prostopadle do boku AB na dwa troj-
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kąty prostokątne. Jakoż, jeżeli bok CI) (fig. 14) z bokiem AB tworzą 
kąt prosty, natenczas z trójkąta A CD mamy tg A D = tg?) cos a, 
cotg A C D = : cosZ< tga, stąd wynika, że bok AD = ' f , kąt ACD ({). 
Zadanie więc w tym razie sprowadza się do rozwiązania dwu trójkątów 
prostokątnych kulistych AOD i BCD, po rozwiązaniu których znajdziemy 
szukane elementy trójkąta danego w sposób, podany przy rozwiązaniu 
przypadków 3-go i 4-go za pomocą rozkładu trójkąta na dwa trójkąty 
kuliste prostokątne. 

52. Z rozwiązania powyższego zadania widzimy, że otrzymujemy 
dwie wielkości kąta [3, a skutkiem tego mamy wątpliwość, która z nich 
zadośćczyni warunkom zadania. 

Kozbiór szczególnych przypadków pozwala częstokroć bez szukania 
kąta [3, wyprowadzić możebność rozwiązania zadania. Rozbiór ten, jak-
kolwiek dość długi, nie przedstawia jednak trudności w otrzymaniu pożą-
danych rezultatów. 

Zanim przystąpimy do rozbioru przypadku ogólnego zadania, za-
uważmy naprzód, że, gdy a — h, natenczas a — p. Na mocy wzorów^ 
Napiera, mamy 

cotg -J- Y tg a cos a, tg c = tga cos a, 
2 . ^ 

a że cotg T i tg -J- c są dodatne, przeto kąt a i bok a są jednocześnie 
2 Z 

mniejsze lub większe od 90", stąd wypada, że gdy a ^ h , będziemy mieli 
tylko wtedy rozwiązanie, gdy a i a są jednocześnie oba mniejsze lub oba wię-
ksze od 90"; jeżeli a i o, będą równe, każdy 90°, wtedy cotg — Y i tg — c 
będą nieoznaczone i będziemy mieli nieskończoną ilość rozwiązań. Z roz-
bioru przypadku ogólnego, oprócz przypadku gdy a—h^ pominiemy również 
przypadki, gdy kąt a lub którykolwiek z boków a i i są równe 90"; przy-
padki bowiem tego rodzaju s])rowadzają się do rozwiązania trójkąta kuli-
stego prostokątnego, które podaliśmy we właściwym miejscu. 

Przechodzimy do rozbioru zadania w przypadku ogólnym. 
Przedewszystkim pierwszym warunkiem możebności zadania, jak to 

W7żej zauważyliśmy, jest, aby m\h sina < sina. Jeżeli temu warunkowi 
nie staje się zadość, zadanie jest niemożebne do rozwiązania. Jeżeli zaś 
warunek ten ma miejsce, otrzymujemy dwie wielkości kąta p, mianowicie 
M i W = 180" — M, gdzie M < 90". Aby którakolwiek z tych wiel-
kości odpowiadała warunkom zadania, potrzeba, aby a — p i a — 5 były 
jednakowego znaku, czyli jeżeli ]\[ ]na odpowiadać warunkom zadania, 
jDotrzeba, aby a — M i a —h były jednakowego znaku; podobnież 
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jeżeli M' ma odpowiadać warunkom zadania, potrzeba, aby 
były jednakowego znaku. Rozbierzemy dwa przypadki, gdy 
i gdy a > 90", przy odpowiednich wielkościach boku 

gdy a < 90" i & < 90®, natenczas a < 6 lub « > przypadek 
a = h pomijamy, jako powyżej już rozebrany; 

a) gdy a<.h wzór sinp = l i ^ ^ M > a, tymbardziej 

więc M' a, mamy zatym w tym razie dwa rozwiązania; 
h) gdy natenczas mogą zajść trzy przypadki: 

w przypadku pierwszym mamy 
zatym sin&<Csina, wtedy M <C a czyni zadość warunkom zadania; zaś 
M' > a nie odpowiada warunkom zadania, mamy więc jedno rozwiązanie; 
w przypadku drugim, gdy a i = 180", mamy 6 = : 180» — a i sin/>» 
= sina, a zatym M = : a , zaś M ' > a ; nie mamy więc żadnego rozwiązania; 
wreszcie w przypadku trzecim, gdy a + & > 180", mamy h > 180" — a, 
sinh > sina, zatym M > a, tymbardziej M' > a; nie mamy więc żadnego 
rozwiązania. 

2) gdy a < 90" i h ^ 90", natenczas może być albo a < & albo 
przypadek a — h pomijamy, jako wyżej rozebrany; 

a) gdy a Ch, natenczas mogą zajść trzy przypadki: 
w przypadku pierwszym, gdy 

mamy sin& sina, kąty M i M' są większe od a i oba czynią zadość wa-
runkom zadania, mamy więc dwa rozwiązania; w przypadku drugim, gdy 
a -i- 6 = 180", sin&=:sina, a stąd M=::a, nie czyni zadość warunkom za-
dania zaśM'>>a czyni zadość, mamy więc jedno rozwiązanie; wreszcie 
w przypadku trzecim, gdy a 1 8 0 " , sin Z* < sin a, kąt M <C a nie 
czyni zadość warunkom zadania, kąt zaś M' > a czyni zadość warunkom 
zadania, mamy więc jedno rozwiązanie. 

h) gdy a>.&, wtedy sina < sin h, albowiem l)oki a i & są > 90", 
wtedy kąt M a, tymbardziej M' > a i nie mamy żadnego rozwiązania. 

Przypadek, AV którym kąt a ; > 90", daje się w podobny sposób roze-
brać, a tymsamym przyjść możemy do rezultatów, które wykazane są 
w następującej tabliczce: 

dwa rozwiązania 
jedno rozwiązanie 

' żadne rozwiązanie 
dwa rozwiązania 
jedno rozwiązanie 
żadne rozwiązanie 
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90° ( 

Żadne rozwiązanie 
jedno rozwiązanie 
dwa rozwiązania 
jedno rozwiązanie 
żadne rozwiązanie 
dwa rozwiązania 

[a<.h 
90° j a > i a + & = lub < 180" 

' a > & i a -f 6 > 180« 
I a < 6 i a -f Z; ^ 1 8 0 " 

/ i > 90" a < Z; i a + 6 = lu l )< 180« 
' a > & 

53. AYypadki, powyżej otrzymane, dają się także objaśnić gieome-
trycznie. Jakoż, nakreślmy na kuli połowę okręgu koła wielkiego ADA' 
(fig. 15), następnie kąt A'AC = a; wieźmy bok AC — h i przedłużmy go 
aż do przecięcia się z kołem AA' w punkcie A', z punktu zaś C jako bieguna 
promieniem kulistym równym bokowi danemu a, nakreślmy łuk koła; łuk 
ten spotka półokrąg ADA' albo w dwu punktach B i B', albo w jednym 
punkcie D, albo wreszcie nie spotka się z tym półokręgiem koła. To poka-
zuje nam, że zadanie nasze może mieć dwa rozwiązania, jedno rozwiązanie, 

B D B' 

Fi''. 15. 

lub nie mieć żadnego l ozwiązania. Z punktu C poproAvadźmy łuk koła 
wielkiego prostopadły do AA', niecb CD będzie długością tego łuku; na-
tenczas w trójkącie pi'ostokątnjm kulistym ACD, l)()k CD będi^ię mniej-
szy od 90", gdy kąt jemu przeciwległy a jest ostry, jest zaś więksi-.y od 90", 
gdy kąt jemu przeciwległy jest rozwarty; w pierw^szym przypadku CD jest 
najmniejszym, w drugim zaś największym łukiem koła wielkiego, jaki 
z punktu C do półokręgu ADA' poprowadzić można. Na tej zasadzie 
opiera się cały rozbiór gieometryczny zadania. 

]) Gdy bok a jest zawarty między h i jego spełnieniem 180" — h 
zadanie ma zaw ŝze jedno rozwiązanie, jakikolwiek będzie kąt a, albowiem 
okrąg koła, zakreślony z punktu C jako bieguna i promieniem kulistym ró-
wnym a, przecina jeden z łuków CA albo CA' i przedłużenie drugiego, 
więc przecina półokręg ADA' ŵ  jednym punkcie i wyznacza trójkąt kulisty. 
Przypadek ten to jest, gdy h^ a ^ 180" — h prowadzi do następujących 
przypadków: a <! a + i > 180" i a:>h, a h <i 180", które zaw^arte 
są w podanej powyżej tabliczce. 
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2) Gdy bok a nie jest zawarty między h i 180" — i jednocześnie 
z wielkości a i a jedna jest mniejsza od 90°, a druga większa, zada-
nie jest niemoźebne do rozwiązania. Jakoż, przypuszczając, źe bok a 
jest Aviększy od Z* i od 180" — i, wtedy & i a + &>180'', a więc było-
by a > 90"; przypuszczając przeciwnie, źe bok a jest mniejszy od h i od 
180" — czyli a C ^ b i a d 180" — h, wtedy mielibyśmy a<90" . Gdy więc 
kąt a < 90° prostopadła CD < 90", a że bok a > 90", wtedy bok a jest 
większy od pochyłych CA i CA', a tymsamym większy od prostopadłej 
CD, nie może przecinać koła wielkiego ADA'. Gdy zaś kąt a > 90", 
C D > 90", zaś a <. 90", wtedy bok a jest mniejszy od pochyłych CA i CA' 
a tymsamym mniejszy od prostopadłej CD i nie może przecinać koła wiel-
kiego ADiV'. Z tego wynika, że jjrzy jakiejkolwiek wielkości kąta a trójkąt 
w tym razie nie istnieje. Przypadek ten prowadzi do warunków: & 
i a > 180" — h, stąd a > 90"; lub a < Z/, a < 180" — h, stąd a < 90", 
pierwszy prowadzi do warunku a C 90", drugi zaś do warunku a 90". 
W pierwszym przypadku, gdy a <1 90", a >> & i a -f- & > 180", jak wska-
zuje nasza tabliczka niema rozwiązania, podobnież w drugim przypadku, 
gdy a > 90", a nadto a <.h \ a Ą- I <i 180" według naszej tablicy niema 
również rozwiązania. 

3) Jeżeli bok a nie jest zawarty między h i 180" — ale jedno-
cześnie z a jest mniejszy lub większy od 90", zagadnienie może mieć dwa 
rozwiązania, albo tylko jedno, albo żadnego rozwiązania. Jakoż, przy-
puszczając, że a<il)\ od 180"—h będzie a < 9 0 " i a C 90" ponieważ z za-
łożenia a i a są jednocześnie oba mniejsze lub oba większe od 90", wtedy 
CD jest prostopadłą mniejszą. Jeżeli zaś a > ?> i a > 180" — h będzie 
« > 9 0 " i a > . 90", wtedy CD jest prostopadłą większą. Ponieważ bok a, 
w pierwszym razie nmiejszy od pochyłych CA i CA' jest Aviększy od pro-
stopadłej mniejszej CD, w drugim zaś, ten bok większy od pochyłych CA 
i CA' jest mniejszy od prostopadłej większej CD, przeto okrąg koła na-
kreślony z punktu C jako bieguna promieniem kulistym a przecina koło 
wielkie A BA' w dwu i)unktach, równo oddalonych od punktu D i mamy 
wtedy trójkąty ACB i ACB' rozwiązujące zadanie. 

Gdy bok a, mniejszy albo większy od obudwu pochyłych CA i CA' 
jest równy prostopadłej kulistej, odpowiadającej kątowi a, wtedy trójkąt 
ACD jest jedynym rozwiązaniem zadania. 

Jeżeli wreszcie bok a jest mniejszy albo większy od obudwu prosto-
prostopadłych kulisty cli, zagadnienie jest nie możebne do rozwiązania. 

Zauważmy teraz, że gdy aC,h i a < 180" — h mamy a <! 90" 
jeżeli więc a < ; 90°, jalc tego założenie wymaga, mamy zawsze dwa roz-
wiązania, które powyższa tabliczka wykazuje, gdy zaś i a>180°— 
mamy a > 90", jeżeli więc a > 90", jak tego założenie wymaga, mamy 
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również dwa rozwiązania w tabliczce podane. W obu przypadkach, gdy 
« + & = 180®, tabliczka również pokazuje jedno rozwiązanie. Wreszcie, 
gdy bok a jest mniejszy od prostopadłej kąta a <; 90®, a większy dla 
prostopadłej kąta a > 90® nie mamy żadnego rozwiązania, co też wy-

sin a sin & . , , . . -, . , 
nika 2 warunku, ze — powmno byc mniejsze od jedności. 

PrzyUad 1-szy. Niech będą dane 

Ponieważ w tym przykładzie a <90®, &>90®, a + 6 >180®, przeto 
mieć będziemy jedno rozwiązanie. Szukamy najpierw kąta p, zapomocą 

wzoru 

: a że kąt p powinien być większy od 90®, przeto 

• / 

Szukamy następnie kąta y i boku c za pomocą analogij Napiera 

Rachunek kąta '( Rachunek hoku c 

Ten sam przykład rozwążemy sposobem, podanym w art. 50-ym^ 
Szukamy naprzód kątów posiłkowych cp i (p za pomocą wzorów: 
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Bachunek kąta cp Bachuneh Tcąta ^ 

następnie boku c za pomocą wzoru 

Kąta Y za pomocą wzoru 

Wreszcie kąt [3 znajdziemy sposobem, podanym przy pierwszym roz-
wiązaniu zadania. 

PrzyMad 2 gi. Xiech będą dane 

W tym przykładzie a < : 90", < 90® i a d h, przeto mieć będzie-
my dwa rozwiązania. Szukamy najpierw kąta p 
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Bierzemy kąt i szukamy jemu odpowiednich: kąta Y i boku c za 
pomocą analogij Napiera 

Rachuneh hąta Y Rachuneh hohu c 

Bierzemy teraz drugą wielkość kąta p 

i szukamy jemu odpowiednich kąta Y i boku c za pomocą analogij Napiera-
Rachuneh hąta Y Rachuneh hohu c 
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Mamy więc dwa rozwiązania 
1) 
2) 

P R Z Y K Ł A D Y . * ) 

D A N E s z u K A N E 

a h a P Y c 

31" 33' 55",2 29" 54' 40",1 80" 10' 51",4 69" 49' 29",4 
1 
; 34" 37' 9",7 170 34' 0",2 

43 49 54 75 45 28 23 59 0,2 1 
34 40 21,7 

145 19 38,3 
147 14 5,2 
20 16 22,4 

112 46 0,5 
36 10 54,2 

31 33 55,2 150 5 19,9 80 10 51,4 ' 110 10 30,7 145 22 50,2 162 25 59,8 

29 54 40,1 147 27 16,9 65 58 20,9 j 
1 ' 

99 49 8,9 
80 10 51,1 

140 50 9,8 
163 25 10,2 

159 49 49,5 
171 2 13,3 

116 1 45,2 160 59 26,1 142 13 58,1 167 10 22,5 138 4 15,1 78 37 47,2 

162 38 11,4 162 81 41,5 97 55 0,3 1 
1 

94 49 31,8 
85 10 28,2 

13 20 57,2 
3 14 22,8 

3 59 20,6 
0 58 32,6 

104 3 6,8 70 8 32 97 56 38 73 47 25,7 107 32 10,2 110 56 23,5 

150 5 19,9 32 32 43,1 115 1 39,1 1 
80 10 51,1 
99 49 8,9 

140 50 10,2 
163 25 9 8 

159 49 49,5 
171 2 13,3 

54. Przypadek 6-iy. Mając dane dwa kąhj trójkąta kidistego i hok 
jednemu s nich przeciwległy, znaleść pozostały kąt i dwa hoki. 

Niech hędą dane kąty a, p i bok a. 
Przedewszystkim bok h znajdziemy za pomocą wzoru 

który da nam dwie wielkości boku h spełniające się. 
Następnie bok c i kąt Y znajdziemy za pomocą analogij Napiera 

*) Używając do rozwiązania przykładu czwrrtego, szóstego i siódmego sposobu, 
podanego w artykule 50-ym, znaleźlibyśmy w przykładzie czwartym tp = 165" 26" 1",4, 

= 152" 7'40", w przykładzie szóstym tp = 20 28'56",6, = S® 17'40"; w przykładzie 
siódmym (p = 159" 3' 36", = 157" 40' 2",2. 
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Jeźelibyśmy chcieli znaleść wprost bok c, należy użyć wzoru 

i wprowadzić kąt posiłkowy (p taki, aby 

przez co wzór poprzedzający zamieni się na 

Znalazszy kąt (p, z tego wzoru znajdziemy c — a tymsamym bok c. 
Dla znalezienia wprost kąta 7 należy użyć wzoru 

w którym zakładając 

otrzymamy 

a stąd 

55. Zadanie powyższe możemy także rozwiązać za pomocą trój-
kąta kulistego biegunowego. Jakoż, jeżeli potrafimy rozwiązać trójkąt 
kulisty A! B' C, którego bokami są a! = 180® — a, y = 180® — (3, kątem 
zaś a! przeciwległym bokowi 180® — a jest 180® — «, natenczas trójkąt 
biegunowy, odpowiadający trójkątowi A'B 'C ' będzie trójkątem szukanym 
i stosownie do tego, ile rozwiązań otrzymamy z trójkąta A'B'C', będziemy 
mieli tyleż rozwiązań w zadaniu przez nas postawionym. Rozwiązanie trój-
kąta A' B' C uskutecznimy na mocy przypadku, podanego w art. 49-ym. 

56. Zadanie to, podobnież jak i zadanie, objęte przypadkiem pią-
tym, może mieć dwa rozwiązania, albo tylko jedno, a nawet nie mieć ża-
dnego rozwiązania. Rozbiór szczególnych przypadków możemy przepro-
wadzić, bądź sposobami wskazanemi przy przypadku piątym, bądźteż przez 
rozważanie trójkąta kulistego biegunowego. Rozbioru tego nie podajemy 
tylko ograniczymy się na wskazaniu rezultatów, jakie z tego rozbioru wy-
nikają, z tym nadmienieniem, że przypadki, w których jeden z kątów a 
lub p lub oba jednocześnie są równe 90®, alboteż w którym bok a — 90®, 
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jako stanowiące przypadki rozebrane przy rozwiązaniu trójkątów kuli-
stych prostokątnych, przez nas zostają pominięte. Eezultatami temi są: 

jedno rozwiązanie 
żadne rozwiązanie 
dwa rozwiązania 
żadne rozwiązanie 
jedno rozwiązanie 
dwa rozwiązania 
jedno rozwiązanie 
żadne rozwiązanie 
dwa rozwiązania 
jedno rozwiązanie 
dwa rozwiązania 
żadne rozwiązanie 

PrzyUad 1-szy. Niech będą dane 

Bachuneh hoku h 

Kąta Y i boku c szukamy za pomocą analogij Napiera. Bierzemy 
naprzód 

Bachuneli kąta Y Bachunek hoku c 
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Bierzemy następnie = 117® 13' 17",4, 

Bachunek kąta Y Bachunek loku c 

Rozwiążemy ten sam przykład za pomocą trójkąta kulistego biegu-
nowego, szukanemu trójkątowi odpowiadającego. Jeżeli a' [5' będą 
kątami, zaś «' V c' bokami trójkąta kulistego biegunowego, natenczas 

]\lamy więc w trójkącie biegunowym dane dwa boki i kąt jednemu 
z nich przeciwległy, rozwiązanie więc tego trójkąta sprowadza się do przy-
padku piątego. Rozwiążmy ten trójkąt, używając metody, podanej w ar-
tykule 50-ym. W tym celu połóżmy 

i szukajmy kątów cp i (p. 

Bachunek kata (p 

Bachunek kąta 
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Bok c' znajdziemy na mocy wzoru 

Ponieważ a' < ; 90", zatym 

kąty więc szukane danemu zadaniu odpowiadające są 

Ką t 7' trójkąta biegunowego znajdziemy za pomocą wzoru 

ponieważ a' 90", zatym 

szukane więc boki są 

Wreszcie szukane boki i &2 znajdziemy sposobem podanym przy 
pierwszym rozwiązaniu zadania, mianowicie: 
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PRZYKŁADY. 

D A N E s z u K A N E 

a a h C Y 

190 32'13",1 760 20' 9",4 420 57'10" . 130 33'45" 17049'14" 620 46'40",2 

38 4 11,8 34 58 32,4 52 49 46,6 j 
58 59 59,1 

|121 0 0,9 
79 4 20 

151 34 40 
114 6 38,2 
153 44 18,4 

76 20 9,4 17 28 18,5 173 10 29,8 157 22 49,1 82 4 58,8 17 49 13,9 

38 4 11,8 32 32 43,1 127 10 13,4 1 
114 1 39,3 

i 65 58 20,7 
92 32 50,2 
36 48 9,8 

60 38 33 
81 30 35,4 

121 1 0,9 127 10 13,4 145 1 27,6 j 141 55 48,2 79 4 20,2 114 6 33,4 

144 9 47,2 160 27 46,9 149 28 29,4 j 1117 13 19,9 
I 62 46 40,1 

93 15 30 
150 30 50 

145 13 54,4 
163 40 17,7 

162 31 41,5 94 49 34,5 13 21 0 3 59 21,6 162 38 11,4 97 55 0,4 

141 55 48,2 145 1 27,6 52 49 46,6 j 
1 58 59 59,1 
!121 0 0,9 

100 55 40 
28 25 20 

65 53 26,8 
26 15 41,6 
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ROZDZIAŁ III. 

POWIERZCHNIA TRÓJKĄTA KULISTEGO. PROMIENIE 
KÓŁ STYCZNYCH DO TRÓJKĄTA KULISTEGO. 

POWIERZCHNIA TRÓJKĄTA KULISTEGO. 

57. Wiemy z Gieometryi, że powierzchnia trójkąta kulistego równa 
się p r z e p e ł n i e n i u czyli n a d m i a r o w i trzech jego kątów nad dwa 
kąty proste, to jest, że jeżeli a, [3 i Y oznaczają kąty trójkąta kulistego, 
a s jego powierzchnią, natenczas 
(1) £ = a + p + Y — 180. 

Aby to wyrażenie należycie zrozumieć, potrzeba pamiętać, że za 
jednostkę do mierzenia powierzchni trójkątów kulistych bierzemy taki 
trójkąt kulisty, którego wszystkie kąty są proste, a więc każdy z boków 
równa się 90®. Skutkiem tego powyższe wyrażenie oznacza, że powierz-
chnia danego trójkąta kulistego jest taką częścią powierzchni trójkąta 
trój prostokątnego, którą przyjmujemy za jednostkę, jaką częścią kąta 
prostego jest przepełnienie czyli nadmiar £ = a + p + Y— 180. A że 

powierzchnia trójkąta przyjętego za jednostkę jest częścią powierzchni 
o 

kuli, powierzchnia zaś kuli, gdy jej promień = r, wyraża się przez 

przeto powierzchnia trój 

Mamy zatym proporcyją 

(2) 

stąd 

IDrzeto powierzchnia trójkąta przyjętego za jednostkę równa się izr"̂ ^ 

(2) powierzchnia trójkąta : - I TU — . . 90̂  
£1 

powierzchnia trójkąta = zr'^ ^ 
a JU 
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Jeżeli poAYierzchnią trójkąta kulistego trój prostokątnego — 
a 

przyjmiemy za jednostkę powierzchni, kąt prosty czyli 90° za jednostkę 
kąta, wtedy z poprzedzającego wyrażenia otrzymamy 

powierzclinia trójkąta = + Y — 180, 

co uzasadnia powyższe przyjęte w Gieometryi zwięzłe określenie po-
Avierzclini trójkąta kulistego. 

Jeżeli przy danym promieniu kuli r, wyrażonym w jednostkach lini-
jowych, chcemy otrzymać w odpowiednich jednostkach kwadratowych, 
powierzchnią S trójkąta kulistego, wtedy według wzoru (1), mamy 

czyli 

(3) S = 

Przy użyciu wzoru (3) do obliczania powierzchni trójkątów kulistych, 
należy mieć na uwadze, czy nadmiar kulisty jest podany w stopniach, czy-
też w minutach, czy wreszcie w sekundach, mamy bowiem 

TC S = ^ ^ £ gdy nadmiar e wyrażony jest w stopniach; 

^ e = - ^ £ r^, gdy nadmiar s wyrażony jest w minutach; 
180.60 10800 

TT % 
180 60 60 ^^^ ^ 6 ^ 0 ^ w sekundach. 

Lecz wiemy, że długość łuku o promieniu równym jedności, odpo-
wiadającego jednej sekundzie, wyraża się przez 

przeto powierzchnia trójkąta kulistego, gdy nadmiar jego podany jest 
w sekundach, wyraża się przez 

(a + p 4- Y — 180) sini". 
Jeżeli więc nadmiar trójkąta kuhstego, wyrażony w sekundach 

oznaczymy przez E", natenczas powierzchnia trójkąta kulistego S będzie 
równa E"r2sinl", że zaś sin 1" = 0,0000048481368, przeto 

(4) S = 0,0000048481368 £" r\ 
Tego ostatniego wzoru używamy najczęściej przy wielkich pomia-

rach ziemi, gdyż mierzone trójkąty na powierzchni ziemi mało się różnią 
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od trójkątów płaskich, a tymsamym nadmiar ich kątów zaledwie w sekun-
dach daje się wyrazić. 

Zazwyczaj przy układzie kart gieograficznych przyjmuje się pięt-
nastą część średniego stopnia południka, jako równą jednej mili gieo-
graficznej, skąd wyprowadzamy, że promień kuli ziemskiej jest równy 

= 859,437 mil gieograficznych (ściślej 859,43669). Zatym po-
A TZ 

wierzchnia trójkąta kulistego w milach gieograficznych wyrazi się przez 

S 0,0000048481368 . e (859,437)=, 

stąd log S log 0,0000048481368 + log e -f 2 log 859,437 

źe zaś log 0,0000048481368 = log sin 1" = 4,6855749 — 10 

2 log 859,437 = 5,8684282 

log 0,0000048481368 + 2 log 859,437 0,5540031 
przeto 

(5) log S 0,5540031 4- log s. 

Dla znalezienia więc logarytmu powierzchni trójkąta kulistego 
w milach gieograficznych należy do 0,5540031 dodać tylko logarytm nad-
miaru, wyrażonego w sekundach. Przypuśćmy, że nadmiar trójkąta ku-
listego wynosi 3", wtedy 

log 0,5540031 -f log 3 = 0,5540031 + 04771213 == 1,0211244, 

a stąd 10,508 mil gieograficznych kwadratowych. Z tego przykładu 
widzimy, jak wielkiego trójkąta płaskiego powierzchnia, odpowiada po-
wierzchni trójkąta kulistego, którego nadmiar wynosi 3" i jak wielkie na-
leży mierzyć trójkąty na powierzchni ziemi, iżby nadmiar ich kątów można 
było otrzymać w sekundach. 

58. Zajmiemy się teraz podaniem wzorów na powierzchnią trój-
kąta kulistego, gdy nie są podane wprost jego kąty, ale inne elementy 
trójkąta, tenże trójkąt wyznaczające. Przypuśćmy naprzód, źe chcemy 
znaleść nadmiar czyli przepełnienie trójkąta kulistego, gdy dane są dwa 
boki trójkąta kulistego i kąt między niemi zawarty. Na zasadzie wzorów 
Delambre'a, mamy 

I cos — (a — h) ^ 
.,(1) sin — (a + p) = cos —Y, 

cos — c 
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(2) 

Jeżeli pierwsze z tych równań pomnożymy przez cos Y, drugie 
A 

zaś przez sin Y? i tak pomnożone równania dodamy do siebie stronami 
a 

odpowiedniemi, otrzymamy 

a ż e a + p + Y — 180 = s, przeto 
czyli 

Jeżeli następnie równanie (1) pomnożymy przez sin y> równanie 

zaś (2) przez cos y i tak otrzymane równania odejmiemy stronami od-

powiedniemi, otrzymamy 

czyli 

( 4 ) 

Z podzielenia równań (3) i (4) stronami odpowiedniemi, znajdziemy 

(5) 
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Otrzymaliśmy więc wzór, za pomocą którego możemy znaleść nad-
miar kulisty, gdy są dane dwa boki trójkąta kulistego i kąt między niemi 
zawarty. 

Wzór (5) jednak nie jest dogodny do rachunku logarytmami i dla 
tego przekształcimy go przez wprowadzenie kąta posiłkowego, na inny 
dogodny do tego rachunku. Jeżeli położymy 

otrzymamy 

TrzyTiład. 1-szy, 
Szukamy naprzód kąta tp: 

zatym 

Zatym e = 237429",2; jeżeli więc przypuścimy, że promień kuli 
17^188, natenczas powierzchnią trójkąta w metrach kwadratowych 

znajdziemy ze wzoru S = sin 1". E . (17,188)2. 
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P R Z Y K Ł A D Y . 

D A N E SZUKANE 

a b Y e 

3 7 ® 2 9 ' 1 5 " 

1 1 0 5 6 2 5 

1 6 4 4 5 1 7 

6 8 0 4 7 ' 4 4 " 

7 5 5 6 5 3 

1 6 0 7 3 2 

1 5 3 « 3 4 ' 3 7 " 

1 0 6 1 2 3 4 

1 5 9 1 2 1 1 
1 

2 2 » 3 ' 5 3 " , 3 

1 1 5 4 8 8 , 1 

1 3 1 7 2 5 5 0 , 8 

59. Przypuśćmy, że chcemy znaleść nadmiar trójkąta kulistego, 
gdy dane są trzy jego boki. 

Wiemy, że 

To zaś wyrażenie na ffiocy wzorów Delambre'a: 

daje się napisać w kształcie następującym: 
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Podstawiając zamiast siny wyrażenie ze wzorów (1) art. 12-go 
otrzymamy 

Przychodzimy do wzoru na wstawę połowy nadmiaru trójkąta kuli-
stego, wyrażoną przez jego boki. 

Wzór ten znany jest pod nazwą wzoru C a g n o l i ' e g o . 
Do tegoż samego wzoru moglibyśmy przyjść wprost, podstawiając 

we wzorze (4) art. 58-go wyrażenie siny, podane w art 12-ym. 

60. Możemy także otrzymać bardzo prosty wzór na tg ^ s, w fun-

kcyi boków trójkąta kulistego. Jakoż, na zasadzie wzorów Delambre'a 
mamy 

Rozkładając summy i różnice na iloczyny, znajdziemy 

(1) 

Postępując w ten sam sposób z równaniami Delambre'a 
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a stąd 

(2) 

Mnożąc równania (1) i (2) stronami odpowiedniemi znajdziemy 

kładąc otrzymamy 

a stąd 

Przycliodzimy do szukanego wzoru, znanego pod nazwą wzoru 
L h u i 11 i e r' a. 

Przylcład 1-ssy. 
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PRZYKŁADY.*) 

D A N E S Z U K A N E 

a h c e 

i 150» 5' 19",9 147027'16",9 2 o n o ' i o " 1 730 o'37" 

141 55 48,2 58 59 59,1 100 55 40 83 44 41 
29 54 40 32 32 43 20 10 10 5 19 2,2 
59 2 54,8 147 56 7,2 152 58 55,6 352 0 6,5 

3 43 25,2 2 18 14,5 1 58 17,1 0 2 2,428 

61. Ttvierdzenie Lcgendre'a. Jeżeli holci trójkąta hilisłego są bar-
dzo małemi wielJcościami względem promienia Iculi, natenczas jego powierz-
chnia jest równa powierzchni trójkąta płaskiego^ którego loki są równe 
długościom hokóiv trójkąta kulistego, kąty zaś są równe odpowiednio kątom 
trójkąta kulistego zmniejszonym o trzecią część nadmiaru czyli przepełnie-
nia kulistego. 

Niech a, p i Y będą kątami trójkąta kulistego a,h i c długościami 

jego boków, r promieniem kuli, natenczas ~ 5 ~ ^ ~ będą miarami teo-

retycznemi tychże boków trójkąta. Kąt a znajdziemy za jłomocą wzoru 

(1) cos a — 

a h c cos cos — cos — r Y r 
. h . c sin — sin — r r 

Zważmy, że gdy 6 oznacza miarę teoretyczną kąta bardzo małego 
wtedy na zasadzie art. 141-go i 143-go Trygonometryi płaskiej mamy 

G3 s i n e > e — — , 

sin 6 < 1 
6 ^ 120 

*) \Y zadaniu czwartym dla obliczenia tg — s kładziemy tg 89" 59' 29",4 
4 

= ^ szukamy log tg 30",6, według metody w} łożonej w art. 161-ym Trygono-

metryi płaskiej; w zadaniu zaś piątym używamy tejże metody przy szukaniu logarytmów 
stycznej kątów bardzo małych. 
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Q5 
Ponieważ w tym razie jest wielkością bardzo małą, przeto 

J- IY U 

kładąc 

(2) 

popełnimy błąd mniejszy od 
Podobnież na zasadzie art. 142 i 143-go Trygonometryi płaskiej, 

mamy 

Ponieważ wyrażenia po prawej różnią się o 6 ° , przeto jeżeli 

przyjmiemy powyższe przybliżenie, mieć będziemy 

( 3 ) 

Jeżeli wzory (2) i (3) zastosujemy do kątów , i i otrzy-

mane wartości podstawimy w równanie (1), nadto opuścimy wyrazy do 

których wchodzą potęgi ~ wyższe od cżwartej, będziemy mieli 

Mnożąc licznik i mianownik przez i ograniczając się 

na potęgach — niższych od czwartej otrzymamy 

*; Jeżeli wzory (2) i (3) zastosujemy do kątów y , y i y > odpowiadających 

bokom trójkąta kulistego i przyjmiemy, że mamy do czynienia z kulą ziemską, dla której 
możemy w przybliżeniu przyjąć r = 860 mil gieograficznych, nadto przyjmiemy jeden 

z boków trójkąta = 50 mil gieograficznych, wtedy 

to jest, używając wzorów (2) i (3) popełnimy w tym razie błąd, który nie będzie wpły-
wał na siódmą cyfrę dziesiętną. 
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czyli 

( 4 ) 

Wyobraźmy sobie trójkąt płaski A' B' C, którego bokami są dłu-
gości a,b i c boków trójkąta kulistego danego, kąty zaś trójkąta A'B 'C ' 
oznaczmy przez a', p' i 7', wtedy 

zaś 

Podstawiając wartości cos a' i sina' w równanie (4), otrzymamy 

( 5 ) 

Ten związek między kątami a i a' daje się uprościć, jeżeli zauważy-
my, że kąt a mało się różni od kąta a'. Połóżmy a — a' ==x, wtedy 

a stąd cos a = cos a' cos x — sin a' sin x, a ponieważ kąt x 
jest bardzo mały, przeto możemy przyjąć c o s a = : l , zaś sino; —a?, 
będziemy mieli 

(6) 
Z porównania wartości cos a (5) i (6), otrzymamy 

Że zaś &csina' wyraża powierzchnią trójkąta płaskiego A'B'C' , 

przeto jeżeli tę powierzchnią oznaczymy przez A', mieć będziemy 
Przychodzimy zatym do następujących związków 
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stąd zaś 
1 A 

(7) P' = ? -

T' = T -

3 r^ ' 

1 A' 
3 r2 ' 

L ^ 
3 ' 

A' że zaś a' + p' + y' = ISO®, przeto 180° = a + p + czyli 

A' Widzimy więc, że stosunek —- jest równy nadmiarowi kulistemu s 

trójkąta kulistego ABC. Podstawiając we wzorach (7) e zamiast sto-
A' sunku — , otrzymamy 

Przychodzimy więc do twierdzenia L eg en dr e'a, powyżej przy-
toczonego. 

C2. Twierdzenie Legendre'a ma ważne zastosowania przy pomia-
rach gieodezyjnych na powierzchni ziemi i pozwala trójkąty kuliste, któ-
rych boki są małemi wielkościami względem promienia kuli, rozwiązywać 
za pomocą trójkątów płaskich i tak: 

1) i^rzypuśćmy, że pą dano długości a^hi c boków trójkąta kuli-
stego. Wtedy za pomocą Trygonometryi płaskiej potrafimy znaleść kąty 
a', p' i Y' trójkąta płaskiego i jego powierzchnią, następnie za pomocą 
wzorów (7) kąty trójkąta kulistego; 

2) przypuśćmy, że są dane długości dwu boków trójkąta kulistego 

tudzież kąt Y? niiędzy niemi zawarty. Mamy wtedy A' = a & sin Y'? 

a źe Y' i'óżni się od Y w wyrazach rzędu , przeto możemy przyjąć 

1 A' sin Y = sin y i będziemy mieli A' — a 5 sin y- Lecz a! — a — — , 
A OT 

przeto w trójkącie płaskim będziemy mieli wiadome dwa boki, kąt między 
niemi zawarty, będziemy więc mogli trójkąt rozwiązać, to jest znaleść 
bok c, tudzież kąty a' i (i'. Ze wzoru (7) znajdziemy następnie kąty a i p. 
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3) Niech będą dane długości boków a i & i kąt a, pierwszemu z nich 
przeciwległy. Mamy wtedy 

A' = & sin a {h cos a' db [ / a^ — h'̂  sin^ a ' ) , 

^zastąpiwszy w tym wzorze a' przez a będziemy mieli A' a następnie kąt a' 
za pomocą wzorów (7). Rozwiązawszy trójkąt płaski, w którym będą 
wiadome boki a i b tudzież kąt przeciwległy a', znajdziemy bok c, tudzież 
kąty p i y przy użyciu wzorów (7). 

4) Niech będą dane dwa kąty a i (3 tudzież długość boku c obu 
kątom przyległego. Mamy wtedy 

sin a' sin B' , i., • c- sin a sin 3 
^ = o • / r . J przybhzenm = ——^ . 2 sni (a' + P ) 2 sin (a -f p) 

Mając A' kąty a ' i p', znajdziemy za pomocą wzorów (7); następnie w trój-
kącie płaskim będziemy mieli wiadome dwa kąty i bok im przyległy, znaj-
dziemy a, 5 i Y' a następnie Y. 

5) Przypuśćmy wreszcie, że mamy dane kąty a i p, tudzież długość 
boku a, pierwszemu z nich przeciwległego. Możemy wtedy A' znaleść 
za pomocą wzoru 

sin p sin (a -f p) 
2 sin a 

Następnie znajdziemy kąty a' i p' za pomocą wzoru (7), a z trójkąta 
płaskiego, w któiym wiadomemi będą a, a! i p', pozostałe elementy trój-
kąta. 

63. Twierdzenie Legendre'a może służyć do rozwiązywania trój-
kątów kulistych, których dwa boki mało się różnią od 180"; przedłużając 
bowiem te dwa boki aź do przecięcia się, utworzymy trójkąt kulisty, któ-
rego boki będą spełnieniami boków trójkąta kulistego danego i będą 
wielkościami bardzo małemi. Rozwiązawszy ten trójkąt, rozwiążemy tym 
samym trójkąt kulisty szukany. 

A^reszcie możemy zastosować twierdzenie Legendre'a do rozwiązy-
wania trójkątów kulistych, których dwa kąty mało się różnią od 180°, 
wtedy bowiem trójkąt biegunowy, odpowiadający trójkątowi danemu, bę-
dzie miał dwa boki mało różniące się od 180°; przeto rozwiążemy go spo-
sobem podanym powyżej w niniejszym artykule. 

POWIERZCHNIA WIELOKĄTA KULISTEGO. 

64. Niech n oznacza ilość boków wielokąta kulistego, zaś S summę 
wszystkich jego kątów, wyrażonych w mierze teoretycznej. Jeżeli we-
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wnątrz tego wielokąta na powierzchni kuli obierzemy punkt dowolny i po-
łączymy go łukami kół wielkich z wierzchołkami wielokąta, utworzy nam 
się n trójkątów kulistych. Na mocy art. 57-go, mieć będziemy 

powierzchnia wielokąta — (summie kątów trójkątów — n7i)r'^. 
Lecz summa wszystkich kątów trójkątów jest równa S, zwiększonej 

o summę czterech kątów, utworzonych około spólnego wierzchołka czyli 
S -j- 2 z a t y m 

powierzchnia wielokąta [S — (n — 2) tt] r^. 
Wyrażenie to utrzymuje się i wtedy, gdy między kątami wielokąta 

kulistego znajdują kąty większe od dwu kątów prostych, bowiem tego ro-̂  
dzaju wielokąt kulisty możemy zawsze podzielić na trójkąty. 

PROMIENIE KÓE: STYCZNYCH WEWNĘTRZNIE I ZEWNĘTRZNIE DO 
TRÓJKĄTA KULISTEGO I OPISANEGO NA TRÓJKĄCIE KULISTYM. 

65. Niech będzie trójkąt kulisty ABC (fig. 16). Podzielmy kąty 
a i p łukami kół wielkich na dwie równe części i przypuśćmy, źe łuki tych 

kół przecinają się w punkcie P. Z punktu P 
poprowadźmy łuki kół wielkich PD, P E i P F 
prostopadłe do boków trójkąta. Można łatwo 
dowieść, źe długości tych łuków PD, PE i P F 
będą sobie równe, jak również, ż e A E = AF, 
BF BD i CD = CE. Zatym BC r A F bę-
dzie równe połowie summy boków trójkąta kuli-
stego. Jeżeli summę boków trójkąta oznaczy-
my przez 2 p, natenczas A F =p—a. Oznaczmy 
P F promień koła stycznego wewnętrznie do trój-
kąta kulistego przez r, Avtedy, z przyczyny, że 
tg P F = tg PAF sin AF (art. 18-ty), będzie 

Fig. IG. 

(1) tg r —tg-—sin (p — a), 

Przychodzimy do wzoru na styczną j)romienia koła małego styczne-
go wewnętrznie do trójkąta kulistego. AVyraźenie tg r daje się jeszcze-
przedstawić w innych kształtach. I tak, ponieważ 

tg 

(2) 

a_ 1 // sin (p — b) sin (p — c) 
y ^ 

tę war 

Ksin (p — a) sin (p — h) sin (p — c) 
sin» 

sin sin (p — a) ' 
przeto podstawiając tę wartość we wzorze (1), otrzymamy 
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Ponieważ na mocy wzorów Delambre'a jest 

3 6 3 

( 3 ) 

Ponieważ znowu sina = 2 sin ^ a cos--rt, przeto podstawiając za-
miast sin — a i cos 4 - « ich wartości ze wzorów (1) i (2) art. 13-go, mieć 

2 2 
będziemy 

podstawiając tę wartość we wzorze (3) znajdziemy 

( 4 ) 

66. W celu znalezienia promieni kół stycznych zewnętrznie do 
trójkąta kulistego, uważmy, że jeżeli boki AB i BC (fig. 17) trójkąta 
kulistego ABC, przedłużymy aż do 
przecięcia się w punkcie A', na-
tenczas promieniem koła styczne-
go zewnętrznie do boku BC trój-
kąta kulistego, będzie promień ko-
ła stycznego wewnętrznie do trój-
kąta kulistego A'BC. A że bo-
kami tego trójkąta są BC = ci-. 
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przeto, jeżeli promień tego koła oznaczymy przez ra, na zasadzie arty-
kułu poprzedzającego, mieć będziemy 

gdzie 

zatym 

(1) 

AV podobny sposób znajdziemy promienie kół stycznych zewnętrznie 
do boków & i c; jeżeli te promienie oznaczymy przez n i rc, otrzymamy 

(2) 

( 3 ) 

Z tych wzorów na styczną promieni kół stycznych zewnętrznie do 
trójkąta kulistego dają się wyprowadzić inne wzory. Jeżeli wzory arty-
kułu poprzedzającego zastosujemy do trójkąta A'BC, którego kątami 
są a, 180" — p i 180" — y, i położymy, jak dawniej, 

znajdziemy 

<4) 

(5) 
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Należy zauważyć, że w szczególnym przypadku, gdy 
t. j. gdy mamy trójkąt kulisty o trzech kątach prostych, natenczas 

i takież same promienie kół stycznych zewnętrznie. 

67. W celu znalezienia promienia koła, opisanego na danym trój-
kącie kulistym, poprowadźmy ze środków boków CB i CA (fig. 18) trój-
kąta A B C t. j. z punktów D i E, łuki kół 
wielkich prostopadłe do tychże boków, punkt 
przecięcia O tychże dwu łuków kół wielkich 
będzie środkiem koła małego, opisanego na 
danym trójkącie kulistym. Poprowadźmy 
łuki kół wielkich OA, OB i OC, natenczas 
z trójkątów prostokątnych OCD i OBD wy-
pada OB = OC, z trójkątów zaś OCE i OAE 
O A = : O C , zatym OA = OB = OC. Tym 
sposobem kąt O A B = kątowi OBA, kąt 
OBC = kątowi OCB i kąt OCA = kątowi 

OAC. Zatym stąd Oznacz- -

my promień OC przez E,, z trójkąta OCD, mamy 

(1) 

Wyrażenie tgR możemy jeszcze przedstawić w innych kształtach. 

I tak podstawiając wartość ze wzorów (3) art. 13-go, otrzymamy. 

(2) 

Ponieważ 

przeto na zasadzie wzorów Delambre'a 

http://rcin.org.pl



3 6 6 TRYGONOMETRYJA. KULISTA. 

( 3 ) 

Podstawiając w tym wzorze zamiast sina, jego wartość ze wzoru (1) 
art. 12-go, otrzymamy 

( 4 ) 

68. Możemy też otrzymać wzory na promienie kół, opisanycłi na 
trójkątach kulistych, powstałych z przedłużeń każdych dwu boków trój-
kąta. Jeżeli oznaczymy przez R^ promień koła, opisanego na trójkącie, 
utworzonym z boku a i przedłużeń boków h i c trójkąta kulistego danego, 
natenczas, stosując wzory artykułu poprzedzającego do trójkąta, w ten 
sposób utworzonego, którego bokami będą tt, 180'' — l)j 180® — c, kątami 
zaś a, 180® — p, 180® — Y> otrzymamy 

(1) 

(2) 

( 3 ) 

( 4 ) 

gdzie p i P mają tożsamo znaczenie co i w artykule poprzedzającym. 
Podobne wzory otrzymamy na tgRj, i tg Re, gdzie Rt i Rc oznaczają pro-
mienie kół małych, opisanych na trójkątach, utworzonych z boku h i prze-
dłużeń boków a i c, tudzież boku c i przedłużeń boków a i h. 
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Jeżeli w szczególności a = h = c = 90®, t. j. gdy trójkąt kulisty 
dany ma trzy kąty proste, natenczas 

t g R ^ K s , stąd R = 54«44'8",2. 
Z porównania wyrażeń tgr i tgR dla przypadku, gdy trójkąt kulisty 

ma wszystkie kąty proste wynika, że promień koła stycznego wewnętrznie 
do trójkąta i promień koła, opisanego na tymże trójkącie są dopełnia-
jącemi się. 
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ROZDZIAŁ IV. 

NIEKTÓRE ZASTOSOWANIA DO STEREOMETRYL 

69. Zastosujemy teraz wzory Trygonometryi kulistej do niektórych 
zadań gieometrycznych. Wiemy ze Stereometryi, w jaki sposób znajdują 
się objętości równoległościanu i graniastosłupów z wiadomych podstaw 
tychże figur i ich wysokości. Zdarzają, się przypadki, w których dane są 
inne elementy tych figur i zachodzi potrzeba znalezienia ich objętości, po-
wierzchni i t. p. W tych przypadkach, wzory Trygonometryi kulistej 
najprościej prowadzą do celu, jak to pokażemy w następujących artyku-
łach, rozwiązując zadania, tyczące się równoległościanu, czworościanu 
i wielościanów foremnych. 

RÓWNOLEGŁOŚCIAN. 

70. Przypuśćmy, że zachodzi potrzeba znaleść objętość równole-
głościanu, gdy dane są trzy jego krawędzie przyległe, tudzież kąty, jakie 
te krawędzie tworzą między sobą. 

Niech OA=zl, OB — m, 
OC = n (fig. 19) będą trze-
ma krawędziami przyległemi 
równoległościanu, kątami zaś 
między temi krawędziami: 
COB = X, AOC=^, AOB - v. 
Si^uśćmy prostopadłą C E 
z wierzchołka C na podsta-
wę AOBH równoległościanu. 
Objętość równoległościanu 
będzie równa, jak wiadomo, 

Fig. ip. iloczynowi podstawy AOBH 
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= GA. OB sin AOB = ? w sin v; przeto objętość równoległościanu równa 
się l ni. CE sin v. Ponieważ CE = OC sin COE = : n sin COE, przeto obj ę-
tość równoległościanu będzie równa Zwwsinv sinCOE. 

Jeżeli z wierzchołka O, jako środka, zakreślimy powierzchnią kuli, 
która przetnie krawędzie GA, GB i GC, tudzież liniją GH w punktach 
a, h, c i e, utworzy nam się trójkąt kulisty cae prostokątny przy e. 
Z tego trójkąta mieć będziemy 

Jeżeli więc oznaczymy przez V objętość równoległościanu, mieć 
będziemy 

(1) 
Iloczyn wstaw, który należy pomnożyć przez iloczyn krawędzi, aby 

otrzymać objętość równoległościanu, nazwany został przez Staudfa (*) 
w s t a w ą k ą t a b r y ł o w e g o i przez sinlmn oznaczony, gdzie l, m, n są 
krawędziami równoległościanu. Tym sposobem 

(2) 
W celu znalezienia wyrażenia sin Z uważmy, że według powyż-

szego określenia 

gdzie sincaft oznacza wstawę kąta, jaki tworzą między sobą ściany AGC 
i AGB, czyli boki ac i ab trójkąta kulistego abc, będzie więc 

Lecz z trójkąta kulistego abc, vf którym 
wstawę kąta kulistego bac, czyli kąta zawartego między bokami ac i ab 
znajdziemy za pomocą wzorów (1) art. 12-go, mianowicie: 

gdzie = X + [j. 4- V; będzie więc 

Jeżeli pierwiastek po prawej stronie tego wzoru oznaczymy przez S, 
otrzymamy 

( 3 ) 

*) Crelle, Journal, Tom XXIV, str, 252. 
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z tego wzoru widzimy, źe — § oznacza połowę wstawy kąta bryło-

wego. Mamy zatym 

( 4 ) 

przeto 

( 5 ) 

to zaś wyrażenie pokazuje nam, że 

Że zaś wyrażenie to możemy przedstawić w kształcie wyznacznika*). 

71. Przy tych samych warunkach zadania możemy znaleść dłu-
gości przekątnych rÓAvnoległościanu. Jakoż, przyjmując też same ozna-
czenia co i w artykule poprzedzającym, poprowadźmy przekątne OD i CH. 
Na zasadzie wiadomej własności równoległohoków, mieć będziemy 

l)rzeto 

(6) 

zatym 

lecz 

W celu otrzymania przekątnej OD rozważajmy ją z pozostałemi 
przekątnemi; będziemy mieli 

*) Baltzer. Determinanten § 15 art. 3. 
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źe zaś 

(2) 

podobnież otrzymamy 

( 3 ) 

( 4 ) 

Po dodaniu wzorów (2), (3) i (4) stronami odpowiedniemi i uwzglę-
dnieniu wzoru (1), otrzymamy 

"W podobny spOsób znajdziemy pozostałe przekątne: 

CZWOROŚCIAN. 

72. Przypuśćmy, źe cbodzi nam o znalezienie objętości czworo-
ścianu, gdy dane są trzy krawędzie przyległe tudzież kąty, jakie z sobą 
tworzą też krawędzie. 

Niech będzie czworościan OABC (fig. 20), 
w którym są dane OA = l, OB=m, OC=n, 
kąt AOB ^ V, kąt AOC == kąt BOC = X. 
Wiemy, źe objętość czworościanu jest szóstą 
częścią równoległościanu, który ma tęż samę 
wysokość co czworościan, a podstawę równą 
dwa razy wziętej podstawie czworościanu. 
Zatym, gdy mamy dane trzy krawędzie przy-
ległe czworościanu i kąty między niemi za-
warte, znajdziemy jego objętość biorąc — 

6 
część objętości równoległościanu, czyli biorąc Fig. 20. 

wyrażenia znalezionego w art. 70-ym. Jeżeli więc oznaczymy przez v 

objętość czworościanu, będziemy mieli 
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gdzie 
że zaś pierwiastek po prawej stroniejtego wzoru, jakto wykazaliśmy 

w art. 70-ym, oznacza połowę wstawy kąta^bryłowego O, przeto 

73. Możemy także znaleść objętość czworościanu, gdy dane są 
wszystkie jego krawędzie. Niech O A — l, OB = w, 0 0 — n^BG — l̂ f 
AC = i AB = Wi, wtedy 

stąd 

Jeżeli te wartości podstawimy w równanie (5) art. 70-go i weźmiemy 
szóstą część w ten sposób otrzymanego wyrażenia, przyjdziemy do obję-
tości czworościanu w funkcyi jego krawędzi, mianowicie: 

Z tego wyrażenia wynika, źe gdy czworościan jest foremny, czyli 
gdy czworościan ma wszystkie krawędzie równe np. a, wtedy jego objętość 
wyrazi się przez 

74. Postarajmy się teraz znaleść promień kuli opisanej na czworo-
ścianie. Niech M i N (fig. 21), będą środkami kół, opisanych na trój-
kątach OBA i OBC. Z punktów M i N poprowadźmy prostopadłe ME 
i NE do krawędzi OB, które przetną tę krawędź w punkcie E jej środku. 
Z punktu M poprowadźmy prostopadłą do płaszczyny O AB, z punktu 
zaś N prostopadłą do płaszczyzny OBC, te dwie prostopadłe, jak wia-
domo, przetną się; niech S będzie punktem ich przecięcia. Wreszcie 
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poprowadźmy linije OM, ON i OS, natenczas OS będzie promieniem 
kuli opisanej na czworokącie danym. Z trójkąta OME, otrzymamy 

Fig. 21. 

Lecz, na zasadzie art. 186-go Trygonometryi płaskiej 

^atym 

Że zaś kąt MEN jest równy nachyleniu ścian AOB i OBC to jest 
= {JL, zaś SE jest średnicą koła opisanego na trójkącie MEN, przeto na 
mocy wzoru (1) art. 196-go Trygonometryi płaskiej 

stąd zaś 

Podstawiając w wyrażeniu promienia SO = R kuli, opisanej na 
czworościanie to jest w wyrażeniu 
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zamiast SE^ jego wartość, po podstawieniu wartości MN i EN i kładąc 

cos AOBC = 
sin V sin X ' 

stąd 
sin 2 — ^—^^^^ ̂  ~ — cos^ v+ 2 cos X cos [JL cos v 4S2 

sin2Xsin2y sin2Xsin2v ^ 
otrzymamy po odpowiednich przekształceniach 

16 R2 §2 _ sin2 X -f m2 sin^ + sin^ v 

— 2lm (cos V — cosX cos [j.) 
— 2ln (cos[JL — cosX cosv) 
— 2 m M (cos X — cos {X cos v). 

75. Możemy teź bardzo łatwo znaleść promień kuli wpisanej we-
wnętrznie w dany czworościan. Jakoż, jeżeli środek kuli wpisanej w da-
ny czworościan połączymy z wierzchołkami czworościanu, otrzymamy 
cztery czworościany, których podstawami będą ściany danego czworo-
ścianu, wysokościami zaś promień kuli wpisanej wewnętrznie. Objętość 
czworościanu będzie trzecią częścią summy powierzchni ścian czworo-
ścianu, pomnożonej przez promień kuli. Jeżeli więc oznaczymy promień 
kuli wpisanej w czworościan przez r, a powierzchnie ścian czworościanu 
odpowiednio przez I^, Ij, Ic i Ł , jego zaś objętość przez v znajdziemy 

stąd 

r = : 
I„ + Ift + 1 , + 1 , 

WIKLOŚCIANY FOREMNE. 

76. Twierdzenie Euler''a. Jeżeli W omac&a ilość wierschołhów 
wielościanu S ilość jego ścian, zaś K ilość krawędzi, natenczas 

W + S = K + 2. 
"Weźmy wewnątrz wielośGianu jakikolwiek punkt i z niego jako 

środka nakreślmy kulę promieniem dowolnym r, poprowadźmy linije 
proste od środka kuli do wierzchołków kątów bryłowych wielościanu; 
punkty przecięcia się tych linij z powierzchnią kuli połączmy łukami kół 
wielkich, natenczas powierzchnia kuli będzie podzieloną na tyle wielo-
kątów kulistych, ile ścian posiada wielościan. Niech s oznacza summę 
kątów jednego z tych wielokątów kulistych, m zaś ilość jego boków, wtedy 
2ia zasadzie art. 64-go, powierzchnia tego wielokąta wyrazi się przez 

[5 — {m — 2) 7t]. Summa powierzchni wszystkich tych wielokątów ku-
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listych będzie równa powierzchni kuli, to jest 47c»"2. Stąd wynika, źe je-
żeli przez S oznaczymy ilość ścian wielościanu, mieć będziemy 

czyli = — '2tSw + 2Sir. 
Lecz Ds oznacza siimmę wszystkich kątów wielokątów kulistych, 

utworzonych na kuli, jest zatym równa tyle razy powtórzonemu 27: ile 
wielościan posiada wierzchołków czyli jest równa 27cW. Podobnież I m 
jest równe summie ilości boków wielokątów kulistych, zatym jest równe 
2K, gdyż każdej krawędzi odpowiada jeden bok wielokąta kulistego, 
który jest spólny dla dwu wielokątów. Zatym 47C=:2TCW — 2irK + 28^:, 

^^^^ W + S = K + 2, 
przychodzimy więc do twierdzenia Euler'a powyżej wysłowionego. 

77. Okażemy, że wielościanów foremnych może być tylko pięć. 
Jakoż, niech m oznacza ilość boków każdej ściany wielościanu n zaś ilość 
kątów płaskich każdego kąta bryłowego, wtedy całkowita ilość kątów 
płaskich wielościanu foremnego wyrazi się przez m S, albo przez wAV, 
albo przez 2 K ; tym sposobem w S = n W = 2K. Na mocy zaś twier-
dzenia Euler'a W j + S == K -f 2, przeto 

Ani 2mn ^ 4 n 
W = K mn — mn ' 2 (w -f w) — mn ' 2(m + n) 

Ażeby te wyrażenia były liczbami całkowitemi dodatnemi, powinno 

być przedewszystkim 2 (w + w) — w w > O, czyli + ^ powinno być 

większe od —. Lecz n nie może być mniejsze od 3, zatym — nie może 
2 ^ 

być większe od i , a więc — musi być większe od —, czyli m mniejsze od 6. O O 
A że m nie może być liczbą mniejszą od 3, przeto może przyjąć jedynie 
wartości 3, 4 lub 5. Znajdziemy więc, że jedyne wartości m i n, które 
zadość czynią powyższym warunkom prowadzą do pięciu wielościanów 
foremnych, jak wskazuje następująca tabliczka 

m n W K S Nazwa wielościanu 
foremnego 

3 3 4 6 4 Czworościan 
4 3 8 12 6 Sześcian 
3 4 16 12 8 Ośmościan 
5 3 20 30 12 Dwunastościan 
3 5 12 30 20 Dwudziestościan 
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78. Dowiedziemy, źe summa kątów płaskich tworzących kąty bry-
łowe wielościanu jest równa 2 (W — 2) TC. 

Jeżeli m oznacza ilość boków wielokąta, stanowiącego jednę ścianę 
wielościanu, natenczas summa kątów wewnętrznych wielokąta, jak wiado-
mo jest równa {m — 2) TT. Stąd, summa wszystkich kątów wewnętrznych 
ścian wielościanu będzie równa — 2)7r=Sm7t — 2Sierr:2 (K — S)x. 
A źe K — S = W — 2, przeto summa kątów płaskich wielościanu jest 
równa 2 (W — 2) TT. 

79. Przypuśćmy, źe chcemy znaleść kąty, jakie tworzą z sobą 
ściany sąsiednie Avielościanów foremnych. 

Niech BA, BS i BC (fig. 22), będą 
kątami płaskiemi jednego z wielościa-
nów foremnych, schodzącemi się w je-
dnym wierzchołku; wtedy B A : = B S 
= BC. Kąty ABS i SBC będą kątami 
płaskiemi kąta bryłowego i będą sobie 
równe. Jeżeli więc oznaczymy przez m 
ilość boków każdej ściany wielościanu 
foremnego, natenczas 

kąt ABS = ^ ^ ^ 180»=180<>-m m 

Fig. 22. 
Poprowadźmy proste AS i SC, wtedy 
z przyczyny równości krawędzi BA, BS 
i BC kąt B A S = : B S A = B S C , zatym 

360» 2 BSA == 180« — ABS = 180» — 1800 + - = 360® 
m m 

Jeżeh rozważać będziemy którykolwiek z wiclościanów foremnych 
łatwo dostrzeżemy, źe prosto AS i SC są równe między sobą, co też z ró-
wności trójkątów ABS i SBC wypada, nadto stanowią one boki wielokąta 
foremnego, który jest trójkątem (dla czworościanu, sześcianu i dwunasto-
ścianu), kwadratem (dla ośmiościanu) lub pięciokątem (dla dwudziesto-
ścianu). Jeżeli więc oznaczymy przez n ilość boków tego wielokąta fo-
remnego, mieć będziemy 

h t a s c = ^ ^ 180» = 1800 _ . n n 
To wiedząc, z wierzchołka S jako środka, promieniem równym je-

dnostce, nakreślmy kulę. Powierzchnia tej kuli przetnie ściany ASB, 
BSC i ASC podług kół wielkich AB' , B'C' i A C i otrzymamy trój-
kąt kulisty A'B'C' . W trójkącie tym będą nam wiadome boki A B ' , 
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B' C i A' C, przeto będziemy mogli znaleść kąt A' B' C, który będzie 
miarą pochyłości ścian A SB i BSC wielościanu foremnego. Jeżeli zało-
żymy A' B' c, B' C = a, A' C = h, kąt A' B' C = p, natenczas na za-
sadzie drugiego z wzorów (2) art. 10-go, to jest wzoru 

przy uwzględnieniu, że w przypadku rozważanym mieć będziemy 

Lecz wyżej okazaliśmy, że ^ przeto 

JeżeH ten wzór zastosujemy do wielościanów foremnych otrzymamy 

1) dla czworścianu (Tetraedr) 

2) dla sześcianu (Hexaedr) 

3) dla ośmiościanu (Oktaedr) 

4) dla dwunastościanu (Dodekaedr) 

5) dla dwudziestościanu (Icosaedr) 

Z tych wzorów możemy znaleść cos p, sin p, cos p i tg p i przezto 
a 

otrzymać wymierne wartości funkcyj trygonometrycznych, mianowicie: 
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dla czworościanu: i 

sześcianu: 

ośmiościanu: ' 

dwunastościanu: 

dwudziestościanu: 

80. Możemy też wyprowadzić wzory na promień kuli wpisanej 
w jeden z wielościanów foremnych i na promień kuli opisanej na wielo-
ścianie foremnym. 

Niech O będzie środkiem kuli wpisanej i opisanej na wielościanie 
foremnym. Oznaczmy przez r promień kuli wpisanej, a przez R*promień 
kuli opisanej, oznaczmy nadto przez ri i R, promienie kół wpisanych 
i opisanych na wielokątach foremnych, będących ścianami wielościanu fo-
remnego. 

Jeżeli oznaczymy przez a bok jednego z tych wielokątów foremnych, 
będący krawędzią wielościanu foremnego, na zasadzie art. 199-go, Trygo-
nometryi płaskiej, mieć będziemy 

Że zaś, jakto łatwo zauważyć przeto 

Podobnież, mieć będziemy podstawiając zaś war-
tości R, i r otrzymamy 

Wzór ten daje się uprościć przez wyrugowanie kąta za po-

mocą wzoru Jakoż 
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Zatym 

(2) 

Jeżeli wzory (1) i (2) zastosujemy do każdego z wielościanów7o-
remnych znajdziemy: 

1) dla czworościanu: 

2) dla sześcianu: 

3) dla ośmiościanu: 

4) dla dwunastościanu: 

5) dla dwudziestościanu \ m — n = 5, 

81. Podamy wreszcie wzory na powierzclmią i objętość wielościa-
nów foremnych. Oznaczmy przez m ilość boków wielokątów foremnych, 
będących ścianami wielościanu foremnego, przez S ilość ścian, przez P 
powierzchnią, wreszcie przez V objętość wielościanu foremnego. Po-
nieważ powierzchnia wielościanu foremnego jest równa summie po-
wierzchni jego ścian, przeto będzie równa S razy wziętej powierzchni 
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Ściany. A że ściana wielościanu foremnego, jest wielokątem foremnym 
o m bokach, przeto jej powierzchnia, jak wiadomo, będzie równa 

, zatym 

Ponieważ objętość wielościanu foremnego, możemy uważać jako 
summę objętości piramid, mających za podstawy ściany wielościanu fo-
remnego, a za wierzchołek środek kuli wpisanej lub opisanej na wielościa-

nie foremnym; objętość zaś piramidy równa się ~ części iloczynu po-

w^ierzchni podstawy przez wysokość, która w tym razie jest promieniem 
kuli wpisanej w wielościan foremny, przeto objętość jednej piramidy wy-
razi się jako iloczyn i r przez powierzchnią ściany czyli będzie równa 

Że zaś objętość wielościanu foremnego jest równa S razy wziętej objętości 
piramidy, przeto 

Jeżeli ten wzór zastosujemy do każdego z wielościanów foremnych, 
otrzymamy: 

1) dla czworościanu: m = 3, S — 4, 

2) dla sześcianu: i 

3) dla ośmiościanu: 

4) dla dwmiastościanu: i 

.5) dla dwudziestościanu: w = 3, S = 20, 
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N I E K T Ó R E Z A D A N I A Z A S T R O N O M H S F E R Y C Z N E J . 

8 2 . SPROWADZENIE KĄTA DO POZIOMU. 

l^iech będzie kąt BAC (fig. 23), położony na płaszczyźnie nachy-
lonej pod pewnym kątem do płaszczyzny poziomej. Z wierzchołka A tego 
kąta i punktów B i C, dowol-
nie obranych na jego ramio-
nach, spuśćmy prostopadłe 
AD, BE i CF na płasz-
czyznę poziomą i połączmy 
spodki tych prostopadłych 
prostemi DE i EF. Skut-
kiem tego utworzy się nam 
kąt EDF, który będzie rzu-
tem kąta BAC na płasz-
czyznę poziomą i zowie się 
k ą t e m s p r o w a d z o n y m 
do p o z i o m u . Znalezienie 
kąta EDF, gdy dany jest kąt 
BAC, tudzież kąty BAD i CAD, jakie ramiona kąta danego czynią z li-
niją pionową AD, zowie się s p r o w a d z e n i e m k ą t a d a n e g o do po-
z i o m u . 

Aby rozwiązać to zagadnienie, to jest znaleść kąt EDF, gdy są dane 
kąty BAC, BAD i CAD, zakreślmy z wierzchołka A jako środka kulę 
promieniem równym jednostce. Skutkiem przecięcia się tej kuli z płasz-
czyznami BAC, BAD i CAD utworzy się trójkąt kulisty PQR, którego 
"boki będą miarami kątów danych, kąt zaś PQR będzie kątem szukanym. 
Możemy więc wyrachować ten kąt za pomocą jednego z wzorów przypadku 
pierwszego rozwiązywania trójkątów kulistych jakichkolwiek. Przypuśćmy^ 
-że dla wyznaczenia kąta E D F = Q używamy wzoru 

Fig. 23. 

http://rcin.org.pl



3 8 2 TRYGONOMETRYJA. KULISTA. 

wtedy należy w nim założyć kąt a = Q, bok a = bok h — PR, bok 
c = PQ. Jeżeli w szczególności 

wtedy 

Bachuneh kąta Q — DEF 

To zadanie przeważnie przytrafia się przy pomiarach ziemi, gdy 
punkty, które chcemy wyznaczać znajdują się, jak zwykle, na różnych 
wzniesieniach względem płaszczyzny poziomej, a kąty, jakie tworzą linije 
łączące te punkty, potrzebujemy sprowadzać do płaszczyzny poziomej. 

83. Znaleść odległość dwu punktów na kuli ziemskiej, gdy dane są, 
ich szerokości i długości gieograficzne. 

Niech A i B (fig. 24) będą dwiema 
miejscowościami położonemi na kuli 
ziemskiej, P biegunem północnym, P' 
biegunem południowym, zaś R ' L R ró-
wnikiem ziemskim, wreszcie PAP' i PBP' 
południkami danych miejscowości. Na-
tenczas łuk AC, wyrażający odległość 
miejscowości A od równika, będzie szero-
kością gieograficzną miejscowości A, zaś 
łuk BD szerokością gieograficzną miej-
scowości B. Jeżeli P L P ' będzie po-
łudnikiem, od którego liczymy na ró-
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wniku długości gieograficzne miejscowości na ziemi położonych, natenczas 
łuk LC będzie długością gieograficzną, miejscowości A, łuk zaś LD dłu-
gością gieograficzną miejscowości B. 

Przypuśćmy nadto, że te długości przyjmujemy w kierunku LR, jako 
wschodnie, w kierunku zaś LR' jako zachodnie, pierwsze z nich uważać 
będziemy za dodatne, drugie za ujemne. 

Poprowadźmy przez A i B łuk koła wielkiego; utworzy się wtedy 
trójkąt kulisty PAB, w którym będą wiadome boki A P i BP, jako równe 
dopełnieniom szerokości gieograficznych danych miejscowości, tudzież kąt 
APB, który mając za miarę łuk CD będzie równy różnicy lub summie 
długości gieograficznych danych miejscowości stosownie do tego, czy dłu-
gości danych miejscowości są jednocześnie obie długościami wschodniemi 
lub zachodniemi, czyteż jedna jest wschodnią, a druga zachodnią. Tym 
sposobem z trójkąta kulistego APB będziemy mogli znaleść bok AB (na 
mocy przypadku trzeciego teoryi rozwiązywania trójkątów kulistych jakich-
kolwiek) to jest odległość dwu punktów na kuli ziemskiej, wyrażoną w sto-
pniach. W rozwiązaniu tego zadania przyjmujemy, że ziemia jest kulą. 

Przykład. Znaleść odległość między Warszawą i Paryżem. 
"Według Annuaire pour l'an 1891 publie par le bureau des Longi-

tudes, mamy dla Paryża (obserwatoryum): szerokość gieograficzną 
48*̂  50'11", długość równą O®, przyjmują bowiem południk paryski jako 
pierwszy, to jest jako południk, od którego liczą się długości gieograficzne; 
dla Warszawy (obserwatoryum) : szerokość gieograficzną 52® 13' 5", dłu-
gość zaś (względem południka paryskiego) 18® 41'42". Mamy w tym razie 

kąt P — 18® 41' 42", bok BP 90® — 52® 13' 5" = 37® 46' 55", 
bok A P = 90® — 48® 50' 11" = 41® 9' 49". 

W trójkącie więc ABP będziemy mieli a == BP = 37® 46'55", 
= A P = 41® 9' 49", kąt y = kątowi P = 18® 41' 42". Jeżeli więc do 

tego trójkąta zastosujemy wzory, jiodane w art. 39-ym Trygonometryi 
kulistej to jest wzór (3) i (7) mianowicie: 

, , , cos a cos (h — '])) tg ó cos Y tg a, cos c = , 

otrzymamy naprzód kąt posiłkowy a następnie bok c, to jest AB i bę-
dziemy mieli zadanie rozwiązane 

Rachimeh hąta 
log tg a = 9,8893997 
log cos Y 9,9764593 
logtg({> == 9,8658590 

(})=:36® 17'20". 
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Rachunek hoJcu c 
log cos a = 9,8978184 

log cos (& — (}))=: 9,9984263 

comp. log cos = : 0,0936417 

log cos c = 9,9898864 

c = 120 19' 1". 

Taką zatym jest odległość w stopniach między Warszawą i Paryżem^ 
Jeżeli tę odległość chcemy wyrazić w milach gieograficznych, to ze 
względu, że 1° przyjmuje się jako równy 15 mil gieograficznych, odle-
głość między Warszawą i Paryżem w milach gieograficznych będzie ró-
wna 184,75 mil gieograficznych. 

FrzyMady: 1) odległość między Warszawą i Petersburgiem, gdy 
szerokość Petersburga 59" 56' 30", długość zaś względem Paryża 27" 59' 8", 
wyraża się w stopniach 9" 6'11",8, czyli 136,55 mil gieograficznych; 

2) odległość między Warszawą i Moskwą, gdy szerokość Moskwy 
55"45' 19", długość zaś względem Paryża 35" 14' 4", wyraża się 10® 23' 35"' 
czyli 155,9 mil gieograficznych; 

3) odległość między Warszawą i Berlinem, gdy szerokość Berlina 
52" 30' 17", długość zaś względem Paryża 11" 3' 30", wyraża się w sto-
pniach 4" 40' 13",-czyli 70,75 mil gieograficznych; 

4) odległość między Warszawą i Wiedniem, gdy szerokość Wiednia 
48" 12' 33", długość zaś względem Paryża 14" 2' 27", wyraża się w sto-
pniach 4" 59' 31",7, czyli 74,88 mil gieograficznych. 

WSCHÓD I ZACHÓD SEOŃCA. DZIEŃ NAJDŁUŻSZY I NAJKRÓTSZY. 

8 4 . Za nim przystąpimy do rozwiązania zadania, dotyczącego 
wschodu i zachodu słońca, wypada nam 
podać pewne określenia znane z Kos-
mografii. 

Niech punkt O (fig. 25) będzie 
miejscem obserwatora, zaś P O P ' osią 
świata, P biegunem północnym, P' bie-
gunem południowym, natenczas płasz-
czyzna, poprowadzona przez środek zie-
mi prostopadle do osi świata, przetnie 
sklepienie niebieskie podług koła wiel-
kiego R W R' F, które się zowie r ó w n i -
k i e m niebieskim. Jeżeli przez punkt 
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obserwatora poprowadzimy płaszczyznę styczną, do kuli ziemskiej, ta płasz-
czyzna przetnie sklepienie niebieskie podług koła wielkiego H ' B H F , 
które się zowie p o z i o m e m . Prostoj^adła do tej płaszczyzny w punkcie 
obserwatora przecina sklepienie niebieskie w dwu punktach Z i Z', z któ-
rych pierwszy, znajdujący się nad obserwatorem zowie się z e n i t e m , 
położony zaś z drugiej strony zowie się na di rem. Koło wielkie po-
prowadzone przez P i Z będzie południkiem danej miejscowości O, 
łuk Z R jako równy PH' wskazuje wyniesienie bieguna nad poziom 
i jest [równy szerokości gieograficznej cp danej miejscowości, zatym 
P Z = 90'' — cp. Niech S będzie położeniem słońca lub gwiazdy. Koło 
wielkie i)rzechodz%ce przez zenit Z i położenie gwiazdy S, a które będzie 
pionowe względem poziomu zowie się k o ł e m w i e r z c h o ł k o w y m ; koło 
zaś wielkie, przechodzące przez biegun i położenie gwiazdy S, a które 
będzie pionowym względem równika zowie się k o ł e m z b o c z e n i a 
gwiazdy S; wreszcie przecięcia się południka PZP' z równikiem w pun-
ktach l i i R' zowią się punktami północnym i południowym poziomu. 

Jeżeli gwiazda znajduje się w punkcie S, natenczas jej położenie 
znaleść potrafimy, gdy będą wiadome: 1) albo odległość SB gwiazdy od 
poziomu i kąt, jaki koło wierzchołkowe gwiazdy S czyni z południkiem 
PZE,. Odległość gwiazdy od poziomu zowiemy w y s o k o ś c i ą gwiazdy 
i oznaczamy przez A; zatym SB — h, a więc Z 8 = 90" — h. Kąt między 
południkiem a kołem wierzchołkowym, liczony w kierunku pozornego ruchu 
sklepienia niebieskiego, ożyli kąt BZH, mający za miarę łuk BH zowiemy 
a z y m u t e m gwiazdy S i oznaczamy przez A (liczymy go od 0° do 360"); 
zatym PZS = 180" — A; 2) albo odległość SA gwiazdy od równika, tu-
dzież kąt, jaki koło zboczenia PSA tworzy z południkiem niebieskim. 
Odległość gwiazdy od równika zowiemy z b o c z e n i e m gwiazdy i ozna-
czamy przez 8, zatym SA = S, a więc PS = 90" — S. Kąt między kołem 
zboczenia i południkiem niebieskim, liczony w kierunku pozornego ruchu 
sklepienia niebieskiego czyli kąt EPA, mający za miarę łuk AR, zowiemy 
k ą t e m g o d z i n n y m gwiazdy i oznaczamy przez t. 

Zadanie wschodu i zachodu gwiazd w ogólności, a w szczególności 
słońca, sprowadza się przedewszystkim do rozwiązania zadania, w jak 
sposób mając wiadome: wysokość gwiazdy h i jej azymut A możemy 
znaleść zboczenie gwiazdy S i kąt godziny t] i nawzajem. 

85. Jeżeli chcemy znaleść 6 i t, gdy są wiadome A i h, natenczas 
rozważamy trójkąt kulisty P S Z, w którym mamy dane boki i kąt między 
niemi zawarty, mianowicie SZ = 9 0 ° — P Z = 90^-cp, SZP==1800—A, 
a więc znajdziemy PS = 90" — S i kąt SPZ = t. Na mocy zasadniczych 
twierdzeń Trygonometryi kulistej mieć będziemy 

Bibl. mat.-fiz., S. III, T. YI. 2 5 
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COS PS COS PZ COS Z S + sin PZ sin Z S cos PZS , 

sin ZPS : sin PZS = sin ZS : sin PS, 
a stąd 
(1) sin S = sin cp sin li — cos 9 cos h cos A, 

. , sin /i sin A (2) r — . ^ ^ cos S 

Z tych wzorów, po przerobieniu pierwszego na inny dogodny do rachunku 
logarytmami, znajdziemy S i t̂  gdy będą dane h i A. JeźeH zaś chcemy 
znaleść h i A, gdy są dane d i t, natenczas z trójkąta ZSP, w którym bę-
dziemy mieli dane dwa boki i kąt między niemi zawarty, mianowicie 
PZr=:90»—cp, PS=:90» —S, SPZ = znajdziemy Z S = 90O —/ j 
i SZP = 180® — A, za pomocą wzorów 

cos Z S = cos PS cos PZ + sin PS sin PZ cos SPZ, 
sin P Z S : sin Z P S = sin PZ : ^in ZS, 

czyli 
(3) sin h = sin 8 sin cp + cos 5 cos 9 cos t, 

, » cos S sin ̂  
(4) sin A = =— ^ cos ^ 

*L tych wzorów, po przerobieniu pierwszego na inny dogodny do ra-
chunku logarytmami, znajdziemy A i gdy będą dane S i t. 

86. Ponieważ gwiazda w ruchu pozornym opisuje koła równoległe 
do równika, przeto jeżeli chcemy mieć położenie gwiazdy przy jej wscho-
dzie lub zachodzie, to jest punkty, w których ona przecina poziom należy 
założyć li — O, 

Jeżeli więc we wzorze (1) założymy ^ = O, otrzymamy 
A sin 5 

(5) cosA = . ^ ' cos cp 
to jest azymut gwiazdy przy jej wschodzie i zachodzie. 

Jeżeli we wzorze (3) założymy ]i = . O, otrzymamy 
(6) cos^ = —tgrptgS, 

to jest połowę łuku dziennego gwiazdy; a gdy będziemy znali czas goró-
w a n i a gwiazdy to jest chwilę przejścia jej przez południk, będziemy 
mieli czas wschodu i zachodu gwiazdy. Wzór zatym (6) służy nam do roz-
wiązania zadania, dotyczącego wschodu i zachodu gwiazd dla danej miej-
scowości, gdy znane nam zboczenie gwiazdy. 

87. Zastosujemy teraz wzory podane w poprzedzających artyku-
łach do kilku przykładów: 
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1) Która jest godzina w Warszawie (cp = 52® 13'5") 9 sierpnia, 
gdy wysokość słońca jest 40" 31' 10", zboczenie zaś słońca tego dnia wy-
nosi 15" 53' *). 

Dla rozwiązania tego zadania używamy wzoru (3) art. poprzedzają-
cego, z którego otrzymamy 

a jeżeli położymy 

mieć będziemy 

Rachunek hąta \ 

Otrzymujemy więc dwie wartości ^ jednę ^=42"39'2",8 i ^=317»20'57",2, 
z których pierwsza odpowiada położeniu słońca po południu, druga zaś 
położeniu słońca przed południem. Jeżeli te wartości wyrazimy w czasie 
otrzymamy: 2 godz. 50 min. 35 sek. po południu i 9 godz. 9 min, 25 sek, 
przed południem. 

*) Annuaire pour Tan 1891 str. 20. 
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2) O której godzinie 9 Sierpnia w "Warszawie słońce wschodzi i za-
chodzi. 

Mamy w tym razie cp = 52" 13' 5", S ^ IS® 53'. 

AV cehi rozwiązania tego zadania używamy wzoru (6) 

cos ^ = — tg (p tg S 

log tg cp =10,1106003 

log tg § = 9,4541479 

log cos i = 9,5647482 (—) 

kąt = 68» 27' 54", 

zatym t = 111" 32' 6", 

t = 2480 27' 54". 

Zamieniając stopnie na czas, znajdziemy, że słońce zachodzi o go-
dzinie 7 min. 26 sek 8, wschodzi zaś o godz. 4 min. 33 sek. 52. Długość 
dnia wyniesie 2 X 7 godz. 26 min. 8 sek., czyli 14 godz. 52 min. 16 sek. 

88. Aby otrzymać dzień najdłuższy i najkrótszy dla danej miej-
scowości, należy zwrócić się do wzoru (6) i zauważyć, że wzór (6) dawać 
będzie największą wartość t̂  gdy 6 będzie największe. "W tym bowiem 
razie iloczyn tg cp tg 6 będzie największy, a więc dostawa będzie wtedy 
najmniejsza, a że cos^ = — tgcptgS, przeto kąt t będzie tym większy im 
będzie mniejsza dostawa kąta przedstawionego przez iloczyn + tgcptgS. 
Odwrotnie będą się rzeczy miały, gdy będziemy szukali najkrótszego dnia 
to jest najmniejszej wartości t. 

Ponieważ zboczenie największe słońca przypada 21 Czerwca i jest 
równe 23" 27', przeto tego dnia będziemy mieli dzień najdłuższy; ponieważ 
zaś zboczenie najmniejsze słońca przypada 21 Grudnia i wynosi — 23" 27', 
przeto tego dnia będziemy mieli dzień najkrótszy. 

Długość dnia najdłuższego znajdziemy ze wzoru (6) przez założenie 
23"27', długość zaś dnia najkrótszego przez założenie d— — 23" 27'. 

Jeżeli we wzorze (6) założymy S = 23" 27', otrzymamy 

t — 124" 1' 37", 

t = 235" 58' 23", 

zatym wschód słońca o 8 godz. 16 min. 7 sek. 

zachód „ 3 „ 43 „ 53 „ 

długość więc dnia najdłuższego 16 „ 32 „ 14 „ 

http://rcin.org.pl



WSCHÓD I ZACHÓD SŁOŃCA. DZIEŃ NAJDŁUŻSZY I NAJKeÓTSZY. — 8 5 . 3 8 9 

Długość dnia najkrótszego znajdziemy, kładąc we wzorze (6) S = — 23® 27', 
przez co otrzymamy 

t = 550 58' 23" dla zacliodu 
t — 304® 1' 37" dla wschodu, 

zatym ^ 
wschód słońca o 8 godz. 16 min. 7 sek. 
zachód słońca o 3 „ 43 „ 53 sek. 

długość zatym dnia najkrótszego 7 godz. 27 min. 46 sek. 

K O N I E C . 

Redaktor i wydawca czasopisma „Bibl. mat.-fiz.'^ 
A. Czajewicz, 
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str. wiersz zamiast poicinno być 
5 5 
5 4 

11 2 
2 4 2 
26 8 
28 8 
3 6 4 
4 2 1 

4 3 1 2 
4 6 1 6 
4 7 1 0 
5 5 6 

5 6 5 

5 7 

9 6 
100 
1 0 7 
1 0 9 

110 
1 1 4 
1 2 4 
126 
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st7-. Wiersz 

1 3 0 

1 3 2 

1 8 3 

1 3 5 

1 4 7 

zamiast 

1 5 0 
1 6 7 
1 7 6 

n 
1 7 9 

2 4 5 
2 4 7 

2 5 4 

2 7 0 

2 7 5 
2 8 5 

286 

2 9 0 
2 9 4 
2 9 7 
3 0 8 
3 0 9 
3 1 2 

ł? 

3 2 0 

3 2 1 

1 8 5 

186 

1 9 0 
2 1 3 
2 1 5 
2 2 7 

2 3 7 

2 4 3 

powinno być 
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str. wiersz 
3 2 2 9 
3 2 6 9 

3 4 4 2 

3 4 6 3 
3 4 7 1 3 

„ 14 
3 4 8 8 
3 5 1 1 3 

„ 12 
3 5 4 1 0 
3 6 8 1 

3 7 3 4 
„ 6 i 8 

3 7 4 2 

zamiast powinfio hyć 
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DO NABYCIA 
W E WSZYSTKICH KSIĘGARNIACH N A S T Ę P U J Ą C E DZIEŁA 

WYDANE Z ZAPOMOGI KASY POMOCY 

DLA OSÓB PRACUJĄCYCH NA POLU NAUKOWEM, 

lub ofiarowane na rzecz Kasy. 

DZIEŁA MATEMATYCZNE. 

B i b l i o t e k i m a t e m a t y c z n o - f i z y c z n e j , wydawanej pod redakcyją M. A. Baranieckiego 
i A. Czajewicza, następiyące tomy: 

Seryi I tom I: P o c z ą t l ( i ary tmety l ( i , Berkmana. Warszawa, 1884, w 12-ce, str. 
X, 266, z drzeworyt, w tekście. W oprawie. Cena zniżona kop. 30. 

Seryi I t. II i III: W i a d o m o ś c i p0Cząt l (0we z fizyl(i, S. Kramsztyka. Książeczka I 
Wydanie drugie, str. XII, 105, drzeworytów 61. Cena w oprawie kop. 40. Książeczka II 
Wydanie drugie str. XI, 171, drzeworytów 77. Ceua w oprawie kop. 65. 

Seryi I tom IV: W i a d o m o ś c i z g i e o g r a f i i f i z y c z n e j i m e t e o r o l o g i i . A. W. Witkow-
skiego. Warszawa. 1884. W 12-ce, str. 108, drzeworytów 22, litografij 4. W oprawie. 
Cena zniżona kop. 25. 

Seryi III tom I: Arytmetylca, kurs teoretyczny M. A. Baranieckiego, Warszawa, 
1884. W 8-ce, str. LVIII, 375, z drzeworyt, w tekście. Cena zniżona rs. 1. 

Seryi I I I tom V: P o c z ą t l ( o w y w y k ł a d s y n t e t y c z n y w ł a s n o ś c i p r z e c i ę ć s t o ż k o w y c h , 
na podstawie ich pokrewieństwa liarmonicznego z kołem, A. M. Baranieckiego. 
Warszawa, 1885, w 8-ce, str. XVI, 131, drzeworytów 63. Cena zniżona kop. 40. 

Seryi III tom V L T r y g o n o m e t r y j a p ł a s k a I kul i s ta , A. Gzajewicza. Warszawa, 
1891, w 8-ce, str. XX, 389, drzeworyt. 86. Cena rs. 2. 

Seryi III tom IX: K o s m o g r a f i j a , J. Jędrzejewicza, ze wstępem historycznym 
11. Merczynga. Warszawa, 1886, w 8-ce, str. XLVIII, 400, drzeworytów 215 tab. X. 
Ceua zniżona rs. 2. 

Seryi IV tom II: R o z w i ą z y w a n i e r ó w n a ń l i c z e b n y c h , J. Sochockiego. Warszawa, 
1884, w 8-co Lex, str. XII, 212. Cena zniżona kop. 60. 

Seryi IV tom IV: G e o m e t r y j a a n a l i t y c z n a , W. Zaj(^czkowskiego. Warszawa, 
1884, w 8-ce Lex, str. XL, 511, dzeworytów 85. Cena zniżona rs. 1. 

Seryi IV tom X: M e c h a n i k a t e o r e t y c z n a , J . N. Frankego, Warszawa, 1889, 
w 8-ce^ str. XXXI, 645, drzeworytów 72. Cena rs. 3. 

Danieletoicz Bolesław. Z d z i e d z i n y s t a t y s t y k i m a t e m a t y c z n e j . Warszawa, 1 8 8 4 , 
w 8-ce, str. 20. Cena zniżona kop. 10. 

Eosmarynowicz Teofil. M a t e m a t y c z n e p o d s t a w y u b e z p i e c z e n i a n a w y p a d e k n i e -
z d o l n o ś c i d o pracy , w zastosowaniu do urządzenia kas emerytalnych. Wydał Bolesław 
Danielewicz, Warszawa, 1886, w 8-ce więk. str. IV, 53. Cena zniżona kop. 10. 

Gino Loria. Przeszłość i stan obecny najważniejszych teoryj gieometrycznych. 
Przekład uzupełniony licznemi dodatkami, wydany za upoważnieniem autora przez 
(S. Dicksteina. Warszawa, 1889, w 8-ce, str. VIII, 113, V. Ceaa kop. 60. 
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DZIELĄ PRZYRODNICZE I ETNOGRAFICZNE. 

S p r a w o z d a n i a z piśmiennictwa nankowego polskiego, w dziedzinie nauk mafe-e-
matycznych i przyrodniczych. 

Kok 1. 1882. Warszawa, 1883, str. VIII, 188. Cena rs. 1. 
Rok 2. 1883. Warszawa, 1885, str. IV, 220. Cena rs. 1. 
Kok 3. 1884. Warszawa, 1886, str. IV, 294. Cena rs. 1. 
Rok 4. 1885. Warszawa, 1887, str. VII, 300. Cena rs. 1. 
1. B. Everett. J e d n o s t k i I s t a ł e f i z y c z n e . Przekład z 2-go wyd. ang^ielskiego, 

dokonany przez J. J. BogusTciego. Staraniem Redakcyi „Wszechświata", Warszawa, 
1885, w 8-ce, str. XX, 168, IV. Cena zniżona kop. 30. 

T. X. Ilurley. Wyi<ład b i o l o g i i pra i t tyczne j . Za upoważnieniem autora prze-
łożył z angielskiego August Wrześniowslci^ prof. uniwersytetu. Warszawa, 1883, 
w 8-ce, str. VIII, 271. Cena zniżona kop. 30. 

F. W. Ssohalski. P o c z ą t e k i r o z w ó j u m y s ł o w o ś c i w p r z y r o d z i e . Warszawa, 
1885, w 8-ce, str. VIII, 468. Cena zniżona kop. 60. 

JDr. Kazimierz Filipowicz. W i a d o m o ś c i p o c z ą t k o w e z botan ik i (podług dzieła 
D-ra Le Maout: „Leęons elcraentaires de botanique") z 194 drzeworytami w tekście. 
Warszawa, 1884, 16-ka, str. III, 234, II. Kartonowane. Cena zniżona kop. 25. 

W. K. M a p a h y d r o g r a f i c z n a d a w n e j S ł o w i a ń s z c z y z n y . Część zachodnio-pół-
nocna. Cenu zniżona kop. 10. 

W. K. Rzeki I j e z i o r a , tekst objaśniający do mapy hydrograficznej dawnej 
Słowiańszczyzny, części północno-zachodniej. Warszawa, 1883, w 8-ce, str. II, 125. 
Cena zniżona kop. 10. 

Dr. Berdau Feliks. F l o r a T a t r , P i e n i n i B e s k i d u Z a c h o d n i e g o . Warszawa, 
1890, w 8-co, str. IV, 827, 55. Cena rs. 3. 

BIIiLIOTEKA PRZYRODNICZA „WSZECHŚWIATA". 

Dr. Edtoard Strasburger prof. Krótki p r z e w o d n i k d o z a j ę ć p r a k t y c z n y c h z b o t a ^ 
niki m i k r o s k o p o w e j . W 8-ce, str. X, 368, VI ze 115 drzeAvorytami w tekście. Cena 2. 
(Wyczerpane). 

IJ. Mohn. Z a s a d y m e t e o r o l o g i i , przełożył St. EramsztyTc, 8-o, str. XVI, 318, 
VI, z 46 drzeworytami i 24 tablicami litografowanemi. Cena rs. 2. 

J. D. Dan. P o d r ę c z n i k g i e o l o g i i . Spolszczył Br. I, Siemiradzki. Z 261 drze-
worytami w tel ścio. Warszawa, 1891. W 8-ce str. 219. Cena rs. 1 kop. 20. 

DZIEŁA LEKARSKIE. 

B-ra Jnlpisza Cohnheima. Odczyty z p a t o l o g i i o g ó l n e j . Podręcznik dla le-
karzy i studentów. Przekład z 2-go przerobionego wydania, z 1882 r. Warszawa, 
1884, w 8-e. Tom I, str. VIII, 607. Tom II, str. V, 262. Tom III, str. VI, 340, 20. 
Cena rs. 5. 

S. Jaccoud. W y k ł a d p a t o l o g i i s z s z e g ó ł o w e j . Przekład z siódmego wydania 
francuskiego z r. 1883. Dzieło ozdobione drzeworytami i tablicami chromolitogralicz-
nemi. Warszawa, 1884, w 8-ce. Tom I, str. 931. Tom II, str. 984. Tom III, str 961. 
Cena rs. 6. 

A. Baginsky. W y k ł a d c h o r ó b d z i e c i . Podręcznik dla lekarzy i studentów. 
Przekład z wydania niemieckiego z r. 1883, dokonany przez D-ra Wiktoryna Kos-
mowskiego. Tom I. Warszawa, 1886, w 8-ce str. VIII, 279. Tom II, 1886, 272. Tom III 
1887, str. 272. Cena każdego tomu rs. 2. 

Br. F. V. Birch-Hirschfeld. W y k ł a d a n a t o m i i p a t o l o g i c z n e j . Cześć ogólna, 
ze 128 drzeworytami w tekście. Z 2-go, zupełnie przerobionego wydania przełożył 
Br. Wacław Maysel. Warszawa, 1884, w 8-ce, str. XVI, 338. Cena zniżona kop. 30. 
(Wyczerpane). 

H. Haeser, Hi s toryja medycyny . Przekład trzeciego wydania dzieła: L e h r b u c h 
d e r Gesch ichte der M e d i c i n dokonany przez prof. B-ra II. £uczkiewicza. Tom drugi. 
Dzieje medycyny nowożytnej. War.szawa, 1886, w 8-ce, str 1092. Cena rs 5. 
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Toż samo dla b. prenumeratorów Biblioteki Umiejętności lekarskich, od ark. 
68 (str, 737 do 1062), cena z przesyłką rs. 2. Arkusze poprzednie zniszczone i zagu-
bione, księgarnia E. Wendego i Sp. uzupełnia bezpłatnie, 

(NB. Tom pierwszy powyższego dzieła, obejmujący medycynę wieków starożyt-
nycłi i średnich, wydany w r. 1876 w Bibl. Umiej. lekarsk., str. 387 i 11, znajduje 
się w handlu księgarskim po rs. 1). 

A. Korneliusza Celsa. O l e c z n i c t w i e k s i ą g o ś m i o r o (A. Corn. Celsi: De me-
dicina libri octo), z najlepszych wydań na język polski przełożył Dr. Med. i Chir. 
Henryk IżuczMewics. Warszawa, 1889, str, XXXVII, 630. Cena rs. 2. 

G. Bunge. W y k ł a d c h e m i i f i z y o l o g i c z n e j i p a t o l o g i c z n e j w 20 odczytach dla le-
karzy i uczących się. Przełożyli Dr. Wacław Mayzel i Maksymilijan Flaiirn, kand. 
chemii. Warszawa, 1889, w 8-ce, str. VIII, 399, XI, Cena rs. 2. 

Cybulski Napoleon prof. F i z y o l o g i j a c z ł o w i e k a , wydana staraniem Stanisłaioa 
Markiewicza. Część I Krew. Limfa. Mięśnie. Układ nerwowy. Warszawa, 1891, 
w 8-cc, str. 239 z 63 cynkotypami. Cena kop. 75. (Część druga w druku), 

Dr-a Fryderyka Sandera. Zarys nauki o Pub l i czne j O c h r o n i e Zdrowia , według 
drugiugo wydania z r. 1885, przełożył St. Markieivicz. 40 arkuszy. Warszawa. 1891. 
Cena rs. 1 kop. 50, 

Dr. Datvid Wassercug. Objawy O c z n e , przy zaburzeniach układu nerwowego, 
oraz wartość ich przy rozpoznawaniu siedliska i natury cborób mózgowych, (Z rysun-
kami szematycznemi). Warszawa 1891, w 16-ce, str. 256. Cena rs. 1. 

DZIEŁA FILOZOFICZNE, HISTORYCZNE, FILOLOGICZNE I PEDAGOGICZNE. 

Bibl io teka f i l o z o f i c z n a , wydawana pod redakcyją prof, Henryka Struvego. 
Dotąd wyszły następuja^ce pisma: 

Platon. Obrona S o k r a t e s a . Przełożył z greckiego i objaśnienia dodał Adam 
Maszeioski, Magister nauk tilologiczno-historycznych b. Szkoły Głównej Warszawskiej, 
Warszawa, 1885, w 8-ce str. XII, 68, nlb. 4. Cena kop. 40. 

Platon. F i leb . D y j a l o g o r o z k o s z y . Przełożył z greckiego Br. Kąsinotvski. 
Warszawa, 1888, w 8-ce, str. XL, 103, nlb. Cena kop, 70. 

Kartezyjusn. R o z m y ś l a n i a nad z a s a d a m i f i lozof i i , dowodzące istnienia Boga 
i różnicy pomiędzy duszą ludzką i ciałem. Przełożył z łacińskiego Ignacy Karol 
Dtoorzaczek. Warszawa, 1885, w 8-ce str. XX, 110, nlb. 4. Cena kop. 70. 

Spinoza. Etyka, sposobem geometrycznym wyłożona. Przełożył z łacińskiego 
Antoni Paskal. AYarszawa, 1888, str. XLVII, 254. Cena rs. 1 kop. 50. 

Berkeley. R z e c z o z a s a d a c h p o z n a n i a . Przełożył z angielskiego Feliks Jeziei--
ski. Warszawa 1890, w 8-ce str. XXXII, 152, nlb. 6, Cena kop, 50. 

Kondyllak. T r a k t a t o w r a ż e n i a c h z m y s ł o w y c h . Przełożył z francuskiego Antoni 
Lange. Warszawa, 1887, w 8-ce, str, XXXVII. 220, Cena rs. 1 kop. 20. 

Wierzhoicski Teodor. Krzysz to fa W a r s z e w l c k i e g o niewydane pisma, listy do zna-
komitych ludzi, tudzież inne dokumenty, oilnoszące się do jego życia i działalności, 
•wraz ze spisem dzieł tegoż autora, dotąd drukiem ogłoszonych. Warszawa, 1883, 
w 8-ce, str, VII, 276, Cena rs, 2, 

Wierzhmoski Teodor. Krzysztof W a r s z e w i c k i 1544 — 1600 i jego dzieła. Mono-
grafia historyczno-literaeka. Warszawa, 1877, w 8-ce, str. X n , 406. Cena rs. 3. 

B i b l i o t e k a z a p o m n i a n y c h p o e t ó w i p r o z a i k ó w p o l s k i c h : 
Zeszyt I. W e n e c y j a , poemat historjczno-polityczny z końca XVI wieku. War-

szawa, 1886, str. XXXVIII, 90, V, Cena rs. 3. 
Zeszyt II. Mowy Krzysz to fa W a r s z e w l c k i e g o , wypowiedziane i wydane w r. 1602. 

Warszawa, 1885, str. VII, II, Cena rs, 1, 
Wierzhoioski Teodor. U c h a ń s c i a n a , czyli zbiór dokumentów, wyjaśniających 

życie i działalność Jakóba Uchańskiego, arcybiskupa gnieźnieńskiego, f 1581, War-
szawa, 1884—1890 w 8-ce. 

Tom I. korespondencyja Uchańskiego z lat 1549 — 1581 i wyjątki z Acta de-
cretorinn kapituły gnieźnieńskiej z lat 1562—1581, str. VIII, XV, XLIV, 441. 
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Tom II. różne dokumenty z lat 1537 — 1581 i Uchańsciana Yladislariensia, lat 
1557 — 1562, zebrane przez Zenona Chodrjńskiego, p.iałata kustosza katedry kuja-
u-skiej. str. IV, XVn, 480. . , , , . 

Tom III, zaAYierajacy: 1) korespondencyję Lchauskiego z Ilozynszem loo4 — 
1573- listy rozmaitych osób do Uchańskiego, 1554 — 15G5; 3) poselstwa polskie do 
Kzymu, 1548 — 1578; 4) biografię Uchańskiego przez I. A. Załuskiego; 5) Achacego 
Curcusa Elegia gratulatoria, 1559. Warszawa, 1890. Cena każdego tonm rs. 3. 

Wierzhoicslzi Teodor. Jana O s l r o r o g a Pamię tn ik ku pożytkowi Ezeczypospolitej 
zebrany, poprzedzony przedmową. Warszawa, 1891. Cena rs. 1 kop. 25. 

Korneliusa Neposa. Ż y w o t y z n a k o m i t y c h m ę ż ó w , przełożył i objaśnienia histo-
ryczne dodał A. Mierzyński. Warszawa 1883, w 8-ce str. 361. Cena zniżona kop. 15. 

J . Szastecki. Gramatyka c z e s k a , wydana nakładem Kazimierza Kaszeicskiego. 
Warszawa, 1884, w B-ce str. YIII, 204. Cena rs. 1 kop. 20. 

P r a c e f i l o l o g i c z n e , wydawane przez J . Baudouina de Courtenay, J. Karlo-
toicza, Ad. Ant. Kryńskiego i L. Malinowshiago. 

Tom I. Warszawa, 1885 i 1886, w 8-<'e, str. 818. Cena rs. 4 kop. 30. 
Tom II. Warszawa,- 1887—1888, w 8-ce str. 881. Cena rs. 4 kop. 50. 
Tom III. Warszawa, 1887—1891, str. 846. Cena rs. 3. 
I l iada Homera, przetłomaczył hexametrem Atigustrjn Szmurlo, b. prof. literatury 

greckiej i rzymskiej i t. d. Warszawa, 1887. W 8-ce wiek. str. XXX, 531. Cena 
zniżona rs. 1. . . . 

Rocznik p e d a g o g i c z n y , przegląd postępów w dziedzinie wychowania i nauczania, 
wydawany staraniem i pod redakcyją S. Dicksteina. Tom II. 1882—1883. Warszawa, 
1884 w 8-ce str. IX, 470. Cena zniżona kop. 50. 

Gajsler J. I . Rys d z i e j ó w c z e s k i c h , skreślił według źródeł... Tora I. Warszawa, 
1888. W 8-ce str. IV, 228, z mapą chromolitograf. Cena rs. 1 kop. 20. Tora II. 1892. 
Str. 361. Cena rs. 1. 

DZIEŁA TEEŚCI KOZMAITEJ. 

Zielińsld Dominik, b. obrońca przy senacie. O w e k s l a c h (fragment). Wydanie 
pośmiertne. Warszawa, 1883, w 8-ce, str. IV, 410. Cena rs. 2 kop. 50. 

Jeziorański Feliks. U s t a w y h y p o t e c z n e i p r z e p i s y o z a t w i e r d z e n i u a k t ó w n o t a r y j a l -
n y c h , obowiązujące w Królestwie Polskiem, z objaśnieniami. Czość II. Ustawa sejmo-
wa z r. 1818". Tom 1. Warszawa, 1892. W 8-ce str. 575, VI. 

Kleczkoioski Kazimierz arch. Anal iza k s z t a ł t ó w a r c h i t e k t u r y . AYarszawa, 1885, 
w 8-cc, str. 101, z 22 tablicami rj-sunków, sposobem foto-litograticznyra wykonanych. 
Cena rs. 2. , . 

Toż. Cześć II. Warszawa, 1890, w 8-ce str. X, 114, z 65 rysunkami w tekście. 
Cena rs. 2. 

gabinet M A T C M A T Y ' - - . ? jy 
rmrz ] s tn laikowti;* U m n ^ 
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