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PRZEDMOWA.

Ksigzka niniejsza, jako stanowigca tom VI Biblioteki mate-
matyczno-fizycznej, jest przeznaczong do uzytku szkolnego
i w tymze duchu napisang zostata. W rozdziale I-ym, po okre-
Sleniu miary kata i roznych wielkosci kata podaje na podsta-
wie spotrzednych punktu, definic3g"a fiinkcyj trygonometrycznych
i wartosci ich dla réznych katéw, oraz zasadnicze wzory funkcyj
trygonometrycznych i zwiazki, jakie miedzy nimi zachodzg. Na-
stepnie wyktadam zasady przeksztatcania funkcyj trygonome-
trycznych, badz bezposrednio, badz przy pomocy katow positko-
wych, oraz zasady rozwigzywania réwnan trygonometrycznych
w przypadkach, gdy one prowadzg do rozwigzywania rownan
algiebraicznych. W tymze rozdziale wprowadzam bardzo cze-
sto pomijane, albo btednie przytaczane w traktatach trygonome-
trycznych wiasnosci funkcyj cyklometrycznych i ich zwigzki po-
miedzy sobg, aby z rzecza, dajaca sie elementarnie przedstawic
obznajmié czytelnika, a tymsamym utatwi¢ mu zrozumienie tych
funkcjj i ich wkasnosci przy wyktadzie rachunku wyzszego, gdzie
one wazng odgrywajg role. Rozdziat Il-gi posSwiecony zostat
tablicom funkc3”j trygonometrycznych i ich logarytmom. Jak-
kolwiek do uzytku szkolnego dostatecznemi sg logarytmy piecio-
cyfrowe, to jednak uzywam takze logarytméw siedmiocyfrowych,
aby czytelnikowi da¢ moznos¢ obeznania sie z ich uktadem i spo-
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sobem uzycia. Rozdziat Ill-ci obejmuje zastosowania funkcyj
trygonometrycznycli. Po wyprowadzeniu zwigzko\Y miedzy bo-
kami i katami trojkata ptaskiego, wyktadam zasady rozwigzy-
wania trojkatdw prostokatnycli i jakiclikolwiek, podaje zastoso-
wania funkcyj trygonometrycznycli do Gieometryi, zadania szcze-
gblne tyczace sie rozwigzywania réwnan i kilka zadan z Gieo-
metryi praktycznej.

W rozdziale I-ym Trygonometryi kulistej podaje zasadni-
cze wzory trygonometryi kulistej, tudziez wzory, stuzgce do roz-
wigzywania trojkatéw lailistycli; w rozdziale IT-im sposoby roz-
wigzywania tréjkatow kulistych prostokatnych i jakichkolwiek;
w rozdziale Ill-im wzory na powierzchnig tréjkata kulistego, na
promienie kot stycznych do tréjkata kulistego, tudziez twierdze-
nie Legendre'a, majgce wazne zastosowanie w pomiarach gieode-
zyjnych. Rozdziat IV-ty zawiera niektére zastosowania do Ste-
reometryi, rozdziat za$ Y-t}* niektére zadania z Astronomi sfe-
rycznej.

Majac na uwadze zakres ksigzki, pomingtem, zamieszczane
w wielu traktatach trygonometrycznych nauke o ilosciach urojo-
nych, rozwigzywanie trygonometryczne réwnan algiebraicznych
i rozwijanie funkcyj trygonometrycznych na szeregi; teorjje te
bowiem, chociaz dajg sie wyprowadzi¢ drogami elementarnemi,
nalezag wiasciwie do Analizy wyzszej i we wiasciwym tomie Bi-
blioteki zamieszczone beda.

W ksigzce mej idac za wskazowkami, podanemi w lepszych
dzietach trygonometrycznych, staratem sie trzyma¢ wywodéw
Scistych, ogélnych i wyprowadza¢ wzory, o ile mozna byto drogag
analityczng. Wprawdzie niektdre wywody, podane przezemnie,
dadza sie wyprowadzi¢ drogami prostszemi, ale je pomingtem
juzto dla tego, ze sg mniej og6lne, juz tez dla tego, ze wymagajg
znajomosci wyzszej matematyki.

Dla utatwienia czytelnikowi zrozumienia teoryi i nabrania
wprawy w rachunku trygonometrycznym dotgczytem prawie do
kazdego ustepu odpowiednio dobrane zadania i przjidady z od-
powiedziami. Zadania i przyktady czerpatem z innych ksigzek.
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wszakze nieszczedzitem mozotu, aby je wszystkie przerobié
i bJedne gdzieindziej odpowiedzi sprostowac.

Niezaleznie od traktatu Trygonometrjd podaje krotki rys
jej rozwoju, oparty na podstawie ksigzek, w tymze zarysie
wspomnianych, aby czytelnikowi, obeznanemu juz z teoryja,
wskazac drogi, jakiemi postepowata Trygonometryja, zanim we-
szta na to stanoAvisko, na jakim jg dzisiaj widzimy. Po og6lnym
rysie historj-cznym przytaczam wazniejsze ksigzki trygonome-
tryczne w jezykach obcych napisane, tudziez spis ksigzek, jakie
wyszty w jezyku polskim.

Warszawa, 31 Pazdziernika 1891 roku.
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KROTKI RYS ROZWOJU TRYGONOMETRYI.

Poczatek Trygonometryi wigze sie $cisle z powstaniem Gieometryi,
do ktdrej Trygonometryja zostata wprowadzona jako pomocnicza w ré-
znych obliczeniach, jakich pierwotnie iizywano przy pomiarach gruntu.

Pierwsze slady miary kata przez pewne linije znajdujemy w papy-
rusie egipskim Ahmesa (miedzy 2000 — 1700 rokiem przed Chrystusem):
[Papyrus Rind des Britisch Museum, w ttomaczeniu Eisenlohra, Lipsk,
1877]. Wpapyrusie tym, tam gdzie jest mowa o piramidach, wprowadzony
jest stosunek seat. Jakie jednak miary wprowadzano do rachunku, tego
niewiadomo, moyiSi: o uchateht \ piremus. Prawdopodobnie uchatebt
odnosit sie do miary podstawy (gruntu), za$ piremus do miary wysokosci
lub przedmiotéw pochytych. A limes zauwazyt, Ze S$ciany piramid
egipskich nachylone sg pod jednakim katem do podstawy i to nie
wiele réznym od kata 52®. Znaleziony seqt odpowiada katowi 52® i ma
to miejsce wtedy, gdy za piremus wezmiemy krawedz piramidy, za ucha-
tebt i“rzekatng kwadratowej podstawy, mozemy zatym twierdzié, ze seqt
byto identyczne z dostawg kata, jaki krawedz piramidy tworzy z przekatna
podstawy. Przy grobowcach egipskich, ktére maja Sciany wiecej strome
anizeli piramidy, seqt ma inne znaczenie, mianowicie wyobraza styczna
trygonometryczng kata, jaki $ciana grobowca tworzy z podstawa.

Jak z jednej strony Trygonometryja ptaska powstata jednoczes$nie
z Gieometryg, tak z drugiej strony Trygonometryja kulista swoj poczatek
winna Astronomii, do ktérej byla wprowadzona jako pomocnicza w obli-
czeniach astronomicznych.

Szczupte sg nasze wiadomosci co do tego, jaka droga pierwotni
uczeni dochodzili do rozAvigzywania zadan z Astronomii. Najdawniejsze
wiadomos$ci znajdujemy u Grekéw. Matematycy greccy zastanawiajgc
sie nad kulg i jej powierzchnig, badali wiasnosci trojkatow kulistych,
utworzonych przez kota wielkie na kuli nakre$lone. Oni rozwigzywali
swoje zadania trygonometryczne nie w ten sposéb, jakto obecnie czynimy
za pomocg funkcyj trygonometr3'Cznych, lecz postugiwali sie cieciwami
kota, zwanemi chordae. Opierajac sie na tej zasadzie, Ze w kazde koto
mozna wpisaé tréjkat, ktoérego boki sg proporcyjonalne wzgledem bokow
trojkata danego, katy za$ rowne katom tegoz trojkata, i Ze boki trojkata
wpisanego w koto sg cieciwami tukéw, zawierajacych dwa razy takg ilos¢
stopni, jaka posiadajg katy trojkata, starozytni Grecy starali sie znale$¢
liczby, przez ktére nalezatoby pomnozyé Srednice kota lub jego promien,
aby mozna byto otrzymac cieciwy dla wszystkich tukéw od ® do 180®.
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Wedtug podania Tlicoiia Aleksandryjskiego w komentarzu do Al-
magesta pierwszy HirPARCIi z Niclie w Bitynii (162 — 126 przed Chry-
stusem) zwany przez Pliniusza Rodyjskim, robit ol)serwacyje astrono-
miczne na wyspie iiliodos, a nastepnie w Aleksandryi. Jemu Astrono-
mija przyznaje Avazne ustugi i uwaza go, jako tworce nauki o gwiazdacli.
AVedilug Theona Hipparcli w 12 ksiegach, a MENELAUS (Zyjacy okoto
98 roku po Chrystusie), w 6 ksiegach mieli poda¢ tablice cieciw. Dzieta
jednak tych uczonych nie doszty nas w tekscie oryginalnym. Maniy je-
dynie tlomaczenie arabskie i hebrajskie trzech ksigg Sferyki Menelausa.
Menelaus jest tworca twierdzenia o poprzecznych: ,jezeli w tréjkacie po-
prowadzimy poprzeczna, to ona odetnie na bokach trojkata szeS¢ odcin-
kOAv, z ktoérych iloczyn trzech odcinkéw sobie nieprzylegtych, jest réwny
iloczynowi trzech odcinkéw pozostatych". Tozsamo twierdzenie stosuje sie
do tréjkata kulistego, gdy zamiast odcinkéw tukowych weZmiemy cieciwy,
odpowiadajace podwojnym tukom. Ptolemeusz na tym twierdzeniu opart
swoje Trygonometryja. W sferyce Menelausa spotykamy sie z wielu zna-
nemi twierdzeniami o trojkatach kulistych i tak: w kazdym tréjkacie kuli-
stym summa trzech jego bokéw jest mniejsza od kota wielkiego; summa
trzech katow jest wigksza od dwu katow prostych; —réwnym bokom od-
powiadaja katy réwne i nawzajem; — naprzeciwko boku Wiekszego lezy
kat wiekszy; trzy kota wielkie dzielace katy na dwie rowne czeSci przeci-
naja sie wjednym punkcie; jezeli w trojkacie kuhstym i:lodzielimy jeden
kat kotem wielkim na dwie réwne czesci, dwusieczna odetnie na boku prze-
ciwlegtym dwa odcinki takie, Zze cieciwy podwdjnych odcinkdw beda
roporcyjonalne wzgledem cieciw odpowiednich podwdjnych bokow.
Oprécz Sferyki Menelausa mamy jeszcze Sferyke TEoposiDSA z Tripolis
w Bitynii (okoto r. 100 przed Chrystusem) (ttomaczenie Platona Tiburti-
nusa: Theodosii sphaericorum libri tres, Oxoniae 1707) AV Sferyce Teo-
dozyusza pomieszczone sg stosunki kot wielkich, ich odcinkéw i cieciw.
Jego poszukiwania stuzyly za i)odstawe Trygonometryi, chociaz w nich
niebyto jeszcze mowy o trdjkatach kulistycli. Zdaje sie, ze prace tych
dwdch uczonych byly podstawag do jedynego dzieta, jakie doszio rgk na-
szych, w ktérym sie zawiera Trygonomotryja. Autorem tego dzieta jest
Ptolemeusz.

PTOLE:\IEUSZ (128 — 168) napisat dzieto, zwane przez Arabow Al-
ma gestem (wyraz ztozony z i)rzedimka arabskiego al i skr6cenia wyrazu
psTTEICA) pod tytutem: KXAOO.00 ILRCISAATOJ MSYAAC 33X IY-
6Ecovoe AAEN7V8pstoe sie Ta aora r7:0f,v-f[j,tcov la. Basil. 1538. Tioma-
czenie tego dzieta na jezyk tacinski, z ktdrego czerpiemy materyjaty nosi
tytut: Claudii Ptolemaei Pelusiensis Alexandrini. Almagestum seu ma-
gnae Constructionis mathematicae Opus, piane divinum latina donatum
lingua ab Georgo Trapezuntio. Lib. X111, Basil. 1541 *). W tym dziele
Ptolemeusz sprowadzit obliczenie cieciw do matej ilosci odpowiednich
twierdzen. Przedewszystkim wyszedt z wiasnosci trdjkata, czworokata
i pieciokata foremnego, i znalazt diugosci ich bokdéw, nastepnie obliczyt

aci k_*) Pierwszy Gerard z Cremoiiy (11U — 1187) przettomaczyt Almagest iia jozyk
aciniski.
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dhugosci bokéw dziesieciokfita foremnego, dAviinastokata i t. p. Opierajac
He na twierdzeniu Pytagorasa, polcazujc naprzéd w jaki sposéb majgc
(ieciwe tuku, mozna znales¢ cieci\Ye tuku spetniajacego. Nastepnie opie-
lajac sie na twierdzeniu (znanym obecnie pod nazwg tw. Ptolemeusza):
V' czw"orokacie wypisasnym w oo, summa prostokagtow” z bokdw ])rzeciw-
legtych, réwna sie prostokatowi z przekatnych tegoz czworokata wskazuje,
vialei spos6b mozna znale$¢ cieciwe summy lub roéznicy dwu tukéw, gdy
dane sg cieciw? kazdego z dwu tukéw. Wreszcie pokazuje, w jaki sposéb
majac cieciwe danego tuku, mozna znales¢ cieciwe potowy tuku. Tym
sposobem przychodzi on do znalezienia cieciw katéw DO, 2™ 30',...;
727 36", 18" 9« 40 30',...; 60" 30« 15" ®30',..., a przez odpowie-
dnio dodawanie lub odejmowanie otrzymuje cieciwy 3", G O",... 180~
'W koricu opierajac sie na tej zasadzie, ze jezeli A/ kole poprowadzimy
(Iwie cieciwy nierowne, stosunek cieciw jest mniejszy od stosunku odpo-
wiednich tukéw™ Ptolemeusz oblicza w* przyblizeniu cieciwe 1". Taka jest
zasada, jakiej sie trzymat Ptolemeusz przy obliczaniu cieciw, ktére podat
w swych, tablicach co leazde p6t stopnia.

W celu podania w"artosci cieciw w funkcyi promienia Ptolemeusz
dzielit srednice na 120 czesci (partes) czyli promien na 60 czesci, kazda
taka cze$¢ dzielit nastepnie na 60 czesci, ktdre nazywat minutami (minu-
tae), wreszcie minute dzielit na 60 czesci, ktére nazywat sekundami (se-
cundae). Podziat ten 60-owy przyjat Ptolemeusz od Eabilonczykdw,
ktoérzy, zdaje sie, pierwsi go wprowadzili. AYedlug tego podziatu bok
dziesieciokata foremnego zawiera 37 czesci 4 minuty 55 sekund, bok pie-
ciokata 70.32.3; bok szeciokata 60, bok kwadratu 84.51.10, Avreszcie
bok tréjkata 103.55.23. Poniewaz

1:60 X 60X 60= 1:216000= 0,0000046296,

przeto jedna sekunda Awynosi niewiele wiecej' jak czterymilionowe pro-
mienia. "Wyrazmy bok tréjkata w utandcu dziesietnym. Poniewaz we
dtug Ptolemeusza bok trojkata jest rowny 103 .55 .23, przeto ten bok za-
wiera¢ bedzie sekund (103 X 60 -f 55) 60 -f 23, czyli 374123 sekund.
iGCz

log 374123 = 5,5730144

log 216000 5,3344538

logarytm boku tréjkata 0,2385606

przeto bok trojkata = 1,73205. Lecz Avedlug naszych tablic sin 60"
= 0,8660254, przeto 2sin60®  bokowi tréjkata = 1,7320508; widzimy
wiec, ze tabhce Ptolemeusza zgadzajg sie prawie z naszemi tablicami,
jedynie rézniac sie w stutysiecznycli czesciach dziesietnych.

Tablice Ptolemeusza sktadajg sie z trzech'kolumn; w pierwszej (przy-
taczamy napisy z ttomaczenia facinskiego) pod nazwg arcmm partes” ini-
nutue podane sg wielkosci tukéw, w drugiej noszacej nadpis: chordarum
partes, minutac, secundae podane sg dtugosci cieciw danemu fukow™i od-
powiadajace, i wyrazone  czesciach, minutach i sekundach; wreszcie

Icolumnie trzeciej z nadpisem: triyesimarum minutae, sccundac, tertiae
podane sa trzydzieste czesci roznicy miec’zy cieciwami dwu tukdw, ro-
znigecych sie o pét stopnia i wyrazone w minutach, sekundach i tercyjacli.
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Dla objasnienia przytaczamy czes¢ tablic Ptolemeusza:

Arcuum Chordarum Trigesimarum
part es  m partes - m m 3N
90 0 8 51 10 0 44 20
90 30 8 13 20 0 44 8
91 0 8 3 14 0 43 57
91 30 8 57 23 0 43 45
92 0 86 12 15 0 43 33
92 30 86 41 2 0 43 21
93 0 87 2 42 0 43 9

1

Co sie tyczy funkcyj trygonometrycznych i wtasciwej Trygonometryi,
zaznaczy¢ nalezy, Ze iloraz pierwszy spotykamy u Ptolemeusza twierdzenia

sin2a -f cos2a= 1,

1+ cosa 2cos"pxa, 1l—cosa= 25in"A a,
sin(adr —sinacospdr cosa sin [3,
cos(adrp) cosacos@zpsina sin

Rozwigzywaniem trojkatéw ptaskich Ptolemeusz sie nie zajmowat,
tylko badat te przypadki rozwigzywania tréjkatéw kulistych, ktére mu
byly potrzebne do rozwigzywania zadan astronomicznych. Opierajac sie
na tym, Ze przez poprowadzenie z wierzchotka tréjkata kulistego kola
Avielkiego prostopadtego do boku przeciwlegtego, tréjkat kulisty jakikol-
wiek da sie zawsze podzieli¢ na dwa trojkaty kuliste jorostokatne, Ptole-
meusz zajmowat sie jedynie rozwigzywaniem trojkgtOAV kulistych prosto-
katnych. Za podstawe jego obrachunkdéw stuzyty wiadomosci czerpane
ze Sferyki Menelausa, a gtdwnie twierdzenie Menelausa o poprzecznych,
ktére stosowat do zadan, odnoszacych sie do trdjkata kulistego prosto-
katnego.

Do rozwigzywania tréjkatdw kulistych prostokatnych uzywat twier-
dzen, ktére obejmowaty znane nam wzory

cosa — cos 6 cos c,
sinb — sina sin(3,
tg6 = sinctg p,
tgcr= cosP tg a.

Ptolemeusz tak jak i jego nastepcy az do Eulera, nie uzywat wzo-
row, ale je tylko wystawiat w roznych twierdzeniach, i wyprowadzat dro-
ga gieometryczna,

Dalszy nierOAniie wazny krok zrobita Goniometryja i Trygonome-

tryja przez prace Hindusoéw.. Hindusowie, tak jak i Ptolemeusz, dzielili
¢wiartke okregu kota na 90 czesci, ktore odpowiadajg dzisiejszym sto-
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pniom, kazdy stopieA byt podzielony na 60 minut, zatym caty okrag za-
wierat 216000 czesci (minut). Dla promienia nie ustanawiali zadnej od-
dzielnej miary, tylko wyrazali go w powyZszycli czeSciach okregu kota,
przyjmujac promien jako réwny 3437,7 w przyblizeniu 3438 czesci okregu
kota 216000 czesci zawierajgcego, przyjmujac stosunek okregu kota $re-
dnicy albo 22:7, albo )/10, albo przyjety przez BASKARA (ur. 1114 po
Chrystusie) stosunek 3927:1250. Tutaj widzimy gtéwng réznice, jaka
zachodzita w oznaczaniu promienia miedzy Grekami i Hindusami. Hin-
dusowie oprécz tego dzielili éwieré okregu kota na 24 czesci, z ktérych
zatym kazda zawiera 225 cze$ci (minut), na ktére okrag dzielono; te 225
czesci odpowiada wiec 3| stopniom. W Astronomii pozorna droga stofica,
uwazana jako koto, dzielong byta przez Hinduséw na 12 czesci czyli zna-
kow, zatym jeden znak wynosit 30®. Cieciwe Hindusowie nazywali jya
albo jiva, potowe cieciwy nazywali jyardha albo ardhajya. Prostopadig
(potowa cieciwy) dwu znakéw czyli 60® zwali podwdjng cieciwg tridjira.
Hindusowie, chociaz wprowadzali do rachunku nazAvy cieciw, to jednak
rozwazali tylko potowy cieciw czyli wtasciwie wstawy. Obliczyli oni wstawy
dla ¢wiartki okregu kota dla wszystkich katéw od 3|® co kazde 3f stopnia
czyli co kazde 225 czesci razem zatym mieli 24 wstawy i te w odpowiednie
tablice utozyli. Wstawe odwrotng czyli strzate nazywali utkramajya,
dzisiejszg za$ dostawe zwali kotijya. Co sie tyczy tablic wstaw, to one
byly bardzo proste. Promien czyli wstawa 90® obliczona z obwodu wyno-
sita 3438 czesci, wstawa 30® wynosita tego potowe t.j. 1719 czesci. Przez

—N — 2431

Upierajac sie na znanych im twierdzeniach
sin2a -f cos2a  r-, siu(90°—a) cosa
1 —cosa= sinversa, sinvers2a  2sin"a,
i wiedzac, ze sin ® = 1719, sin 45®= 2431, otrzymali
sin 45®=: 890, sin ® 30'rr: 449, sin3®45'= 225,
sin2® 30'= 1315, sin11®15'= 671.
Nastepnie znalezli wstawy katéw dopetniajacych
sin B0® = 2978, sin 75® = 3321, sin82®30'= 3409,
sin 86® 15' = 3431, sin6/®30'= 3177, sin78°45'= 3372.
Przez przepotowienie katéw otrzymali
sin 37®30' = 2093, sin41® 15'= 2267, sin 33® 45 = 1910,
a nastepnie Avstawy katow dopetniajach:
sin 52® 30" = 2728, sin48®45' = 2585, sin 56®15' = 2859.

Z przepotowienia kata 52®30' otrzymali sin 26® 15 = 1520, a szukajgc
wstawy kata dopetnienia, znalezli sin 63® 45' = 3084. Wreszcie z przepo-
towienia kata 37/® 30' znaleZH sin 18®45'= 1105, a nastepnie sin 71® 15'
= 3256. Tym sposobem drogg bardzo prostg Hindusowie przyszli do
utozenia tablic wstaw, wyrazonych w dtugosciach tukéw kota. Wynikiem
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tablic bylo, Ze sin90"= 3438 t, j., Zze wstawa kata 90®jest rowna dtu-
gosci tuku zawierajgcego 3438 minut, a wstawa 3*"45'=: 225 minutom t. j.,
ze wstawa kagta 3"45' jest rowna diugosci tuku temuz katowi odpowia-
dajacego. Z tych tablic, w ktérych wstawy podane sg w trzech lub czte-
rech cyfrach catkowitych, Hindusowie odkryli nastepujace godne uwagi
prawo; ze jezeli a, ¢ sg trzema nastepujgcemi po sobie katami czyli
tukami tablic t. j. takimi, a —h— h—c= 375" — & natenczas

sinc— sinJ = (sinh— sina) — ™"

Byt to wzor interpolacyjny, na mocy ktérego mozna byto w kazdym
czasie obliczy¢ tablice. Poniewaz podane przez Hinduséw liczby nie za-
wieraty utamkow, to uzyw™ajac powyzszego wzoru, przy obliczaniu

nalezy bra¢ najblizsza liczbe catkowita.
Wz6r powyzszy w rzeczywistosci istnieje i daje sie bardzo tatwo wy-
prowadzi¢; ale w nim nalezy, jako spotczynnik sin  bra¢ n iﬁ«At? cz

2sinversd = A0OjO Prawdopodobnie dogodny do rachunku spoétczynnik
1 4

N
= byt powodem, Ze w powyzszym wzorze wzieto 225 w miejsce

233,5, co iiie miato wplywu na doktadnos¢, zjaka tablice byty podane.
Hindusowie znali niedoktadnos¢ swoich tablic, skoro Baskara przyjmuje

sin 3°45' = 5c0s3"45' = ~ N ; ktére od "prawdziwych wartosci ré-
Znig sie nie wiele wiecej jak ojedne dziesieciomilionowg promienia, Bas-

kara za pomocag znalezionych przez siebie w"artosci sin 1 1o

cos = %gggf‘ A ktére réznig sie od prawdziwych wartosci o jedne dzie-

siecio milionowg promienia, a tym samym sg doktadniejsze od Avartosci,
podanych przez Ptolemeusza, starat sie utozyC tablice wstaw katéw co
kazdy 1® przy uzyciu twierdzenia

sin(x =ty)= sinx cosyx cosx siny.

Nie mamy specyjalnej rozprawy Hinduséw, dotyczacej rozwigzywa-
nia tréjkatéw, mozemy jednak twierdzi¢, Ze Hindusowie, rozwigzywanie
tréjkatow jakichkolwiek, podobnie jakto czynit Ptolemeusz, sprowadzali
do rozwigzywania trojkatow jjrostokatnych. Przy uzyciu tablic starano
sie wstawy brakujacych katéw oblicza¢ sposobem przyblizonym. Itak,
jezeli im chodzito o wstaAve kata 28® 43', to brano z tablic Avstawy dwu
katébw obejmujacych ten kat, mianowicie siu 3®= sin 1800' = 1719
i sin 26'15' = sin 1575' — 1520, skad wyprowadzali ze dla réznicy miedzy
katami 225' roznica miedzy wstawami wynosi 199. Ze za$ kat dany ma-
jacy 1723' jest wiekszy od kata 26® 15' 0 148", to rdznice miedzy Avrstandb
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kata szukanego a wstawg kata bezposrednio od niego mniejszego, w tabli-
cach zawartego, znajdowali z proporcji 225:148r=:199:  stad rr—131.
a tym samym sin 28" 43'= 1520 + 131 = 1651. Tg drogg jednak prze-
prowadzane rachunki nie mogty dawac Scistych rezultatow, skoro sin 3® 45,
jakto juz wyzej zaznaczylismy, byta wedtug tablic Hinduséw réwna dtu-
gosci tuku temuz katowi odpowiadajgcego.

Jak we wszystkich cze$ciach Matematyki tak i w Trygonometryi nie
mate zastugi potozyli Arabovde. Giéwnie Arabom zawdzieczamy wpro-
wadzenie do Trygonometryi zamiast cieciw Ptolemeuszewych, *) ich po-
towy czyli wstaw. Na oznaczenie wstawy Arabowie uzywali oddzielnego
znaku i nazwy dsclialh. Nazwa sinus, najmniej odpowiadajaca jej znacze-
niu, byta poraz pierwszy uzytg i to raz jeden tylko w pierwszym ttomacze-
niu facinskim przez Platona Tiburtinusa, dzieta: De motu albo Descientia
stellarmn Norymberga, 1537., arabskiego matematyka MOHAMMED BEN
GEBERA Albatani'ego albo Albateniusa ({-929), gdy tymczasem As ttoma-
czeniu jego Astronomii wszedzie byta stosowang. Albatani pierwszy wpro-
wadzit styczne trygonometryczne. Znajdujemy u Albatani'ego, ze z réwna-

. sSin@ > . i
nia "~ — D> wartoS¢ wstawy @ otrzymujemy za pomocg wzoru sin =

za$ [z tablicy wstaw. Stosunek odgrywa u Albata-

AT VX Sin @
niego bardzo wazng role. Gdy mianowicie @ oznacza wysokos¢ stonica,
h wysoko$¢ kotka pionowego, za$ | dtugos¢ cienia rzuconego na ptasz-

czyzne poziomg przy wysokosci storca o, natenczas 1= h — . Alba-

sni g
tani obliczyt jak wielkie jest Z przy statym h i przy wysoko$ciach storica
©—1", 2» 3*.. i wypadki otrzymane ujgt w odpowiednie tablice,
z ktdérych za pomocg dtugosci cienia znajdowat wysokos¢ stofica. Tablice
te byly rodzajem tablic dostycznych. U Albatani'‘ego spotykamy poraz
pierwszy zasadnicze twierdzenia Trygonometryi kulistej, mianowicie zwig-
zek miedzy trzema bokami i katem trojkata kulistego, czyli innemi stowy
twierdzenie

cosa=. cos cosc -f- sinhsinccosa,
z ktorego Albatani wyprowadzit twierdzenie

cos fj—C) —cos a
smosmc '

sinversa =

Poniewaz wstawa kata jakiegokolwiek jest mniejsza od wstawy kata
prostego, to dla wstawy kata prostego wprowadzono oddzielng nazwe
sinus totus V. sinus rectus.

z polecenia Kalifa Almamiima lzaak ben Honain przetozyt Alinagest Ptolc-
.mcHSza na jezyk arabski.

Bihl. mat.-fiz. S I1l. T. VI. h
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ABUL AVEFA (937 — 998) idac za Albatanim”wprowadzit styczng
jako oddzielif}; funkcyja trygonometryczng i utozyt tablice stycznych, przyj-
mujac podziat promienia na 60 czesci; on tez miat juz pojecie o dostycz-
nych i siecznych. Xazwy jednak stycznej i siecznej t. j. tangens i secans,
wprowadzone zostaty pora,z pierwszy dopiero przez Finkego wjego dziele
Geometria rotundi 1583 r.

EBN JUNIS w Kairze (979—~1008) utozylt tablice stycznych i sie-
cznych dla catej ¢wiartki okregu kota i robit z nich taki sam uzytek, jakto
my dzisiaj czynimy. Jego tablice nie doszty rgk naszych i dla tego uwa-
zajg llegiomontana jako pierwszego autora tablic stycznych.

GEBER MOHAMMED BEN AFLAH z Sewilli zwany Geber, zyjacy
okoto r. 1050, napisat dzieto o Astronomii, ktére wydane zostato p. t.:
Instrumentum primi mobilis a P. Appiano nunc primum inventum et edi-
tum. Acc. Gebri filii Affla Hispalensis libri 1 X de Astron. per Girardum
Cremonensem latinitate donati. Norimbr. 1534. W tym dziele pierwsza
ksiega jest kompletng Trygonometryjg. Geber opierajgc sie na prawie
czterech wielkosci, wyprowadzit zasadnicze wzory dla trojkata kulistego
prostokatnego, podane najpierw przez Ptolemeusza, a nadto wyprowadzit
nie podany przez niego wzér cosp = coshsiny, ktéry zowie sie tez wzo-
rem Gebera.

ABUL HASSAN ALT z Marocco, zyjacy na poczatku x 111 wieku,
przez uwazanie cienia, jaki rzuca przedmiot prostopadiy do ptaszczyzny
pionowej na tez ptaszczyzng, gdy storice go oSwieca, obliczyt styczng
i sieczna Wysokosci stonca; gdyz cien dawat mu styczna, odlegtosc zas
kofica cienia od wierzchotka prz«dmiotu sieczng wysokosci stofica. Roz-
wazajac ptaszczyzne poziomg, kotek ijtiowy i cief rzucony przez storce,
otrzymywat tak jak i Albatani dostyczng wysokosci stofica, a takze i do-
sjeczng tejze wysokosci.

MOHAMMED BEN MUSA zajmowat sie rozwigzywaniem trdjkatéw
kulistych, a stosowane przez niego metody mato sie réznia od metod,
dzisiaj uzywanych.

Zwrdci¢ nalezy uwage, ze Arabowie, wogolnosci dla Trygonometryi
wielkie potozyli zastugi, nie tylko przez rozwazanie funkcyj trygonome-
trycznych jako stosunkéw, ale i przez to, ze wszelkie twierdzenia wypro-
wadzone przez Grek6w gieometrycznie, u Arabéw maja charakter wyra-
zen algiebraicznych.

Tablice funkcyj trygonometrycznych uktadane przez Grekdéw i Ara-
béw podawaty wartosci funkcyj trygonometrycznych w funkcyi promienia
kota, dla ktérego przyjmowano podziat szeSCdziesidtkowy. Niedogodny
ten podziat promienia kota usunat naprzéd w zasadzie GEORG PEURBACH
(1423 — 1461), méwimy w zasadzie, gdyz Peurbach nie wprowadzit po-
dziatu dziesietnego, tylko przyjat promieh réwny 600 000 czesci. Peur-
bach podat tabhce wstaw, co kazde 10 minut w rekopisie p. t.: jS"oya
tabula sinus de decem minutis in decem, par multas millenarias partes.
Tabhce te jednak nie byly drukowane. Peurbach nosit sie z myslg r.api-
sania Trygonometryi, przedwczesna jednak $mier¢ nie pozwolita mu urze-

czywistni¢ tego zamiaru ani wykonczyé prac nad tabhcami funkcyj trygo-
nometrycznych.
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Uczen Peurbacha JAN MULLER (1436 — 1476), zwany od swego
miasta rodzinnego EEGIOMONTANEM albo de MONTE REGIO, uzupehit
prace Peurbacha i obliczyt wstawy dla kazdej minuty, i)rzyjmujac promien
naprzéd réwny 6000 000, a nastepnie rowny 10 000 000; wydat je w dziele
p, t.; Tractatus Georgii Peurbacbi super propositiones Ptolemeai de sinu-
bus et cliordis. Item compositio Tabularum Sinuum i%er Joannem de Re-
giomonte. Adjectae sunt et Tabulae sinuum duplices per eundem Regio-
montanum. Omnia nunc primum in utilitatem Astronomiae studiosis
impressa Xorimbergae apud Joh, Petreium anno Cliristi 1541. "W dziele
Gerliardt'a p. t.: Geschichte der Matliematik in Deutactiland. Miinclien
1877, jest wskazane w jaki sposéb Regiomontan obliczat tablice. Nie-
zaleznie od tycli tablic Regiomontan utozyt tablice stycznycli co kazde 10
minut dla promienia r = 100 000 .i wydat je pod nazwa Tabula foecunda.
AVprawdzie Abul Wefa, zyjacy w X wieku utozyt tablice stycznych, ale
czy Regiomontan je znal, czytez nie, tego twierdzié nie mozna. Regio-
montan rowniez jak i Peurbach byl zdania, ze wazng role w Astro-
nomii odgrywa Trygonometryja i z tego powodu zajat sie opracowa-
niem zasad Trygonometryi. Praca wydang zostala juz po jego
$mierci przez Schonera 1533 p. t.: De triangulis omnimodis libri
quin<]ue.  AY pierwszej ksiedze Regiomontan zajmuje sie rozwigzywaniem
tréjkatow plaskich jakichkolwiek, sprow”adzajac rozwigzanie ich do tréj-
kata prostokatnego; do wyznaczenia bokow trdjkata uzywa wstaw, nie
wprowadzajac innych funkcyj trygonometrycznych. AV celu rozwigzania
trojkata, gdy dane sa trzy boki, szuka naprzéd wysokosci trojkata,
a nastepnie jego bokéw. Druga ksiega obejmuje twierdzenie, ze
AYsawy katéw sg proporcj-jonalne wzgledem bokow” odpowiednich. Trze-
cia ksiega poswiecona jest Trygonometryi kulistej, ktéra prawdopodobnie
byta opracowana na podstawie Sferyki Menelausa. W czwartej ksiedze
zajmuje sie Regiomontan rozwigzywaniem trojkatéw kulistych prostokat-
nych i jakichkolwiek i podaje gtéwne twierdzenia odnoszace sie do Try-
gonometryi kulistej. Wreszcie A/ ksiedze piatej podane sg rézne twier-
dzenia i zagadnienia, odnoszace sie do tréjkata kulistego. Zaznaczy¢ na-
lezy, ze pierwszy Regiomontan wyprowadzit wzor na powierzchnig tréj-
kata \z= -- bc sina i on pierwszy uzywat wzoru

'do rozwigzywania trojkatow, gdy dane sg dwa boki tréjkata i kat miedzy
niemi zawarty.

JAN DEE W dziele p. t. Paralacticae commentationis Praxeosque
nucleus quidam, Authore Dee Londinensi, London 1573, przytacza powyz-
szy w'zdr w postaci twierdzenia Regiomontana. Dee podaje dowdd tego
twierdzenia, do ktdrego wprowadza jedynie wstawy, skutkiem czego dowdd
jego jest dbugi i nie odznacza sie jasnoscig. Finka w Geometria rotundi
eprzedstawia ten wzdr w postaci proporcyi
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Eowniez w dzietach Claviiisa Geom. pract. Liigcl. 1607, Tlieoclosii
Trij). si*baer. lib. Y. Item Claviisimus tangentis et secantes, triangula
rectilinea et sphaerica Rom. 1586 podany jest powyzszy wzor A/ ksztatcie

a— + = +

NieSmiertelnej stawy nasz uczony MIKOLAJ KOPERNIK (1473 —
1543) twdrca Astronomii nowoczesnej, potozyt wazne ustugi w dziale
Trygonometryi. W jego dziele p. t.: ,,De revolutionibus orbium coele-

trzymajac sie
mniej wiecej zasad, podanych przez Ptolemeusza,, tudziez tablice wstaw
co kazde 10 minut dla promienia = 100 000. Xazwy wstawy Kopernik
nie wprowadza, tylko wstawy nazywa potowami cieciw; w tablicach tych
podane sg rowniez rdznice miedzy wstawami, dla kazdych 10 minut ro-
znicy miedzy katami. Rozdziat X111 poswiecony jest wylozeniu zasad

tez kulistych Kopernik sprowadza do rozwigzania odpowiednich troj-
katéw prostokatnych. Wyjatek z dzieta Kopernika, zawierajacy powyzej
przytoczone rozdziaty, wydany zostat oddzielnie przez Retyka przed wy-
daniem calego dzieta wr. 1542 p. t.: De lateribus et angulis triaiigulo-
rum... , Jan Sniadecki, idac za Retykiem (Rozprawa o Koperniku 1802,
dzifttfl, Sninrlppl-ipo-n fmtl TT ofl- 1Af; 1 N+L.T-IRTNNIFL

zania trojkata, gdy sa dane trzy jego boki, podane przez Kopernika
i Regiomontana, sg niezalezne jeden od drugiego. Istotnie, porOAvnanio
obu prac wykazuje, ze uktad i wykonanie u Kopernika jest zupetnie ro-
znym, niz A Trygonometryi Regiomontana, przyczym nalezy zauwazyc,
ze rozdzialy trygonometryczne w dziele Kopernika nalezg do wczesniej
napisanych. Roéwniez zastugg Kopernika jest to, ze pierwszy utozyt ta-
blice siecznych i uproscit praktyke interpolacyi w rachunku funkcyj try-
gonometrycznych. MAURoOLYcuUs rowniez zajmowat sie utozeniem tablic
siecznych i wydat je 1558 r, w dziele p. t.: Tabula benetica.

Uczony francuski vieTE (1540 — 1603) zajmowat sie rozwazaniem
przypadku rozwigzania trojkata kulistego, gdy dane sg trzy jego boki.
To zadanie, ktore uzupetnito teoryja rozwigzywania rownan kulistych, po-
stuzyto Yietemu do znalezienia dwu wzordéw analitycznych, ktére obejmo-
waty wszystkie przypadki rozwigzywania tréjkatow kulistych. Réwniez
"Yiete przyczynit sie do rozwoju zadan tyczacych sie tréjkatéw kulistych
jprzez przeksztatcanie trdjkata kulistego na inny, ktoéregoby katy i boki.
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w pewien sposdb odpowiadaty bukom i katom tréjkata danego. Powiada
on: gdy z trzech wierzchotkow tréjkata knlistego zakreslimy trzy kota
wielkie, wtedy z przeciecia tych Ic6t powstanie trojkat wzajemny (recipro-
que) tréjkata danego, tak wzgledem Iokéw jak i katéw. Zwrdci¢ ndezy
uwage, ze"ten trojkat wzajemny nie jest trojkatem biegunowym. Troj-
kat Yietego jest taki, ze dwa boki sa rowne katom przeciwlegtyni tréj-
Icata danego, trzeci za$ bok jest spetnieniem kata trzeciego. Uczeni:
Adrian Metius, Magini, Pitiscus, Neper i Cayalieri do przeksztatcania
trojkatow kulistych uzywali trojkata wzajemnego Yistego. Odkrycie za$
trojkata kulistego biegunowego winnismy sNELLIUSOWI, ktory wprowadzit
go do przeksztatcali trojkatow kulistych w dziele o Trygonometryi, wyda-
nym po jego Smierci 1627 roku.

GRZEGORZ JOACHIM (1514 — 1574) Zwany zazwyczaj RETYKIEM
(Reticus) pierwszy wyprowadzit zwigzki miedzy liokanii i katami troj-
kata prostokatnego, a ktére mu stuzyty za definicyje funkcyj trygonome-
trycznych. Tego rodzaju definicyje funkcyj trygonometrycznych byty po-
wodem, ze Retyk nazwy (wedtug niego barbarzynskie) siims i cosinus za-
stapit nazwami perpendicuhm i basis. Z rozwazania trojkata prostokat-
nego obliczal przeciwprostokatng, przez co przyszedt do utozenia tablic
siecznych. Retyk réwniez potozyt zastugi w obliczaniu wstaw. Majac
na uwadze, Ze dotychczasowe tablice nie sg zbyt doktadne, obliczyt nowe
tabhce wstaw dla promienia 10 000 milionéw i podat je co kazde 10'. Aby
mieé¢ doktadne warto$ci wstaw, co do ostatnich cyfr, obliczyt tablice wstaAy
dla promienia 1000 000 000 000 000, z pierwszemi,' drugiemi i trzeciemi
réznicami, a nadto dla pierwszego i ostatniego stopnia ¢wiartki okregu
kota podat wstawy co kazdg sekunde, wraz z pierwszemi i drugiemi ro-
znicami. W papierach, po jego $mierci pozostatych, znaleziono dla tegoz
promienia oblicz(me tablice wstaw, stycznych i siecznych co kazdg minute,
tudziez jioczatek tablic stycznych i siecznych co kazde 10" z pierwszemi
i drugiemi réznicami. Wczesna $mier¢ Retyka nie pozwolita mu wydac
tych tablic i dopiero jego uczei AYALENTY oTIl0, kosztem Hrabiego
Ffalzu Jana Kazimierza, ogtosit je drukiem, wraz z koniecznemi uzupet-
nieniami. Tablice wyszly p. t.: Opus Palatinum de triangulis a Georgio
Joachimo Rhetico coeptum: L. Yalentinus Otho, Principis Palatini Fri-
derici 1V Electoris Mathematicus consummavit An. 8al. Hum. 1596.

Do prac Retyka i Otho doliczy¢ nalezy prace BARTHOLOMAEUSA
PITISCUSA (1561—1613). Pitiscus wydal pierwszy dzieto traktujgce
0 samej Trygonometryi p. t.: Bartholomeai Pitisci Gruenbergensis Silesii
Trigonometriae sive de dimensione Triangulorum libri quinque. Item
promatum variorura, nempe Geodeticarum Altimetricorum, Geographico-
ruui et Astronomicorum Libri decem trigonometriae subjuncti, ad usum
ejus demonstrandum. August, Yindet 1600 (trzecie wydanie 1612 r.).

ksiedze drugiej Pitiscus méwi o funkcyjach trygonometrycznych, spo-
sobie ich obliczania i zwigzkach pomiedzy niemi; wprowadza sinus," tan-
gens i secans, za$ dostawy, dostycznej i dosiecznej nie uzy\p. Pitiscus,
podobnie jak i Retyk, rozwigzg funkcyje trygonometryczne jako stosunki
1 wskazuje, w jaki sposob styczne i sieczne daja sie otrzymac¢ za pomoca
wstaw. Ksiega trzecia poswiecona jest sposobom rozwigzywania trojkatow
ptaskich, czwarta za$ rozwigzywaniu trojkatow kulistych. W ksiedze
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pitjjtej wskazuje naprzéd rézne skrécenia w racLiinkacli trygonometrycz-
nycli, a nastepnie podaje tablice pod osobnym tytutem: Canon triangii-
loruni emendatissimus, pertinens ad Trigonometriam Bartliolomaei Pitisci
Gruenbergensis Silesii Francfort. Anno 1612. W tablicach tych podane
sg wartosci funkcyj trygonometrycznych pierwszej i ostathiej minuty co
kazdfj; sekunde, dla sasiednich 9 minut co kazde 2", nastepne za$ co kazde
10", a poczynajac od  co kazdg minute. Promien kota przyjmuje sto-
sownie do potrzeby od 100 000 do 1 000 000 000 000.

ALBERT GII?AKD (ur. 1626) wydat tablice funkcyj trygonometrycz-
nych, wraz z teorj-ja czworokatdéw ptaskich i kulistych. "W jego tabli-
cach spotykamy sie z oznaczeniami sin., tang., sec.

Jakkolwiek styczne i sieczne byly gtdwnie wprowadzone dla za-
oszczedzenia utrudnionych mnozen i dzielen wyrazen trygonometrycznych,
to jednak uwazano, ze one nie sg wystarczajace do praktycznych celéw
i starano sie o to, aby mozna bylo unikngé mnozen i dzieleA wyrazen try-
gonometrycznych przez odpowiednie zastapienie iloczynéw i ilorazéw przez
summy lub réznice wyrazen trygonometrycznych; innemi stowy starano
sie _ odwrotnie postepowaé, niz to czynimy dzisiaj. Tym sposobem przy
obliczeniach wyrazen trygonometrycznych, zastepowano iloczyny sina sin b
i cosa cos™ nastepujacemi dwumianami

eJcos(@a—3)— ~cos(a+ [Bii cos(a—I[i)+ i-cos(a+ [i.

Zdaje sie, ze pierwszy JAN WERNER (ur. 1468) astronom no]J*ym-
bergski zajmowat sie zamiang iloczynéw na summy lub réznice; po nim
Tycho Brahe, Wittich, wreszcie Justus Byrgius (Jobst Byrg v. Biirgi)
nauke w tym kierunku posuneli. Catg manipulacyja tego rodzaju zamia-
ny nazywali rachunkiem Prosthapharesis.

Ucigzliwe wykonywania mnozeh i dzieled wyrazen trygonometrycznych
naprowadzito JOHN'A NAPIERA Barona z Merchiston w Szkocyi (1550—
1617) do wynalezienia logarytmow, ktére byty owocem jego poszukiwan
nad Trygonometryjg. Napier zapoznat uczonych ze swoim odkryciem przez
ogloszenie dzieta: Mirifici logarithmorum canonis descriptis, ejusgue
usus, in utrague Trigonometria, ut etiam in omni Logistici mathematica,
amplissimi facilimi et expeditissimi explicatio, Edinburg 1614. Napiera
jednak nie mozna uwazaé¢ jako wynalazce logarytméw w dzisiejszym ich
pojmoAvaniu. Jego odkrycie odnosito sie gtéwnie do utatwienia rachun-
kéw trygonometrycznych, a mianowicie do tego w jaki sposéb iloczyny,
ilorazy, potegi, j)ierwiastki liczb dajg sie zastapi¢ przez dodaw”anie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie liczb im odpowiednich. Napier w swo-
ich tablicach zatozyt naprz6d, Ze sin 90" 10 000 000, a jej logarytm
rowny zeru; w jego tablicach, ktore nie sg logarytmami liczb naturalnych,
ale temi, ktdre \vstawom odpowiadajg, 1 oznacza logarytm sin 89" 59"
Napierowi zawdzieczamy wzory dla trdjkata kulistego jakiegokolwiek,
2;nane po nazwg Analogij Napiera.

w tymze samym czasie JusTus BURGI wpadt na odkrycie logaryt-
méw. Tablice jego wyszly w Pradze 1620. Jego logarytmy nalezg do
uktadu w ktérym log 1= 0, log 10= 230 270. Logarytmy Burgi'ego
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maja wiecej podobienstwa do logarytméw Briggsa anizeli do logarytméw
Napiera. Napier przez wprowadzenie logarytméw chciat uprosci¢ ra-
chunki trygonometryczne, Biirgi za$ rachunki z wielkiemi liczbami.

Doktadne obliczenie AYdaw co dziesie¢ sekund, na zasadach przy-
jetych przez Napiera, podat ursinus (1587 — 1634) Benjam. Ursini
Sprottavii Silesii Mathematici Electoralis Brandenburgici Magnus canon
triangulorum logarithmicus ex voto et consilio Illustr. Neperi p. m. no-
Yissimo, et sinu toto 100 000 000 ad scrupulor. secuudor. decadas usque
vigili studio et pertinaei industria diductus Coloniae 1624. Ursinus po-
dat tablice wstaw i ich logarytméw dla katéw co kazde 10" wraz z rézni-
cami. W dziele za$ jego: Trigonometria cum magno logarithmorum ca-
nonae, Coloniae 1625, w ksiedze trzeciej podane sg zastosowania logaryt-
méw do Trygonometryi.

PIOTR KRUGER (1580 — 1639) wydat tablice logarytméw wstaw
i stycznych, w dziele p. t.: Praxis Trigonometriae Logarithmicae cum
Logarithmorum Tabulis ad Triangulatam Piana quam Sphaerica suffi-
cientibus, Amstelodami 1634. Kruger rozpoczyna swoje tabhce wskaza-
niem uzytku logarytméw w rachunkach trygonometrycznych, nastepnie
podaje tablice liczb naturalnych od 1 do 10000, potym za$ tablice loga-
rytméw wstaw i stycznych, ktére zowie mesologarithmi, co kazdg minute,
wreszcie logarytmy wstaw i stycznych co kazdg sekunde dla pierwszego
stopnia. W konicu podaje tablice Jakéba Bartscha: Tabula Logarith-
mica quarta continens Antilogarithmos ad majorem Radium et ad bina
Scrupp. secunda totuis primi et bessis secundi gradus supputatos. Ta-
blice te sa. logarytniami dostawy katéw od  do P 41' co kazde 2" i dla
promienia 100 000. “V dodatku do tablic Kruger stosuje logarytmy do
rachunkéw trygonometrycznycli. W dziele p. t.: Synopsis trigonometriae
Gdansk 1612, podaje twierdzenie Regiomontana dla tréjkatéw ptaskich,
w postaci wzoru

JANKEPPLER (1571 — 1631) rachowat tablice logarytméw wstaw
wedtug systemu Napiera, ktére wydrukowane byly bez jego wiedzy
w Mar])urgu p. t.; Joannis Keppleri Chilias Logarithmorum ad totidem
numeros rotundos. Praemissa demonstratione legitima ortus Logarith-
morum eorumaue usque. Quibus nova traditur Arithmetica seu Compen-
dium, quo post numerorum notitiam nullum nec admirabilis nec utilius
solventi pleraque, ppblemata caluculatoria, praesertim in Doctrina Trian-
gulorum citra multiplicationis divisionis radiumque extractionis in memo-
ris prolixis labores molestissimos, Marburgi 1624.

HENRY BRIGGS (1556 — 1630), przyjmujac zasade definicyi loga-
rytméw Napiera, obliczyt logarytmy liczb, przyjmujac 10 jako podstawe.
Briggs umart przed ukoriczeniem swojej pracy. Jego Arithmetica logarith-
mica Lond. 1624 zawierata logarytmy liczb od 1 do 200 000 i od 90 000
do 100000 w czternastu cyfrach dziesietnych. Tablice wstaw natural-
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iiycli dla promienia réwnego 1000 000 000 000 000, stycznych i siecz-
nych dla i)romienia réwnego 10 000 000 000, a logarytmy wstaw i stycz-
nych dla kazdej setnej czesci stopnia w 14 cyfrach dziesietnych wyszly
w r. 1G33 p. t.: Trigonometria Britannica, staraniem Henryka Gellibran-
da, profesora Astronomii w CoJege Gresham. Logarytmy liczb natural-
nych Brigssa iiziipetnit ksiegarz i matematyk Adrian Vlacq z Gouda
i wydat tablice logarytméw wszystkich liczb od 1 do 100000 wr. 1628.

Na szczegblng uwage naszg zastuguje dzieto JANA TONSKIEGO,
profesora Akademii krakowskiej p. t.: Arithmetica vulgaris et Trigono-
metria rectilineorum, prout universae Geometriae practicae allisgue Ma-
thescos partibus, Geographiae, Architectonicae, Gnomonicae etc. sub-
servit, Ingolstadii, wydanie drugie 1645 (pierwsze 1640 r.) W dzietku
tym na str. 67 istnieje rozdziat zatytutowany Fragmentum logisticae as-
tronomicae, w ktdrym podany jest rachunek stopni, minut i sekund. Xa
stronnicach 77 — 95 podany jest wyktad Trygonometryi ptaskiej (Trigo-
nometria rectilineorum) j)odzielony na trzy czesci: czes¢ jhierwsza ,,De
communibus trigonometriae principiis, zawiera wyktad najwazniejszych
wiasnosci tréjkatow, okreslenia linij trygonometrycznych (inscriptarum)
sinus rectus, sinus versus, sinus complementi, tangens, secans, wreszcie
tangens i secans complementi. Dla wyrazenia wielkosci linij trygonome-
trycznych promief podzielony jest na 10* czesci réwnych i w takicli je-
dnostkach wraz z dwiema dziesietnemi podane sg dlugosci tych linij.
W tablicach zatytutowanych: Canon triangulorum sive mathematicus
nuncujmtur, zamieszczonych na koncu dzietka, podane sg dtugosci wstaw,
stycznych i siecznych, odpowiadajace kolejnym tukom, rdznigcym sie
o0 jedne minute i postepujagcym od O'do O™ Cze$¢ druga Trygonometryi
,,De ratione laterum et angulorum trianguli" (str. 96) zawiera roz-
Avigzanie zadania zasadniczego ,,majac dane dwa katy tréjkata znalesé
stosunki l)okéw przeciwlegtych”. Czes¢ trzecia ,,De praxi trigonome-
triae rectilineorum" (str. 103) obejmuje rozwigzanie zagadnien: 1) majac
jeden bok trojkata | dwa katy znale$¢ pozostaty kat i dwa boki; 2)
majac dwa boki i jeden kat znale$¢ pozostate dwa katy i bok; 3) majac
trzy boki trojkata znales¢ trzy katy. W koncu tej czesci Tonski podaje
rozwigzania tréjkatéw ptaskich prostokatnych. Nastepnie mowa jest
0 Trygonometryi kulistej. AV czesci pierwszej (str. 119) ,,de fundamentis
Trigonometriae sphaericorum", podane sg wiadomosci zasadnicze, tycza-
ce sie trojkatow kulistych. AV czesci drugiej (str. 141) ,,de praxi Trigo-
nometriae Triangulorum sphaericorum, podane sg zwigzki miedzy ele-
mentami trdjkata kulistego prostokatnego i sposoby rozwigzywania tego
rodzaju trojkatow, a nastepnie rozwigzywanie tréjkatéw kulistych jakich-
kolwiek jirzez sprowadzenie do rozwigzywania trojkatoéw kulistych prosto-
katnych. Woreszcie w rozdziale zatytutowanym: ,Problemata miscel-
lanea", podane sa zastosowania do architektoniki, gieografii matematycz-
nej i gnomoniki. Dzietko Tonskiego moze by¢ uwazane za jedno z naj-
lepszych w swoim rodzaju w dwczesnej literaturze europejskiej, jako tres-
ciwe i jasne.

Dzieto soLskiEGco, Geometra Polski, 1683, zaw"iera okreslenie linij,
trygonometrycznych i wykazuje ich uzytek do niektérych zadan gieo-
metryi praktycznej, tudziez tablice wstaw, stycznych i t. p.
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AYOICIECII TYLKOWSKI A/ dziele p. t.. Geometria practica curiosa
in ti-fs libros divisa, quorum primus agit: de lineae, secundus de superficiei,
tertiis de corpoiis dimensione (Poznan 1692) podat tablice wstaw, stycz-
n}Tli i siecznych co kazdy stopien, oraz praktyczne sposoby kreslenia
elipsj i paraboli, w"szakze bez dowodu.

_ Przez wynalezienie logarytméw Trygonometryja weszta w nowa faze.
Z whelkg trudnoscia, obliczane przedtym sieczne, okazaty sie w obec loga-
rytmjw zbytecznemi i znikly z tablic. Rowniez znikt rachunek Pro-
sthafhiiresis, ktory przy uzyciu logarytmdéw prowadzit do wprost przeci-
wneg) celu. Jak dawniej dla dogodnosci rachunkéw starano sie zamie-
nia¢ iloczyny wyrazen trygonometrycznych na summe lub réznice odpo-
wiednich wyrazen trygonometrycznych, tak z chwilg wynalezienia logaryt-
moéw starano sie odwrotnie “wstepowaé, to jest summy lub réznice zamie-
nia¢ na iloczyny. Do tegoz samego celu uzywano katow positkowych
i cate postepowanie rozciagnieto nawet do obliczania wyrazen algiebraicz-
nych. ktore jednak nie majg bezposredniego zwigzku z Trygonometryja,
jak ip. rozwigzywanie réwman algiebraicznych.

W miare tego, jak potrzeby nauki wymagaty, uktadano rozmaite ta-
blice logarytmow funkcyj trygonometrycznych, jedni podawali je w 10
cyfrach dziesietnych jak Callet; inni w 7 cyfrach dziesietnych jak: Callet,
Vega, Bremiker, Schron, Hoiiel; inni w 5 cyfrach dziesietnych, jak: La-
lande, Dupuis, Schlémilch, AYittstein, Zech, albo wreszcie w 4 cyfrach
dziesietnych jak: Muller, Hoiiel, AYittstein, Zech.

i“czynajagc od starozytnych az do dzisiejszych czasow, wszyscy
uczeni dzielili okrag kota na 360 stopni, stopien na 60 minut, minute na
60 sekund. Uczeni francuscy przy uktadzie miar “y koncu zesztego wieku,
starali sie system dziesietny wprowadzi¢ i dla okregu kota. Cwiartka
okregu kota byta przez nich podzielona na 100 czeSci zwanych (jrades,
jeden grade na 100 czesci zwanych mimitcs, wreszcie jedne minute na 100
czesci, zwanych secondes i ojjierajgc sie na tym nowym setnym podziale
utozone zostaty tablice logarytmdéw funkcyj trygonometrycznych. Prace
uczonych francuskich, Avydane zostaly p. t.: “ablos trigonometrigues de-
cimales, ou tables des logarithmes des sinus, secantes et tangentes suivant
la diyision du quart de cercie en 100 degres, du dogre en 100 minutes, et
de la minute en 100 secondes; precedees de la table des logarithmes des
nombres depuis dix mille jusqu'a cent mille et de plusieurs tables sub-
sidiaires, calculees par Ch. Borda; revues, augmentees et publiees par
I. B. I. Delambre a Paris de Timprimerie de la Republique An. IX.
System ten jednak nie zostal wprowadzony w uzycie i dotgd, jak dawmiej,
uzywany jest dla okregu kota system szescdziesigtkowy.

Podczas gdy poczatkow™o, wszelkie twierdzenia trygonometryczne do-
wodzone byty droga gieometryczna, w potowie wieku X V111 zaczeto uzy-
waé drogi rachunkowej. Zdaje sie, ze pierwszy MAYER uzywat drogi
rachunkowej. W rozprawie: Trigonometrica (Com. Petrop. T. Il ad A.
1727 str. 12 — 30) pokazuje w jaki sposéb tg(ax[3) daje.sie wyrazic¢
przez tga i tgp, gdy a i B przybierajg rozne wielkosci. Roéwniez Mayer
pokazuje w jaki sposob wyrazenia
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cosa* cos3 ..., Sina 1+ cosa 1+ cosa
—, lak iwniéz — , —N , Z

1, ANt | + cosa’ sma l—cosa'
2cos-(a —p)
dajg sie przeksztatci¢ na inne dogodne do racliunki logarytmami. Mayer
wyi)ro\vadza réwniez drogg analityczng znanie juz wéwczas wyrazenia
dogodne do raclimikii logarytmami sin —a, cos tg —[3 przez trzy
boki trojkata; tudziez Analogije Napiera,

Za CzasOw LEONARDA EULERA (1707—1783) wchodzi Trygonouie-
tryja w nowa faze. Do jego czaséw Avypowiadano twierdzenia trygono-
metryczne stoVami, pozniej za$ w tycli twierdzeniach oznaczano funkcyje
trygonometryczne, badz matemi, badz wielkiemi gtoskami alfabetu tacin-
skiego, jakto czynit Mayer. Skutkiem takich oznaczen trudno byto przy
przeksztatceniach wyrazen trygonometrycznych uchwyci¢ zachodzace
zwigzki miedzy funkcyjami trygonometrycznemi a bokami trojkata. Eu-

ler pierwszy usungt dowolnos¢ znakowania funkcyj trygonometrycznych
i dawniejsze symbole zastgpit je dzisiaj uzywanemi

sina, cosa, tga, cotga, seca, COSEC a.

kiego oznaczenia wzory byly zrozumiate i zachecaty do nowych kombi-
nacyj i poszukiwan' Roéwniez Eulerowi nalezy przypisac te zastuge, ze
gdy pierwotnie funkcyje trygonometryczne uwazane byly jako wielkosci
lilifjowe, to Euler rozwazat je jako liczl)y, ktore zmieniajg swa wielkos¢
ze zmiang kata, a tymsamym sg funkcyjami katowemi. Do tego okre$le-
nia funkcyj trygonometrycznych Euler przywigzywat wielka Avage i roz-
winat cze$¢ analityczng funkcyj trygonometrycznych, a przez rozwijanie
funkcyj na szeregi wskazat nowe drogi rachowania funkcyj trygonome-
trycznych. Euler swoje poseukiwania pomiescit, juzto w Petersbiugskich
Comentariach, juztez oddzielnie w swoim dziele p. t.: Introductio in Ana-
lysin infinitorum. Euler zaréwno w rachunkach funkcyj trygonometrycz-
ncyh jak i w rachunkach ich logarytméw zaprowadzit wiele uproszczen.
"Wzory trygonometryi kulistej

cosa = cos&cosc + sinhsinccosa,
cosar=z—cospcosY + sinpsiny cosa,
sin«tg¥Y — sinptgc= cosa cosp tgc,
podane zostaty w formie przywiedzionej w rozprawie: Principes de la tri-
gonometrie spherigue. (Mem. de TArad. Roy. de Prusse 1753) i w Trig.
sphaer. univ. ex primis principiis breviter et dilucide derivata. (Acta Pe-
tropol. 1779). Jemn réwniez zawdzieczamy wzory Trygonometryi kulistej

. a 1 /"sin(p—6)sin(j> —c)
sin- - — ¢/ sino sine
cos ./ sinp sin {R — a)

b= - sin& sine
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a 1 sin{p— h)sin{p—C)
° 2 y sh\p sm{p — a)
dogodne do rachunku logarytmami.

Xa podstawie oznaczen, wprowadzonych przez Eulera, rdzni uczeni
wydawali ksiazki, traktujgce o Trygonometryi, w ktérych starali sie
upraszczac nietylko podane dotychczas wzory, ale i przeksztatcenia wyra-
zen trygonometrycznych.

DE GUA w rozprawie, pomieszczonej w Mem. de Paris 1785 starat
sie z jednego wzoru zasadniczego Trygonometryi wyprowadzi¢ pozostate
wzory; metoda jego jednak byta zhyt rozwlekts i niejasna.

Najlepszym na owe czasy i treSciwym dzietem, traktujacym o Trygo-
nometryi bylo Kliigels: Analytische Trigonometrie, Braunschweig 1770.
AV dziele tym jednak Kliigel podawat czesto proporcyje zamiast wzordow,
podanych przez Eulera.

LAMBERT (Beitrage zur Mathematik | str. 369) podat drogg anali-
tyczng wiele wzorow Trygonometryi kulistej.

Kompletne dzieto o Trygonometryi byto najjisane przez cacNo-
LI'EGO: Trigonometrie rectiligne et spherigue trad. de l'italien par Chom-
bre 2 edition, Paris 1808. W dziele tym Cagnoli, metodami dosy¢ roz-
wlektemi, bez wprowadzenia oznaczeh Eulera, podat wiele zwigzkéw mie-
dzy katami i bokami tréjkata, a miedzy innemi zwigzek miedzy szescio-
ma elementami trojkata kulistego, znany pod nazwa wzoréw Cagnoli'ego.

Bardzo cenng prace stanowi rozjjrawa LAGRANGE'A: Memoire sur
la Trigonometrie spherigne (Jour. de TEcole Polytechnigue, Catiier Y,
str 270), w ktorej Lagrange wszystkie wzory Trygonometryi Kkulistej
wyprowadzit z wzordéw ksztattu: cosa — cosh cosc -f- sin hsin ¢ cos a.

LEGENDRE W rozprawie pomieszczonej A7 Memoires de IMnstitut
1806 podat twierdzenie, dotyczace obliczenia powierzchni trojkatow kuli-
stych, za pomocg rozwazania tréjkatrw plaskich. Twierdzenie to, podane
przez nas we wiasciwym miejscu Trygonometryi kulistej, ma wazne zasto-
sowania w pomiarach gieodezyjnych.

Jako jedne z najlepszych ksigzek opracowanych na 6wczesnej nauce
nalezy przytoczyé dzieto prLEIDEREUA (1786—1821) profesora matema-
tyki i fizyki w Korpusie Kadetéw w AYarszawie od r. 1766—1782, a na-
stepnie profesora w Tybindze, p. t. Ebene Trigonometrie, Tiibingen, 1802.
"V dziele tym oprocz starannego opracowania catej nauki o Trygonome-
tryi, znajduje sie bardzo obfity i starannie zebrany materyjat, dotyczacy
historyi Trygonometryi, a gtéwnie Trygonometryj starozytnych, ktérych
zasady i sposoby wyprowadzania wzoréw podaje Pfleiderer w krétkosci.

Dotad rozwigzywano zadania, dotyczace rozwigzywania trojkatow
kulistych jakichkolwiek przez rozdzielenie tych ostatnich na dwa tréjkaty
kuliste prostokatne i rozwigzanie tych ostatnich. Wzory podane przez
DELAMBRE'A i G-AUSSA pozwolity wprost rozwiagzywac trdjkaty kuliste ja-
kiekolwiek, bez rozktadu ich na trojkaty kuliste prostokatne. DELAM-
BRE podat swe wzory w Connaissance de temps r. 1808, G-AUSS za$
w dziele swoim p. t. Tlieoria motus corporum coelestium, wydanym r. 1809,
ogtosit réwniez te wzory jako dotad nieznane. Obaj uczeni prodali wzoiy
bez dowodu. Jan Sniaclecki uderzony prostotg tych wzoréw usitowat je



XXvni

wyprowadzi¢, co tez uskuteczni! opierajac sie na wzorach Cagnoli'ego
i dowod swoj przestat do Akademii nauk w Petersburgu 12 Marca 1811 r.
Delanibre A/ Connaissance de tenips J812 upomniat sie o zdanie Gaussa
0 tych wzorach, jakoby przez siebie podanych, dowodu jednak nie przyto-
czyt. Dopiero w Astronomii wydanej w Paryzu 1814, przytoczyt dowdd
oparty na Analogijach Napiera; dowdd ten jethiak jest dosy¢ zawity.

MOLLWEIDE w Monatliche Correspondez 1809 r. dowiodt wzoréw
podanych przez Delanibre'a i Gaussa, a nadto Avyprowadzit wzory dha
Trygonometryi ptaskiej

o cos~2 @—.p)

a
n ,
sm- Y
oL -
a—h STy —n,
cos-Y

znane w nauce pod nazwg wzoréw Mollweidego.

JAN $NIADECKI w dziele swoim: Trygonometrya kulista analitycz-
nie wylozona, z przystosowaniami do rozmiaru ziemi i do zadan astrono-
micznych, AVilno 1817 (wydanie drugie 1820), przetozonym na jezyk nie-
miecki przez Feldta i wydanym p. t.: Sniadecki's Spliarische Trigono-
metrie aus den polnischen, von Feldt, Leipzig 1828, podaje réwniez dowdd
swoj wzoréw Pelambre'a. Jestto zarazem wyborny podrecznik, ktéry
1 dzisiaj stuzy¢é moze do nauki Trygonometryi kuhstej. Sumienny rozbior
tej ksiazki ogtosit Jozef Twardowski w Pamietniku WarszaAvskim 1817 r.

Wspomnie¢ nam tu jeszcze wypada, ze pierwsze pojecia o Polygono-
nietryi znajdujemy w dziele A. GIRARD'A p. t.: Tables des sinus etc.
Ala Haye 1626. Na jego zasadach powstala poczagtkowo wprowadzona
przez LAMBERTA, a rozwiniete przez |, mAYERA (Tetragon. specimen
i 773) i Biorsena (Introductio Tetr. Hauniae 1780) tetragonometryja.
Gléwne jednak podstawy Polygonometryi dat Lexell w dziele p. t.: De re-
solutione polygonarum rectilineorum 1775 — 1776  Polygonometryja zo-
stata nastepnie rozwinieta przez LHUILLERA w dziele: Polygonometrie et
Abrege d'isoperimetrie, Genewa, 1789; cARNOTA: w Geometrie de position,
Paryz 1803; caussAa w przypisie do ttomaczenia Schumachera dzieta Car-
nota i J. STEINERA w wielu rozjDrawach, pomieszczonych w dzienniku
Crellego.

Kie mamy zamiaru przytaczac tu licznych ksigzek; jakie sie ukazaty
w ostatnich czasach, a ktore traktujg Trygonometryja, ograniczymy sie
jedynie do wazniejszych i celniejszych ksigzek w jezykach obcych napisa-
nych. Do takich zaliczamy; z francuskich:

SERRET, Traite de Trigonometrie, sixieme edition, Paris 1880.

BRIOT ET BOUQUET, Leeons de Trigonometrie, sixieme edition 1873.

VACQUANT et DE LEPINAY, Cours de Trigonometrie, Paris 1886.

Gouyou, Traite de Trigonometrie, Paris 1891.
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z iiiemieckicli:

HEIS | ESCIIWEILEE, Ebene uncl spliiirische Trigonometrie, zweite
Aiflage, Koln. 1875.

BKOCKMANN, Lerbuch der ebenen uncl spliariscben Trigonometrie,
Lnpzig 1880.

SCHLOMILCH, Grundziige einer wisseuschbaftlicben Darstelhuig der
Geometrie des Masses: Ebene und spbariscbe Trigonometrie zwei Theile
Esenach. 1868.

BALTZEK, Die Elemente der Mathematik 2-er Band: Planimetrie,
Stereonietrie, Trigonometrie secbste Aiiflage, Leipzig 1883.

spiTz, Lerbuch der Ebenen Trigonometrie, fiinfte Aiiflage, Leipzig

i Lerbucb der spbarischen Trigonometrie, Leipzig 1886.

Jiardzo cenne dzieto do zadan z Trygonometryi jest dzieto: EEn)'i"A
Simmlung ron Aufgaben und Beispielen aus der Trigonometrie und Ste-
re3metrie | Theil, Trigonometrie 3 Auflage, Leipzig 1884.

Z angielskich:

B. D. BEASLEY, An elementary Treatise on piane Trigonometry,
Lnidon, 1884.

I. ToDIlUNTER, Piane Trigonometry, London 1886; Spberical Tri-
gcnometry, fiftb edition, London 1886.

JOHN CASSEY A treatise on piane Trigonometry, London 1888;
A treatise on spberical Trigonometry, London 1889.

w. E. JoHNsoON, Treatise on Trigonometry, London 1889.

I w naszej literaturze mamy dosyc¢ ksigzek, traktujacych o Trygono-
instryi. Pomingwszy dzieto Sniadeckiego o Trygonometryi, jako juz po-
wyzej ])rzytoczone, nastepujace ksigzki byly wydane w jezyku polskim:

JAN $NIADECKI. Rachunku algieln-aicznego teorya przystosowarn do
liaij krzywych 1783. rozdziale 1V czesci Il., pomieszczone sg zasady
trygonometryi, a raczej gieometryi wylozone systematycznie i nauko"s\o.

J6zEF czecH, Eukhdesa poczatk6w geouietryi ksigg osmioro: szesé
pierwszych, jedenasta i dwunasta z dodanymi przypisami i trygonometryg
dla pozytku miodziezy akademickiej, Wilno 1807; po $mierci autora wy-
szto wydanie 2-gie 1817 z trygononietryjg Simpsona.

LIUILLIER, Gieometrya dla Szkét Narodowych w przektadzie Ga-
wronskiego 1785, 18U3, 1810 i 1816. czesci pierwszej podane sg po-
czatki miernictwa i trygonometryja.

FRACZKIEWICZ AUGUSTYN, Dowody réznych podan z Trygonome-
tryi ptaskiej i Gieometryi elementarnej, Krakéw 1827.

KAROL HUBE, prof. Uniwersj-tetu Krakowskiego, rozprawy o Trygo-
nometryi kulistej, Krakow 1820.

PoLiNSKi, Poczatki Trygonometryi ptaskiej, Wilno 1816,1821,1828.

Ksigdz ANTONI D>*BROWSKI, Jeometrya dla Szkdt Wojewddzkich,
Warszawa 1823, na str. 197 — 252 wylozong jest Trygonometryja prosto-
kresina.

Ksigdz 1IGNACY PRzYBYLSKI, Geometrya poczatkowa, Warszawa
1823, zawierajgca w oddzielnym rozdziale trygonometryja.

ANTONI KRAUZz, Matematyka na klasse druga Szkoty zimowej AR-
tyleryi, Warszawa 1828. Xauki VII—IX obejmujg Trygonometryja.
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LIBELT, Wyktad matematyki, Poznan 1844, tom drugi obejmuje
trygonometryja i solidometryja.

Ksigdz FR. KASTERSKI, Trygonometrya podlug Lefebure'a de
Fourcy, Warszawa 1836.

AUGOST BERNIIARDT, Trygonometrya ptaska i kulista, przekiad
z czwartego wydania Trygonometryi Lefel)ure'a de Fourcy, Warszawa
1850.

WITOLD TURNO, Trygonometrya prostolinijna i sferyczna, Poznan.
1857.

JAN STECzKOWSKI, Trygonometrya prostokresina i sferyczna,
Krakow 1859.

. PRZYSTANSKI, Trygonometrya prostokre$lna wraz z zadaniami”
Warszawa 1859.

JAN BARANOWSKI, Wzory z Trygonometryi prostokresinej i kulistej®
Warszawa 1864.

G. H. NIEWEGLOWSKI, Trygonometrya z teoryjg, ilosci urojonych
i z notami, Paryz 1870.

MIKOLAJ JAXA BYKOWSKI, Trygonometrya, AYarszawa 1875, po-
mieszczona w Panteonie wiedzy ludzkiej, wydanej staraniem Przegladu
Tygodniowego.

BRONISLAAV GUSTAWICZ, Zasady Goniometryi i Trygonometryi pro-
stokreslnej na podstawie rzutéw algiebraicznychi, Krakéw 1886.

Blizsze szczegOty, dotyczace historyi Trygonometryi znajdzie czy-
telnik w nastepujach dzietach, z ktérych czerpatem materyjaty do Hysu
historycznego rozwoju Trygonometryi.

ABRAAM KASTNER, Geschichte der Mathematik, Gottingen 179s.
Tom | str. 512—634.

C. F. pFLEIDERER, Ebene Trigonometrie mit Anwendungen und
Beitragen zur Geschichte derselben. Tiibingen 1802.

A. ARNETII, Die Geschichte der reinen Mathematik, Stuttgart 1852.

E. |. GERFIARDT, Geschichte der Mathematik in Deutschland, Miin-
chen 1877.

MORITZ CANTOR, Yorlesungen liber Geschichte der Mathematik,
Leipzig 1880.

RICHARD KLIMPERT, Geschichte der Geometrie, Stuttgart 18ss.

KARL FINK, Geschichte der reinem Mathematik, Tiibingen 1890.

SAMUEL DICKSTEIN, Geometryja; artykut pomieszczony w Ency-
klopedyi AYychowawczej 1889.



TRYGONOMETRYJA PLASKA.

ROZDZIAL 1.

NAUKA O FUNKCYJACH TRYGONOMETRYCZNYCH.

KIERUNKI DODATNE | UJEMNE NA UNII PROSTEJ.

1. Jezeli na linii prostej, ktérg mozemy nakresli¢ poziomo, obierze-
my pmikt staty O, natenczas polozenie kazdego punktu M na tej prostej
bedzie oznaczone, skoro bedziemy znali odlegtos¢ tego punktu od punktu
statego O i gdy przytym bedziemy wiedzieli, po ktérej stronie tegoz pun-
ktu statego ma sie znajdowa¢ punkt M. Pod tym ostatnim wzgledem
w Algiebrze przyjmuje sie, ze jezeli odlegtosci, mierzone od pewnego punktu
w pewnym oznaczonym kierunku uwazamy za dodatne, wtedy mierzone
w  kierunku wprost przeciwnym
uwaza¢ nalezy za ujemne. Tym M’ 0 m.
sposobem, jezeli przyjmowaé be-
dziemy odlegtosci od punktu O,
liczone od reki lewej ku prawej za dodatne, natenczas odlegtosci mie-
rzone od tegoz samego punktu od reki prawej ku lewej czyli w kierunku
wprost przeciwnym — za ujemne. Zatym, jezeli punkty M i M' (fig. 1)
beda potozone w jednakowej odlegtosci od punktu O np. w odlegtosci dwu
jednostek, natenczas odlegtos¢ OM wyrazi sie liczbg + 2, odlegtos¢ za$
punktu M' od O wyrazi sie liczbg — 2.

Z tego wynika, ze jezeli przez a oznaczymy liczbe dodatng lub ujem-
ng, wyraza¢ majaca dtugos¢ liczong na linii M'M od j*unktu O, natenczas
ilos¢ jednostek tej dtugosci wyrazi sie przez + a lub — a, stosownie do
tego, czy a jest dodatne, czytez ujemne.

2= Jezeli wyobrazimy sobie, ze punkt ruchomy wyszedszy z punktu
O porusza sie bg¢ w jednym, baétez w drugim kierunku, natenczas rozne
czesci linii M'M, opisane przez punkt ruchomy bedg jedne dodatne, drugie
za$ ujemne, stosownie do tego czy punkt ruchomy w czasie przebiegu tych
czesci odbywa ruch w kierunku od lewej ku prawej, czytez od prawej ku
lewej rece, a jezeli oznaczymy przez a, bcd,.. liczby dodatne lub ujem-

B!bl. mat.-fz., S. IIl, T. IV. i
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ne, ktore odpowiadajg drogom opisanym przez punkt ruchomy, a przez x
oznaczymy odlegtosé¢ punktu ruchomego M od punktu statego O, w cliwili,
kiedy punkt ruchomy po dokonanym ruchu znajduje sie w spoczynku, na-
tenczas odlegto$¢ OM wyrazi sie
fC=za+ b+ c+ d--...

czyli bedzie suma algiebraiczng drog opisanych przez pmikt ruchomy.

3. Czestokro¢ zmiane kierunku wyrazamy innym sposobem i tak,
jezeli na linii P'P obierzemy szereg punktéw P, M, M, N, P. ..
i przyjmiemy kierunek od lewej ku prawej rece za dodatny, natenczas kie-

A N 0 7 P

Fig. 2.

runkami dodatnemi bedg P'N', N'M', M'0, OM, MN, NP..., wtedy
kierunki wprost przeciwne oznacza¢ mozemy przez N'P', M'N' OM'

MO, NM, PN ... i bedziemy mieli N'P' = —P'N', M'N'= — N'M"?
OM'=: —M'0,..., MO*~OM, NM= —MN, PN = -NP,..!
czyli

NP+ P'N'= O, M'N'+ NM'= O, OM'+ M'0 O,

MO + OM= 0, NM-fMN = 0, PN + NP = O,.
jezeli wiec oznaczamy przezic, tak co do kierunku, jak i odlegtosci wielkos¢
OM, natenczas z poprzedzajgcego wzoru art. 2 wynika

zatym, jezeli wezmiemy odlegto$¢ najblizszego punktu od punktu statego
ze znakiem przeci\Niiym, suma algebraiczna odlegtosci bedzie réwna zeru.

Whiosek ten jest bardzo wazny i z niego nieraz korzysta¢ bedziemy
W nastepstwie naszego wyktadu.

MIARA KATOW.

4. Jezeli dwie tinije proste przecinajg sig, natenczas méwimy, ze
tworzg z sobg kat, punkt przeciecia sie linij zowie sie wierzchotkiem kata,
a linije tworzace kat jego ramionami.

Miarg kata, jak nam wiadomo z Gieometryi, jest tuk kota, zakres$lo-
nego z wierzchotka kata, jako Srodka, a zawarty miedzy jego ramionami, to
znaczy, ze w jakim stosunku jest kat dany do kata prostego, w takim sa-
mym stosunku jest tuk kola miedzy ramionami kata zawarty do ¢wiartki
okregu kota czyli innemi stowy, ile jednostek katowych zawiera kat, tylez
odpowiednich jednostek tukowych zawiera¢ bedzie i tuk.



MIARA TCATOW. 10. 3

5. Poniewaz miara kata jest tuk kota, zakre$lonego z wierzchotka,
iako $rodka, a zawarty miedzy ramionami kata, przeto miare kata mo-
zemy takze przedstawi¢ zapomocg dtugosci owego tuku. Wiadomo nam, ze
stosunek okregu kota do $rednicy jest liczbg stata, niedajaca sie przedstawic
przez liczbe wymierna, tylko z pewnym, przyblizeniem, od nas zaleznym;

warto$é przyblizona da sie przedstaAvié w ksztatcie utamku 2 (stosunek
355
Arcliimedesa), z wiekszym przyblizeniem w ksztatcie utamku (stosu-
nek Adriana Antlionisz'a, zwanego Metiusem); wartos¢ za$ w 15 cyfrach
dziesietnych jest
3,141592 653 589 793.
Dla oznaczenia tego stosunku uz}~amy litery greckiej przeto, jezeli

r jest promieniem kota, dtugo$é¢ okregu kota wyrazi sie przez 27cr. *)
6. Przedew”szystkim wyznaczymy kat, ktéry ma za miare tuk

rownyadfgRRE| RIS iiary kata mamy (fig. 3)

kat AOB _ tuk AB
kata prostego ¢wiartki oki-egu kota
czyli
kat AOB __ H~ AB _ .

4 Kkatéw prostych okregu kota

a ze tuk AB ma by¢ rébwny promieniowi r,
a okrag kota =: 2Kr, przeto

. katAOB ~ r 1 )
¥ratow prostycli = 2FF = b zatym Fig. 3.
dwu katom prostym

kat AOB=: 4 prosty
*) u racliowali

Ludolph van Ceulen do 35 cyfr dziesietnych

Machin , 100 »

Vega , 140

Dahse ,» 200 ”
Clausen z Dorpatu ,, 250 »
Richter z Elblagga ,, S33 »
Rutherford Wiliam ,, 440 " »
Shanks ,» 530 »
litorego rachunek do 500 cyfr dziesiotnych sprawdzit Richter z Elblaga. (Grunert, Ar-
chiv t. XXV. 1855, str. 472).

Pierwszy Lambert dowio6dt, ze u jest liczbg niewymierna, nastepnie Legendre oka-
zat, ze i kwadrat z it jest liczbg niewymierna®, wreszcie Lindemanu w t. XX. Math. Anual.
1882, str. 213 — 225 dowid6dt, Ze liczba u nie moze by¢ pierwiastkiem réwnania algiebrai-
ecznego jakiegokolwiek stopnia o spdtczynnikach wymiernych.
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Kat ten zwany przez Anglikbw radianem przyjmiemy za jednostke do
mierzenia katow.

7.  Wyznaczymy wielko$¢ tego kata. Niech AOG (fig. 3) bedzie
pewnym katem. Z punktu O, jako $rodka, nakresimy promieniem r tuk
kota taki, aby dtugos¢ AB byla réwna promieniowi kota. Natenczas,
jezeli przez | oznaczymy dtugos¢ tuku AC, zawartego miedzy ramionami
kata danego, bedziemy mieli, na zasadzie proporcyonalnosci tukow wzgle-
dem katow im odpowiadajacych,

kat AOC _ AC _ ¢
kat AOB ~AB~~r
zatym

kat AOC = y kat AOB.
Jezeli wiec kat AOB wezmiemy za jednostke miary katow, wtedy
kat AOC = - .
DowiedliSmy wiec, ze miarg kata jest utamek, ktérego licznikiem jest
dtugos¢ tuku kota zakre$lonego z wierzchotka, jako $rodka, i zawartego

miedzy ramionami kata, mianownikiem za$ promien tegoz kota. Utla-
mek ten wyraza sie w jednostkach takiego kata, ktéry ma za miare tuk

réwny promieniowi kota. Poniewaz ten kat jest réwny katom piostym
T
zatym iloé¢ stopni, zawartych w tym kacie znajdziemy, dzielgc ilo$¢ sto-
pni dwu katéw prostych t. j. 180® przez Wykonywajac dzielenie,.
2 odpowiednim przyblizeniem, znajdziemy
199~ 570, 2957951307347

T

czyli
570 17" 44" 062470605241 )

taki jest /atym kat, ktory ma za miare tuk kota, zakre$lonego z wierz-
chotka, réwny promieniowi.

Dla wyjasnienia tego rodzaju przedstawienia miary kata, dajmy,
2

ze mamy kat, ktory ma za miare Y promienia kota, wtedy kat ten be-

2
dzie zawierat — X 57,29577951 stopni i bedzie miat za miare, tuk kota
zawarty miedzy ramionami; nakre$lony z wierzchotka kata, a dtugosc

tego tuku bedzie wyréwnywac % promienia,
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8. Ze wzgledu, ze tego rodzaju miara kagtébw ma wazne zastosowa-
nie w poszukiwaniach teoretycznych, nazywac jg bedziemy miarg teo-
retyczna kata, dla odroznienia od pierwszej (zwyktej) miary Kata,
ktérg nazj”aé bedziemy miarg kata w stopniach, albo zwykta
miarg kata. Z tej definicyi miary teoretycznej kata wynika, Ze ona jest
liczbg oderwang. Jako TNTiiosek miary teoretycznej kata wynika, ze skoro
2 Trr jest dtugosScig okregu kota, przeto miarg teoretyczng 4 katéw prostych

jest A~ czyli 271, miare teoretyczng dwu katdw prostych jest iz, miarg

. m , , . Vi%
kata prostego jest , za$ n katéw prostych jest —

9. Nalezy nam teraz zbada¢, jaki zachodzi zwigzek miedzy miarg
teoretyczng, a zwykla miarg kata. Niech 6 oznacza ilos¢ stopni kata
danego, za$ x jego miare teoretyczng. Poniewaz 180® odpowiada dwu

katom prostym, przeto T88 wyraza stosunek danego kata do dwu katow

oc
prostych, Ze za$ % jest miarg teoretyczng dwu katéw prostych, przeto —

wyraza stosunek danego kataxdo dwu katOAv prostych, mamy zatym

T~ 180 ° Stad
T
X = 180
. . _ . 180
zas 6 = ic 71

Takie sg zatym wzory do zamiany miary zwyktej kata na jego miare teo-
retyczng i nawzajem.
10. Jezeli w szczegoélnosci szuka¢ bedziemy miary teoretycznej kata

rownego 1® wtedy kat P = % = 57@,29578

ikat -57 29578 '

dla kata réwnego 1' bedziemy mieli = = 3437,74677,

.atym = ,

wreszcie miare teoretyczng kata 1" znajdziemy dzielgc 1;';% przez 60X60
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t. j. przez liczbe sekund, zawartych w jednym stopniu t. j. - przez 648000;.
bedzie wiec miara teoretyczna kata

AV praktyce, przy obliczaniu katdw bardzo matych, uzywamy tego
ostatniego wzoru, biorgc za mianownik 206265, czyli ze miara teoretyczna

kata :

PRZYKLADY.
1). Zoales¢ ilos¢ stopni, minut i sekund kata, ktéry przy promieniu 10

stop ma miare teoretyczng 9 cali. Miarg teoretyczng kata bedzie

Szukang ilo$¢ stopni, minut i sekund znajdziemy wedtug art. 9.

2). Znales¢ miare teoretyczng kata 5" 37' 30"

5
3). Wpyrazi¢ — kata prostego w mierze teoretycznej i w zwyklej mierze

kata .

miara teoretyczna :

miara zwykla -
4), Trzy katy trdjkata tworzg postep arytmetyczny, najwiekszy z nich
jest dwa razy wiekszy od najmniejszego, znale$¢ miary tych katéw.
Jezeli przez Gj, 63, 63 oznaczymy ilos¢ stopni tych katéow, a przez r
réznice postepu, natenczas

nadto 63 = 26, = 6, -f 2r, zatym 6j = 2r; rownanie pierwsze, po podstawie-
niu tych wartosci, daje 6i = 40, zatym miarami teoretycznemi tych katéw beda
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5). Trzy katy trdjkata tworzg postep arytmetyczny, a stosunek ilosci
stOoni najmniejszego z katow do 60 jest réwny stosunkowi miary teoretycznej
kati najwiekszego do TT. Znale$¢ miare w stopniach trzech katéw tréjkata.

Oznaczajac przez 6,, 62, 63 ilos¢ stopni szukanych katéw tréjkata, a przez
r rSznice postepil, bedziemy mieli

Q+ 2+ 8= 180,
[CRARATAY-TE S o8 03= 91 +2r,

mitrg teoretyczng kata najwiekszego bedzie

(G,+ 2r) /]tSO zatym, wedtug warunkéw zadania

+2r)-~:7r, stad

e, =r - -, czyh G =71,

pierwsze z tych réwnan daje zatym
Gi+ 2G, + 30i= 180, stad
G, = 30, nastepnie Gj= 60, 63 90.

6). Znale$¢ miai'y kata wielokata foremnego o n bokach.
Wiadomo, ze suma katow wielokata o n bokach réwna sie

n 2
(n — 2) 1800* jeden zatym kat = 180«,

miirg za$ teoretyczng tego kata bedzie

n— 2
n

TZ.

7). Wpyrazi¢é w obu miarach kat, jaki tworzg dwie wskazéwki na
zegarze, gdy zegar pokazuje godzine kwadrans na pierwszg.

Skoro wskazdwki na zegarze poruszaja sie, z takiemi predkosciami, ze,
gdy obie wychodzg z godziny dwunastej, wskazowka wieksza przebiega caty okrag

kok, wskazéwka za$ mniejsza cze$¢ tegoz okregu, to gdy wskazéwki poka-

17
ja godzine kwadrans na pierwsza, wskazéwka wieksza przebiegta ¢wieré okregu
kola wskazéwka mniejsza przebiezy wtedy 1i cze$¢ Cwiartki okregu kota, czyli

inremi stoAvy, gdy wskazéwka wieksza przebiezy 90®, wskazéwka mniejsza
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900
przebiezy ﬁczyli Kat wiec, ktéry wtedy tworza z sobg wskazéwki be-
N
dzie = 90® — czyli 82”®. Miarg teoretyczng tego kata bedzie 8120 oo iz czyli
11

11. w Trygonometryi przyjmujemy jako jednostke katéw jediie
lub druga z powyzej opisanych jednostek; w pierwszym przypadku wyra-
zamy kat w stopniach, minutach i sekundach, w drugim zas$ liczba oderwa-
ng, réwna stosunkowi tuku, odpowiadajacego danemu katowi do promienia
kota; w tym ostatnim przypadku przyjmowa¢ bedziemy nadal dla upro-
szczenia, ze promien kota réwna sie jednostce dlugosci.

ROZNE WIELKOSCI KATOW. KATY DODATNE | UJEMNE.

12. Katy w Gieometryi rozwigzane zazwyczaj nie sg -wieksze od
dwu katow prostych, w Trygonometryi za$§ mamy do czynienia z katami
wszelkich wielkosci, i dlatego po czeSci inaczej je pojmujemy. Jezeli wy-
obrazimy sobie lhiijg X'X, na niej pmikt staty O i przypuscimy, ze linija

prosta wychodzac z potozenia

OA obraca sie okoto punktu O

w kierunku przeciwnym rucho-

AV wskazowek na zegarze, jak

strzatka wskazuje, i przyjmie

potozenie OP, natenczas mowi-

XA my* ze linije OA i OP tworza

z sobg kat AOP, ktérego punkt

O zowiemy wierzchotkiem, linije

zas OA i OP ramionami tegoz

r' kata. Kierunek OA przyjmo-

waé nadal bedziemy zawsze ja-
ko to ramie kata, od ktorego
zaczynamy go rozwazaé, tak, iz nasz kat AOP powstat w'skutek obrotu
prostej od potozenia poczatkowego OA do potozenia OP, nie za$ od-
wrotnie. Jezeli taz linija ruchoma w dalszym swoim ruchu przyjmie takie
potozenie, ze linija OP, bedzie prostopadtg do linii OA, natenczas méwi-
my, ze linije tworzg z sobg kat prosty. Jezeli linija ruchoma w dalszym
swoim ruchu przyjmie potozenie OPj, w"prost przeciwnie kierunkowi OA, na-
tenczas méwimy, ze dwie linije proste tworzg z soba dwa katy proste czyli
tak zwany kat poOtpetny. Jezeli znowTi taz linija ruchoma w dalszym
swoim ruchu przyjmie potozenie OP3 prostopadte do OA i “NYrost przeci-

Fig. 4.
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wne kierunkowi OPi, mowimy, ze dwie linije proste tworzg z sobg trzy
katy proste. Jezeli wreszcie linija prosta w nastepnym swym ruchu przyj-
mie potozenie pierwotne, moéwimy, ze dwie linije proste tworzg z sobg czte-
ry katy proste, czyli tak zwany kat petny.

Jezeli linija prosta ruchoma, dopetniwszy obiegu, wrdci do pierwotne-
go potozenia, natenczas moze w dalszym ciagu ruch odbywac i kilkakrotnie
przechodzié przez toz samo potozenie. Jezeli wiec linija prosta, po doko-
nanych obrotach, przyjmie, dajmy na to, potozenie OP, natenczas przez kat
AOP bedziemy rozumieli nie tylko kat, jaki powstat wtedy, gdy linija ru-
choma, wychodzac z potozenia poczatkowego OA, doszta bezposrednio do
potozenia OP, ale takze wszystkie katy, utworzone przez obrot tejze linii,
ktéra po dokonanych obrotach zajmie potozenie OP. Jezeli wiec oznaczy-
my przez 6 kat, jaki powstat, gdy linija ruchoma, wyszedszy z potozenia
GA, przyszta bezposrednio do potozenia OP, nie przechodzac przez potoze-
nie OP,, natenczas wszystkie katy, jakie tworza z sobg dwa kierunki OA
i OP wyrazg sie pewng iloscig katdw pelnych zwiekszong o kat 6; czyli,
rozumiejac przez 6 zwyklg miare katdw, wszystkie katy, jakie tworza
z sobg kierunki OA i OP wyraza sie przez

360" .n +

gdzie n oznacza ilo$¢ dokonanych obrotdw; jezeli za$ przez 6 rozumiec be-
dziemy miare teoretyczng kata, tez katy wyraza sie przez
2nn -l-e,

przyczyni nalezy zauwazyé, ze w pierwszym przypadku 6 oznacza ilo$¢
stopni kata, w drugim za$ przypadku liczbe oderwana.

13. Dla fat\nejszego wyrazania katoéw, jakie dwa kierunki tworzy¢
moga z soba, poprowadZmy |
z punktu O (fig. 5) prosto-
padig do 0 X i przedtuzmy
kierunki OA i OP, w strony
wprost przeciwne, tym spo-
sobem podzielimy ptaszczy-
zne na cztery czesci, ktore
nazywa¢ bedziemy cwiart-
kami kata pelnego i tak:
cze$¢ AOP, nazywac bedzie-
my ¢wiartkg pierwszg, PjOPa
¢wiartkg druga, P3 OP5
Cwiartkg trzecig, wreszcie
P5OA (¢wiartkg czwartg. Je-
zeli przez 6 oznaczamy kat Pig, 5.
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mniejszy od kTijta prostego, w takim razie, wedtug tego, co sie powiedziato
w poprzednim artykule, wszystkie katy, jakie tworzg z sobg kienmki OA
i OP, wvrazg sie przez
2WTC + 9,

w ten wiec sposdb wyrazac¢ sie bedg wszystkie katy konczace sie w pierw-
szej Cwiartce.

Jezeli linija ruchoma po dokonanych obrotach zajmie potozenie OP~
w drugiej éwiartce, i takie, ze kat P* OP2, mniejszy od kata prostego, jest
= 0, natenczas wszystkie katy, jakie tworzg z sobg kierunki OA i OP2,
Avyrazg sie przez

w ten wiec sposéb wyrazac sie bedg wszystkie katy konczace sie w drugiej
¢wiartce. Jezeli linija prosta po dokonanych obrotach zajmie potozenie
OP4 w trzeciej ¢éwiartce, i takie, ze kat P3 OP4, mniejszy od kata prostego,
jest = 6, natenczas wszystkie katy, jakie linija ruchoma moze utworzy¢
przez kilkakrotny obrot i zatrzymanie sie w potozeniu OP4, wyrazg sie przez
Wt + T+ e= (2w+l)7r + 6.
Jezeli wreszcie linija ruchoma zajmie potozenie OPo w czwartej Cwiartce,
i takie, ze kat P5 OPc, mniejszy od kata prostego, jest = 6, natenczas
wszystkie katy, jakie tworzy¢ moga z sobg kierunki OA i OPo, wyrazg sie
przez

Stad, jako wniosek, dajg sie wyprowadzi¢ nastepujace wielkosci katow:
a) jezeli linija ruchoma zajmie potozenie OP, prostopadie do OA, wszyst-
kie katy, jakie tworza te kierunki wyrazg sie przez

4n + |

h) jezeli linija ruchoma zajmie potozenie OP3, przeciwlegte kierunkowi
OA, Kkaty, jakie tworzg z sobg kierunki OA i OP3, wyrazg sie przez

c) jezeli linija ruchoma zajmie potozenie OP5, prostopadte do OA a wprost
przeciwne kierunkowi OP,, katy, jakie tworzg z sobg kierunki OA i OP5,
wyraza sie przez

4w + 3

d) jezeli linija ruchoma wrdci do pierwotnego potozenia 0 A wszystkie
katy, jakie tworzg z sobg kierunki OA i OA, wyrazg sie przez

2wW7r.
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14. Jezeli linija ruchoma dokonywa obrotu w kierunku odpowiadaT
jacemu ruchowi Avskazéwek na zegarze, czyli w kierunku przeciwnym
strzatce (lig. 5), i zajmie potozenie OPp, w czwartej éwiartce, natenczas
mowimy, ze dwa kierunki OA i OPo tworzg z sobg kat uj emny, dla odro-
znienia od katéw, utworzonych ruchem w kierunku strzatki, ktére uwazaé
bedziemy za dodatne. Jezeli kat AOP, oznaczymy przez 6, natenczas rozu-
mujac w podobny sposéb, jak w artykule poprzedzajacym, przyjdziemy
do tego wniosku, ze wszystkie katy ujemne, jakie mogg tworzy¢ z sobg kie-
runki OA i OPo, wyrazg sie przez

— 2w3r — 8.

lezeli linija ruchoma, po dokonanych obrotach zajmie, potozenie w trzeciej
¢wiartce, itakie, ze kat P, OP4 6 i zawsze mniejszy od kata prostego, na-
tenczas wszystkie katy ujemne zakonczone w trzeciej ¢wiartce wyrazg sie

przez
4n + 1~

Podobniez, wszystkie katy ujemne, zakoficzone w drugiej Cwiartce, wyrazg
sie przez

— (2w + 1)7: —6,
zakonczone za$ w pierwszej ¢wiartce, wyrazg sie przez

73 e

15. Opierajac sie na tym, ze katy rachowane w kierunku przeci-
wnym ruchowi wskazéwek na zegarze sg dodatne,. rachowane za$ w innym
kierunku sg ujemne, mozemy kat ujemny zakonczony w pierwszej ¢wiartce,
uwazac jako utworzony kilkakrotnym catkowitym obrotem w kierunku ru-
chu wskazéwek na zegarze, a nastepnie w kierunku przeciwnym na kat 6,
mniejszy od kata prostego, tym sposobem wszystkie katy ujemne, zakonczo-
ne w pierwszej Cwiartce, mozemy jeszcze wyrazi¢ w ksztatcie

— 2n% 4- 6.
Rozumujac w ten sam sposob, co do katéw ujemnych, zakonczonych w innych
¢wiartkach, i pamietajagc o tym, coSmy moéwili o katach dodatnych, przy-
chodzimy do wniosku, ze
2nr. + 6,
gdzie n jest liczbg catkowita dodatng lub ujemna, jest ogélnym wyraze-
niem wszystkich katéw baé dodatnych, ba¢ ujemnych, zakorczonych
w pierwszej Cwiartce; ze
4n 4-1, , »

gdzie n jest liczbg catkowitg, dodatng lub ujemng, jest ogélnym wyraze-
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niem wszystkich katéw, ba¢ dodatnycti, ba¢ ujemnych, zakornczonych
w di-ugiej Cwiartce; ze

2n + 1)1: + 6,
gdzie n jest liczbg catkowita, dodatng lub ujemna, jest ogélnym wyraze-
niem wszystkich katéw, baé¢ dodatnych, ba¢ ujemnych, zakoniczonych
w trzeciej Cwiartce; i Ze wreszcie

gdzie «jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemna, jest ogélnym wyrazeniem
wszystkich katéw, ba¢ dodatnych, baé ujemnych, zakofczonych w czwartej
¢wiartce.

We wszystkich tych wzorach przez 6 rozumimy kat dodatny, mniej-
szy od kata prostego.

DOPELNIENIE | SPELNIENIE KATA.

16. Jezeli suma algiebraiczna dwu katow jest rowna katowi pro-
stemu, méwimy, ze dwa katy sgdopetniajacemisiei kazdy znich jest
dopetnieniem pozostatego. Jezeli wiec oznaczymy przez x miare teo-
retyczng kata, wtedy dopetnieniem tego kata bedzie

T

jezeli za$ x oznacza¢ bedzie zwyklg miare kata w stopniach, natenczas do-

petnieniem tego kata bedzie
90» —a;.

Jezeli kat AOP jest mniejszy od kata prostego, natenczas jego dopetnie-

niem bedzie kat POB (fig. 6),

5 jezeli za$ kat AOP, jest

wiekszy od kata prostego, na-

tenczas jego dopetnieniem

bedzie kat ujemny — BOPp

Przypus¢my, ze mamy jaki-

kolwiek kat zakonczony np.

w drugiej Cwiartce. Niech

koricowym ramieniem tego

kata bedzie OP,, starajmy

sie znales¢ dopetnienie tego

kata, to jest taki kat, aby po

dodaniu go do kata danego

mie¢ kat prosty. Kat zakon-

czony w di'ugiej Cwiartce wy-

Fig. 6. raza sie, jak wiadomo, przez
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4n+1'[:+6,

gdzie 6 oznacza miare teoretyczng kata mniejszego od kata prostego, mia-
nowicie 6= BOPj. Jezeli ramie koncowe tego kata OP, weZmiemy za
ramie poczatkowe kata dopetnienia i kierunki dodatne i ujemne tegoz kata
przyjmiemy tezsame co i .dla kata danego, natenczas dopetnieniem kata,
zakonczonego w drugiej éwiartce bedzie
x- L 4ntl 'C—f'G, chIi
XxX= —2wLT—6.

AVidzimy wiec ze ramieniem kohAcowym kata danego bedzie wtedy kie-
runek OB, Podobnie rzecz sie bedzie miata* dla katow, zakonczonych
w innych éwiartkach, zatym: jezeli ramie, loficoice lata danego wezmiemy
za ramie poczathoice kata dopetnienia, natenczas ramieniem Tcofncowym kata
dopetnienia hedsie zawsze kierunek prostopadtej, poprowadzonej z wierz-
chotka kata danego do ramienia poczatkowego kata, a czynigcej z tymze
ramieniem poczatkowym kat prosty.

17. Jezeli suma algiebraiczna dwu katow jest rowna dwu katom
prostym méwimy, ze dwa katy sg spetniajacemi sie i kazdy z nich
jest spetuieniem pozostatego. Gdy wiec przez x oznaczymy miare teo-
retyczng kata, wtedy spetnienie tego kata wyrazi sie przez

m —
gdy za$ x oznacza miare zwyklg kata, wyrazong w stopniach, wtedy spel-
nienie tego kata wyrazi sie przez
180« —a;:
Jezeli kat AOP jest mniejszy od dwu katdw prostych, natenczas jego spet-
Y

B

Fig- 7.
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ilieniem bedzie kat PO X", jezeli za$ dany kat jest wiekszy od dwu katéw
prostych, jego spetnieniem bedzie kat ujemny. Przypusémy, ze mamy jaki-
kolwiek kat, zakoriczony np, w czwartej ¢wiartce i niech ramieniem konco-
wym tego kata bedzie OPj (fig. 7), natenczas, jezeli przez 6 oznaczymy kat
Y'OP| mniejszy od kata prostego, wszystkie katy majace koricowe ramie
0P|, wyrazg sie, jak wiadomo, przez

4n + 3
+

Starajmy sie znales¢ si:»etnienie tego kata. Jezeli ramie OP, weZmiemy za
ramie poczatkowe kata spetnienia, a kierunki dodatne i ujemne dla tego
kata bedziemy brali te same, co dla kata danego, wtedy spetnienie kata
danego, zakoniczonego w czwartej ¢wiartce znajdziemy ze wzoru

4n +

n 3 T

u

a= 7 —6

czyli X——omil " —6,

ktéry pokazuje, ze wtedy ramieniem koricowym kata spelnienia bedzie
kierunek 0X".

Podobnie rzecz sie bedzie miata dla kazdpgo kata, zakoriczonego
w ktdrejkolwiek éwiartce. Zatym, jezeli ramie honcowe Tcata danego weg-
miemy za ramie poczatkowe hata spetnienia® natenczas ramieniem Tconco-
wym kata spetnienia bedzie zawsze kierunek wprost przeciwny kierunkowi
ramienia poczatkowego kata danego.

PRZYKLADY.

1) Znale$¢ dopetnienie kata 245". 0Odj). — 155®.
n 3

2) Znale$¢ dopetnienie kata — . Odp. —
o] o]

3)  Znale$¢ dopetnienie kata 415™. Odp.—325®.

2 4-1
4) Znale$¢ dopetnienie kata 7 % . Odp. — nrh

5) Znale$¢ spetnienie kata 135". Odp. 45".
6) Znale$¢ spetnienie kata . Odp. — t:.
7) Znale$¢ spetnienie kata 415". Odp. — 235",

8) Znale$¢ dopetnienie kata — T-f6. Odp.— (2n-f 1)Z— 6.
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4 . 4n + 3 A 4/l+17.
9) Znale$¢ spetnienie kata —2Zz—o0 . Odp.— —— .te.

» L 4n+3 _. 4n+l
10) Znale$é spetnienie kata 7i.  Odp. %.

SPOERZEDNE PUNKTU NA PLASZCZYZNIE.

18. Wyobrazmy sobie na ptaszczyznie dwie linije proste, przecina-
ja-ce sie pod katem prostym i przedtuzone nieograniczenie w obie stro-
ny, jedne z tych linij przyjmijmy za poziomg, druga przeto bedzie miata
kierunek pionowy. Jezeli na tej samej plaszczyznie weZmiemy punkt P,
natenczas potozenie tego punktu wzgledem dwu prostych bedzie oznaczo-
ne, skoro bedziemy znali odlegtosci PM i PN tegoz punktu od tych pro-
stych; albowiem jezeli
odetniemy na linijacli . A
0X i OY odpowiednio
OM=:NPiON=:MP, A
a nastepnie wyprowa-
dzimy z punktu M ro-
wnolegtg do OY, az
punktu M rownolegty
do 0X, to te dwie li- X' « M
nije przetng sie w pun-
kcie P, ktéry wiasnie
bedzie tym punktem,
ktorego odlegtosciami

od linij 0X i OY s3 Y
PM i PN. Oto6z, od-
legtosci PM i PN puii- Pig p

ktu na ptaszczyznie od
dwu prostych danych nazywamy sp6trzednemi jjunktu, linije proste
0X i OY zowiemy osiami spOtrzednych, punkt zas ich przeciecia
poczatkiem uktadu spo6trzednych. Poniewaz linije OXiOY sa
prostopadite wzgledem siebie, przeto méwimy takze, ze punkt jest odnie-
siony do uktadu prostokatnego, czyli te spotrzedne sg prostokatne.
Spotrzedng na osi 0 X nazywamy odcieta, spotrzedng na osi OY
rzedng albo przystawa danego punktu. Odcieta oznacza¢ bedziemy
przez X, rzedng za$ przez y. Odpowiednio do tego, osi spotrzedne nazywa-
my: pierwszg osig odcietych, lub czesto osig rc-6w, druga zas osig rzednych,
lub czesto osia
19. Poniewaz punkt na plaszczyznie moze zajmowac cztery rézne
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potozenia wzgledem osi spotrzednych, niezmieniajgc swej od nich odlegto-
sci, przeto dla wyznaczenia potozenia punktu na plaszczyznie nie dosta-
teczng jest znajomos$¢ odlegtosci punktu od osi spotrzednych, ale potrze-
bnym jest jeszcze wskazanie kierunku, w jakim te odlegtosci maja by¢ li-
czone.

Azeby okresli¢ kierunek spétrzednych nalezy uwazaé kazda z osi,
jako ztozong z dwu czesci, ktére wychodzg z punktu O, w dmi kierunkach
wprost sobie przeciwnych. Jezeli jeden z tych kierunkéw przyjmiemy jako
dodatny, drugi nalezy przyja¢ jako ujemny; tym sposobem i spétrzedne
punktu beda dodatne, lub ujemne, stosownie do tego, czy ich kierunki, wzie-
te od poczatku uktadu spotrzednych bedg odpowiadac kieritnkom osi przy-
jetym, jako dodatne, lub jako ujemne.

Za kierunek dodatny osi odcietych, ktérg przyjeliSmy za linije pozio-
ma, bierze sie pospolicie ten, ktory wychodzi z O od lewej ku prawej
rece t.j. 0X, za kierunek za$ dodatny osi rzednych bierze sie ten, ktory
lezy ponad hnijg X'X, czyli po stronie lewej osi X, gdy, stojgc na ptasz-
czyznie, mamy wzrok zwrocony w kierunku dodatn}Tn osi X'X tojest OY.
Samo sie przez sie rozumi, ze kierunki wprost przeciwTie uwazaé nalezy

Y

1
Fig. 9.

za ujemne. Przez osi spoéirzednych plaszczyzna rozdzielong zostaje na
cztery ¢wiartki, ktore nazywac bedziemy ¢éwiartkg pierwsza, druga, trzecia
i czwartg uktadu spoétrzednych, odpowiednio do wprowadzonych powyzej
¢wiartek kata petnego.

Jezeli wiec punkt P znajdowac sie bedzie w pierwszej éwiartce ukia-
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dli spotrzednych XOY, rzedna i odcieta beda, dodatne; jezeli punkt P,
zna dowaé sie bedzie w drugiej éwiartce YOX', rzedna bedzie dodatna,
odcieta za$ ujemna; jezeli punkt P2 znajdowal sie bedzie w trzeciej
¢wiartce X' OY', rzedna i odcieta beda ujemne; nareszcie, jezeli punkt P3
znajdowac sie bedzie w czwartej ¢wiartce Y'O X, rzedna bedzie ujemna,
odcieta za$ dodatna i naodwr6t, jezeli rzedna i odcieta beda, dodatne,
punkt znajdowaé sie bedzie w pierwszej Cwiartce, jezeli rzedna dodatna,
a odcieta ujemna, punkt znajdowaé sie bedzie w drugiej éwiartce i t. d.

Z tego, co sie powiedziato W7pada, ze kazdy punkt na plaszczyznie
ma spotrzedne SciSle oznaczone i ze dwie liczby rzeczywiste wyznaczajg
w zupetnosci potozenie punktu na plaszczyznie. Jako wniosek z definicyi
spélrzednych mozemy wyprowadzié ten: ze, jezeli punkt znajduje sie na osi
odcietych, to jego rzedng jest zero, i ze wszystkie punkty, ktérych rzedna
jest zerem, lezg na osi odcietych; ze, jezeli punkt znajduje sie na osi rzed-
nych, to jego odcieta jest zerem i ze wszystkie punkty, ktérych odcieta
jest réwna zeru, leza na osi rzednych; wreszcie, ze obie spétrzedne pocza-
tku uktadu sg WTe zeru i naodwroét, jezeli rzedna i odcieta punktu sg
réwne zeru, ten punkt jest poczatkiem uktadu spoétrzednych.

PRZYKLADY.

Oziiaczy¢ potozenie punlictu na ptaszczyznie, gdy jego spotrzednemi sg:

1) + y= — 3.
2) x=-{-4, 2= + 3.
3) x=: — 4, y=  +3
4) x= — =—S.

POJECIE FUNKCYJ I LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH.

20. Niech bedzie kat XOL (fig. 10), ktéry oznaczmy przez 6;
jedno z jego ramion weZmy za o0$ odcietych, wierzchotek za poczatek
uktadu, a prostopadtg w wierzchotku do ramienia 0X, za o$ rzednych.

Jezeli na drugim ramieniu kata obierzemy jakikolwiek punkt P,
i poprowadzimy rzedng, utworzy nam sie trojkat prostokatny, w ktorym
przeciwprostokatng bedzie odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu spot-
rzednych, a pozostate boki tréjkata bedg przedstawiaty, co do wartosci bez-
wzglednej, spétrzedne punktu danego.

Prostg OP, ktdra przedstawia odlegto$¢ punktu P od poczatku ukta-
du, zawsze uwaza¢ bedziemy za wielko$¢ bezwzgledng, oznaczymy te odle-
gtos¢ przez ?. Miedzy temi trzema wielkosciami x,y,I,  mozemy rozwazac
stosunki kazdych dwu z nich; tych stosunkow bedzie sze$¢, mianowicie:

Blbl. mat-fiz, S. I, T. IY. ~
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one oczywiscie, jako stosunki dwu odcinkéw, przedstawiajg liczby oderwane,
ktére moga by¢ dodatne lub ujemne, zaleznie od tego, jakiemi sg x i fj.

Poniewaz z podobienstwa trojkatow
nika, Ze
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przeto wartosci tych stosunkéw nie zalezg od punktu P, dowolnie obranego
na ramieniu kohcowym Kkata, czyli, ze dla danego kata sg one state.

Z tych. stosimkéw: stosunek — to jest, stosunek rzednej do odlegtosci zo-
wiemy wstawg kata 6 (sinus); stosunek CIC t. j. stosunek odcietej do od-
legtosci zowiemy dostawa kata 6 (cosinus); stosunek ~ t. j. stosunek

rzednej do odcietej zowiemy styczng kata 6 (tangens); stosunek — t.j. sto-

sunek odcietej do rzednej zowiemy dostyczng kata 6 (cotangens); stosu-

nek — t. j. stosunek odlegtosci do odcigtej zowiemy sieczng kata 8 (secans);
wreszcie, stosunek — t. j. stosunek odlegtosci do rzednej zowiemy do-

sieczna kata 6 (cosecans). Zatym, jezeli icierzchoteh kata weZzmiemy za
jgoczateh uMadu, ajedno zjego ramion za 0$ odcietych, natenczas:

1) liczbe™ uyrazajgca stosuneh rzednej jahiegoholtvieh punTctu, poto-
zonego na ramieniu lconcowym kata, do odlegtosci tegoz punktu od po-
czatku uMadu, nazywamy wstawg kata danego;

2) liczbe, wyrazajgcg stosunek odcietej jakiegokoltuiek punktu, poto-
zonego na ramieniu koricowym kata do odlegtosci tegoz punktu od pocza-
tku uktadu, nazyioamy dostawg  kata danego;

3) liczbe, wyrazajgcg stosunek rzednej jakiegokolwiek punktu, poto-
zonego na ramieniu koricoimjm kata, do odcietej tegoz punktu, nazywamy
styczng kata danego;

4) liczbe, wyrazajgcg stosunek odcietej jakiegokolwiek punktu, poto-
zonego na ramieniu koncowym kata do rzednej tegoz punktu, nazywamy
dostyczng kata danego;

5) liczbe, wyrazajagcg stosunek odlegtosci jakiegokolwiek  punktu,
potozonego na ramieniu koAcowym kata od poczatku ukladu do odcietej
tegoz punktu, nazywamy sieczng  kata danego;

6) liczbe, wyrazajgca stosunek odlegtosci jakiegokolwiek punktu po-
fozonego na ramieniu koncowym kata od poczatku uktadu do rzednej tegoz
punktu, nazywamy dosieczng kata danego.

Z zestawienia z soba stosunkdw powyzej przytoczonych, wprost wyni-
ka, Ze trzy ostatnie stosunki sg odwrotnosciami trzech pierwszych stosun-
kéw, z tych powoddw, dostyczna, sieczng i dosieczng kata danego, mozemy
jeszcze okreslié wten sposdb: dostyczng kata danego jest odwrotnosciag jego
stycznej-, sieczna kata danejo jest odwrotnoscig jego dostawy; dosieczng
kata danego jest odivroinoscia jejo tostazcy.
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Zauwazy¢ jeszcze mozemy, ze gdy dany jest kat, natenczas jego wsta-
wa, dostawa i t. d, sg doktadnie oznaczone, t. j ze danemu katowi odpowia-
da jedna tylko wstawa, jedna tylko dostawa i t. d.

Z tego wzgledu, stosunki te odgrywaja wazng role przy mierze katéw
i dlatego otrzymaty oddzielne nazwy. Ogdlnie te stosunki nazyw™a¢ bedzie-
my funkcyjami kotowemi albo goniometrycznemi albotez
funkcyjami trygonometrycznemi Kkata.

Badanie wiasnosci funkcyj trygonometrycznych i zwigzkéw, jakie
miedzy niemi zachodza, stanowi gtdwny przedmiot Trygonometryi.
Niektorzy autorowie te cze$¢ Trygonometryi, ktéra zajmuje sie wlasnoscia-
mi funkcyj trygonometrycznych i zwigzkdw miedzy niemi zachodzacych,
nazywajg Goniometryj a, a zastosowanie funkcyj trygonometrycznych
do rowigzy*yania trojkatow, nazywaja wihasciwg Trygonometryja; my je-
dnak tego podziatu uwzglednia¢ nie bedziemy.

21. Qjirdcz, powyzej okreslonych funkcyj trygonometrycznych, wpro-
wadzane sg jeszcze dwie fmikcyje trygonometryczne, mianowicie wsta-
wa odwrotna kata (sinus versus) i dostawa odwrotna kata
(cosinus versus). Pierwsza jest roznicg miedzy jednoscig i dostawg
kata t. j. 1 — cosinus, druga za$ réznicg miedzy jednosScig i wstawg kata
t. j. 1— sinus; z uwagi jednak, Ze obie te funkcye nie przedstawiajg wiel-
kiego uzytku w nauce, méwic o nich szczegétowo nie bedziemy.

22. Jezeli oznaczymy przez 6 dany kat, to dla oznaczenia funkcyj
trygonometrycznych tego kata t. j. wstawy (sinus), dostawy (cosinus), sty-
cznej (tangens), dostycznej (cotangens), siecznej (sGCaiis), dosieczncj (cosc-
cans), uzywac bedziemy nastepujacych skrocen:

sin6, cos6, tg 6, cotgG, sec6, cosec O,
a wiec

A)
cotq G = X—', se|06: — ., Cosec6 = L
2 X y
23. Poniewaz kazdy kat wyrazamy baé w stopniach, ba¢ w mie-
rze teoretycznej, ktora jest liczbg oderwang, to i odpowiednie znakowanie
wprowadzamy do oznaczenia funkcyj trygonometrycznych kata i tak, np,
wstawe Kkata, ktory ma za miare tuk kota, zakre$lony z wierzchotka kata,
miedzy jego ramionami, a réwny promieniowi kota, ktéry to kat, jak wia-
domo, wynosi 57", 17', 44"806, oznaczymy, w mierze zwyklej przez

sin(57» 17' 44"SOG),
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W mierze za$ teoretycznej przez
sin 1.

AV ogdlnosci, jezeli mamy kat podany w mierze teoretycznej, np. m, wstawe
jego oznaczymy przez sinw, (gdzie wijest liczbg jakgkolwiek) i przez nig
rozmnie¢ bedziemy wstawe takiego kata, ktéry ma za miare tuk kota,
zakre$lonego z wierzchotka jako $rodka, a zaw"arty miedzy jego ramio-
nami, ktéry roéwna sie m promieniom tegoz kota.

24. Poniewaz rzedna punktu jest dodatna w pierw”szej i drugiej
¢wiartce ukladu, ujemna za$ w trzeciej i czwartej ¢wiartce, odcieta za$ jest
dodatna w pierwszej i czwartej ¢wiartce uktadu, ujemna za$ w ¢wiartkach
drugiej i trzeciej, przeto przypatrujgc sie wzorom (1) art. 22-go, widzi-
my; 1) ze, jezeli ramig koncowe kata danego znajduje sie w pierwszej
¢wiartce uktadu, natenczas wszystkie funkcyje trygonometryczne sg do-
datne; 2) ze, jezeli riamie koncowe kata danego znajduje sie w drugiej
¢wiartce uktadu, natenczas wstawa i dosieczna sg dodatne, pozostate
za$ funkcyje trygonometryczne sg ujemne; 3) ze, jezeli ramie koncowe
kata danego znajduje sie w trzeciej Cwiartce uktadu, natenczas styczna
i dostyczna sg dodatn e, pozostate funkcyje trygonometryczne sg uj em-
ne; 4) ze, jezeli ramie k«oncowe kata danego znajduje sie w czwartej éwiart-
ce ukfadu, natenczas dlostawa i sieczna sg dodatne, pozostate za$ fun-
kcyje trygonometryczne sg ujemne,

Whioski to dajg sie schematycznie przedstawi¢ w sposéb naste-

Funkeyje  winile  cwiaie  bwitries  owiarics
wstawa + + - —
dostawa -f- - - +
styczna + - + -
dostyczna + _ + _
sieczna + - - +
dosieczna + 4- - -

Z tego sie jasno pokazuje: 1) ze, jezeli wstawa pewnego kata jest do-
datna, kat a raczej ramie koncowe kata, znajduje sie w pierwszej lub dru-
giej Cwiartce, jezeli zas wstawa jest ujemna kat znajduje sie w trzeciej lub
czwhartej Cwiartce; 2) ze, jezeli dostawa jest dodatna, kat znajduje sie
w pierwszej lub czwartej ¢wiartce, jezeli za$ jest ujemna kat znajduje sie
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W drugiej lub trzeciej éwiartce; 3) Ze, jezeli etyczna jest dodatna kat znaj-
duje sie w* pierw”szej lub trzeciej ¢wiartce, jezeli za$ styczna jest ujemna, kat
znajduje sie w drugiej lub czw™artej ¢wdartce i t. d.

25. Jezeli na figurze (art. 20), na ktorej kat X O L nazwalismy 6,
rozwazac bedziemy katy 2tc + 6,47:-1-6,...,w ogole 2m7: -f G i na kon-
cowym ramieniu OL, kazdego z tych katéw, obierzemy tensam punkt P,
to zawsze mieé bedziemy tezsame wielkosci Z tak, iz

wskutek tego wedtug w*zoréw (1) art. 22-go,

w ogole

(1)

Jezeli w tym wzorze wyprowadzimy oznaczenie

otrzymamy

na mocy za$ wzoni (1)

stad

aze

(2) przeto f

Oba te wzory mozemy ujaé w jeden

3)

Podobniez rozumujac, przyszlibysmy do wzordw:
(4)

<5)

(6)

()

8 : C

AVidzimy zatym, Ze wartosci funkcyj trygonometrycznych pewnego kata
pozostajg tezsame, gdy do niego dodamy lub tez od niego odejmiemy cal-

kowitg ilos¢ katow petnych.
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26. Wiemy, Ze funkcyje trygonometryczne sg liczbami oderwanemi.
Jak kazdg liczbe oderwang, tak i funkcyje trygonometryczne mozemy
przedstawi¢ gieometrycznie zapomoca dtugosci pewnych odcinkéw, umo-
wiwszy sie co do wyboru jednostki. Jezeli promieniem réwnym jednostce,
zakre$limy z wierzchotka kata danego 6 okrag kota (fig. 11), ktéry prze-
tnie ramiona kata danego w punktach A i B, prostopadtg za$ poprowadzo-
ng z wierzchotka do ramienia OA, przetnie w punkcie C, natenczas, jezeli
z punktu B spuscimy prostopadte BD i BE na OA i OC, z punktow
A i C poprowadzimy styczne do okregu kota az do przeciecia sie z prze-
dtuzeniem linii OB w pimktach F i G, nadto w punkcie B styczng do okre-

? G/
e
D
0
E
"V
Fig. 11.

gu kota, az do przeciecia sie z przedtuzeniami linij OA i OB w punktach
H i J; na zasadzie definicyi funkcyi trygonometrycznych, mie¢ bedziemy
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BD BD
, oD oD AN
BD AF AF
. oD EB CG CG
OB OF OH OH
OB OB 0G 01

otrzymujemy zatym w spos6b gieometryczny przedstawione fimkcyje trygo-
nometryczne. W ten spos6b przedstawione fimkcyje trygonometryczne
zowiemy linijami trygonometrycznemi. Temi to wikasnie linijami
wylacznie sie zajmowano w dawnych dzietach trygonometrycznych. Zatym,
wstawg kata 6, uwazang za linijg trygonometryczng, jest odcinek BD, dosta-
wg OD, styczng AF, dostyczng CG, sieczng OH, dosieczng 011. j. w kole
0 promieniu réwnym jednosci: wstawa jest dtugoscia -prostopadtej, spusscso-
nej z honca tuku, danemu katowi odpowiadajacego, na Srednice, przecho-
dzacag przez poczateJc tegoz tuku; styczna trygonometryczna jest odcinlciem
stycznej gieometrycznej, poproivadzonej do tegoz kota w koricu promienia,
przechodzacego przez poczatek tuku, zawartym miedzy tymze punktem,
a przedtuzeniem $rednicy, przechodzacej przez koniec tuku; sieczna jest od-
cinkiem $rednicy, poprowadzonej przez poczatek tuku, zawartym miedmj S$rod-
kiem kota i punktem przeciecia sie tejze Srednicy ze styczng gieometrycana,
poprowadzong do kota w koricu tuku, danemu katowi odpoioiadajacego.

Co sie tyczy odcinkéw: OD przedstawiajgcego dostawe, CG dostyczna,
01 dosieczng kata danego, zauwazmy, Ze, gdy dla dopetnienia kata 6 to
jest kata BOC, w ktdrym prosta OB jest ramieniem poczatkowym, wykre-
slimy, wedtug tylko co podanych okre$len, wstawe, styczng i sieczng, naten-
czas, CK bedzie wstawg, B J bedzie styczng, a OG sieczng tego kata BOC.
Z réwnosci za$ trojkatéow CKO i BEO, oraz trojkatow 1BO i OCG wypa-
da, ze sSinBOC= CK= BE= OD= cos6;tgBOC=BI=CG=cotg 8;
sec BOC = OG= 01= cosec6. Ze za$ kat BOC jest dopetnieniem kata
AOB, przeto wedtug tych zwiazkéw, linije trygonometryczne dostawa, do-
styczng i dosieczng kata danego, sa réwne odpowiednio wstawig, stycznej
i siecznej dopetnienia kgta danego.

Rozpatrujgc sie w czterech naszych figurach, widzimy: ze wstawy
BD katow konczacych sie w pierwszej ¢wiartce, ktore jak wiemy (art. 24),
sg dodatne, przedstawione sg przez proste nad $rednicg pozioma, zas$ ujem-



FUNKCYJE TRYGONOMETKYCZNE KATOW DOPELNIAJACYCH SIE. 27. 25"

ne Ystawy (katow, zakoniczonych w trzeciej i czwartej éwiartce), przez pro-
ste }od taz Srednicag;, ze styczne AF dodatne (katdw, zakoriczonych w joierw-
szej i trzeciej éwiartce) sg nad Srednicg pozioma, za$ ujemne (katéw, za-
koriczonych w drugiej i czwartej ¢wiartce) znajdujg sie pod nig, a wszyst-
kie przechodza przez poczatek A; ze sieczne OH dodatne (katéw, zakon-
czonych w pierwszej i czwartej éwiartce) przypadaja na srednicy poziomej
z pnwej strony Srednicy pionowej, za$ ujemne (katéw, zakonczonych w dru-
giej i trzeciej éwiartce) znajduja sie po lewej stronie S$rednicy pionowej,
a zawsze liczg sie od srodka kota; ze dostawy OD dodatne (katéw, zakon-
czonych w pierwszej i czwartej éwiartce) przypadajg z prawej strony $re-
dnicy pionowej, dostawy za$ ujemne (katéw zakonczonych w drugiej i trze-
ciej Cwiartce), z lewej strony tejze $rednicy; ze dostyczne CG- dodatne (ka-
tow, zakoriczonych w pierwszej i trzeciej éwiartce) przypadajg z prawej
stroiy $rednicy pionowej, ujemne za$ (katow, zakonczonych w drugiej
i czvartej éwiartce) z lewej strony tejze $rednicy; ze dosieczne 01 dodatne
(kat)w, zakonczonych w pierwszej i drugiej éwiartce) przypadajg na $re-
dnic/ pionowej w jej kierunku dodatnym t. j. nad $rednicg pozioma, do-
sieczne za$ ujemne (katow, zakonczonych w trzeciej i czwartej Cwiartce)
przypadajg w kierunku ujemnym $rednicy pionowej czyli pod $rednica po-
zioma, a zawsze licza sie od $rodka kota.

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE KATOW DOPELNIAJACYCH SIE.

27. Niech bedzie kat LOX, ktéry oznaczmy przez 6, (fig. 12), bac
w stopniach, ba¢ w mierze teoretycznej wyrazony, natenczas kat LOY, ma-
jacy poczatkowe ramie OL, a koncowe ramie OY, jakto widzieliSmy w art.
16-yai, bedzie dopetnieniem kata danego i wyrazi sie przez 0® — 6 lub

6. Jezeli linijg OL wez-
miemy za ramie poczgtkowe
kata, a OY za ramie konicowe,
natenczas biorgc na linii OY
taki punkt Q, aby OQ=iOP,
na 2asadzie definicyi funkcyj
trygonometrycznych art. 20, be-

dziemy mieli
sinLON= 2~
0Q
cosLON = OR
0Q

Fig. 12.



26 TEYGONOMETRYJA TELASKA"S.

ze za$ z réwnosci trdjkatéw
mamy
r: £c, <
nadto z za-
tozenia 0Q = ON = I, przeto
mie¢ bedziemy

Ze za$ dopetnieniem kata danego LOX jest kat, majacy poczatkowe ramie
OL, a konicowe OY, przeto z powyzszych wzoréw w}Tiika, ze funkcyje try-
gonometryczne: wstawa, styczna i sieczna dopetnienia kata danego sg ro-
wne odpowiednio dostawie, dostycznej i dosiecznej kata danego, i haodwrot,
dostawa, dostyczna i dosieczna dopetnienia kata danego sg réwne odpo-
wiednio wstawie, stycznej i siecznej kata danego.

Jezeli wiec przez 6 rozumieé bedziemy miare teoretyczng kata dane-
go, powyzej wyrazone zwiazki, dajg sie przedstawi¢ w ksztatcie naste-
pujacym:

(1)

(2)
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@)
4)
(%)
(6)

jezelibySmy za$ przez 6 rozumieli zwykig miare w stopniach, powyzsze
zwiazki dadza, sie przedstawi¢ w ksztatcie nastepujacym

PEZYKLADY.
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FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE KATOW SPELNIAJACYCH SIE.

28. Niech bedzie kat LOX (fig. 13), ktéry oznaczmy przez G, baé
w stopniach, ba¢ w mierze teoretycznej wyrazony, natenczas spetnieniem
tego kata, jakto widzieliSmy
w art. 17-ym, bedzie kat, maja-
cy poczatkowe ramie OL, kon-
cowe za$ 0X' i wyrazi sie przez.
T — elub 180® — e.
Jezeli prostg OL wezmie-
my za poczatkowe ramie Kkata,
a 0X' za ramie koricowe tegoz
kata, natenczas bioragc na linii
Fig 13. X'X taki pimkt Q, aby 0Q ==
nrOP, i spuszczajagc z punktu Q prostopadty na przedtuzenie linii OL,
mie¢ bedziemy

sin LOX" = sin(c QR PM ”
cos LOX' = cos (tc— 6) = —SA OM
ek PM
tg LOX' = tg(7r—6) = — OR OM tg 6,
cotg LOX'= cot —6)= — OR |(33|'\\/|/| -cotgo,
sec LOX' = sec (iz— 6) OR
cose LOX' ==cosec (tt— 6) = = NN = cosec 6,

z czego wynika, ze wstawa i dosieczna spetnienia danego kata sg réwne
tak co do wielkosci jakotez i znaku odpowiednio wstawie i dosiecznej kata
danego, za$ dostawa, styczna, dostyczna i sieczna spetnienia kata danego
sg réwne co do wielkosci odpowiednio, dostawie, stycznej i siecznej kata da-
nego, ale znaku przeciwnego i naodwrdt: wstawa i dosieczna kata danego
jest réwna co do wielkosci i znaku wstawie i dosiecznej kata spetnienia,
pozostate za$ funkcyje trygonometryczne kata danego sg réwne co do wiel-
kosci, a znaku przeciwnego, odpowiednio funkcyjom trygonometrycznym
kata spetnienia.

Jezeli wiec dla kata danego 6 przyjmiemy zwyktg miare w stopniach,
natenczas powyzsze zwiazki dajg sie przedstawi¢ w ksztatcie nastepujgcymi
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jezeli za$ przez 6 rozumiemy miare teoretyczng kata, powyzsze zwigzki
przedstawi¢ sie dadzg w ksztatcie nastepujacym:

(1)
)
@)
(4)

®)
<6)

PRZYKLADY.
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ZMIANY, JAKIM PODLEGAJA FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE, GDY
KAT WZRASTA. WARTOSCI KRANCOWE FUNKCYJ TRYGONOMETRY-
CZNYCH.

29. Niech bedzie uktad osi sp6trzednych Y O X (fig. 14). Jezeli
linija OL ruchoma obracac sie bedzie okoto punktu O, natenczas z linijg
statg 0X, tworzy¢ be-
dzie wdanej chwili kat,
ktéry oznaczmy przez 6
jezeli na tej linii rucho-
mej obierzemy punkt P,
odlegtos¢ tego punktu
od poczatku uktadu O,
wezmiemy za jednosé,
i oznaczymy przez Xl
spotrzedne punktu P,
funkcyje trygonometry-
czne kata LOX, jak
wiadomo, wyrazg sie
przez
Fig. 14. sin6 = 2°

Zachodzi pytanie, jakim zmianom ulegajg funkcyje trygonometryczne, gdy
linija ruchoma OL w swoim obrocie tworzy coraz inne katy.

Gdy linija OL schodzi sie z linijg 0 X t. j. z osig odcietych,, kat jest
zerem, rzedna punktu P jest zerem, odcieta za$ réwna jednosci, zatym wsta-
wa jest zerem , dostawa jednoscia, styczna zerem, dostyczna nieskorczenie
wielka, sieczna jednoscia, a dosieczna nieskonczenie wielka.

Jezeli linija ruchoma, pozostaje w pierwszej Cwiartce uktadu spét-
rzednych, rzedna i odcieta sg dodatne, a nadto rzedna rosnie, odcieta za$
maleje, zatym w pierwszej ¢wiartce uktadu spdtrzednych, wstawa styczna
i sieczna, wzrastajg z obrotem linii OL, pozostate za$ funkcyje trygono-
metryczne maleja.

Jezeli linija ruchoma OL, zajmie potozenie OY, prostopadie do 0X,
natenczas rzedna bedzie rowna jednosci, odcieta za$ rowna zeru, zatym
funkcyje trygonometiyczno kata YOX, czyli kata prostego, bedg miaty
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nastepujace wartosci: wstawa bedzie réwna jednosci, dostawa zeru, sty-
czna bedzie nieskoriczenie wielka, dostyczna réwna zeru, sieczna nieskon-
czenie wielka, dosieczna za$ réwna jednosci.

Gdy linija ruchoma zajmie potozenia OP, wdrugiej ¢wiartce uktadu,
natenczas rzedna bedzie dodatna, odcieta za$ ujemna i rzedna bedzie ma-
lata z obrotem linii OL, odcieta za$§ co do wartosci bezwzglednej bedzie
sie zwiekszata, zatym w drugiej éwiartce uktadu: wstawa bedzie sie
zmniejszata, dostawa bedzie rosta, styczna bedzie sie zmniejszata, dostycz-
na rosta, sieczna bedzie sie zmniejszata, a dosieczna rosta. Skoro linija
ruchoma zajmie potozenie 0 X' wprost przeciwne kierunkowi 0 X i z hnija
0 X utworzy kat potpetny, czyli dwa katy jDroste, natenczas rzedna bedzie
zerem, a odcieta rOAvma jednosci ujemnej, funkcyje trygonometryczne za-
tym kata potpetnego, czyli dwu katéw prostych, otrzymuja nastepujace
wartosci: wstawa bedzie zerem, dostawa jedno$cig ujemna, styczna zerem,
dostyczna nieskonczenie wielka, sieczna jedno$cig ujemng, dosieczna nie-
skonczenie wielka.

Przez podobne rozumowanie mozemy wyprowadzi¢ odpowiednie kon-
kluzyje dla katéw, koriczacych sie w trzeciej i czwartej éwiartce uktadu.

30. WidzieliSmy, ze styczna katéw, zakonczonych w pierwszej
¢wiartce jest wcigz dodatna, w drugiej za$ wcigz ujemna, w miare powie-
kszania sie kata w pierwszej ¢wiartce wciaz wzrasta i dochodzi do wartosci
nieskofAczenie wielkiej dodatnej; za$ w drugiej ¢wiartce od wartosci nie-
skoniczenie wielkiej ujemnej, bezwzglednie wcigz maleje, tak, iz dla kata

i wogdle dla kata 2mt -f = —styczna madwie wartosci

0 i— . Rozumieé to nalezy w ten sposob, ze gdy kat tz

u
uwazamy za kraniec wzrastajgcych katow, konczacych sie w pierwszej
¢wiartce, to jego styczng nalezy przyjmowac jako -j- 00, jezeli za$ tenze kat
~ uwazamy za kraniec, malejgcych katoéw, koriczacych sie w drugiej

¢wiartce, to jego styczng jest — 00. Podobnie zauwazy¢ mozemy, ze

. T 4 1 - . .
sieczna kata — lub —r—"n~ M wartosci -f- 0 i — 00, stosownie

do tego, czy kat —-— :: jest wartoscig kraficowa katéw zwiekszajgcych

sie, zakoniczonych w pierwszej éwiartce, czytez katow zmniejszajacych sig,
zakonczonych w drugiej éwiartce.

31. AYnioski, otrzymane z powyzszych rozumowan, przy uwzgle-
<hiieniu algiebraicznych warto$ci dadza sie przedstawi¢ schematycznie
w sposdb nastepujacy:
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gdy kat

rosnie od O do do do do
w3tawa

rosnie od O do maleje do maleje do rosnie do
dostawa

maleje od 1 do maleje do rosnie do rosnie do
styczna

rosnie od O do - 00 do rosnie do ) roénie do
dostyczna

maleje od oo do maleje do maleje do maleje do
sieczna

rosnie od 1 do - @ rosnie do maleje do 0 maleje do
dosieczna

maleje od  a do rosnie do rosnie do maleje do

32. Z powyzszycli trzech artykutow, wynika: ze wstawa i dostawa
posiada¢ moze warto$ci wigcznie: od — 1 do -f 1; styczna i dostyczna
od ~~0 do + Q0 ; sieczna i dosieczna od — o0 do — 1, tudziez od + 1
do + 00.

PEZYKLADY.

SPROWADZENIE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH KATOW JAKIEJ-
KOLWIEK WIELKOSCI DO FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH KATA
MNIEJSZEGO OD KATA PROSTEGO.

33. Z tego, cosmy dotad powiedzieli o funkcyach trygonometry-
oznych, w'ynika, ze gdy rozwazamy funkcyje trygonometryczne katéw, za-
konczonych w ktorychkolwiek dmi réznych éwiartkach, to one otrzymuja
tezsame w"artosci bezwzgledne, a rézni¢ sie moga znakami, tak np. dosta-
wy katéw drugiej éwiartki, co do w"artosci bezwzglednej przechodzg przez
wszystkie wartosci od zera do jednosci, przez ktoére takze przechodza do-
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stawy katdw czwartej ¢wiartki i t. p.; mozemy przeto dazy¢ do tego, aby
majac funkcyja trygonometryczng jakiegokolwiek kata, znale$¢ taki kat
pierwszej éwiartki, ktdregoby pewna funkcyja trygonometryczna miata tez
samg warto$¢ bezwzgledna, co funkcyja trygonometryczna kata danego,
wskutek czego, moznaby te ostatnig wyrazi¢ przez funkcyje trygonometry-
czne kata mniejszego od kata prostego, uwzgledniajac przytym wiasciwy
znak.

34. WidzieliSmy w art. 27-ym i 28-ym, ze jezeli przez 9 rozumiemy
jakikolwiek kat dodatny, natenczas .

(€)) sin(|]- — ej = cose,

(2) sin (it — e) = sine.

Otéz przy pomocy tych wzoréw, przez funkcyje trygonometryczne kata 9

mozemy wyrazié¢ wstawe i dostawe katéw, réznigcych sie od kata 9 o jaka-
T

kolwiek ilos¢ katéw prostych i tak, jezeli wezmiemy kat -*r- + 9, naten-

czas na zasadzie wzoru (2)
sin + N =sin?7t — — 9 =sin(y — = cos®?

w ten sposéb wyrazac sie beda wstawy katow roznigcych sie o
a
Jezeli w tym wzorze do kata 9, dodamy lub tez od niego odejmiemy
catkowity ilos¢ katow petnych, to na zasadzie art. 25-go, warto$¢ wstawy
ity ulegnie zmianie i begiziemy mieli wzgr) ogolays 9,

gdzie n oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg dodatng lub ujemng albo
takze zero.

Jezeli w szczeg6Inodci przyjmiemy, ze kat 9 jest mniejszy od kata
prostego, wzdr powyzszy pokazuje, w jaki sposob wstawe kata dodatnego,
zakonhiczonego w drugiej éwiartce, mozemy wyrazi¢ przez dostawe kata
mniejszego od kata prostego.

Jezeli znowu wzordéw (2), (3), (4), (5) i (6), artykutu 27-go i 28-go
uzyjemy do znalezienia pozostatych funkcyj trygonometrycznych kata

T e . ,
~a|r + przyjdziemy do nastepujacych wzoréw

(4) cos t+ 9)= —sing,

Bibl. iB«t.-fiz.,, 8. m, T. IV. 3



34 TEYGOONIETKYJA PLASKA.

()
(6)
()
(8)

35. Jezeli nastepnie rozwaza¢ bedziemy kat 7L + 6, natenczas na
zasadzie wzoréw (1) i (4) artykutu poprzedzajacego, mie¢ bedziemy

w ten spos6b zatym wyrazac¢ sie beda wstawy katéw réznigcych sie o z.

Jezeli w tym wzorze do kata 6, dodamy lub od niego odejmiemy cat-
kowitg ilos¢ katow petnych, to na zasadzie wzoréw art. 25-go warto$¢ wsta-
wy nie ulegnie zmianie i bedziemy mieli wzdr ogélny

1)
gdzie n oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg dodatng lub ujemng, albo
takze zero.

Jezeli znowu wzoréw (3), (4), (5), (6), (7), (8), artykutu poprzedzaja-
cego, uzyjemy do znalezienia pozostatych funkcyj trygonometrycznych kata
T. -f G, przyjdziemy do nastepujacych wzoréw

)

@)

(4)

(5)

(6)

Jezeli w szczeg6lnosci przyjmiemy, ze kat G jest mniejszy od kata prostego,
wzory powyzsze pokazujg, w jaki sposéb funkcyje trygonometryczne kata
dodatnego, zakoriczonego w trzeciej éwiartce, mozemy wyrazié¢ przez odpo-
wiednie funkcyje trygonometryczne kata mniejszego od kata prostego.

36. Jezeli nakoniec rozwaza¢ bedziemy kat * + G natenczas na

zasadzie wzoréw dwu poprzednich artykutow, mieé¢ bedziemy

w ten zatym sposdb wyraza¢ sie beda wstawy katow roznigcych sie o
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Jezeli w powyzszym wzorze do kata G dodamy lub od niego odejmie-
my catkowitg ilos¢ katow petnych, to na zasadzie wzoréw art. 25-go, war-
tos¢ wstawy nie ulegnie zmianie i bedziemy mieli wzér ogolny

(1)

gdzie n oznacza jakakolwiek liczbe catkowita dodatng lub ujemng, albo
takze zero.

Jezeli wzoréw dwu poprzedzajacych artykutow uzyjemy do znalezie-
3

nia pozostatych funkcyjtrygonometrycznych kata -”~it + d, przyjdziemy

do nastepujacych wzoréw

Jezeli w szczegélnosci przyjmiemy, ze kat 6 jest mniejszy od kata proste-
go, wzor powyzszy pokazuje, w jaki sposéb funkcyje trygonometryczne kata
dodatnego, zakonczonego w czwartej ¢wiartce, mozemy wyrazi¢ przez od-
powiednie funkcyje trygonometryczne kata mniejszego od kata prostego”

PRZYKLADY.
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FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE KATOW UJEMNYCH.

37. Niech bedg dwa katy LOX i L'OX (fig. 15), réwne co do.
bezwzglednej wartosci, a utworzone ruchem linii 0 X w kierunkach wprost
sobie przeciwnych. Je-

zeli pierwszy z tych ka-

tobw oznaczymy przez

+ 6, drugi wyrazi sie

przez — 6, gdzie przez

6 rozumiemy warto$¢

bezwzgledng jakiego-

kolwiek kata. Na Kie-

runkach OL i OL'"

obierzmy dowolne pun-

kty P i P' i spusémy

z tych punktdw prosto-

padte do 0X. Z F)-

dobienstwa trojkjfctow

OPM i OP,Mi wyniku,,

ze co do bezwzglednej

wartosci
>1

Poniewaz w tym wy-

padku rzedne punktow

Fig. 160. p i Pj majg Kierunki

TQ)rost sobie przeciwne t. j. PiMj wzgledem PM dodatnego, przeto sg
znaku przeciwnego, bedzie wiec

zatym

<1>
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tczyli, ze lustaica hata ujemnego réwna sie ujemiej wstawie Icgta dodatnega
tejsamej wielkosci.
Podobniez mamy z podobienstwa tychze trojkatow.

oY
oP,  OP

ze za$ OM, i OM ze zmiang katéw G i — G nie ulegajg zmianie znaku, bo-
wiem przyjmujg tensam kierunek, przeto powyzsze stosunki zgadzajg sie
z sobg i co do znakéw, zatym

2 cos (—G) = cosG,

czyli, ze dostawa hata ujemnego jest roiona tale co do tvielkosci, jakote$
i znaku dostawie tejsamej wielkosci kata dodatnego.
W podobny sposéb mozemy dowies¢, ze

®) tg(-G) = -tg6b,
(4) cotg (— G —cotg G,
(5) sec (—G) = secG,

(6) cosec (— G = — cosecG.

Z dowodu, prowadzacego nas do powyzszych wzordw, wynika, ze wzory te
majg miejsce jakiejkolwiek wielkosci bytby kat G zatym, ze sg ogolne.

38. Jezeli we wzorach artykutu poprzedzajacego do kata — G do-
damy lub od niego odejmiemy catkowitg ilos¢ katéw petnych, to na zasa-
dzie art. 25-go, wartosci funkcyj trygonometrycznych nie ulegna zmianie
i bedziemy mieli wzory ogélne

(1) sin {2n% — G = — sinG = sin (— G),

2 cos (2QwT — QG= cosG = cos (—G),

(3) tg 2W7U — G)= — tgG = tg (- G),

4 cotg Qwt: — G = — cotgG = cotg (— G),
(5) sec 2nTT — G = secO0 = sec (— G),

(6) cosec 2MT — 6) = — cosec G cosec 6),

gdzie n oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg dodatng lub ujemna, albo
takze zero.

Okazuje sie zatym, Ze wzory wyprowadzone w art. 25-ym, dla przy-
padku, gdy kat G jest dodatny, majg miejsce i wtedy gdy kat G jest ujemny.
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39. Jezeli we wzorach art. 27-go, mianowicie:

do kata dodamy lub od niego odejmiemy catkowitg ilos¢ katéw

petnych, to na zasadzie wzoréw art. 25-go wartosci funkcyj trygonometry-
cznych nie ulegng zmianie, a uwzgledniajgc wzory art. 37-go, mie¢ be-
dziemy

1)
(2)
®3)
(4)
(5)
(6)
gdzie n oznacza jakgkolwiek liczbe catkowitg dodatng lub ujemng, albo
takze zero.
PrzyszliSmy wiec do wzordw, ktére pokazuja, ze wyprowadzone
W -art. 34-ym wzory dla przypadku, gdy 6 oznacza kat dodatny, maja miej-

sce i wtedy, gdy kat 6 jest ujemny.
40. Jezeli we wzorach art. 28-go, mianowicie:
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do kata ic — 6 dodamy lub od niego odejmiemy catkowitg ilos¢ katow pet-
nych, to na zasadzie wzoréw art. 25-go, wartosci funkcyj trygonometry-
cznych nie ulegng zmianie, a jezeli uwzglednimy wzory art. 37-go, mie¢
bedziemy

1)

)

©)

(4)

(®)

(6)

gdzie n oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg dodatng lub ujemng, albo
takze zero.

Réwnosci te pokazujg nam, ze wzory, wyprowadzone w art. 35-ym,
dla przypadku gdy G oznacza kat dodatny, majg miejsce i wtedy, gdy
kat 6 jest ujemny.

Aé,l' Jezeli nakoniec rozwaza¢ bedziemy funkcyje trygonometryczne

kata g — 6 i uwzglednimy zwigzki, zachodzgce miedzy katami dopet-

niajgcemi sie (art. 27-my), tudziez zwiazki art. 37-go, mie¢ bedziemy

kaere | haloktia t8-rta —zatdndamyotaw adt nEaaoodeimiesay Tadkav tar vibmse
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nometrycznycli nie ulegng zmianiCj a uwzgledniajgc wzory art. 37-go,
mie¢ bedziemy:

1) sin —e) = - cos(— 6),
2 cos + A TT—e)  sin(- e),

@) tg = _cotg(-6),
(4) cog( — "~ "-e) = - tg(- 6)

®) sec "T— = cosec(— 6),
(6) cosec _ er= —sec(—6),

gdzie n oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg dodatng lub ujemng, albo
takze zero.

Réwnosci te pokazujg nam, ze wzory wyprowadzone w art. 36-ym
dla przypadku, gdy 6 oznacza kat dodatny, majg miejsce i wtedy, gdy
kat 6 jest ujemny,

42. Wzory wyprowadzone w czterech poprzednich artykutach, je-
zeli wnich w oznacza liczbe ujemna, pokazujg nam, w jaki sposéb funkcyjt!
trygonometryczne katéw ujemnych dajg sie wyrazi¢ przez funkcyje trygo-
nometryczne kata dodatnego 6, a jezeli w szczegolnosci przez 6 rozuniie(5
bedziemy kat dodatny mniejszy od kata prostego, wzory powyzsze poka-
zujg nam, w jaki sposéb funkcyje trygonometryczne katéw ujemnych, za-
konczonych w ktorejkolwiek éwiartce, dajg sie wyrazi¢ przez fuukcyjo
trygonometryczne kata dodatnego mniejszego od kata prostego.

W koncu, z zestawienia wzoréw podanych w art. 25-ym, 34-ym,
35-ym i 36-ym, tudziez wzoréw, podanych w art. 38-ym, 39-ym, 40-ym
i 41-ym, okazuje sie, ze funkcyje trygonometryczne katow dodatnych lub
ujemnych, zakonczonych w ktérejkolwiek ¢wiartce, dajg sie zawsze wyrazi¢
przez odpowiednie funkcyje trygonometryczne kata dodatnego mniejszego
od kata prostego.

PEZYKEADY.

1) sin (— 450 30") = — sin (45» 30").
2) sin (— 2200) = sin 40°.

3) cos (— 450 30") = cos (450 30").

4) cos (— 220") = — cos 40®.
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tg (— 450) — tg 450.
6) cotg (— 45») = — cotg 450.
7) tg (— 220®) = — tg 400.
8) cotg (— 220«) = — cotg 40®.
9) ein 855° = sin 45®.
10) cos 4950 = — cos 45".
11) tg 6750 = —tg 450.
12) cotg 855® = —cotg 450.

13) sin 765° = cos 450.

14) cos (— 675") = cos 45®.

15) tg (— 945@) = — tg 45®.
16) cotg (675®) = — cotg 45@®.

43.

41

O KATACH ODPOWIADAJACYCH DANYM FUNKCYJOM TRYGONOME-
TRYCZNYM.

43. KATY ODPOWIADAJACE DANBJ WSTAWIE LUB DANEJ DOSIECZNEL.
Niech dang wstawg kata bedzie w, to jak wiemy, u jest liczbg oder-

wang, co do wartosci bezwzglednej
nie wieksza od jednosci. Promie-
niem rownym jednostce nakresimy
okrag kota, poprowadzmy dwie
Srednice, jedne poziomg X'X, dru-
ga pionowg Y'Y (fig. 16), pierw-
szg wezmy za 0$ x-6w, drugag za
0$ y-6w. Jezeli od $rodka O
na Srednicy pionowej odetniemy
ON = M w kierunku y dodatnycli
lub w kierunku p ujemnych, stoso-
whnie do tego, czy u dodatne, czytez
ujemne, a przez punkt N popror
wadzimy réwnolegta do S$rednicy
poziomej, ktdéra dostatecznie prze-
dtuzona przetnie okrgg kota w pun-
ktach P i Pi ite punkty przeciecia
potaczymy ze Srodkiem kota, otrzy-
mamy dwie proste OP i OPj, ktdre
beda korcowemi ramionami katow,
majacych wstawe = u. Jakoz
PM

SIn XOP = oP

ON _
oP =

Fig. 16.

u
y = »
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PMi ON u

katy wiec, majgce poczatkowe ramie 0X, a koncowe ramie OP lub OPi
beda jedynemi katami, ktérych wstawa jest rowna u.

Jezeli oznaczymy przez 6 jeden z katow, majacych poczatkowe ramie
0X, a koncowe OP, wszystkie katy, ba¢ dodatne, ba¢ iijemne, majace kon-
cowe ramie OP, wyrazg sie w ksztatcie

+ 6,
gdzie n jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemng albo takze zerem, katy
za$, majace konicowe ramie OP,, wyraza sie przez {2n  V)tz— 6, gdzie
n jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemng albo takze zerem; zatym
wszystkie katy, majace dang wstawe M, wyrazg sie w dwu ksztattach

2mz + 61 (2w -I-1):: —6.
Oba te wyrazenia mozna ujaé w jedno
mz + (—1)«6,

ktére przedstawia, pierwsze z powyzszych wyrazed, gdy n parzyste, drugie
za$, gdy n nieparzyste. Tym sposobem

wif + (— I)"e,
daje nam ksztatt wszystkich katéw, ktorych wstawa jest takgsama, jak
kata 6.

44. Jezeli przez u rozumie¢ bedziemy dosieczng kata, ktéra jak
wiadomo, jest liczbg oderwang, co do wartosci bezwzglednej nie mniej-
szy od jednosci i na $rednicy pionowej, poczynajac od $rodka kota odetliic-
my 01 = w, w kierunku y dodatnych, gdy u dodatne, w kierunku za$ ij
ujemnych, gdy u ujemne, a z punktu | poprowadzimy styczne do okregu
kota, natenczas tgczac punkty stycznosci P i P,, ze Srodkiem kota, otrzy-
mamy dwie proste OP i OP,, ktére beda kierunkami koricowemi ramion
katow, majacych dosieczng = u. Mamy wtedy

cosec XOP = OF _ 01 _ U, w,

OP, 01 u

cosec = = - = te.

Jezeli wiec oznaczymy przez 6 jeden z katéw, majgcych koricowe ramie
OP i rozumowa¢ bedziemy w tensam sposob, jak w poprzednim artykule
znajdziemy, ze

WIT + (—i)"e,
gdzie n jest liczba catkowitg dodatng lub ujemng, a takze zerem, wyobraza
wszystkie katy, ktorych dosieczng jest taka samg jak kata 6.
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45. KATY ODPOWIADAJACE DANEJ DOSTAWIE LUB DANEJ SIECZNEJ.
Niecit dang dostawa kata bedzie M to jak wiemy w jest liczbg ode-

rwang co do wartosci bez-

wzglednej me wieksza od

jednosci.  Promieniem ré-

wnym jednosci (fig. 17) na-

kresimy okrag kota, popro-

wadzmy dwie $rednice, jedne

poziomg X'X, di-ugg pio-

nowg YY', pierwszg wezmy

za 0$ a;-0w, drugg za o$ 2/-Ow.

Jezeli od $rodka na Srednicy

poziomej odetniemy OM=w,

w kierunku x dodatnych, gdy

M dodatne, w kierunku za$ x

ujemnych, gdy u ujemne,

a przez punkt M poj*rowadzi-

my réwnolegtg od osi y-6w, )

ktéra przetnie okrag kota Fig. 17.

w dwu punktach P i P,, natenczas taczac te punkty ze S$rodkiem kota,

otrzymamy d‘yie proste OP i OP,, ktore bedg koncowemi ramionami

katow, ktdrych dostawa jest rowna u. Jakoz

cos XOP = —Q?)/I— =i v u,

oM
oT, ~ 1
katy wiec majace poczatkowe ramie 0X, a koncowe ramie OP lub 0P|
bedg jedynemi katami, ktérych dostawg jest u.

Jezeli przez 6 oznaczj-my jeden z katdéw, majacych koricowe ramie
OP, natenczas wszystkie katy ba¢ dodatne, baé¢ ujemne, majgce ramie OP,
wyrazg sie przez

cos XOPi

2«7: + 6,
katy za$ ba¢ dodatne, ba¢ ujemne, majace koricowe ramie OP,, wyraza
sie przez

WIC —6.
Oba te wyrazenia mozna uja¢ w jedno

2w7cze,
ktére przedstawia, pierwsze z tych wyrazen, gdy bierzemy znak drugie
za$, gdy bierzemy znak —. Tym sposobem

2w7rdb 6,
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daje nam ksztatt wszystkich katéw, ktérych dostawa jest takgsamg, jak
kata G.

47. Jezeli teraz przez u rozumieé¢ bedziemy sieczng kata, ktora
jak wiadomo, jest liczbg oderwang, co do wartosci bezwzglednej nie
mniejszg odjednosci i na $rednicy poziomej, poczynajac od $rodka kota
"odetniemy OH = w w kierunku x dodatnych, gdy u dodatne, w Kkierunku
za$ X ujemnych, gdy u ujemne, a z punktu H poprowadzimy styczne do
okregu kota, natenczas, tagczac punkty stycznosci P i P ze Srodkiem kota,
otrzymamy dwie proste OP i OP,, ktdére bedg korcowemi ramionami ka-
téw, ktérych sieczng jest u. Mamy bowiem

OH ]
sec XOP, OP. _ OH _ M _
oM OPI 1

Jezeli wiec przez 6 oznaczymy jeden z katéw, majacych koricowe ramie
OP, a odpowiadajgcych danej siecznej i rozumowaé bedziemy jak w po-
przednim artykule, znajdziemy, ze

2nndb6,

gdzie n jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemng, albo takze zerem, wy-
obraza wszystkie katy, ktérych sieczna jest takgsama, jak kata 6.
48. KATY ODPOWIADAJACE DANEJ STYCZNEJ I DOSTYCZNEJ.

Niech dang styczng kata bedzie u, to jak wiemy u jest liczbjfc oder-

Y wang, przyja¢é moga-

cq jakgkolwiek wartos¢

bezwzgledng. Promie-

c C G niem réwnym jedno-

/ ci (fig. 18) nakre$lmy

okrag kota i popro-

wadzmy dwie S$rednice

jedne pozioma, druga

X' \ i A X j)ionowa, pierwszg wez-
J ! my za 0$ x-6w drugq za

N}/ o$ N-0w. Jezeli w pun-

/h kcie A przeciecia sie

F okregu kota z Kierun-

kiem a-6w dodatnych,

poprowadzimy styczng

r gieometryczng do okre-

gu kota i od tegoz pun-

Fig. 18. ktu na tej stycznej ode-
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tniemy AF =1 M w kierunku ~-6w dodatnych, gdy u dodatne w Kierunku
za$ yO'N ujemnych, gdy u ujemne, a punkt F potaczymy ze S$rodkiem
kola i linija OF przedtuzymy az do przeciecia sie z okregiem kota
w punkcie P,, wtedy OP i OP,, bedg ramionami koncowemi katéw, ktd-
rych styczng bedzie u. Jakoz

, MP AF u
NN M.Pi AF u

katy wiec, majace poczatkowe ramie 0X, a koncowe ramie OP lub OP,
beda jedynemi katami, ktdérych styczng trygonometryczng jest M Jezeli
przez 9 oznaczymy jeden z katéw, majacych ramie koricowe OP, natenczas
wszystkie katy baé dodatne, ba¢ ujemne, majace ramie koficowe OP, wy-
raza sie przez
2wWir + e,

gdzie n jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemna albotez zerem; katy zas
dodatne lub ujemne, majace koricowe ramie OP,, wyrazg sie przez

2w + 1)% + 8.
Oba te wyrazenia mozna ujaé¢ w jedno
MT + 6,

ktére przedstawia pierwsze z tych wyrazed, gdy n parzyste, drugie za$
gdy n nieparzyste. Tym sposobem

WU + 6,

gdzie 6 jest jednym z katéw, ktorych styczng trygonometryczng jest w,
daje nam ksztatt wszystkich katow, ktérych styczna trygonometryczna jest
takgsamg jak kata 6.

49. Jezeli teraz przez u rozumie¢ bedziemy dostyczng kata, ktéra,
jak wiadomo, jest liczbg oderwana, przyja¢ mogaca jakakolwiek warto$é
bezwzgledng i w punkcie C przeciecia sie okregu kota z kierunkiem y-6vi
dodatnych, poprowadzimy styczng gieometryczng do okregu kota, i na
niej, poczynajac od punktu C, odetniemy CGr= M w kierunku ar-6w do-
datnych, gdy u dodatne, w kierunku za$ a:-6w ujemnych, gdy u ujemne,
wreszcie punkt G potgczymy ze Srodkiem kota i linijg OG przedtuzymy
az do przeciecia sie z okregiem kota w punkcie Pj, wtedy linije OP
i OP,, bedg ramionami konicowemi katéw, ktorych dostyczng jest u. Ma-
my bowiem

1
|
>
|

cotg
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Jezeli wiec przez G oznaczymy jeden z katéw, odpowiadajacycli danej do-
stycznej i rozumowac bedziemy jak w poprzednim ustepie, znajdziemy, Ze

MIT + e,

gdzie n jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemna, albo takze zerem, za$

6 jednym z tych katéw, ktérego dostyczng jest w, — przedstawia ogolny

ksztatt wszystkicti katow, ktorych dostyczng jest takg samg co i kata 6.
50. "W szesciu ostatnicti artykutach dowiedlismy:

1) ze, gdy dang jest wstawa lub dosieczna, wszystkie katy im od-
powiadajgce, dajg sie przedstawi¢ w ksztatcie HIT + (—gdzie 6
jest jednym z katow, odpowiadajacych danej wstawie lub dosiecznej ;

2) ze, gdy dang jest dostawa lub sieczna, wszystkie katy im odpo-
wiadajace dajg sie przedsta-"i¢ w ksztatcie 2w7:+ 6, gdzie 6 jest jednym
z katéw dodatnych, odpowiadajacych danej dostawie lub siecznej;

3) ze, gdy dang jest styczna lub dostyczng, wszystkie katy mi odpo-
wiadajace, daje sie przedstawi¢ w ksztatcie n;c + G gdzie 6 jest jednym
z tych katéw, odpowiadajagcych danej stycznej lub dostycznej. Z tego
mozemy wyprowadzi¢ nastepujgce wnioski:

1) aby dwa katy mialy tezsamg wstawe lub tezsamg dosieczna, ko-
niecznym i dostatecznym jest, aby, albo summa tych katéw byta réwna nie-
parzystej ilosci katow potpetnych, albo, zeby ich roznica byta r¢Mia ilosci
parzystej katdw poétpetnych;

2) aby dwa katy miaty tezsama dostawe lub tezsamg sieczng, ko-
niecznym i dostatecznym jest, aby, albo summa, albo roznica katow byta
rowna catkowitej ilosci katow peinych;

3) wreszcie, aby dwa katy miaty tezsama styczng lub tez dostyczng,
koniecznym i dostatecznym jest, aby roznica tych dwu katow byta iloScig
catkowitg katéw pétpeinych.

FUNKCYJE ODWROTNE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH LUB FUN-
KCYJE CYKLOMETRYCZNE.

51. Jezeli mamy dane funkcyje trygonometryczne m = sin6, albo
u cosG, albou= tgGi t. p. mozemy szuka¢ katéw, danej funkcyi try-
gonometrycznej odpowiadajacych. AV ten sposéb postawione zadanie
bedzie doprowadzato do wynalezienia zaleznosci katéw od funkcyj trygo-
nometrycznych, ktére to zaleznosci, jako nowe funkcyje, zowig sie fun-
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kcyjami odwrotnemi funkcyj kotowych albo funkcyjami
cyklometrycziiemi.

Jezeli mamy dang wstawe u, a chcemy znale$¢ katy lub tuki miara,
ich bedace, ktorychby wstawa byta réwna danej liczbie u, natenczas szu-
kane katy oznaczamy przez Arcus sinus = u albo krocej Arcsinu. Takie
zatym oznaczenie wskazuje wszystkie katy, ktérych wstawa jest u; jezeli
wiec G jest jednym z tych katow, ktérego wstawg jest u, natenczas na za-
sadzie tego co sie powiedziato w art. 43-im, bedzie

ArcsinM= nT -f-(— 1)"6.

Podobniez przez Arc cos cosinus = m albo krécej Arc cosw, rozumiemy
wszystkie katy, ktérych dostawa jest u. Jezeli wiec 6 jest jednym z tych
katow, ktorego dostawg jest u, na zasadzie art. 45-go, mie¢ bedziemy

Arccosw = 2m7it+ 6.

Podobniez, jezeli przez 6 oznacza¢ bedziemy jeden z katdw, ktorego sty-
czna = u, lub ktérego dostyczna = u, lub sieczna  u, lub wreszcie do-
sieczna = w, natenczas na zasadzie art. 44-go, 47-go, 48-go i 49-go, mieé
bedziemy _
ArctgM = Mt + 6,
ArccotgM = MC 6,
ArcsecM = nic = 6,

Arccosecm = wtt-f (— 1)"6.
AV'zoy te pokazujg, ze wartosci nowych funkcyj nie sg oznaczone, albo-
wiem kazda z nich posiada nieskoriczenie wiele warto$ci. AYartosci jednak
tych funkcyj bedg Scisle oznaczone, jezeli nie bedziemy ich rozwazali
w catej jak powyzej ogélnosci. Mozemy sie mianowicie umowié, jak sie
to zwykle robi, aby przez arcussinus, arcustangens, aixuscotangens i ar-

cus cosecans rozumiec te katy, ktdére przypadajg miedzy — i -{- ; za$
A a

przez arcus cosinus i arcu secans te katy, ktore przyjiadajg miedzy O i

takim razie kazda funkcyja cyklometryczna bedzie miata jedyng war-
tos¢, a dlajej oznaczenia uzywaé bedziemy odpowiednich oznaczen: arc sin M,
arccos arctg M arccotgw, arcsec M arc cosec M

Zatym prm arcsinu, T%rcf u, arccotgu, arccosecu, rozumie¢ bedzie-

my Jcat, zawarty miedzy — n ' Mjbrego odpowiednia wstawa” styczna®

dostyczna i dosieczna jest réwna u; za$ przez arccosu i arsecu rozumiec¢
bedziemy kat dodatny, przypadajacy miedzy O i Morego odpowiednia
dostaiva i sieczna jest réwna u.
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Anglicy na oznaczenie funkcyj cyklometrycznych, wten sposob okre-
$lonych, uzywajg znakowan

tak, iz

ZASADNICZE ZWIAZKI MIEDZY FUNKCYJAMI TRYGONOMETRY-
CZNEMILI.

52. Wedtug definicyi funkcyj trygonometrycznych, podanej w art,
20-ym, mamy

Podnoszac do kwadratu dwa pierwsze réwnania i dodajgc stronami odpo-
wiedniemi, otrzymamy

ze za$ w trojkacie OPM, (art. 20), na zasadzie twierdzenia Pytagoras'a
, przeto mie¢ bedziemy

Podstawiajgc wartosci x iy, otrzymane z dwu pierwszych réwnan, w ré-
whnanie trzecie, otrzymamy
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a podstawiajac tez wartosci a; i y w rownanie czwarte,

Podobniez podstawiajgc warto$¢ x w rownanie pigte, a wartos¢ y w ro-
wnanie szoste, otrzymamy

Tym sposobem przyszliSmy do pieciu réwnan

M)
(2)
®)
(4)
(%)

ktdére stanowig zasadnicze zwiazki miedzy funkcyjami trygonometrycznemi
tego samego kata.

Ze wzgledu, ze wartosci funkcyjtrygonometrycznych wyprowadzone
zostaty dla jakiegokolwiek kata, zwigzki powyzej otrzymane miedzy fun-
kcyjami trygonometrycznemi, majg miejsce dla jakiegokolwiek kata, czyli
sg wzorami ogdélnemi.

Z powyzszych pieciu réwnan mozemy wyprowadzi¢ wiele innych
godnych uwagi zwigzkéw, mianowicie mnozgc réwnania (2) i (3) stronami
odpowiedniemi, otrzymamy

(6)
z réwnan zas (4) i (5) mamy
<7)
(8)

Réwnania (6), (7) i (8) pokazuja, ze cotg8 i tg6, sec6 i cos6, wreszcie
cosec6 i sin 6 przedstawiajg pary funkcyj, z ktérych jedna jest odwrotno-
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Scig drugiej. Wiasno$¢ te zauwazyliSmy juz powyzej w art. 20-ym, opie-
rajgc sie bezposrednio na okresleniu owych funkcj?j.
Z ré\Miaii (2) i (3), wyprowadzamy nastepujace:

na zasadzie za$ wzoréw (4) i (5), otrzymujemy
9) sec"Grizl + tghe,
(10) coseche = 1 + cotg2 e,

53. Hoéwnania (1), (2), (3), (4) i (5), zachodzace miedzy szeScioma
funkcyjami trygonometrycznemi, z ktorych kazde przedstawia zwigzki
miedzy dwiema funkcyjamitrygonometrycznemi, sg tego rodzaju, Ze moze-
my je rozwigza¢, to jest wyrazi¢ ktérakolwiek z pieciu funkcyj trygono-
metrycznych przez kazdg z pozostatych,

"W tym jednak rozwigzaniu nalezy zauwazy¢, ze nie wszystkie otrzy-
mane warto$ci bedg $cisle oznaczone i tak np, jezelibySmy z réwnania (1)
chcieli wyrazi¢ dostawe i*rzez wstawe, otrzymamy

cos6= % |[/1 —sin2e,

otrzymujemy wiec dwie warto$ci na cosG. Przyczyng tego jest, ze z pomie-
dzy katéw, danej wstawie odpowiadajacych, sa nie tylko katy, ktérych do-
stawa jest dodatna, ale i katy, ktérych dostawa jest ujemna. Jakoz na
zasadzie art. 43-go, do tej samej wstawy, nalezg wszystkie katy, ktOJe daja
sie przedstawi¢ w ksztatcie m:-{-{—I)"e, gdzie e jest katem dodatnym,
zakonficzonym w pierwszej lub drugiej ¢émartce, gdy wstawa jest dodatna;
za$ katem ujemnym, zakonczonym w trzeciej lub czwartej Cwiartce, gdy
wstawa jest ujemna. Lecz, gdy wstawa jest dodatna t. j., gdy kat za-
konczony jest w pierwszej lub drugiej ¢wiartce, katom nn + (~I)'*e od-
powiada dostawa dodatna, gdy kat zakonczony w pierwszej c¢wiartce,
ujemna za$, gdy kat zakonczony w drugiej ¢wiartce; gdy za$ wstawa jest
ujemna t. j., gdy kat zakonczony jest w trzeciej Inb czwartej ¢wiartce,
katom ni: + (—I)"d, odpowiada dostawa ujemna, gdy kat jest zakon-
czony w trzeciej ¢wiartce, dostaAva za$ dodatna, gdy kat jest zakonczony
w czwartej ¢wiartce. Stad tez danej wstawie kata odpowiadajg dwie war-
tosci na dostawe. Jezeli wiec kat 6 zakonczony jest w pierwszej lub
czwartej ¢wiartce, natenczas cos6 — J/|1 — sin*6, gdy za$ kat 6 zakon-
czony jest w drugiej lub trzeciej éwiartce, natenczas

cose = —[/1 — sin”e.
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"W podobny sposdb mozemy wyjasni¢ przyczyne podwdjnej wartosci na
styczna,, dostyczng i sieczng kata przez wstawe kata, jak rowniez wartosci
innych fmikcyj trygonometrycznych.

Z tego, cosSmy powiedzieli wynika, ze réwnania (1), (2), (3), (4) i (5)
artykutu poprzedzajgcego, mozemy rozwigzaé¢ bezwzgledu na znaki, a je-
zeli to uskutecznimy, otrzymamy nastepujgce réwnania

<1)

(@)

(3)

(4)

(5)

(6)

PEZYKLADY.

3
1) Jezeli sin6= — , znaleS¢ bezwzgledne wartosci cos6, secG i tg 6.
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2) Jezeli cos6 = S , znale$¢ bezwzgledne wartosci sin 6, cosec G i cotg

Odp.
. 4 ) o

3) Jezeli sec6= 3 — , znale$¢ bezwzgledne wartosci tg 6 i sin 0.

Odp.
2

4) Jezeli tgb = 2 — , znale$¢ bezwzgledne wartosci sec 6 i sin 6.

Odp.

5) Jezeli sin8 = —, znale$¢ bezwzgledne wartosci cos 6, tg 6, cotg

i sec6. Odp. cos

2

6) Jezelitgb= — , znale$¢ bezwzgledne wartosci sin6 i sec

Odp.

Dowie$¢ prawdziwosci nastepujacych zwigzkow:.
7
8)

9)
10)

11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18) Jezeli sin6 = OT, tg 6 = w, natenczas

19) Jezeli cos6 = m, tg8 = n, natenczas
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20)  Jezeli t%ﬁ ab< , natenczas

n 1_ tgep 2
21)
22)
23)
24)
29) T A i i

. Sina . S 1 U
26) Jezeli sin6 = sm \—(— 61-= Px natenczas
nns y M 2 / CoSY '
L. ; . - Bill y

27) Jezeli cos6 = nsin @i cotgG = > natenczas

28) Jezeli cosa =: cospcosY = sinpsiny cosa, natenczas

29) Jezeli tg[5 = secasecy + tga tgy, natenczas

30) Jezeli cos6 = tgp cotgY, cotgb = sinp cotga, natenczas

WARTOSCI FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH KATOW 450, 390 60»,
CZYLI

54. Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem wartosci funkcyj trygono-
metrycznycli katéw 45®, 300 i 60», czyli ~ ij < Jezeli kat rowny 45"
czyli 1", natenczas w tréjkacie POM art. 20, mamy OM = PM, czyli

rzedna réwna odcietej, w tym przypadku wstawa réwna dostawie, na za-
rsadzie wiec rdwnania (1) art. 52-go, mamy
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zatym

(1)
(2)

na mocy za$ pozostatych réwnan artykutu 52-go, otrzymamy
@)
(4)
(%)
(6)

Do wzoréw (1) i (2) motibysmy takze przyj$é, pamietajac, ze na mocy
zwigzkow miedzy katami dopetniajgcemi sie

zatym sin 45" = cos 45®, biorgc za$ sin 45° zamiast cos 45® w réwnaniu
(1) art. 52-go, przyjdziemy do wzoru (1) powyzej wyprowadzonego.

55. Wezmy pod uwage kat XOP = 3® albo (fig. 19). Na-
kresimy pod linijg 0 X kat Pi OX réwny katowi XOP i z dowolnie obra-
nego punktu P na ramieniu OP,
spusémy prostopadig do 0 X, prze-
dtuzmy jg az do przeciecia z ra-
mieniem OPi w punkcie Pj, utwo-
rzy nam sie wtedy tréjkat POP,
rownoboczny.

Poniewaz POM jest potowa
kata POP,, przeto MP = MP,,-.
zatym MP jest potowa PP,, a tym-
samym potowg OP, zatym otrzy-
mamy

(1)

majac za$ wstawe 30®, znajdziemy
pozostate funkcyje trygonometry-
czne kata 3® na zasadzie wzoréw
(2), (3), (4), (5)i (6), art. 53-go,.



WARTOSCI FUNKCYJ TRYGOKOMETRYCZNYCH KATOW. 56. 55

56. Z wyrazen na funkcyje trygonometryczne kata 30®, czyli

znajdziemy funkcyje trygonometryczne kata 60°, czyli , pamietajac

0 zwigzkach, jakie zachodzg miedzy funkcyjamitrygonometrycznemi katéw
dopetniajacych sie, mianowicie:

mamy bowiem w tym razie

1)
@
(3)
(4)
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(5)

(6)

57. Z wzoréw wyprowadzonycli w poprzednich trzech artykutach
dajg sie wyprowadzi¢ przy zastosowaniu wzoréw podanych w artykutach
34-ym i 38-ym, wzory na funkcyje trygonometryczne katow 120®, ISS*

i 150®, czyli mianowicie:
1)
)
@)

(4,

®)

(6)

podobniez:
()

©)

9)

(10)

(11)

(12)
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wreszcie

(13)
(14)
(15)
(16)
(17)

(18)

ZWIAZKI ZACHODZACE MIEDZY FUNKCYJAMI KOEOWEMI ODWIIO-
TNEMI ALBO CYKLOMETRYCZNEMI.

58. Ze zwigzkdw, jakie zachodzg miedzy fuiikcyjami trygonometry-
cznemi, dajg sie wyprowadzi¢ odpowiednie zwigzki miedzy fmikcyjami ko-
towemi odwrotnemi albo cyklometrycznemi. Poniewaz, gdy kat 6 jest do-
datny i mniejszy od kata prostego,

przeto, jezeli potozymy sin 6 = w, otrzymamy

D)
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Poniewaz przy tyinsamym zatozeniu

cosec 8 = N — | przeto, ktadgc cos G = bedziemy mieli
J/ 1— cos™ 6

)

Poniewaz przy tymsamym zatozeniu

przeto, ktadac tg G = m, otrzymamy
@)

Poniewaz przy tymsamym zatozeniu

przeto, jezeli zatozymy cotgG = otrzymamy

(4)

Poniewaz znowu przy tymsamym zatozeniu



ZWIAZKI ZACHODZACE MIEDZY FUKKCYJAMI KOLOWi:Atl, — 59

przeto, zaktadajac sec6 = w, otrzymamy

()

Poniewaz wreszcie przy tymsamym zatozeniu

przeto, jezeli potozymy cosec6é = t/, otrzymamy

(6)

Takie zatym sa zwigzki miedzy funkcyjami cyklometrycznemi, gdy
kat przez nie przedstawiony jest dodatny i mniejszy od kata prostego,,
a tymsamym, gdy funkcyje trygonometryczne dane sg dodatne.

59. Wazory (1), (2), (3), (4), (5) i (6), artykutu poprzedzajacego
wyprowadzone zostaty przy tym zatozeniu, ze kat przez nie przedstawiony
jest dodatny i mniejszy od kata prostego, czyli gdy funkcyje trygonometry-
czne sg dodatne, tak, iz przez arcsinw, arccosM, arctgw i t. d., rozumiemy
katy mniejsze od kata prostego. Ze za$, wedtug okreslenia funkcyj cyklo-
metrycznychi, przez arcsinw, arctgw, arccotgw, arccosecw, rozumiemy ka-
ty dodatne, gdy funkcyje trygonometryczne sa dodatne, za$ katy ujemne
mniejsze co do bezwzglednej wartosci od kata prostego, gdy funkcyje try-
gonometryczne sa ujemne; przez arccosM i arcsecw rozumiemy katy do-
datne zawarte miedzy O i’é T, gdy dostawa i sieczna sa dodatne, za$

zawarte miedzy T i gdy te* funkcyje sa ujemne, przeto zachodzi
a

potrzeba wynalezienia zwiazkéw, jakie zachodzi¢ majg miedzy temi funkcy-

jami cyklometrycznemi, gdy funkcyje trygonometryczne przyjmujg war-

tosci ujemne.
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Jezeli we wzorach (1) artykutu poprzedzajgcego wstawa bedzie
ujemna i rowna — w, gdzie u oznacza liczbe dodatng, natenczas z uwagi,
ze w tym przypadku arcsin(—ii)=. — arcsin?®, mie¢ bedziemy na za-
sadzie tyclize wzoréw

ze za$

przeto mie¢ bedziemy

0)

Widzimy wiec, ze wzory (1) artykutu poprzedzajgcego utrzymujg sie dla
arctg, arccotg, arc cosec i w przypadku, gdy wstawa jest ujemna, za$ dla
arccos i arcsec nalezy w tych wzorach strony drugie wzigé ze znakiem
przeciwnym, tak, iz ow® wzory majg posta¢ 0golng

gdzie z podwdjnych znakéw znak -f- odnosi sie do przypadku gdy
za$ znak — do przypadku u C. O. Rozwazmy teraz jakiej zmianie ule-
gajg wzory (2) artykutu poprzedzajacego gdy dostawa jest ujemna.

Gdy dostawa dana jest ujemna i rébwna — u, gdzie oznacza
liczbe dodatnag, natenczas, wedtug okreslenia funkcjg cyklometrycznych,
arc cos (—u) przedstawia kat dodatny zakofczony w drugiej ¢wiartce i C ir,

gdy tymczasem odpowiednie wyrazenia arc sin
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przedstawiajg: pierwszy i'czwarty”

katy dodatne mniejsze od kata prostego, za$ drugi i trzeci katy ujemne
co do wartosci bezwzglednej mniejsze od kata prostego. Aby wiec znales¢
w tym przypadku zwigzki miedzy funkcyjami cyklometrycznemi, nalezy
mie¢ na uwadze:

1) Zze katy, majace jednakie wstawy sg katami spetniajgcemi sie
czyli, ze w tym przypadku kat, wyrazony funkcyjg arccos (— u) jest spet-
nieniem kata, majgcego wstawe dodatng = - czyli, ze w tym
przypadku, mie¢ bedziemy

2) ze rOznica dwu katdw, majacych tezsama styczng trygonometry-
czng jest réwna katowi potpetnemu, w tym wiec przypadku, kat dodatny,
odpowiadajacy dostawie ujemnej, otrzymamy, dodajgc T do kata ujemnego,
odpowiadajgcego danej stycznej trygonometrycznej czyli, ze wtedy

przeto

zatym kat, odpowiadajacy dostawie ujemnej, réwna sie spetnieniu kata
dodatnego, ktdrego styczna trygonometryczna

Przeprowadzaigc podobne rozumowania znaidziemy, ze

Co sie tyczy ostatniego zwiazku

ten sie utrzymuje w swej mocy, z przyczyny, ze kat, ktorego sieczna jest
ujemna, zakonczony jest w drugiej ¢wiartce. Tym sposobem wzory (2),
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artykutu poprzedniego w prz}i)adku, gdy dostawa jest ujemna, dajg sie
napisa¢ w ksztatcie

)

Widzimy wiec z tego, Ze gdy rozwazamy funkcyjg cyklometryczng dla do-
stawy ujemnej nalezy wewzorach (2) artykutu poprzedzajacego zamiast
arcsin, arctg, arccotg i arc cosec, bra¢ spetnienia katéw, odpowiadajacych
dostawie dodatnej w, pozostatg za$ funkcj"jg arc sec pozostawi¢ bez
zmiany.

Przeprowadzajgc podobne rozumowania przj*dziemy do nastepu-
jacych wzorow:

a) gdy u oznacza styczng trygonometryczng dodatng, natenczas

®3)

h) gdy u oznacza dostyczng dodatng, natenczas

*(4)

c) gdy u oznacza sieczng dodatng, natenczas

-(5)



(6)

«d) gdy wreszcie u oznacza dosieczng dodatng, wtedy

1

2)

3)

4)

5)

6)
7)
8)
9)
10)

11)

12)

ZWII"ZKI ZACHODZACE MIEDZY FUNKCYJAMI KOLOWEMI.

PKZYKLADY.

59.

63
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13)

TKTGONOMETRYJA PEASKA.

7: lub wreszcie

lub wreszcie
7z lub
ir lub
; lub
lub wreszcia
lub
lub
lub

lub wreszcie
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O RZUTACH PROSTOKATNYCH.

60. Rzutem prostokatnym albo ortogonalnym jakiego-
kolwiek punktu M w przestrzeni (fig. 20), na linijg X' X nazywamy punkt
przeciecia sie plaszczyzny
prostopadtej do linii  X'X,
przez dany punkt poprowa-
dzonej, z taz linijgjX'X. Li-
nija prosta X'X, zowie sie
osigrzutow.

Niech bedzie odcinek AB
linii prostej, zas a i b rzutami
punktéw koncowych tego od-
cinka na o$ X'X. Wyobraz- X'
my sobie na tym odcinku
punkt M i niech m bedzie
rzutem tego punktu na o$
X'X. Jezeli punkt ruchomy
M przebiega odcinek AB od A do B, natenczas rzut tego punktu prze-
biega¢ bedzie jednoczesnie na linii X'X, odcinek ab wKkierunku od a do 5,

Nazywamy rzutem odcinka AB na o$ X'X, odcinek ab osi X'X,
zawarty miedzy rzutami punktéw koncowych danego odcinka AB, rzut ten
bedzie dodatny lub ujemny, stosownie do tego czy punkt m przebiegajac
od a do h odbywa ruch w kierunku przyjetym jako dodatny, czytez w kie-
runku wprost przeciwnym. Jezeli zatym rzut odcinka AB na 0§ X'X
oznaczymy przez (AB), bedziemy mieli

(AB)==a&.

CL tn X

Jezeli rozwaza¢ bedziemy dwa odcinki AB i BA, utworzone ruchem pun-
ktu M w kierunkach wprost sobie przeciwnych, to rzuty tych odcinkéw
beda réwne a znaku przeciwnego, bedzie wiec

(AB)==-(BA).

W szczegblnym przypadku, gdy odcinek, ktéry rzucamy na o$ rzutéw lezy
na ptaszczyznie prostopadiej do tejze osi, wtedy rzut owego odcinka jest
punktem, a dtugos¢ tego rzutu réwna sie zeru. Jezeli figura, ktorej chce-
my znale$¢ rzut, znajduje sie wraz z osig rzutdw na jednej ptaszczyznie,
natenczas dla znalezienia rzutu jakiegokolwiek punktu tej figury, dosta-
teczng bedzie rzeczg spuscic z tego punktu prostopadig na o$ rzutéw,
a spodek tej prostopadiej bedzie rzutem tego punktu.

Bibl. mat.-fii., S. I, T. IV. 5
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(1. Tivierdmiie.  Summa algiehraiczna rmi6io tuieloJcata samlicnie-
tego, hadz “ptaskiego, badz ukos$nego jest réwna seni.
Niech bedzie wielokat zamkniety ABC DE A (lig. 21) i dajmy, ze
punkt ruchomy przebiega ten wielokat w kierunku ABCDEA. Punkt
A jest punktem wyjscia i powrotu
po dokonanym obiegu punktu ru-
chomego. Niech a, b, ¢, d, ¢, be-
da rzutami wierzchotkéw danego
wielokgta na 0§ X'X, rzuty te
ograniczajg na osi X'X odcinki
ab, bCj ..., ktore sg rzutami kaz-
dego z bokow wielokata. Ze za$
po ukonczeniu obiegu wielokata
przez punkt ruchomy, rzut tegoz
punktu, ktéregoto rzutu potozenie poczatkowe byto w a, powraca do tegoz
samego punktu a, j“rzeto na zasadzie tego co sie powiedzialo w art. 2-gim,
summa algiebraiczna tych rzutéw bedzie réwna zeru, czyli

ze za$ poditug powyzszej definicyi

czyli, ze summa algiehraiczna rzutow wielokgta zamhiidego jest rdéwna
zeru.

62. Jezeli mamy linijg tamang niezamknietg utworzong ruchem
punktu, wychodzgcego z punktu A i zatrzymujgcego sie w punkcie np. L,
natenczas, jezeli punkt A potgczymy z L, mie¢ bedziemy wielokat zam-
kniety, stosujac za$ do niego poprzedzajace twierdzenie, otrzymamy

stad

a ze
przeto
przychodzimy Aviec do waznego twierdzenia. Bzut jednego z bolcow tcielo-
kata zamknietego jest réwny summie algiebraicznej rzutow pozostatych bo-
kow icielokata, gdy w obu razach ten sam ivierzcholeh przyjmujemy jako
poczatkowy.

Z tego twierdzenia daje sie wyprowadzi¢ nastepujacy wniosek: jezeli
rozwazamy linije tamane, majgce korfice w tycn samych punktach, naten-
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€zas summa algiebraiczna rzutéw wszystkich czesci jednej linii tamanej
jest rowna summie algiebraicznej rzutow wszystkich czesci innej linii
tamanej, gdy tenze sam wspélny ich koniec uwazamy za punkt pocza-
tkowy.

63. Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem zwigzku, jaki zachodzi
miedzy dlugoscig danego odcinka, a jego rzutem. Niech bedzie dany od-
cinek AB (fig. 22) i a&
jego rzut na o§ X'X;
przyjmijmy, ze pocza-
tek tego odcinka AB
jest w punkcie A, za$
kierunek X' X jako do-
datny. Wiemy z Gieo-
metryi, ze jezeli mamy
w przestrzeni dwie pro-
ste krzyzujace sie, to
przez kat, jaki one two-
rzg z sobg rozumiemy
kat, jaki rownolegta do
jednej z tych prostych, Fig.
poprowadzona przez
ktéorykolwiek punkt
drugiej, tworzy z tgz

22a.

linijg drugg. Wogdl- ¢
nosci wiec czy prosta
AB i0$§X'Xlezag na
jednej ptaszczyznie,
K' X

czyiez sg'krzyzujgcemi
sie, tworzg z sobg kat
CAB, gdy prosta AC Fig. 226.

jest réwnolegta do X'X i poprowadzona z punktu A w kierunku powyzej
przyjetym jako dodatny. Ten kat CAB nazwijmy G. Rzutem odcinka
AB na 0§ X'X jest odcinek ab, ktéry na pierwszej z naszych figur jest
dodatny, na drugiej za$ ujemny, jest za$ rowny odcinkowi AD. Wedtug
okres$lenia dostawy kata, mamy

cos8 AR - sfad
AD = AB cos6, azeAD = a6.

przeto, tak co do wielkosci jako i kierunku
(AB) = a& = ABcose,
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przychodzimy wiec do nastepujgcego twierdzenia: JRzid odchika linii pro-
stej na oS, jest réwny iloczynowi dtugosci tego odcinhaprzez dostawe kata,
jaki tenze odcineh tworzy z osig rzutéw.

Zauwazy¢ nam wypada, ze na drugiej figurze rzut ah, jakeSmy juz
wspomnieli, jest ujemny, po prawej tez stronie powyzszej rownosci cos0,
jako kata zakoriczonego w trzeciej ¢wiartce, jest liczba ujemna,

64. Niech teraz bedzie wielokat zamkniety AB CDEF GA (fig. 23)
i przypusémy, ze punkt ruchomy przebiega catkowicie ten wielokat w kie-

runku ABCDEFGA, natenczas oznaczajac przez 6,, kOity™
jakie kierunki AB, BC, CD, DE, EF, ... tworzg z kierunkiem osi rzutow
dodatnym, a przez a, c,... rzuty odpowiednie wierzchotkéw wielokata,

natenczas na zasadzie art. 61-go i 63-go, mie¢ bedziemy
czyli

Jezeli jeden z bokdw wielokata np. CD lezy na ptaszczyZnie prostopadiej
do osi X'X w takim razie kat, jaki kierunek CD tworzg z osig a; t. j. 63

jest rowny 3 T aze coss— 7:°=0, przeto wzor ostatni redukuje sie wtedy do

Jezeli mamy linijg tamang niezamknieta ABCDEF G i potgczymy
punkty koncowe tej linii prosta AG, natenczas na zasadzie twierdzenia
art. 62-go, mie¢ bedziemy
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a jezeli przez 6 oznaczymy kat, jaki kierunek AG czyni z osig X'X
otrzymamy
AGcos6= ABcose, + BCcos63 + CDcos63 + DEcos + EFcos& +

+ FGCOSGG.

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE SUMMY LUB ROZNICY KATOW.

65. Zajmiemy sie teraz podaniem zwigzkéw, jakie zachodzg mie-
dzy funkcyjami trygonometrycznemi summy lub réznicy dwu katow,
a funkcyjami trygonometrycznemi tychze dwu katow. Naprzéd podamy
wzOr na wstawe summy dwu katow.

Niech a i p bedg dwoma katami dodatnemi jakiejkolwiek wielkosci,
dajmy np., ze jeden z katobw, mianowicie a, zakonczony jest w drugiej
¢wiartce uktadu. Niech
OM (fig. 24) bedzie ra-
mieniem koricowym te-
go kata. Poniewaz do
kata a mamy dodaé kat
P, przeto koncowe ra-
mie kata a, to jest OM
nalezy wzig¢ za pocza-
tkowe ramie kata p,

a wiec dla tego kata p

prosta OM bedzie tym,

czym jest prosta 0X

dla kata a t. j. doda-

tnym kierunkiem osi

odcietych, a prostopa-

dta do niej w punkcie

O w kierunku wzrasta-

jacych katow a, to jest

OY, kierunkiem do- Fig. 24.

datnym osi rzednych; dajmy nadto, ze drugi kat p zakonczony jest w pierw-

szej ¢wiartce dodatnej nowego uktadu, a jego ramieniem koncowym jest

OP. To przyjawszy, kat, ktéry bedzie summa katéw t. j. kat X OP
a + pbedzie miat poczatkowe ramie, schodzace sie z kierunkiem 0X,

ramieniem za$ koncowym tego kata bedzie OP.

Obierzmy na ramieniu koncowem kata p punkt P i spusémy z tego
punktu prostopadta PM na o$ 0X, drugiego uktadu, tudziez potgczmy .
punkt P z poczatkiem ukiadu O. Nastepnie zrébmy rzut linii tamanej
OMP, tudziez prostej OP, majgcych tezsame punkty koficowe na oS rze-
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dnycli oY pierwszego uktadu, natenczas, na zasadzie tego co sie powie-
dziato w poprzednicli artykutach o rzutach linij tamanych, mie¢ bedziemy

ze zas

przeto

Zwazmy, ze kat miedzy kierunkami OY i OP jest réwny katowi miedzy
kierunkami 0 X i OP zmniejszonemu o kat prosty, ze za$ kat miedzy kie-
runkami 0 X i OP jest rdwny summie dwu katéw t. j. a -f p, przeto

b)
Kat miedzy kierunkami OY i OM jest rowny katowi miedzy kierunkami

0 X i OM zmniejszonemu o kat prosty, ze za$ kat miedzy kierunkami 0X
i OM jest rowny katowi a, przeto

Wreszcie kat miedzy kierunkami OY i MP, jako majacy ramiona prosto-
padte do ramion kata XOM, jest rowny katowi miedzy kierunkami 0 X
i OM, czyli jest rowny katowi a, zatym

d)
Podstawiajac wartosci z réwnan h), c), cl) w réwnanie a), otrzymamy

Ze za$ wedtug definicyi funkcyj trygonometrycznych
skad

przeto podstawiajgc te wartoSci w rémianie poprzedzajace i opuszczajgc
spblny czynnik OP, znajdziemy

(1)
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taki zatym jest zwigzek miedzy wstawag summy dwu katéw, a wstawg i do-
stawg kazdego z katow.

Gdybysmy za katy a i p przyjeli imie katy dodatne t. j. zakoriczone
w jakichkolwiek ¢wiartkach doszlibySmy do tegoz samego wzoru.

Poniewaz przyjelisSmy, ze katy a i p sa dodatne, przeto biorgc na n
takg liczbe catkowitg dodatna, aby — gdzie p oznacza kat dodatny,
byto dodatne i stosujgc wzér powyzszy do dwu katéw a i ni  — [B) do-
datnych, bedziemy mieli

ze za$ wartosci funkcyj trygonometrycznych pozostajg tez same, gdy katy
powiekszamy lub zmniejszamy o catkowitg iloS¢ katow peinych, przeto
bedzie

aze

przeto

)

przyszliSmy wiec do zwiazku miedzy wstawg roznicy dwu katow a wstaAvg
i dostawg kazdego z tych katow.

AvVzory (1) i (2) majg miejsce i wtedy, gdy katy a i B sa ujemne,
gdyz wprowadzajgc do powyzszych wzoréw, zamiast katéw ujemnych,
katy dodatne powstate z katéw ujemnych przez dodanie odpowiedniej ilosci
katow petnych i rozumujgc podobnie jak w ustepie poprzedzajgcym przyj-
dziemy do wzoréw, ktdre nam pokaza, ze wzory (1) i (2) utrzymujg sie
i wtedy, gdy katy a i p sa ujemne. Wzory wiec (1) i 2) majg miejsce
jakiemikolwiek bytyby katy a i p, zatym sg og6lnemi,

6G. Jezeli we wzorach (1) i (2), powyzej wyprowadzonych, zamiast

kata a wezmiemy kat ~ + a, otrzymamy

ze za$ wedtug art. 34-go



72 TEYGO"OMNIETKYJA PLASKA.

przeto otrzymamy
(@) cos (a + P)= cosacosp — sina sinp,

2 cos (a— P)= cosacosp+ sinasinp.

PrzyszlisSmy wiec do wzoréw na dostawe summy lub réznicy dwu katéw,
ktére, jako wj-prowadzone z w"zorow ogolnych, sa. wzorami og6lnemi t. j.
majg miejsce dla wszelkich wielkosci katow a i p.

67. AYzory powyzsze dajg sie wyprowadzi¢ gieometrycznie przy
pomocy twierdzenia Ptolemeusza: w csworolgcie upisanym w loto, iloczyn
Hrsekatnych cziooroJcata réwna sie summie iloczynowi hoJcoivprzeciwlegtych
czworokata.

Dajmy, ze katy a i p sa mniejsze od kata prostego. Promieniem
dowolnym nakresimy okrag kota i poprowadZzmy Srednice AC, (fig. 25),

przy koricu A tej $rednicy nakreslmy z je-
dnej jej strony kat BAC —a, z drugiej
za$ strony kat CAD = P; przedtuzmy ra-
miona katow az do przeciecia sie z okregiem
kota w punktach B i D i poprowadZmy li-
nije BC, CD tudziez przekatng BD; na-
tenczas wedtug twierdzenia Ptolemeusza,
powyzej wystowionego, mie¢ bedziemy
AC.BD = BC.AD -f AB.CD.

Jezeli przez wierzchotek B poprowadzimy
Srednice BE, i punkt E przeciecia sie jej
z okregiem pofaczymy z punktem D, natenczas katy ABC, ADC i BDE,
bedg Latami prostemi, przeto na zasadzie definicyi funkcyj trygonome-
trycznych, bedziemy mieli

AR BD BD

Fig. 25.

Ze za$ kat BED = katowi BAD = a + p,
przeto BD = AC sin (a + p),
podobniez BC= ACsina, AD~ AC cosp,

AB~ACcosa, CD = ACsinp,
podstawiajac te wartosci w powyzsze rownanie i opuszczajac spolny czyn-
nik AC”*, otrzymamy

sin (a + p) = sina cosp -f cosa sinp.

68. Dowodzenie artykutu poprzedzajgcego mozna uogélnié i dla
przypadku, kiedy katy katy a lub p, albo oba razem sg wieksze od kata
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prostego i moga by¢ zakonczone w ktérejkolwiek ¢wiartce uktadu. W celu
wyprowadzenia tego wzoru dla przypadku najogélniejszego, nalezy katy
a i p wten sposob wykreslaé, aby przyjmujac kierunek AC jako dodatny,
jeden z katow wykreslaé .,

w kierunku rzednych do- ; E

datnycb, drugi za$ kat

w kierunku wprost j)rze-

ciwnyni i tak, jezeli np.

kat a zakonczony jest

w drugiej ¢wiartce ukfa-

du, p za$ w pierwszej

¢wiartce, ramie koncowe

kata a (fig. 25a), przyj-

mie Kkierunek AL, ramie

za$ koncowe kata p przyj- Pj™ "Ga.

mie kierunek AD. Prze-

dtuzajgc prostg AL az do przeciecia sie z okregiem kota w punkcie B,
prowadzac srednice BE i tgczac punkty EzD, BzC, BzDiDzC,
z czworokata AB DC, mie¢ bedziemy

BD.AC + AB.DC=zAD.BC,
ze za$ BD BE sinBED =BE sinBAD = BE sin DAL
= BE sin(DAC + LAC)= ACsin(a p),
AB =r ACcosCAB — AC cosa,
CD = ACsinp,
AD=: AC cosp,
BC ACsinBAC = ACsina,

przeto, po opuszczeniu czynnika spolnego AC”, otrzymamy
sin (a -f P) — cosasinp = sina cosp,

a stad
sin(a -f p) = sinacosp -f cosa sinp.

69. W celu wyprowadzenia wzoru na dostawe summy dwu katow,
dajmy, ze katy a i p sg mniejsze od kata prostego. Promieniem dowolnym
nakreslmy okrag kota i poprowadZmy Srednice AD (fig. 26), w koncach
A i D tej Srednicy nakre$imy katy ADB = a i CAD = p, po tejze samej
stronie Srednicy. Polgczywszy punkty B i C przeciecia sie¢ ramion tych
katéw z okregiem kota, poprowadziwszy przez punkt B $rednice BE i po-
taczywszy punkty E i C, mie¢ bedziemy
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AC = AD cos CAD=z AB cos p,
BD == AD cos ADB ri: AD cos a,

EO” BE cosCBE= BEcos —BEC)
= ADcos(|-—BAC)

= ADcos[|-(|-a-p);

Fig. 26. AD cos (a + p),

AB AD sin a,

CD AD sin (3,
a ze wedtug twierdzenia Ptolemeusza

AC.BD = BC.AD + AB. CD,
przeto, 13 podstawieniu w to réwnanie w:artosci powyzej otrzymanych i pa
oiiuszczeniu czynnika spolnego AD™ mie¢ bedziemy
cosacosp= cos (a-f-p)+ sinasinp,

stad za$

cos (a + p)= cosa cosp—sina sinp.
AVz0r niniejszy mozemy tgzsama droga wyprowadzié¢ i dla przypadku, kiedy
katy a i pprzyjmujg jakiekolwiek wielkosci, w tym razie nalezy katy a i p
wykreslaé w koricach $rednicy i gdy jeden z nich liczymy w kierunku y do-
datnych, drugi liczy¢ nalezy w kierunku wj)rost przeciwnym.

W podobny sposdb, moglibysmy wyprowadzi¢ wzory na wstawe i do-
stawe réznicy dwu katdéw; w pierwszym razie (gdy chodzi o wstawe réznicy
katow), katy a i p nalezy wykresla¢ z jednej strony $rednicy z tegoz same-
go jej konca, i liczy¢ w tym samym kierunku; w drugim za$ po réznych
stronach $rednicy, w koncach jej przeciwnych i liczy¢ w kierunkach wprost
I)rzeciwnych.

70. Ze wzgledu, Ze Avzory na wstawe i dostawe summy lub rdznicy
dwu katow odgrywaja wazng role w Trygonometryi, przytoczymy jeszcze
jeden dowdd, ktdry jakkolwiek nie jest tak ogolny, jak dowody podane
w poprzednich artykutach, odznacza sie jednak wielka prostotg. Dajniy”

ze kat a< ip< — ,nadtoa+ p< . Niech bedzie (fig. 27),

kat LOA réwny katowi » i SOL = p, natenczas kat SOA bedzie réwny
a+ P

Na linii OS obierzmy jakikolwiek punkt P, i z tego punktu spusé¢my
prostopadte PM i PB na linije OL i OA z punktu za§ M prostopadto
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na linije OA i PR. AYtecly z przyczyny, ze katy
sg dopetnieniami kata PMQ, bedzie kat QPM = QMO, a ze kat QMO
= MOA = a bedzie QPM = a. Na zasadzie definicyi funkcyj trygono-
metrycznych, mamy

ze za$ réwniez na zasadzie defini-
cyi funkcyj trygonometrycznych

przeto sin (a + p)  sina cos™ +
-f- cos a sin p.
Podobniez otrzymamy

czyli

stad
PrzyszliSmy wiec do wzoréw na wstawe i dostawe summy dwu katow

71. W podobny sposéb wyprowadzimy wzory na wstawe i dostawe
réznicy dwu katow. Dajmy, ze

Niech

bedzie kat LOA = a, kat LOS
= p, natenczas kat SOA=a—p.
Na linii OS wezmy jakikolwiek
punkt P, z tego punktu spus¢my
prostopadte PM i PU na linije
OL i OA, z punktu zas M
spusémy prostopadte MN i MQ
na linijg OA i na przedtuzenie
linii PR. AVtedy z przyczyny,
ze katy MPQ i LMQ sa dopet- Fig. 28.
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nieniami kata QJvip, przeto sg sobie réwne, a zeLmqQ = Lo A = a, przeto
i kat MPQ = a. To wiedzac zwazmy, ze na zasadzie definicyi funkcyj
trygonometrycznych, mamy

czyh

a stad

Podobniez

czyli

stad

72. "Wzory te wjprowadzone zostaty dla przypadku, gdy oba katy
a i p sg mniejsze od kata prostego, a nadtoa p-< ?TI' . Dowodzenie
jednak powyzsze daje sie zastosowac i do przypadkow, gdy katy aip
przyjmuja jakiekolwiek wielkosci dodatne. W tym razie nalezy tylko
odpowiednio wykresli¢ figure i pamietaé o znakach jakie majg funkcyje
~rygonometryczne katow, zakonczonych w réznych ¢wiartkach.

73. Wzory na wstawe i dostawe summy dwu katow pozwalajg nam
wyprowadzi¢ wzory na wstawe i dostawe summy ilukolwiek katow. Ja-
koz, jezeli we wzorze na wstawe summy dwu katow, wezmiemy P + Y,
zamiast p, mie¢ bedziemy

a jezeli cos (p + y) i sin (p -f Y) rozwiniemy wedtug wzordéw, otrzymanych
w poprzednich artykutach, znajdziemy
1)

Podobniez, jezeli we wzorze na dostawe summy dwu katéw zamiast p wez-
miemy p + Y) otrzymamy
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a podstawiajac warto$ci COS(P + y) i sin(p-f7), znalezione w poprze-
dnich artykutach, znajdziemy

)

W podobny sposéb mozemy znale$¢ wzory na wstawe i dostawe summy
czterech katéw, pieciu katoéw, i t. d. w ogoélnosci summy ilukolwiek katow.
Sposdb wyprowadzenia tych wzoréw jasno pokazuje, ze wstawa i do-
stawa summy ilukolwiek katow daje sie wyrazi¢ wymiernie przez wstawy
i dostawy kazdego z katow.

74. Z wzordw na wstawe i dostawe summy dwu katéw i ich réznicy
dajag sie wyprowadzi¢ wzory na styczng summy lub rdznicy dwu katow,
przez styczne trygonometryczne kazdego z katéw. Jakoz, poniewaz

przeto podstawiajac wartosci
otrzymamy

a dzielgc licznik i mianownik utamka po prawej stronie przez cosa cos”

1 pamigtajac, ze stha =:tga, SinB._ tgp, otrzymamy

1)

Podobniez, jezeli we wzorze

podstawimy wartosci sin (a—p) i cos (@a— P), a licznik i mianownik
utamka po prawej podzielimy przez cosa cosp, otrzymamy

()

Wzory (1) i (2) sg ogolne, to jest majg miejsce dla jakiejkolwiek wartosci
katéw a i p, gdyz wyprowadzone zostaty z wzoréw ogélnych.
75. Z wzordéw na styczng summy dwu katéw, mozemy wyprowadzié

wzory na styczng summy ilukolwiek katéw i tak, jezeli we wzorze (1) po-
przedniego artykutu, zamiast p weZmiemy p -j- y, otrzymamy

(1)
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rozwijajac tg(j3H-Y) na zasadzie wzoru (1) poprzedzajacego artykutu,
otrzymamy

W podobny sposéb mozemy wyprowadzi¢ Avzory na styczna summy czterecli
katow, pieciu katow i t. d. w ogolnosci ilukolwiek katow, a ze sposobu ich
wyprowadzenia fatwo spostrzezemy, ze styczna summy ilukolwiek katow
wyraza sie wymiernie przez styczne tychze katow.

76. Z w'zordw na wstawe summy lub réznicy dw'u katow mozemy
fatwo wyprow”adzi¢ wzory na dostyczng summy lub réznicy dwu katéw.

Jakoz, podstawiajagc we wzorach

wartosci

i dzielac liczniki i mianowniki utamkéw po prawej stronie przez sinasinp,
znajdziemy

0)

(2)

Jezeli we wzorze (1) zamiast p wezmiemy (p + y) i rozwiniemy wyrazenie
cotg (p + Y)na zasadzie wzoru (1), otrzymamy

3)

W podobny sposéb mozemy znales¢ wzory na dostyczng summy czterech
katéw, nastepnie pieciu katow i t. d. w ogdlnosci ilukolwiek katow”, a ze
gposobu wyprow” adzenia tatwo wniesiemy, ze dostyczna summy ilukolwiek
katéw daje sie wyrazi¢ wymiernie przez dostyczne tychze katow.

PRZYKLADY.

1) Jezeli sina= — , sinp= — , akatyaipc<]| , hatenczas

2) Jezeli sin a N o, cosp= ~, aip< <, natenczas
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o . 4 . T
3) Jezelisina= — ,sinp= — , ai@< — , natenczas

Dowie$¢ prawdziwosci nastepujacych zwigzkow:
4)
5)

6)

7
S)

2SincBinT
10) Gdy tgP=: ;Rm n , wtedy cotga, cotgP i cofcgy tworzg postep
sm (a -[-Y)

arytmetyczny.

11) Gdyi

12) Jezeli tg (op -J- @), tg @i tg (cp -j- p), tworzg postep arytmetyczny,
natenczas cotga, tgtp i cotgp, tworzg takze postgp arytmetyczny.

13)
14)

WZORY NA SUMME LUB ROZNICE FUNKCYJ CYKLOMETRYCZNYCH.

77. Wzory na wstawe, dostawe, styczng i dostyczng summy lub
réznicy dwu katéw doprowadzajg nas do odpowiednich zwigzkdw na summe
lub roznice dwu funkcyj cyklometrycznych. | tak: Jezeli przez a i p ro-
zumie¢ bedziemy katy dodatne mniejsze od kata prostego i zatozymy
(1) e
wtedy u i v bedg liczbami dodatnemi, zatym na zasadzie definicyi funkc™j
cyklometrycznych
2
AVz0r na wstawe summy dwu katow
przyjmie ksztat

(®)
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podobniez

(4)

Z tego ostatniego wzoru wnies¢ mozemy, czy summa katow a + p jest
mniejsza, czytez wieksza od kata prostego, mianowicie: kat a {- p bedzie
mniejszy od kata prostego, gdy dostawa jego jest dodatna, czyli gdy

-)- ¢ 1; bedzie za$ kat a + p wiekszy od kata prostego, gdy dostawa
jest ujemna, czyli gdy u® W pierwszym zatym przypadku,
otrzymamy ze wzoru (3)

a podstawiajgc za a i p ich wyrazenia (2), otrzymamy
arcsin i
gdy un A-t

W drugim za$ przypadku, gdy kat a + p jest wiekszy od kata prostego
czyli, gdy dostawa jest ujemna, na zasadzie tego co sie powiedziato
w art. 59-ym, mie¢ bedziemy

a podstawiajgc zamiast a i p ich wyrazenia (2), otrzymamy

Tym sposobem otrzymaliSmy dwa zwiazKi

(5)

(6)

pokazujgce nam w jaki spos6b summe dT\Ti katéw, odpowiadajacych danym
wstawom, mozemy wyrazi¢ przez jeden kat, ktérego wstawa bedzie nam
znana. Przez podobne rozumowania przyjdziemy do wzoru.

(7
ktéry bedzie miat miejsce bez zadnych ograniczen, albowiem réznica dwu
katow, z ktorych kazdy jest mniejszy od kata prostego przypada mie-
dzy
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78. Jezeli przez a i p rozumie¢ bedziemy katy dodatne, z ktorych
kazdy jest mniejszy od kata prostego i zatozymy

1)

zaczym idzie

)
natenczas, na zasadzie wzoréw na dostawe summy dwu katow, miec be-
dziemy

®)

Z tego wyrazenia fatwo WTiiesiemy, ze kgt a + p jest mniejszy od kata
prostego, gdy + > 1, jest za$ wiekszy od kata prostego, gdy
+ <;1; ze zas w przypadku, gdy dostawa jest ujemna, kat jej od-
powiadajacy arccosinus przypada w drugiej éwiartce uktadu, przeto réw-
nanie (3) na zasadzie definicyi funkcyj cyklometrycznych, daje nam

a podstawiajac za a i p ich wyrazenia (2), mie¢ bedziemy

(4)

AVzor ten pokazuje, w jaki sposob summe dwu katéw, ktérych dane sg

dostawy, mozna zastgpi¢jednym katem, ktdrego dostawa bedzie nam znana.
AV celu wyprowadzenia wzoru na réznice dwu katéw, ktérych dane

sg dostawy, uwazamy, ze

pierwszy z tych wzoréw mozemy napisa¢ w ksztatcie

Z tego wyrazenia sin (a — p) widzimy, ze kat a — p bedzie dodatny lub
ujemny, stosownie do tego czy v>-czytez v<Zu; w pierwszym przy-
padku to jest, gdy v'> u, kat a — p bedzie dodatny, a tymsamym, miec
bedziemy

w drugim za$ przypadku, gdy vCu, kat a— p bedzie ujemny, a tym
samym



82 TRYGONOMETIIYJA PLASKA.

podstawiajac w tych réwnaniach zamiast a i p ich wyrazenia (2), mie¢ be-
dziemy

®)

(6)

79. Jezeli przez a i prozumieé bedziemy katy dodatne, z ktérych
kazdy jest mniejszy od kata prostego i zatozymy
1)

natenczas, na zasadzie w"zoru na styczng summy dwu katow, mie¢ bedziemy

)
Z tego wyrazenia widzimy, ze kat a + P bedzie mniejszy od kata prostego,
gdyMv<ClI, zatym

Gdy za$ wv>> 1, kat a + P bedzie wiekszy od kata prostego, gdyz styczna
jego jest wtedy ujemna, przeto kat a p na zasadzie art. 59-go bedzie

N _i_/\

spetnieniem kata dodatnego, ktérego styczna jest = v >(;Wtym wiec
razie

podstawiajac za a i p ich wyrazenia (2), otrzymamy

®)

(4)

W podobny sposéb rozumujac, przyjdziemy do wzoru

()
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ktéry mieé bedzie miejsce bez zadnych ograniczen, albowiem réznica dwu
katdw, z ktérych kazdy jest mniejszy od kata prostego przypada miedzy

80. Jezeli przez a i p rozumieé¢ bedziemy dwa katy dodatne, z ktd-
rych kazdy jest mniejszy od kata prostego i zatozymy

1)
zaczym idzie

2
natenczas na zasadzie wzor6w na dostyczng summy dwu katow mieé be-
dziemy

®)

Jezeli > 1 dostyczna kata a + pjest dodatna, kat zatym a -f-p jest
mniejszy od kata prostego, wiec

(4)

jezeli za$ uv<il dostyczna kata a -}- pjest ujemna, kata  pjest wiekszy
od kata prostego, na zasadzie zatym art. 59-go bedzie spetnieniem kata

dodatnego, ktérego dostyczna jest " {‘,I,’} v W tym wiec przypadku
(5)

podstawiajac we wzorach (4) i (5) zamiast a i p ich wyrazenia (2), otrzy-
mamy

(6)

(7)

W podobny sposob rozumujac znajdziemy

(8)
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ktory to wzdér mie¢ bedzie miejsce bez zadnych ograniczen, gdyz roznica
dwu katéw a — p, z ktérych kazdy jest mniejszy od kata prostego przypada

miedzy -

81. Przy wyprowadzeniu w artykutach poprzedzajacych zwigzkdw
miedzy funkcyjami cyklometrycznemi, przypuszczalismy, ze kazdy z katow
a i P jest dodatny i mniejszy od kata prostego, a tymsamym, Ze dane fun-
kcyje trygonometryczne u i v sa, dodatne. Wedtug jednak definicji fun-
kcyj cyklometrycznych przez arc cosu i arc sec u rozumiemy nietylko katy
dodatne mniejsze od kata prostego, ale takze katy dodatne wieksze od kgta
prostego, a nie wieksze od kata pdipetnego, czyli dwu katéw prostych
_mianowicie wtedy, gdy w jest ujemne; podobniez przez arcsinw, arctgM,
tarccotgM i arc cosec w rozumiemy nie tylko katy dodatne nie wieksze od

, ale takze katy ujemne, co do wartosci bezwzglednej nie wieksze od

, a mianowicie wtedy, gdy u jest ujemne; wypada nam przeto poka-
za¢, jakim zmianom ulegajg zwigzki wyprowadzone w artykutach poprze-
dzajacych, gdy u i V przyjmujg wartosci ujemne.

Poniewaz

(1>

przeto, chcac znales¢ zwigzki miedzy fmikcyjami cyklometrycznemi dla
przypadku, gdy wi w sg ujemne, nalezy za tez funkcyje podstawi¢ powyz-
sze wartosci, wskutek czego otrzymamy wyrazenia, zawierajace funkcyje
cyklometryczne, w ktorych u i v bedg dodatne. Stosujgc zatym do nich
wzory artykutow poprzedzajacych przyjdziemy do zwigzkdw, ktore nam
pokazg, wjaki sposdb summa lub réznica dwu funkcyj cyklometrycznych
W przypuszczeniu, ze M i v sg ujemne, daje sie wyrazi¢ przez jedne fun-
kcyja cyklometryczng. Jako przyktad dajmy, Ze chcemy znales¢

gdzie
.Na zasadzie wzoréw (1), mamy
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stosujgc do wyrazenia w nawiasie wzor (4) art. 78-go, otrzymamy
)

Podobniez otrzymaliby$my

<3)

za$

(4)

Podobne wzory mozemy wyprowadzi¢ i dla innych funkcyj cyklometry-
cznych.

82. Przy zastosowaniach zwigzkéw, wyprowadzonych w artykutach
poprzedzajacych, nalezy zawsze mie¢ na uwadze, czy mi t; sg liczbami
dodatnemi czytez ujemnemi; jezeli sa dodatne, wzory art. 77-go, 78-go,
79-go i 80-go, wprost stosujemy; w przypadkach za$, gdy M i v sa ujemne,
nalezy wprowadzié¢ zwiazki (1) artykutu 81-go. Jezeli nie mamy blizszych
okreslen co do tego czy i r*0O, nalezy wprowadzi¢ odpowiednie
warunki, tak np. mie¢ bedziemy

PRZYKLADY.

Dowie$d nastepujacych zwigzkow:
1)
2)

3)
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4) arcsm4——arc sin—5 -f arcsinl—6 r
5 13 65 2 .
5) arctg —— arctg — =: arctg — , gdy > 1.
X X . X X O N B
6) arctg + arcsin = arctg n,
1/2 JI2 —

FUNKCYJE TRYGONOMETKYCZNE KATOW WIELOKROTNYCH.

83. Jezeli we wzorach podanych na wstawe, dostawe, styczna i do-
.styczna, summy dwu katdw, zatozymy, ze kat a = [3 natenczas otrzymamy
nastepujace wzory

(1) sm2a = 2sinacos a,
(2) cos2a — costa — sin a,

ktore pokazujag nam w jaki sposéb funkcyje trygonometryczne katdw
dwa razy wiekszych od kata danego wyrazajg sie przez funkcyje trygono-
metryczne kata danego.

Gdybysmy chcieli mie¢ wyrazong wstawe i dostawe kata podwojnego
przez samag wstawe lub samg dostawe kata danego, dostatecznym bedzie
w powyzszych wzorach (1) i (2) raz za dostawe, drugi raz za wstawe pod-
stawi¢ ich wartosci wynikajgce ze zwigzku (1) art. 52-go; co uskuteczniw-
szy otrzymamy

(sin2a = d= 2sina —sin”a,
®)

‘sin2a = d=2cosa [/ 1—cos™a,
©6) lcos2a= 1— 2sin™a,

(cos2a = 2cosha — 1,

84. AYzory (5) i (6) artykutu poprzedzajgcego pokazujg, ze gdy da-
ny jest kat, to wartosci sin2a i cos2a, sg Scisle oznaczone. Jezeli jednak
kat nie jest nam znany, lecz dang jest jego wstawa lub dostawa, to dostawa
kata podwdjnego bedzie SciSle oznaczona, wstawa za$ bedzie miata dwie
wartosci, czyli bedzie nieoznaczona, dopoki innego danego warunku miec
nie bedziemy. Przyczyna tej nieoznaczonosci wstawy kata podwdjnego,,
gdy dang jest albo wstawa, albo dostawa kgta danego, daje sie fatwo wy-
jasni¢. Jakoz, przypus¢my naprzod, ze wstawa kata a jest dana = a,
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natenczas kat jej odpowiadajacy jest nieoznaczony, a jego wielkosci daja
sie najoisac (art. 43-ci) w ksztatcie

gdzie Q oznacza jeden z katdw, ktérego wstawa jest — a. W tym przy-
padku wartosci wstawy 2 a, otrzymamy ze wzoréw

sin2a= sin[2wT: f (— 1)"26]= sin 26, gdy n parzyste

sin2a=:sin[2wT + (— 1)"2G —sin26, gdy n nieparzyste,
podobniez
cos2a = cos [2n7r + (—1) "26] = cos 26,
Czy n parzyste czytez nieparzyste.

AYidzimy wiec, Zze wstawa kata podwdjnego ma wtedy dwie wartosci,
dostawa za$ jedne, co tez wzory (0) i (6) nam pokazuja.

Podobnie rzecz sie ma, gdy mamy dostawe kata a rowng h. Jezeli
oznaczymy przez 6, ktdrykolwiek z katow, ktoérego dostawa wielkosci
wszystkich katéw, odpowiadajacych danej dostawie, dajg sie przedstawié
w ksztatcie (art. 45-ty)

ANIC+ 6,
a tymsamym wartosci sin 2a i cos 2a, beda nastepujace:
sin (Aw7crt 26)  d=sin 26,
cos (4w7u £ 26) = cos 26,

wstawa wiec kata podwdjnego przy danej dostawie kata danego ma dwie
wartosci, dostawa za$ tylko jedne warto$¢, co tez wzory (5) i (6) nam po-
kazuja.

85. Podwdjna wartos¢ wstawy kata podwojnego, w przypadku, gdy
dang jest wstawa lub dostawa kata danego, daje sie wyjasni¢ gieome-
trycznie.

Niech X OPi (fig.29) bedzie
najmniejszym z katow dodatnych,
ktorego wstawg jest « > O, naten-
czas nie tylko katy majace koricowe
ramie OP|, ale i katy majace kie-
runek OP2 (P,0X=r=P2 0X"),

sin 2a
cos 2a

bedg miaty jedne i tezsamg wsta- o\

we, skutkiem tego i dwie rézne

wartosci kata podwojnego beda od- \
powiadaty danej wstawie: XOQ,

(X0Q,=:2X0P,), tudziez X0Q2 \y'

(27:~—XOQi). Zatym wstawa Fig. 29.
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kata X0Q2 bedzie réwna co do wartosci bezwzglednej wstawie kata
X OQi, a znaku przeciwnego; czego tez dowodzi wzor poprzednio wypro-
wadzony. Podobniez bedzie sie rzecz miata, gdy dana wstawa jest ujemna.

Podobne rozumowania mozna przeprowadzi¢ i dla przypadku, gdy
sin 2a wyrazamy przez dostawe kata a.

86. Z wzordw art. 83-go mozemy wyprowadzi¢ wiele innych wzoréw,
z ktérych przytoczymy te, kt6re sg najczestszego uzycia przy przeksztatca-
niu funkcyj trygonometrycznych. | tak wzory (6) dajg nam

M)

()

Z podzielenia tych r&"NTian przez siebie stronami odpowiedniemi otrzy-
mamy

®3)

z tego za$ réwnania znajdziemy

(4)

Podobniez wiemy, ze

ze za$
(5) przeto

Wiemy, ze

podstawiajgc zamiast 2cos2a wyrazenie z rownania (6) art. 83-go, otrzy-
mamy

(6)

87. Jezeli we wzorach (1) i (2) art. 73-go zalozymy =
i w pierwszym z tych wzoréw zamiast cos™a wezmiemy 1— sin*a, w dru-
gim za$ zamiast sin*a weZzmiemy 1— cos™a, otrzymamy wzory na wstawe
i dostawe kata potrojnego, mianowicie:
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Q) sin3a= 3sina—4sin®a,
2 cos 3a—4 cos'a — 3cos a.

Z tych wzoréw pokazuje sie, Ze sin 3a przez sina, a cos 3a przez cosa
wyrazajg sie wymiernie i catkowicie, przeciwnie za$ sin 3a wyraza sie nie-
wymiernie przez cosa, a cos 3a niewymiernie przez sina. Z tego wypada,
ze gdy dang jest wstawa kata, wstawa kata potrdjnego jest Scisle ozna-
czona, gdy tymczasem cos 3a mozemy tylko wyznaczy¢ co do wartoSci
bezwzglednej; gdy za$ dang jest dostawa kata, dostawa kata potréjnego
jest Scisle oznaczona, wstawa za$ jedynie co do warto$ci bezwzglednej.
Przyczyne tego mozna wyjasni¢ w sposéb podany w art. 84-ym.

Jezeli mamy wyrazone sin (m — 1) a i cos (m — 1)a przez sina
i cosa, mozemy tatwym sposobem wyrazi¢ sinma i coswa przez tez
fmikcyje trygonometryczne. Jakoz, jezeli we wzorach (1) art. 65-go i (1)
art. 66-go zatozymy p= (m— 1) a, otrzymamy

3) sinma.= sinacos(m—1l)a + cosasin(m — I)a,
@) cosma — cosacos (m— 1l)a— sinasin(m — 1) a,

ktére nam pokazujg, wjaki sposob mozemy znale$¢ sin ma i cosma, gdy
dane sg sin (m— 1)a i cos(m — 1) a. Z wzordw tych przez kolejne zakla-
danie za m liczb 5,6,7,... otrzymamy wzory na sin4a i cos 4a, sin 5a
i cosba, it. d. wfunkcyisinai cosa.

88. Jezeli we wzorach (1) art. 75-go i wzorze (3) art. 76-go za-
tozymy a= p= Y, otrzymamy wzory na styczng i dostyczng kata po-
tréjnego, mianowicie:

cotg"a—Scoig_a

2\ cotg 3a — 3 cotg2a —

"Wozory te pokazujg nam, Ze styczna kata potrdjnego wyraza sie wymiernie
przez styczng kata danego, dostyczng za$ kata potrdjnego wymiernie przez
dostyczng kata danego.

Jezeli znamy wyrazenia tg (m — 1) a przez styczng kata a
i cotg (m — 1) a przez dostyczng kata a, znale$¢ mozemy tak tgtna, jak
i cotgwia. Jakoz, jezeli w réwnaniu (1) art. 74-go i réwnaniu (1) art. 76-go
zamiast @ podstawimy (m — 1) a, otrzymamy

\ ot tg(m —I
f\g) @ %atgat (m — ?)aa '
coftga cotg(m—ha—1

(4) cotgma = cotga+ cotg(m—1)a °
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Wzory te pokazuja, w jaki sposob przez kolejne zaktadanie za m liczb
4, 5,... potrafimy wyrazi¢ tg4a, tg5a,... przez tga, tudziez cotg4a,
cotg 5a,... przez cotg a.

PEZYKLADY.

1) Jezeli sin natenczas

Dowie$¢ nastepujacych zwigzkow:

2)

3)
4)
5)
6)

7)
8)
9
10)

11)

12)
13)
u)

15)

16)

17)
18)
19)
20)
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21)

22)
23)
24)

25)

26)

27) Jezeli natenczas cos!  jest ujemne.
28)

29)
30)

89. Ze zwigzkéw wyprowadzonych w artykutach poprzedzajacych
na funkcyje trygonometryczne kata podwdjnego, mozemy wyprowadzic¢
zwigzki odpowiednie dla funkcyj cyklometrycznych. | tak, na zasadzie
wzoru (1) art. 83-go, mamy

jezeli zatozymy sina = u i przypuscimy, ze w O, wtedy

1

Zeby sie przekonaé, czy kat 2a jest wiekszy od kata prostego,
czytez od niego mniejszy szukajmy dostawy kata 2a. Wiemy, ze
cos2a = | — 2sin2a, zatym

)

Ten wzo6r nam pokazuje, ze kat 2a bedzie mniejszy od kata prostego,
gdy 1> 2 M, bedzie za$ wiekszy od kata prostego, gdy 1¢ 2w" W pierw-
szym przypadku ze wzoru (1) otrzymamy, 2a  arcsin2t< J/I—m*», czyli
2arc8inM = arcsin2w — w  drugim za$ przypadku, na zasadzie-
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art. 59-go, mie¢ bedziemy 2a= T —arcsin 1—czyli 2arcsinu
—arcsin2M JAN—u"?, otrzymujemy zatym dwa zwigzki

@)
(4)

Wezmy teraz pod uwage wzor (2) art. 83-go, ktdry napiszmy w ksztatcie

Jezeli zatozymy cos

2 a bedzie mniejszy od kata prostego, gdy > , bedzie za$ wiekszy od

kata prostego, gdy N ;o ze za§ w przypadku, gdy dostawa jest

ujemna, kat jej odpowiadajgcy arcus cosinus znajduje sie w drugiej
¢wiartce uktadu, przeto na zasadzie definicyi funkcyj cyklometrycznych,
mie¢ bedziemy ogo6lnie

Jezeli weZmiemy pod uwage wzdr (3) art. 83-go t.j. i za-
tozymy tga = M wtedy

Z tego wzoru widzimy, ze kat 2 a bedzie mniejszy od kata prostego, gdy
lii' ; bedzie za$ wiekszy od kata prostego,
gdy > 1iwtedy na zasadzie art. 59-go, mie¢ bedziemy

zatym 2a = arc th 2

podstawiajac za a jego wyrazenie przyjdziemy do nastepujgcych wzorow
(6)

()

Rozwazmy nastepnie réwnanie (5) art. 86-go mianowicie:

(8)
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i zatozmy

Zeby sie dowiedzieé czy kat 2a jest mniejszy, czytez wiekszy od kata pro-
stego, szukajmy dostawy kata podwaojnego, na zasadzie wzoru (4) art. 86-go,
mieC bedziemy

Ten wz6r nam pokazuje, ze dostawa 2 a bedzie dodatna, gdy < 1, be-
dzie za$ ujemna, gdy w pierwszym przypadku kat 2a bedzie
mniejszy od kata prostego, w drugim za$ wiekszy od kata prostego.

W pierwszym przypadku ze wzoru (8), otrzymamy 2a = arc8in ,

w drugim za$ przypadku 2a= T — arcsin . Podstawiajac za a jego

wyrazenie otrzymamy
9)
(10)

Jezeli wreszcie we wzorze (4) art. 86-go

zatozymy tga = u, skad a = arctgw, otrzymamy

dostawa bedzie dodatna gdy ujemna zas, gdy w pierwszym
przypadku kat 2 a bedzie mniejszy, w drugim za$ wiekszy od kata prostego;
Ze za$ w przypadku, gdy dostawa jest ujemna, kat jej odpowiadajacy
arcuscosinus znajduje sie w drugiej éwiartce, przeto na zasadzie definicyi
funkcyj cyklometrycznych, otrzymamy ogdlnie

(11)

90. Wzory wyprowadzone w artykule poprzedzajgcym mozemy tez
tatwo otrzymacé ze zwigzkow miedzy funkcyjami cyklometrycznemi, poda-
nych wart. 77-ym, 78-ym i 79-ym. Jakoz, jezeli w tych zwigzkach zalo™
zymy p= a, przyjdziemy do wzoréw nastepujacych:
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Podobniez na mocy wzoru (3) art. 79-go, bedziemy mieli

ze za$, gdy

zatym

otrzymujemy wzér (9) art. 89-go. Na mocy za$ wzoru (4) art. 79-go

ze za$, gdy

.otrzymujemy wiec wzér (10) art. 89-go.
"W podobny sposéb mozemy wyprowadzi¢ wzér (11) art. 89-go. Jakoz,

na mocy wzoru (3) art. 79-go, mamy

ze za$, gdy

Na mocy za$ wzoru (4) art. 79-go,
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Ze za$, gdy
, zatym
Jezeli teraz zwazymy, ze na mocy art. 58-go,
bedziemy mieli
AV obu wiec razach czy w* < 1, czytez 1, mamy

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE POLOWY KATA.
91. WzOEY NA WSTAWE | DOSTAWE POLOWY KATA.

Jezeli we wzorach (6) artykutu 83-go weZzmiemy  zamiast a, otrzy-
mamy

stg,d za$

(1)

PrzyszliSmy do wzoréw na wstawe i dostawe polowy kata, wyrazonych
przez dostawe tegoz kata, ze za$ wzory te wyprowadzone zostaty z wzorow
(6) art, 83-go, ktoére maja miejsce dla jakiegokolwiek kata, przeto i wzory
(1) i (2) maja miejsce dla jakiegokolwiek kata a, czyli, ze sq wzorami
ogdélnemi.

Z wzoréw powyzszych wynika, ze kazdej wartosci dostawy kata a
odpowiadajg dwie wartosci wstawy i dwie wartosci dostawy potowy tegoz
kata. Przyczyne podwojnej wartosci mozemy wyjasni¢ w sposéb nastepu-
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jacy. Jezeli dang jest dostawa kata a, natenczas 2 ni: dba wyobraza nam
wszystkie katy, ktdre majg tezsamg dostawe co kat cc, zatym wyrazenie,
a

ktére nam daje sin — przez cosa powinno nam da¢ wartosci wstawy kaz-
dego kata, wynikajacego ze wzoru (2WT. db a). Lecz
= sinn7fcos— = cosw T sin =% sina , otrzymujemy wiec dwie
wartosci, roznigce sie jedynie znakiem, co tez wzor (1) nam pokazuje.
Podobniez wyrazenie, dajace nam wartos¢ cos , przez cosa, powinno nas
doprowadza¢ do dostawy wszystkich katow, wynikajacych ze wzoru
; Ze za$ cos
przeto otrzymujemy dwie wartosci, ro-

Zniaceysie JGANHACEKIET. FONZs RO YA h ARIBEHAS wartose

i cos — mozemy takze wyjasni¢ gieometrycznie. Niech!
A

bedzie najmniejszym z katéw dodatnych, ktérego dostawa jest dana, naten-
czas nietylko katy dodatne,
majace ramie koncowe OP,,
A ale i katy dodatne majace
ramie koricowe OPj (XOP,
> AlYOPa), bedag miaty jedne
i tezsamg dostawe, zatym
dwie wartosci wstawy potowy
kata bedg odpowiadaty da-
X' o X  nej dostawie, jedna, odpo-
wiadajgca katowi XOQ,
l'idruga,

Y

odpowiadajaca katowi!

mianowicie: sin

Poniewaz tej samej dostawie odpo-
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wiadajg i katy ujemne, jezeli wiec XOPa = a bedzie co do wartosci bez-
wzglednej najmniejszym z katow ujemnych, odpowiadajacych danej do-
stawie, to nie tylko katy ujemne, majgce ramie koricowe OPa, ale i katy
ujemne, majagce ramie koricowe OPi (kat rozwarty

+ kat ostry XOP,), bedg mialy tezsamg dostawe, zatym otrzymamy od-
powiednie wartosci wstawy potowy kata

Widzimy wiec, ze gdy dang jest dostawa kata, bedziemy mieli dwie war-
tosci wstawy potowy kata. W ten sam sposdb mozemy wyjasni¢ podwojn%
warto$¢ dostawy potowy kata.

93. Z tego, co sie wyzej powiedziato, wynika, ze podwojna wartos¢
wstawy i dostawy potowy kata utrzymuje sie dop6ty, dopdki znamy jedynie
dostawe kata. Jezeli jednak znany nam jest kat a, wtedy bedziemy znali

i kat , a tymsamym bedziemy wiedzieli, jaki nalezy wzig¢ znak dla sin
i cos . Znika rowniez watpliwo$¢ co do podwdjnej wartosci sin
i 0B , jezeli nie znamy samego kata a, ale wiemy, w ktorej éwiartce
uktadu znajduje sie ramie koncowe kata - i tak, jezeli wiemy np., ze

przypada miedzy wtedy sin- i sg ujemne, a tymsamym

znak przed pierwiastkiem nalezy wzig¢ —.
94. Starajmy sie teraz wyznaczy¢ wstawe i dostawe potowy kata

przez jego wstawe. Jezeli we wzorze (1) art. 83-go weZmiemy zamiast
a, otrzymamy

stad za$
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2atym
(1)

2

stad za$
(3)

(4)
PrzyszliSmy do wzordw, pokazujacych nam, w jaki sposob

daja sie wyrazi¢ przez sina; Ze za$ te wzory wyprowadzone zostaty ze
wzoréw, stuzacych dla jakiegokolwiek kata a, przeto wzory (3) i (4) majg
miejsce takze dla jakiegokolwiek kata a, czyli sg wzorami ogdlnemi.

95. "Wozory powyzsze pokazujg nam, Ze danej wstawie kata odpo-
Tviadajg cztery wartosci wstawy i cztery wartosci dostawy potowy kata.
Przyczyne tego mozemy wyjasni¢ w sposéb nastepujacy. Niech a bedzie
jednym z tych katow, ktérego mamy dang wstawe, wtedy
bedzie nam wyobraza¢ wszystkie katy, ktorych wstawa bedzie takaz-

samg jak dla kata a, zatym wyrazenie sin ~ przez sina, dawa¢ nam powin-

no wstawy wszystkich katéw, wynikajgcych ze wzoru
Przypus¢my, ze n jest parzyste =:2m, natenczas

jezeli n jest nieparzyste i rowne 2tn -f I> natenczas

Oftrz3rmujemy wiec cztery warto$ci wstawy potowy kata, gdy dana
jest wstawa tegoz kata.

Podobniez, wyrazenie, ktdre nam daje dostawe i przez wstawe a,
I

powinno nam dostarcza¢ dostawy wszystkich tych katow, ktore wynikaja

Z€ Wzoru
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Jezeli n parzyste = 2w, natenczas

jezeli za$ n nieparzyste = 2m + 1? natenczas

otrzymujemy wiec cztery warto$ci dostawy potowy kata, gdy dana jest
wstawa tegoz kata.

96. Z tego, cosmy powiedzieli w artykule poprzedzajacym, wynika,
ze jezeli co do kata a nie mamy zadnego blizszego okreslenia, wtedy nie
mozemy takze okresli¢, ktére z podwdjnycti znakéw, zachodzacych we

wzorach (3) i (4), bra¢ nalezy, a tymsamym otrzymujemy dla

po cztery rdzne wartosci. Jezeli jednak kat a, jest dany, lub tez wiadomo
nam, w ktdrej ¢wiartce uktadu potozone jest ramie korcowe kata, w ta-
kim razie mozemy w kazdym przypadku, bez zadnej trudno$ci wskazac,
ktory ze znakow braé nalezy. Jakoz, przypus¢my, ze kat a znajduje sie

w pierwszej ¢wiartce uktadu spdtrzednych i przypada miedzy O i —, wtedy
kat E'przypadaé bedzie miedzy O i%—, w tym przypadku

sg dodatne nadto cos sin . Rozwazajac réwnania (1) i (2) widzi-
my, ze lewa strona rownania (1) jest dodatna, przeto pierwiastek po prawej
stronie nalezy wzia¢ ze znakiem ze za$ lewa strona réwnania (2) jest
ujemna, przeto pierwiastek po prawej nalezy wzia¢ ze znakiem —. Jezeli

wiec a przypada miedzy Oi  ? mie¢ bedziemy

zatym
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3
Zatdézmy powtdre, ze k%t a przypada miedzy — i 2TG W tym razie kat

3 o .
 przypada¢ bedzie miedzy -~t: ii:. W tym przypadku cos — jest
ujemna, sin - za$ dodatna i co do wartosci bezwzglednej mniejsza od

oS 5 zatym lewa strona réwnania (1) jest ujemna, przeto pierwiastek

po prawej stronie nalezy wzia¢ ze znakiem —; lewa za$ strona réwnania
(2) jest dodatna, przeto pierwiastek po prawej nalezy wzia¢ ze znakiem -f.
Jezeli wiec a przypada miedzy ¢ , mamy

zatym

97. Mozemy tatwo wskaza¢ ogolne prawidto na wyznaczenie zna-

kow dla wyrazen sin + cos i sin-» oS a tymsamym i dla

Jakoz, wiemy, ze

@ T
"Wyrazenie po prawej jest dodatne, gdy y + ~ przypada miedzy 2n%

i (2n7t+ 1) jestzaSujemne, gdyy + przypada miedzy (2n + 1)7c
i(2n-1-2)7r, gdzie w obu razach n jest liczbg catkowitg dodatng lub

ujemna, albo takie zerem. Zatym sin -f cos y bedzie dodatne, gdy
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przypada miedzy 2ni: bedzie za$ ujemne, gdy e
3 7

przypada miedzy 2w7: + — i:i2nz-f-j-7:;w szczegblnosci, gdy :
bedzie dodatne, gdy ~ przypada miedzy
bedzie za$ ujemne, gdy przypada miedzy -

Poniewaz znowu

przeto, rozumujac w sposdb powyzej przytoczony, znajdziemy, ze
bedzie dodatne, gdy przypada miedzy

A
bedzie za$ ujemne, gdy s przypada miedzy

gdzie n oznacza liczbe catkowitg dodatng lub ujemna, albo takze

zerem. "W szczego6lnosci, gdy n= 0, sin i cos 3 bedzie dodatne, gdy
]
e przypada miedzy i , bedzie za$ ujemne, gdy  przypada mie-
dzy o

Dla wyjasnienia tego prawidta przypusémy, ze zachodzi potrzeba
znalezienia kata a, dla ktérego

"W tym przypadku, we wzorach (1) i (2) nalezy bra¢ znaki dolne t. j. —.
Poniewaz we wzorze (1) bierzmy znak — przeto, na zasadzie tego co sie

powyzej powiedziato, kat A przypada miedzy

poniewaz za$ we wzorze (2) bierzemy znak —, przeto kat przypadac
bedzie miedzy > ui2m: o . Kombinujac te dwie wartosci
kraficowe kata ~ , przychodzimy downiosku ostatecznego, ze kat przy-

pada miedzy
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gdzie n jest liczbg catkowitg dodatng lub ujemng, albo takze zerem.

98. W2zOEY NA STYCZNA | DOSTYCZNA POLOWY KATA.

Dla wyprowadzenia wzoru na styczna potowy kata przez styczng
tegoz kata, uwazamy, ze jezeli we wzorze (3) art. 83-go zamiast a wezmiemy

, otrzymamy

1)

Podwdjng warto$é, jaka otrzymalismy dla tg -"a, mozemy wyjasni¢ w spo-

s6b nastepujacy. Jezeli a jest jednym z tych katéw, ktorego styczna jest
dana, natenczas nT: + a przedstawia nam wszystkie katy, ktérych styczna
jest takg samg jak styczna kata a; wyrazenie zatym, ktére nam daje

tg a, powinno nam dawac wartosci stycznej wszystkich katow, wynika-

jacych ze wzoru a (nT: + a). Jezeli przypuscimy, Ze n parzyste = 2m,
natenczas

jezeli za$ n nieparzyste 2m + 1, natenczas

mamy wiec dwie rézne wartosci tg a, gdy dang jest styczna kata a, co
tez pokazuje wzér (1).

Z tego, codSmy powiedzieli, wynika, Ze gdy dang jest styczna pewnego
kata, wypadajg zawsze dwie wartosci stycznej potowy kata. Jezeli jednak
jdanym jest kat a albo tez wskazanym jest, w ktorej cwiartce uktadu znaj-
duje sie ramie koncowe kata a, bedziemy wiedzieli tymsamym, kiedy tg
jest dodatna, a kiedy ujemna, a zatym nie mamy wtedy watpliwosci co do
tego, z jakim znakiem nalezy wzig¢ pierwiastek.
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99. Mozemy takze wyrazi¢ styczng potowy kata przez wstawe i do-
-stawg/otegoz kata. Jakoz wiemy, ze

stad za$ na mocy zwigzkow (6) art. 83-go,
1)
(2)

podstawiajgc w ktérymkolwiek z tych zwigzkdw ]/I—cos®a zamiast sina,
otrzymamy

<3)

100. W podobny sposéb mozemy otrzymaé wzory na dostyczng po-
fowy kata, mianowicie:

(1)

<2)

<4)

FUNKCYJE TRYGONOMETRYCZNE TRZECIEJ CZESCI KATA.

101. ROWNANIE DAJACE COS , GDY DANA JEST DOSTAWA KATA a.
0

Jezeli we wzorze (2) artykutu 87-go

samiast a wezmiemy 3 otrzymamy
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. . , ot
Jezeli w tym wzorze zatozymy cos a = U, za$ cos 0 = otrzymamy

Kéwnanie to, jak nas uczy Algiebra, posiada trzy pierwiastki rzeczywiste, otrzy-
mujemy wiec dla a, a tymsamym dla cos trzy wartosci. Mozemy tego do-

wies¢ w sposéb nastepujacy. Jezeli 6 jest jednym z katéw, ktérego dostawa
jest = M wielkosci kata a daja sie przedstawi¢ (art. 45-ty) w ksztatcie

a tymsamym wartosci x w ksztatcie

gdzie n oznacza liczbe catkowitg dodatng lub ujemng, albo takze zero. Jakg-
kolwiek liczba bytoby n, mozemy ja napisaé w ksztatcie n= 3m + fc, gdzie
k= 0, 1lub 2; mamy wiec

ecz katy

majg tezsame dostawy co i katy
zatym x ma trzy rézne warto$ci mianowicie:

i wiecej ich mie¢ nie moze.
102. ROWNANIE DAJACE SIN - -, GDY DANA JEST WSTAWA KATA A.

Jezeli we wzorze (1) art. 87-go, mianowicie:
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zamiast a, wezmiemy — , otrzymamy

a zaktadajac sin c/.=z=.u, sin = @, przyjdziemy do réwnania
0

Réwnanie to, jak nas uczy Algiebra, posiada trzy pierwiastki rzeczywiste otrzy-

mujemy wiec dla x, a tymsamym dla sin ~ trzy rézne wartosci. Mozemy tego
@)

dowies¢ w sposob nastepujgcy. Niech 6 bedzie jednym z tych katéw, ktdrego

wstawa jest = «, natenczas wielkosci kata a dajg sie wtedy przedstawié (art.-

43-ci) w ksztatcie

a tymsamym wartosci x w ksztatcie

gdzie n oznacza liczbe catkowita dodatng lub ujemng albo takze zero. Gdy
n parzyste = 2m, mamy

gdy za$ n nieparzyste

Lecz jakgkolwiek liczbg bytoby m mozemy je przedstawi¢ w ksztatci¢ 3p -(- kj
bioragc za k zero, 1 lub 2. W tym wiec razie wzory powyzsze przyjma ksztatt

Ze za$ katy

majg tezsame wstawy co i katy
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przeto X ma trzy wartosci rézne

i wiecej ich mied nie bedzie.
103. ROWNANIE NA TG 0 GDY DANA JEST STYCZNA KATA a.

Jezeli we wzorze (1) art. 88-go, to jest we wzorze

zamiast a wezmiemy - , otrzymamy

a zaktadajac tga= w,tg — — X, przyjdziemy do nastepujgcego roéwnania
0

Z tego rownania widzimy, ze zadanie znalezienia wartosci tgzawistym jest
0o

od rozwigzania rownania stopnia trzeciego. RoOwnanie to ma trzy pierwiastki
rzeczywiste, o czym mozna sie przekona¢ w sposéb nastepujacy. Niech G be-
dzie jednym z katéw, ktdérego styczna jest = w, natenczas na zasadzie art. 48-go
wszystkie katy, majace styczng takaz samag co i kat 6, dajg sie przedstawié
w ksztatcie

a stad

Jezeli zatlozymy n= 3m -{- A, gdzie A = O, 1lub 2, wzor poprzedzajacy przyj-
mie ksztatt

stad wynika, ze na a otrzymujemy trzy wartosci

i wiecej ich by¢ nie moze.
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Jezeli w szczegélnosci u jest nieskoriczenie wielkie, réwnanie sprowadza
«ie do

ktére ma jedynie dwa pierwiastki i— r-~ . Poniewaz za$ w tym przy-

padku 6 = , przeto trzema pierwiastkami réwnania sa

stad wypada, ze dlam=00 jeden z pierwiastkow jest nieskonczenie wielki

pozostatemi za$ pierwiastkami sg tg i tg . Mamy zalym

104. W ogdlnosci jezeli chcemy otrzymac sin , COS tg—, gdy
m m m

*sg nam odpowiednio znane sina, cos a, tg a, szukamy naprzéd réwnania, ktoreby

enam dawato wartosci sinm OL, cosma, lub tgma, odpowiednio przez sina, cos a,
lub tga. W tych réwnaniach ktadziemy - zamiast a, przez co otrzymujemy

réwnanie, z ktorego wypada nam znale$¢ nieznane. lléwnania w ten sposéb

otrzymane bedg stopnia m-go lub 20T-go. Nalezy zauwazy¢, ze gdy m jest

potega liczby 2, rozwigzanie réwnania sprowadza si¢ do rozwigzania réwna-

nia stopnia drugiego, albowiem majgc wyrazenia s

przez sin a, cos a lub tga, mozemy w ten sam spos6b, znale$¢ sin

PRZYKLADY.

1) Whyrazi¢ sin przez sina, gdy a przypada miedzy 450® i 630®.

1
ii) Wyrazi¢ cos > a przez cosa, gdy —2 przypada miedzy 405® i 495®.
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3) Woyrazi¢ sin ’E przez sina, gdy ’ przypada miedzy

Odp.
4) Znale$¢ wartosci krancowe, miedzy ktéremi znajdowaé sie winien

kat a, aby sin -

Odp.
5) Znales¢ wartosci krancowe, miedzy ktoremi znajdowac sie winien

kat a, aby sin e

Odp.
6) Znales¢ wartosci krancowe, miedzy ktéremi znajdowac sie winien

kat a, aby

Odp.
Dowies¢ nastepujacych zwigzkéw:

7
8)

9)

10)
11)

12)

WZORY NA SUMME LUB ROZNICE WSTAW | DOSTAW KATA, TUDZIEZ
ICH ILOCZYNY.

105. Jezeli wzory na sin (a -f p) i sin (a— p), dodamy do siebie
lub odejmiemy stronami odpowiedniemi, i tozsamo uczynimy z wzorami
na cos (a + p) i cos(a —p), przyjdziemy do nastepujacych wzorow:

@)
@
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©)
(4)
jezeli w tych wzorach zalozymy a-fP=pia —P= skad

, otrzymamy nastepujace wzory:
®)
(6)
)

®)

PrzyszliSmy wiec do wzoréw, ktére nam pozwalajg summe lub rdznice
wstaw i dostaw wyrazi¢ przez odpowiednie iloczyny tychze funkcyj trygo-
nometrycznych.

Wzory (1), (2), (3) i (4) mozemy napisa¢ w ksztatcie:
(9)
<10)
<11)

(12)

Otrzymujemy wiec wzory, ktére nam pokazuja, w jaki sposéb iloczyn wsta-
wy i)rzez dostawe, iloczyn dostaw i iloczyn wstaw mozemy wyrazié przez
summe lub réznice wstaw lub dostaw katéw odpowiednich.

"Wzory wyprowadzone powyzej majg wazne zastosowania w bada-
niach funkcyj trygonometrycznych, o czym sie przekonamy ponizej, wska-
zujac w jaki sposob przy ich pomocy przychodzi sie czestokroé do bardzo
prostych zwigzkéw, ktére pozwalaja rozwigzac wiele zadah matematycznych.

106. "Wzory artykutu poprzedzajacego doprowadzajg nas do innych
:godnych uwagi wzoréw, A mianowicie:
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(1)

@
(3)
(4)
()

(6)

Jezeli we wzoracli na summe wstaw i roznice dostaw

zatozymy a  30®, i napiszemy a zamiast p, natenczas otrzjTnamy

Ze za$ sin ®= i , przeto

O
)

otrzymujemy wiec dwa wzory podane przez Euler'a, ktore, jakto ponizej
zobaczymy, bardzo sg uzyteczne przy obliczaniu tablic funkcyj trygono-
metrycznych.

PEZYKLADY.
Dowie$¢ nastepujacych zwigzkow:
1)

2)
3)
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4)
5)
6)
7)
8)
9
10)
11)
12)

13)

14)
15)
16)
17)

18)
19)
20)

21)
22)

23)

24)
25)

WARTOSCI FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH, NIEKTORYCH KATOW
SZCZEGOLNYCH.

107. W artykutach 54-ym, 55-ym i 56-ym podalismy wartosci fun-
kcyj trygonometrycznych katéw 30°, 45® i 60®. Obecnie pokazemy, w jaki
sposéb, uzywajac wzorow, podanych w artykutach poprzedzajgcych, mo-
zemy otrzymac¢ wartosci niektorych katow szczegdlnych.
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108. FUNKCTJE TETGONOMETaTCZNE KATOW 15®@ | 75®, CZYLI

Poniewaz kat 15® = 45®— 30®, przeto uzywajac wzor6w na wstawe
réznicy dwu katéw, otrzymamy

sin 15® = sin (45® — 30®) = sin 45® cos 30® — cos 45® sin 30®,

podstawiajgc zamiast sin 45®, cos 45®, sin 30® i cos 30°, wartosci otrzymane
w art. 54-ym i 55-ym, mie¢ bedziemy

:a ze wstawa kata danego réwna sie dostawie kata dopetnienia, przeto
bedziemy mieli

XI)
Podobniez stosujgc wzér na dostawe rdznicy dwu katéw do 158 =45®- 30®,

otrzymamy

<2)

Majac za$ wyrazenia na wstawe lub dostawe kata, otrzymamy na mocy
wzoréw, podanych w art. 52-gim, wartosci pozostatych funkcyj trygono-
metrycznych

<3)

<4)

Do wyrazen wstawy lub dostawy kata 15®, moglibysmy przyj$¢ szukajac
ich wartos$ci, jako wstawy lub dostawy potowy kata 30®, na mocy bowiem
wzoréw (1) i (2) art. 91-go,
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na mocy za$ wzoru (1) i (2) art. 94-go,

109. FUNKCYJE TBYGONOMETEYCZNE KATOW 18° | 72®, CZYLI

Jezeli a= 18®, natenczas 5a 90®, stad
, zatym

podstawiajgc zamiast sin 2a i cos 3a ich warto$ci z rownan (1) art. 83-go
i rownan (2) art. 87-go, znajdziemy

przeto

a ze wstawa kata 18° jest dodatna, przeto

M)

Majac sin 18®, znajdziemy zapomocg wzoru (1) art. 52-go,

czyli
)

Wzory (1) i (2) doprowadzajg nas do wzordw na styczng i dostyczng
katow 18R i 72®, mianowicie:



114 TRYGONOMETKYJA PLASKA «
czyli

©)

(4)

110. FUNKCYJE TRYGONGMETEYCZNE KATOW 36" | 54", CZYLI

Jezeli wzory (6) artykutu 83-go,

zastosujemy do przypadku a — 18", znajdziemy

, zatym

M)

ze zas
sin
przeto

4
Majac za$ siu 36" i cos 36", znajdziemy
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Wartosci sin 36° i cos 36° mozemy takze wyprowadzi¢ na mocy wzo-
réw na wstawe kata podwdéjnego. Jakoz wiemy, ze

z pomnozenia tych réwnani stronami odpowiedniemi, otrzymamy

stad, na mocy wzoréw (12) artykutu 105-go, mie¢ bedziemy

podnoszac do kwadratu, otrzymamy

ze za$

przeto z dodania tych réwnan stronami odpowiedniemi, otrzymamy

majac za$ summe dostaw i ich rdznice znajdziemy obie dostawy, miano-

wicie

otrzymalismy wiec wzor (1), jak rd"Tiiez wzor (1) art. 109-go.

111. FUNKCYJB TETaONOMETETCZNE KATOW 9° | 81®, CZYLI -

Jezeli we wzorach (3) i (4) art. 94-go, mianowicie:

zamiast kata a wezmiemy 18® i pamieta¢ bedziemy o prawi(ile na znaki,
jakie podalismy w art. 96-ym, otrzymamy
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podstawiajgc zamiast sin 18° wartos¢ ze wzoru (1) art. 109-go, mie¢ be-
dziemy

(13)

(14)

Majac za$ sin 9®, cos 9°, sin 81° i cos 81®, znajdziemy pozostate funkcyje
trygonometryczne.

112. FUNKCYJE TEYGONOMETEYCZNE KATOW 12® | 78°, CZYLI

"Wiemy, Ze 12® = 30° — 18®, jezeli wiec zastosujemy wzory na wsta-
we i dostawe rdznicy dwu katéw do kata 0® — 18®, otrzymamy

podstawiajgc warto$ci wstawy i dostawy katéw 3® i 18®, znajdziemy
1)
)

Majac za$ wstawe i dostawe katow 12® i 78®), znajdziemy wartosci pozosta-
tych funkcyj trygonometrycznych tychze katow.

113. FUNKCYJE TEYGONOMETEYCZNE KATOW 3® | 87®, CZYLI

Poniewaz 3® = 18® —15°; przeto, jezeli do kata 18° — 15® zasto-
sujemy wzory na wstawe i dostawe réznicy dwu katéw, otrzymamy
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podstawiajac warto$ci wstawy i dostawy katdéw 15" i 18®, otrzymane w ar-
tykutacli poprzedzajgcych, znajdziemy

a nastepnie pozostate funkcyje trygonometryczne katéw 3® i 87®.

114. Sposdb postepowania w artykutach poprzedzajacych wskazuje
nam mozliwos¢ znalezienia funkcyj trygonometrycznych katow 68, 21®,
2®, 27T®, 33®, 3V i 42®, a tymsamym i funkcyj trygonometrycznych katéw
dopetniajacych.

115. Jezeli we wzorach wyprowadzonych w artykutach poprzedzajgcych
na wstawy i dostawy katow 3®, 9®, 12®, 15®, 18®, 30®, 36® i 45® wykonamy
wskazane dziatania i ograniczymy sie w obliczeniu do 7 cyfr dziesietnych, znaj-
dziemy
sin 3®== 0,0523360,
cos 3®= 0,9986295,
sm 9®= 0,1564345,
cos ®= 0,9876883,
sin 12® = 0,2079117,
cos 12® = 0,9781476,
sin 15® = 0,2588190,
cos 15® = 0,9659258,
sin 18® = 0,3090170,
cos 18® = 0,9510565,
sin 30® = 0,5,
cos 30® = 0,8660254,
sin 36® = 0,5877853,
cos 36® = 0,8090170,
sin 45® = 0,7071068,
cos 45® = 0,7071068.

PRZEKSZTALCANIE WYRAZEN TRYGONOMETRYCZNYCH. KATY PO-
SILtKOWE.

116. "Wzory dotagd wyprowadzone sg zwyktemi tozsamosciami i po-
zwalajg przeksztatca¢ pewne wjrrazenia trygonometryczne na inne czesto-
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kro¢ prostsze i dogodniejsze do obliczen. Przy obliczaniu wyrazen trygo-
nometrycznych pozadang, jest rzecza, aby do tych wyrazen zachodzity ilo-
czyny funkcyj trygonometrycznych. WidzieliSmy w art. 105-ym, w jaki
sposéb summe wstaw lub dostaw mozemy wyrazi¢ przez iloczyny odpo-
wiednich funkcyj trygonometrycznych. Otoz, w niniejszym ustepie chcemy
pokazaé, w jaki sposéb, badZ bezposrednio, badZtez przy uzyciu tak zwa-
nych katow positkowych, wyrazenia dos¢ skomplikowane mozemy prze-
ksztatca¢ na inne, w ktore wchodzityby iloczyny funkcyj trygonometry-
cznych, a tymsamym na wyrazenia dogodne do rachunku logarytmami.
Czestokro¢ zapomocg przeksztatcen przychodzimy do nowych zwigzkow,
zachodzgcych miedzy funkcyjami trygonometrycznemi.
117. Przypusémy, ze wyrazenie

S= 1—cos™Ma—cos™p — asVY + 2 cosa cos™ cosy,
chcemy przeksztatcié na inne, do ktérego wchodzityby iloczyny funkcyj
trygonometrycznych. Uwazmy, ze 1 — cos™a — cos” p stanowi trzy wyrazy
iloczynu (1 — cos™a) (1 — cos"P), zatym
S= (1—oo®a) (1 —cos"p)— cos®a cos® p— cos™Y 4- 2 cosa cos p cos Y

ostatnie trzy wyrazy, wziete ze znakiem przeciwnym, stanoAvig kwadrat wy-
razenia cosa cos p— cos'Y, zatym

S (1—os®a) (1 — as® p)— (cosacosp— cos Y)®, czyli
= sin*a sn® p— (cos a cos p — cos y).
Kozktadajac réznice kwadratow na iloczyn summy pierwiastkOw przez
ich roznice, bedziemy mieli
S — [sinasinp -f- cosacosp — cos Y] X [sina sinp—cosa cosp + cosY];
Na mocy wzorow na dostawe summy i roznicy dwu katow, otrzymamy
S = [cos (a— p)— cosY] [cosY —cos (a + p)],

rozktadajac roznice dostaw na iloczyny wedlug wzoréw (8) art. 105-go,
znajdziemy

S 1—oW®Wa—o®p—c®Y + 2c0Sa cospCosy

. a-t-p+yY.. a+p—Y . a+ Y—P e P+ Y— «
= 4&sin %—Sln E A sin £ M sm X '

1)
Z tego wzoru wypada, ze jezeli w szczeg6lnosci katy a, pi Y sg katami
ptaskiemi kata brytowego tréjSciennego, wyrazenie powyzsze jest dodatne.
Jakoz, wtym przypadku kazdy z katéw a, p, Y, jest dodatny i mniejszy od
summy dwu pozostatych, a ich summa jest mniejsza od 2TC, przeto kazdy
z katdw wchodzacych po prawej stronie réwnania (1) jest wiekszy od
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zera, a mniejszy od TG zatym kazda z wstaw jest rézna od zera i dodatna,
atymsamym i iloczyn jest dodatny.

118. Przypusc¢my, ze wyrazenie
1

chcemy przesztatci¢ na inne, do ktérego wchodzityby iloczyny funkcyj try-
gonometrycznych. Stosujac do wyrazen sinasin pisiny—sin (a+p+Y)
wzory (5) i (6) art. 105-go, otrzymamy

stad

zastepujac réznice dostaw przez iloczyn wstaw, na zasadzie wzoru (8).
art 105-go, otrzymamy

zatym
(2)

Jezeli w szczegolnosci przypuscimy, ze summa trzech katéw danych,
jest réwna dwu katom prostym, czyli ze a+ P+ Y~A? natenczas
sin(a 4- p-fy)= O, a powyzszy wzor przyjmie ksztatt nastepujacy:

@)

Taki zatym zwigzek zachodzi miedzy trzema katami a, pi Y, gdy ich sum-
ma réwna sie dwu katom prostym.

Ze wzgledu, ze a -f-p+ Y= wzdr powyzszy mozemy jeszcze na-
pisa¢ w ksztatcie nastepujacym:

(4)
"W podobny sposéb, w zatozeniu a+ p+ Y = otrzymamy

(®)
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119. Niech bedzie wyrazenie

<1)

ktére chcemy przeksztatci¢ na inne dogodne do rachunku logarytmami.
Stosujac do wyraze cosa + cos™ i COSY + cos (a + B -f y), wzory (7) art.
105-go, otrzymamy

zamieniajagc summe dostaw na iloczyn, mie¢ bedziemy

zatym

O]

Do tego samego wzoru przyjdziemy, gdy we wzorze (3) art. 118-go,
zamiast katow a, p, y wezmiemy odpowiednio

Jezeli w szczegdlnoSci przypuscimy, ze a p+ y= it, natenczas
z przycz}Tiy, ze cos (a + P+ Y)=COS7C:=— 1, mie¢ bedziemy
@)

taki zatym jest zwigzek, jaki zachodzié¢ winien miedzy trzema katami, gdy
ich summa jest rowna dwu katom prostym.

Ze wzgledu, zea + p+ y—TT, wzor (3), mozemy napisa¢ w ksztatcie
(4)
W podobny sposob, w zatozeniu a + P + YAITT, otrzymamy
(5)
120. Niech bedzie wyrazenie
(1)
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Ktére chcemy przeksztatcié na inne dogodne do rachunku logarytmami.

Poniewaz tg G gos/\G , przeto

czyli

zatym

(2) \iYiOlA W wol

przyszliSmy wiec do zgdanego przeksztatcenia. Jezeli w szczegolnosci
natenczas z przyczyny, Zze sin
mie¢ bedziemy

(3)
Taki zatym zachodzi zwigzek miedzy trzema katami, gdy ich summa jest
réwna sie dwu katom prostym.

121. Znales¢ summe wstaiu i dostaw Jcatdw, tworzacych postep
arytmetyczny.

Niech bedzie summa w wstaw katdw, tworzacych postep arytmety-
czny, ktérego roznicg jest kat X t. j. niech bedzie

1)
i przypusémy, ze chcemy znale$¢ warto$¢ tej summy zapomocg iloczynu
funkcyj trygonometrycznych. Pomnozywszy obie strony réwnosci (1)

przez 2sin , mie¢ bedziemy

Jezeli iloczyn kazdych dwu wstaw zastagpimy przez réznice dostaw, na
mocy wzoru (12) art. 105-go, bedziemy mieli
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Dodajac do siebie te réwnosci stronami odpowiedniemi, wszystkie wyrazy
po prawej stronie sie zniosg z wyjatkiem wyrazu pierwszego i ostatniego,
i otrzymamy

zatym

(2)

"W podobny sposéb mozemy znale$¢ summe dostaw katéw, tworzacych
postep arytmetyczny

3)
Jezeli obie strony tej réwnosci pomnozymy przez 2sin i podwojne ilo-

czyny z dostawy przez sin > zastgpimy przez roznice wstaw, otrzymamy
po dokonaniu redukcyi

zatym

2

122. Dowiedziemy teraz, ze jezeli miedzy katami a, p i Q zachodzi
zwiagzek a f-P = natenczas

(1)
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Uwazmy naprzod, ze
czyli

podstawiajac te warto$¢ cos™a -f cos™p w lewa strone réwnania (1) i pa-
mietajac, ze wedtug zatozenia a -f otrzymamy

rozwijajac cos (a — p) wedtug wzoru (2) art. 66-go, otrzymamy

azea-fp= 8 przeto

PEZYKLADY.

Wyprowadzi¢ nastepujace zwigzki:
1

2)

3)

4)
5)
6)

7)
Dowie$é nastepujgcych zwigzkéw w zatozeniu a -f P-}-Y = o
8)

9)
10)

11)
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12)

13)
14)

15)

16)

17) Dowie$¢, ze gdy

18) Dowie$¢ wzoru Euler'a,

19) Dowie$¢ wzoréw Legendre'a,

20) Dowies¢ wzoréw Delambre'a,

123. KATY POSILKOWE.

Funkcyje trygonometryczne, przez uzycie tak zwanych katéw posit-
, kowych, pozwalajg nam przeksztatcaC wielomiany na iloczyny pewnych
wyrazed. Samo z siebie wynika, ze zadanie si:)rowadza si¢ przedewszyst-
kim do przeksztatcenia dwumianu na iloczyn, albowiem podstawiajgc
znaleziony iloczyn zamiast dwu w}Tazéw wielomianu sprowadzimy dany
wielomian do innego, ktéry bedzie miat o jeden wyraz mniej; biorgc na-
stepnie dwa wyrazy tego nowego wielomianu i przeksztatcajac na iloczyn,
otrzymamy nowy wielomian, ktdry bedzie miat o dwa wyrazy mniej niz
wielomian pierwotny. Postepujac ciggle tg drogg przyjdziemy w koncu
do jednego wyrazu, ktéry bedzie iloczynem pewnych wyrazen.

121. Przypus¢my, ze dwumian

gdzie a i J, oznaczajg jakiekolwiek liczby dodatne chcemy zamienié¢ na
dloczyn pewnych czynnikéw, nadto ze a >«
Bozwigzanie 1-sze. Dwumian powyzszy mozemy napisa¢ w ksztatcie
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AYprowadziny kat positkowy @ taki, aby tgtp = . Poniewaz wedtug

zatozenia ™ <r 1, przeto mozemy zawsze znale$¢ taki kat @ ktory bedzie
% J)
przypadat miedzy O i , aktérego stycznabedzie réwna—. To wiedzaa

mie¢ bedziemy

Lecz

Mamy zatym

PrzyszliSmy wiec do wzoréw, ktdre pokazujg nam, w jaki sposéb summe
lub roznice dwu liczb mozemy zamieni¢ na iloczyn funkcyj trygonome-
trycznych.

Niech (pbedzie takim katem, ktérego dostawa jest rowna - czyli katem
€
wynikajagcym z réwnania cosrp= — . Poniewaz ¢ 1, przeto moze-
Ch Ct

my wzia¢ za kat @ kat zawarty miedzy O i }3 . "Wedtug zatozenia, mie¢

bedziemy

Lecz
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zatym '

Jtomigzanie 3-cie. Rozwazmy naprzéd

Potozmy tg'(p = o czylitgpz=,2/ ; poniewaz & <Ca, przeto za

t
7t

kat @ mozemy wzig¢ ten kat, ktory przypada miedzy O i ~ . To wiedzac,

mie¢ bedziemy

Rozwazmy nastepnie wyrazenie

Jezeli zatozymy sin* (jj , sin(t= , hatenczas na kat nio-

zemy wzigé kat przypadajacy miedzy O i ;—C To zalozywszy, otrzymamy

We wszystkich tycti trzecli rozwigzaniach przypuszczalismy, ze potrafimy
znale$¢ kat @ lub  zados$¢éczynigce powyzszym warunkom. Sposéb w jaki
)rzychodzimy do znalezienia kata, gdy dang jest funkcyja trygonome-
tryczna, wytozonym bedzie w jednym z nastepnych ustepéw.

125. Przypusémy, ze wyrazenie

chcemy przeksztatci¢ na inne, dogodne do rachunku logarytmami. Po-
wyzsze wyrazenie mozemy napisa¢ w ksztatcie:

a jezeli zatozymy = tgcp i wezmiemy za kat cp, kat dodatny lub uje-
mny, mniejszy co do wartosci bezwzglednej od kata prostego, zado$cczy-
nigcy powyzszemu ré”wnaniu, otrzymamy zadane przeksztatcenie



PRZEKSZTALCAKIE WYBAZEN TRYGONOMETRYCZNYCH. 116. 127

126. Przypusémy, ze wyrazenie x — a?-—gdzie chce-
my przeksztatci¢ na inne dogodne do rachunku logarytmami. "Wyraze-
nie powyzsze mozemy napisa¢ w ksztatcie:

Poniewaz hda, przeto mozemy zatozy¢ sin @ = o i za kat (wzig¢ kat

m
dodatny mniejszy od — , mie¢ bedziemy

otrzymujemy wiec zadane przeksztatcenie.

Zwréci¢ nalezy uwage, Ze powyzsze wyrazenie, bez wprowadzania
kata positkowego, daje sie przeksztatci¢ na wyrazenie dogodne do ra-
chunku logarytmami, albowiem

127. Przypusémy, ze wyrazenie

gdzie a i &sa liczbami dodatnemi danemi, a kat a jakimkolwiek katem,
chcemy przeksztatcié na inne, dogodne do rachunku logarytmami. Po-
wyzsze wyrazenie daje sie napisa¢ w ksztatcie

a jezeli wprowadzimy taki kat positkowy o aby i tg  natenczas po-

Awyzsze wyrazenie przyjmie ksztatt zadany

128. Przypusémy wreszcie, ze wyrazenie

gdzie a i 6 sg liczbami dodatnemi danemi, a kat a <<7:, chcemy prze-
ksztatci¢ na inne dogodne do rachunku logarytmami. Jezeli zauwazy-
my, ze
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pov?yzsze wyrazenie daje sie napisa¢ w ksztatcie:

Jezeli przyjmiemy mozemy wzig¢ za kat @ taki kat, ktéryby za-
dos¢ czynit réwnaniu

i byt dodatny i mniejszy od ]t-: . "Wtym przypadku wyrazenie powyzsze
przyjmie ksztatt

Zadanie to pokazuje, jak w szczegolnych przypadkach tréjmiany dajg sie
przeksztatci¢ na iloczyny przez wprowadzenie jednego kata positkowego.
129. Nie zawsze jednak przez wprowadzenie jednego kata positko-
wego, dany dwumian daje sie przeksztatci¢ na wyrazenie dogodne do ra-
chunku logarytmami. W tych przypadkach osiggamy zadany cel przez
wprowadzenie dwu katow positkowych. | tak niech bedzie wyrazenie

gdzie a i 6 sg liczbami dodatnemi lub ujemnemi, a a i B katami jakiemi-
kolwiek i przypus¢my, ze chcemy [to wyrazenie przeksztatci¢ na inne do-
godne do rachunku iDgarytmami. Mamy

Niech @ bedzie katem, ktérego tgtp = (— cos a, natenczas, wprowadzajac
1

ten kat do wyrazenia powyzszego, mie¢ bedziemy
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zatyia

Jezeli teraz za kat wezmiemy taki kat, ktérego

natenczas

otrzymujemy wiec zadane przeksztatcenie.

PRZYKLADY.

1) Wyrazenie sina=:: cos6cospcosa -)- sin6sinp, gdzie a i P sg kata-
mi danemi, przeksztatci¢ na inne, dogodne do rachunku logarytmami, z ktérego
mogUbysmy otrzymaé kat 8.

Odp. Zaktadajac otrzymamy

2) Przeksztatci¢ wyrazenie gdzie a
i t sg Hczbami dodatnemi, nadto na inne, dogodne do rachunku loga-
rytmami.

Odp. Kiadac otrzymamy

3) Woyrazenie przeksztatci¢ nainne, dogodne

do rachunku logarytmami.

Odp. Kiadac otrzymamy

4)  Woyrazenie gdzie a i Jsa liczbami do-

datnemi lub ujemnemi, za$ a i y jakiemikolwiek katami, przeksztatci¢ na inna
dogodne do rachunku logarytmami.

Odp. Kiladac otrzymamy a
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5) Woyrazenie a = cosacospx sinasinpcos9, gdzie a, p i 6sg jakie-
mikolwiek katami, przeksztatci¢ na inne, dogodne do rachunku logarytmami.
Odp. Kitadac
6) Woyrazenie X = J"a™sinM a-f-~'cos™a, gdzie a i 5 sg liczbami do-

datnemi lub ujemnemi, za$ a jakimkolwiek katem przeksztatci¢ na inne, dogodne
do rachunku logarytmami.

Odp. Kiadac

7)  Woyrazenie {a— [/ a~— ), gdzie a~”~h przeksztalci¢ na
inne, dogodne do rachunku logarytmami.

Odp. Kladac

Lo asina — hsin8 . . . . .
8) Woyrazenie x — — , gdzie a i & sg liczbami dodatnemi
smu
lub ujenanemi, za$ a, Pi G jakiemikolwiek katami, przeksztatci¢ na inne, dogo-

dne do rachunku logarytmami.
Odp. Kiladac

DAl A (A
— s 2a
datng lub ujemng, za$ a jakimkolwiek katem przeksztatci¢ na inne, dogodne do
rachunku logarytmami.

9) Wyrazenie g = 2a :ﬁ 5 gdzie a jest liczbg do-

Odp. Kladac , otrzymamy

ROZWIAZYWANIE ROWNAN TRYGONOMETRYCZNYCH.

130. Jezeli w ogble dwa wyrazenia sg*potgczone znakiem réwnosci,
a wchodzg w nie funkcyje trygonometryczne niewiadomego kata lub tez
kilku niewiadomych katéw, ite wyrazenia sg sobie rowne tylko przy szcze-
g6lnych wartosciach owego lub owych katéw, to mamy woéwczas réwna-
nie trygonometryczne.

Znalezienie wartosci katow, ktéreby zados¢ czynity danemu réwnaniu
lub tez uktadowa danych réwnan, zowiemy odpowiednio rozwigzaniem
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rownania lub rozwigzaniem uktadu réwnan. Jezeli réwnanie
zawiera jeden tylko kat niewiadomy, méwimy, Ze réwnanie ma jedne nie-
wiadoma; jezeli zaS mamy kilka katéw niewiadomych, natenczas dla ich
znalezienia potrzeba w ogdlnosci mieé tyle réwnan czyli zwigzkéw miedzy
funkcyjami trygonometrycznemi tych katéw, ile jest katéw niewiadomych.

Jezeli chcemy rozwigza¢ jedno réwnanie trygonometryczne z jedna
niewiadoma, za pomoca odpowiedniego przeksztatcenia réwnania danego
mozemy sprowadzi¢ je do innego, ktéreby zawierato jedne tylko funkcyja
trygonometryczng kata niewiadomego, a wdwczas biorgc te wiasnie fun-
kcyja za nowa niewiadoma sprowadzimy zadanie nasze do rozwigzania ré-
whnania algiebraicznego. Rozwigzanie tego ostatniego réwnania dostarczy
nam jedne lub wiecej wartosci funkcyi trygonometrycznej kata szukanego,
Z otrzymanych w ten sposéb wartosci funkcyi trygonometrycznej potrafi-
my, za zasadzie tego co sie powiedziatlo w art. 43-im do 48-go wigcznie
wnies¢ o istnieniu katéw, zado$éczyniacych danemu rOAvnaniu trygonome-
trycznemu, Samo obliczenie owych katow we wszelkich przj*adkach da sie
uskuteczni¢ dopiero wtedy, kiedy bedziemy znali sposoby wyznaczania
katéw z danych ich funkcyj trygonometrycznych, czym sie zajmiemy w roz-
dziale nastepujacym. W szczeg6lnych jednak przypadkach, kiedy z roz-
wigzania rownania algiebraicznego, do ktérego dane réwnanie trygonome-
tryczne sprowadzi¢ sie daje, wypadng nam jako wartosci funkcyj trygono-
metrycznych — liczby, wyprowadzone w art. 53-im, 54-ym, 55-ym i 108-ym
do 112-go, bedziemy juz mogli tego rodzaju réwnanie juz teraz w zupet-
nosci rozwigzac.

Zwroci¢ nalezy uwage, Ze otrzymane w ten sposob wartosci funkcyi
trygonometrycznej nie zawsze prowadzg do wiasciwych rozwigzan réwna-
nia danego. Wiadomo bowiem, ze nie wszystkie wartosci moga przyj-
mowa¢ funkcyje trygonometryczne, a tylko wartosci rzeczywiste i przy-
padajace miedzy pewnemi kraficami; z otrzymanych zatym rozwigzan na-
lezy bra¢ tylko te, ktére sg mozebne, a tymsamym i odpowiednie katy, za-
warte miedzy krafncami, wyznaczonemi z warunkéw zadania. Ktorg z fun-
kcyj trygonometrycznych, nalezy bra¢ za niewiadomg i przez nig wyrazac¢
funkcyje pozostate zalezy od natury réwnania; w kazdym razie wybor fun-
kcyi niewiadomej nie wptywa bynajmniej na ogdlny rezultat ostatecznych
wypadkdw. Czestokro¢, wyrazajac funkcyje trygonometryczne, zacho-
dzace do réwnania, przez jedne z nich i przeksztatcajgc rownanie przycho-
dzimy do réwnania daleko ogolniejszego od réwnania danego; wtym przy-
padku po zupetnym rozwigzaniu tego rownania, nalezy brac tylko te war-
tosci, ktore zado$¢ czynig pierwotnemu réwnaniu.

Jezeli mamy rozwigza¢ uktad réwnan trygonometrycznych, w ktore
wchodzg funkcyje trygonometryczne tylu katéw niewiadomych ile jest ré-
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wnan, natenczas wszystkie funkcyje trygonometryczne kazdego kata wy-
razamy przez jedne z nich i uktad danych réwnan trygonometrycznych
rozwazamy jako uktad réwnan algiebraicznych, w ktérych niewiadomemi
sq te wihasnie funkcyje trygonometryczne katéw szukanych. Po rozwigza-
niu wzgledem nich, jezeli to jest mozliwe, uktadu tych réwnan algiebraicz-
nych sprowadzamy zadanie do oznaczenia katéw, ktérych funkcyje trygo-
nometryczne sg znane.

131. PrgyMad 1szy. Niech bedzie réwnanie trygonometryczne

3sina; = 2cos™a;,
ktére chcemy rozwigzac, to jest znales$¢ taki kat x, aby zado$¢ uczynit temu
réwnaniu.

Zeby réwnanie to rozwigza¢, nalezy jedne z funkcyj trygonome-
trycznych wyrazi¢ przez pozostata, to jest albo dostawe wyrazi¢ przez
wstawe, lubtez wstawe wyrazi¢ przez dostawe. Jezeli dostawe wyrazimy
przez wstawe, otrzymamy

3sinic  2—sinMa;.
Jezeli to réwnanie, jako algiebraiczne, rozwigzemy wzgledem sina;, otrzy-
mamy dla sinic dwie wartosci sina; = , i sina;=:—2. Poniewaz wsta-
wa jakiegokolwiek kata moze przypadac jedynie miedzy — 1i -f 1; przeto
znaleziona druga warto$¢ —2, jest niemozliwa. Mamy wiec jedno tylko

rozwigzanie s'i nx~-§. Wiemy jednak, ze sin 30® = sin OE = J—l—, przeto
kat %zadoéé czyni danemu rownaniu i jest najmniejszym z katow doda-
tnych, ktérego wstawa jest réwna ~ ¢« A ze wszystkie katy, ktorych wsta-

wa jest réwna ] daja sie napisac (art. 43-ci) w ksztatcie ni: + (— 1)" 6
gdzie n jest liczbg catkowitg dodatna lub ujemna, a takze zerem, przeto
m
-i- (—1)" — jest ogblnym rozwigzaniem danego réwnania.

Przypusémy teraz, ze tozsamo rownanie chcemy rozwigzaé¢, przez zna-
lezienie wartosci cosa;. Podnoszac dane réwnanie do kwadratu i kiadac
sin“a;— 1 — cos’a;, przyjdziemy do réwnania

4 cos* g -h 9cos*x — 9,

a stad
— 94=15

cos2a;=

W tym wyrazeniu nalezy wzig¢ znak -f jako jedynie mozliwy, skutkiem
czego otrzymamy
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zatym

Ze za$ cos IV z= cos 0o 3, przeto a= db Otrzymalismy

J b
wiec dwie wartosci cc, gdy tymczasem przy pierwszym rozwazaniu, otrzy-
malismy tylko jedne warto$é. Przyczyng tego jest to, Ze skutkiem pod-
niesienia do kwadratu danego réwnania ilos¢ pierwiastkéw tego réwnania
podwojong zostata, bowiem Osin’a; jest kwadratem nie tylko -f 3sinar,
alei—3sinStagd wypada, Ze postepujac ta samg droga z réwnaniem
— 3sina; = 2cos"a;, otrzymalibySmy tez samag wartos¢ cos a?, zatym otrzy-
mana wartos¢ cos a: daje nam rozwigzanie nie tylko rownania 3 sina: —cosrc.
ale i rbwnania — 3sina; = cos™ic. Z natury jednak zadania wypada, ze
wstawa kata szukanego jest dodatna, ramie wiec koficowe kata moze sie
znajdowac w pierwszej lub w drugiej ¢wiartce uktadu, zatym i katy, wy-

113

nikajace z réwnania cosx = nalezy brac te tylko, ktore majg kon-
cowe ramie w pierwszej lub drugiej ¢wiartce uktadu. Lecz wszystkie katy

dodatne lub ujemne, ktérych dostawg j e s t j " zakonczone sg
w pierwszej ¢wiartce uktadu dajg sie napisaé w ksztatcie

gdzie n jest liczbg catkowita dodatng lub ujemng albo takze zerem; katy
za$ dodatne lub ujemne, zakonczone w drugiej éwiartce uktadu, ktérych

dostawg jest , dajag sie napisa¢ w ksztatcie

gdzie ti jest liczl)a catkowita dodatng lub ujemne albo takze zerem.
Oba te wyrazenia kata szukanego mozemy napisa¢ w ksztatcie

gdzie n jest liczba dodatng lub ujemna, albo takze zerem. Przychodzimy
wiec i ta drugq droga do rezultatu powyzej otrzymanego.
132. PrzyMad 2-gi. Rozwigza¢ réwnanie

Podstawiajac wartosci wstawy 2a; i stycznej  otrzymamy
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Pierwsza strona tego réwnania jest iloczynem dwu czynnikdw, przeto
réwnaniu temu mozemy zado$¢ uczyni¢ kiadgc albo sinx = O, albo
2cos™x —1 0. Pierwsze z tych rébwnan daje

drugie za$ daje
, Stad

a ze cos 45°  cos 4 = A [/ 2, przeto cosa; = , daje nam wszyst-
a

kie katy, ktore mozemy napisa¢ w ksztatcie & = 2n7cdb |, ze za$ cos

przeto cosa, = — 21-1"2, daje nam wszystkie katy, ktore

wynikaja ze wzoru

Tym sposobem jako ogolne rozwigzanie powyzszego réwnania otrzymujemy

133. Przyktad 3-ci. Rozwigza¢ réwnanie

Znoszac mianownik w tym réwnaniu, otrzymamy

wyrazajac tgx przez tg — na zasadzie wzoru (3) art. 83-go, otrzymamy
ze za$

przeto
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St@d =

przychodzimy wiec do réwnania, ktére dla tg & daje pierwiastki urojone,

réwnanie wiec nasze nie daje sie rozwigzac, to znaczy, ze niema zadnego
kata, ktéryby zado$¢ czynit danemu réwnaniu.
134. FrzyMad 4-Uj. Rozwigza¢ réwnanie

asina; + hcosx = c,

gdzie a, & i ¢ sg liczbami catkowitem dodatnemi lub ujemnemi.
Romigzanie  1-sze. Jezeli z tego rownania chcemy znale$¢ sina;,
natenczas podnoszac do kwadratu réwnanie

hQ,0"x — ¢ — a sina;,

i ktadac cos"a; = 1— sin™a;, przyjdziemy do nastepujacego réwnania

(@™ - jansin™a;—2«csina; = —ch
a stad
acdb 1/1
ar +

Ten wzér daje nam dwie wartosci sina:, z ktérych tylko jedna zados¢
czyni réwnaniu danemu. Przyczyna tego lezy w tym, Ze przez podniesie-
nie do kwadratu powyzszego rownania ilo$¢ pierwiastkéw danego réwnania
podwojong zostata, bowiem jest kwadratem nietylko 4- hcosx,
ale takze kwadratem—&6 cosa;, zatym postepujac drogg powyzej wska-
zang, otrzymaliby$Smy dla réwnania asina,— hcosx — c, takiz sam wy-
padek. Z tego wypada, Ze rozwigzanie powyzej otrzymane daje nam
rozwigzanie nie tylko réwnania a sing; -j- &cosa; = ¢, ale takze réwnania
asina,—icosa = c. Ktore z rozwigzan nalezy wzigé¢ dla pierwszego ro-
wnania, a ktére dla drugiego tego nie mozemy wiedzieé; to nas dopro-
wadza do przekonania, ze dla rozwigzania danego réwnania nalezy uzyé
innej drogi, ktéraby nam watpliwo$¢ w tym wzgledzie usuneta, mianowicie
wyrazi¢ tak sina; jak i cosa; przez inng funkcyja trygonometryczng i taka,
przez ktorg tak sina; jak i cosa; wyrazaty sie wymiernie. Otdz na zasa-
dzie wzoréw (5) i (4) art. 86-go, mamy

2tg-"a; l-ighrnhz

sinX = z , COSa

po podstawieniu tych wartosci w rownanie dane, otrzymamy

{h+ otg 2«tg 2-+ (- h)= 0,
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\ X

N N A-
astad tg-::"air K™ & —C2.

W?zor ten daje nam takze dwie wartosci tg ﬂ), lecz gdy sie ograniczymy

do szukania kata, zawartego miedzy O i rozwigzanie pierwsze dla kaz-
dej wartosci sina; daje dwie wielkosci kata x, razem wiec cztery wielkosci,

rozwiazanie za$ ostatnie z przyczyny, ze A a przypada wtedy miedzy O

AL 1 . - .
i daje nam dla tg — & dwie warto$ci, a tymsamym i na kat szukany
dwie wielkosci, ktore sg wtasciwemi rozwigzaniami zadania.

C

Jedynym warunkiem aby tg % miato wartosci rzeczywiste jest

a2 4- n
Jezeli a™ + wartosci tg sg rzeczjw”ste i rozne; jezeli wiec
a jest jednym z katéw, odpowiadajacych pierwszej wartosci tg - zas p
jednym z katow, odpowiadajgcych drugiej wartosci, bedziemy mieli dwie

0 ICC

Wi'elkoécim ksztattu TC: Wir+ a + a tymsamym

X—2mz + 2a lub x=:2mi +

Jezeli £ pierwiastki rdwTiania dajg rowne wartosci tg c2c

i wtedy mamy jeden szereg katow, zado$¢czyniacych danemu rOT\nianiu,
X

a jezeli a jest jednym z katdw, odpowiadajacych tg — , natenczas wszyst-

kie kafy; BRI A8 MBRISAC.AY KB |RekTiadtliZBaflnia dla tg <- nie beda

rzeczywiste, a tymsamym rozwigzanie danego zadania jest niemozebne.
Hozwigzanie 2-gie. ROwnanie powyzsze mozemy rozwigzaC przez

wprowadzenie kata positkowego. Podzieliwszy obie strony réwnania dane-
go przez a, otrzymamy

. , N c

sina; H cosa;=

a a

Poniewaz styczna trygonometryczna kata, moze przyjmowac wszystkie
wartosci, przeto jakiemikolwiek liczbami bytyby a i h mozemy zawsze zna-

le$C taki kat oo aby tgep=: —, gdzie za @ mozemy wzig¢ najmniejszy
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Z katow dodatnych, ktérego styczna jest = = Przez wprowadzenie,

w ten sposob oki-e$lonego kata (p, réwnanie dane przyjmie ksztatt

stad

Otrzymujemy wiec réwnanie, do ktérego niewiadoma ~ zachodzi tylko
w postaci jednej funkcyi trygonometrycznej. Kat @ fatwo potrafimy zna-
le$¢; jezeli bowiem a i h sg jednakowego znaku, kat @ bedzie mniejszy od
kata prostego, gdy zas a i sg znakow przeciwnych, to najwpierw szuka-
my kata, odpowiadajgcego wartosci bezwzglednej tgx~ — , a nastepnie

Rigezesy d¢P8 BRFHNIENISNa P Kl RATBIIGRY . SavkA™Y Sakieqaakgi
z katéw zadoséczynigcych réwnaniu sin (a; -f @) = dc— cos o, wszystkie katy,
zado$c¢czynigce temuz réwnaniu, dadza sie napisa¢ w ksztaicie

bedzie szukanym rozwigzaniem réwnania danego.

Aby zadanie nasze bylo mozliwe, to jest, aby znalezione wielkosci x
sprawdzaty réwnanie dane, koniecznym i dostatecznym jest, aby znalezione

wielkosci zado$¢ czynity ré-\vnaniu sin (a; + tp) = % cosq Ze za$ rowna-
nie to daje nam & + < przez jego wstawe, przeto dla mozliwosci zadania
potrzeba, aby - cos @ przypadato miedzy — 11i + 1, trzeba zatym, aby
; lecz tg2cp = g zatym cos"cp = m"" , powyzszy wiec
warunek wychodzi na ™ AAAN 7 czyli ar -f A Otrzymujemy wiec

warunek mozliwosci zadania, taki sam jaki przy pierwszym rozwigzaniu.
Jezeli + H™ ¢ mamy rozwigzanie ksztattu

Jezeli @ -j- A" = ¢ natenczas —cos* @ =: 1, a tymsamym

Lecz, gdy fi cosip= -}1, natenczas G :T%— , zatym':
i ji
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czyli x=z2mz + ~ — gdy za§ — cos™ = — 1, natenczas
A cl
a tymsamym x = 2mz © Jezeli wreszcie a"» c" zadanie
A

jest niemozebne do rozwigzania.
135. Przyklad 5-ty. Rozwigza¢ réwnanie

gdzie a, h, ¢ sg liczbami danemi dodatnemi lub ujemnemi.

Zadanie to daje sie tatwo sprowadzi¢ do zadania poprzedzajgcego.

Jakoz, ktadac tgx=: RARR: , cotgg;— cosa;l otrzymamy

mnozac przez 2 i pamietajac, ze

otrzymamy

Stosujac do tego réwnania rozwigzanie 2-gie zadania poprzedzajacego,

t. j. kladac tg @ = ’“C gdzie przez @ rozumiemy kat dodatny <; TG
otrzymamy

Z réwnania tego znajdziemy 2a; + p, a tymsamym i x. Warunkiem ko-
niecznym, jakiemu sie stawa¢ zado$¢ powinno, aby rozwiazanie byto mozli-
we, jest w tym razie

czyli
Powyzsze réwnanie mozemy takze rozwiagza¢, ktadac cotgx ~ "™ przez

co przyjdziemy do réwnania

1
ktére nam da dwie wartosci tga; i zarazem pokaze, Ze rozwigzanie ro-
wnania danego bedzie mozliwe przy zactiowaniu warunku 4a & ™ c"
136. Przyklad 6-ty. Rozwigza¢ uktad réwnania

gdzie a i 6 sg liczbami dodatnemi lub ujemnemi, a a danym katem.
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Poniewaz w tym przypadku znang nam jest summa dwu katow,
przeto najdogodniej bedzie znales¢ roznice tych katow, Z réwnania dru-
giego, mamy

czyli

stad za$, na zasadzie wzoru (1) art. 106-go,
1

zatym

z tego wzoru mozemy znalesé —vy), ajezeli przez  oznaczymy je-
a a

den z katow zados$éczjmig.cych temu réwnaniu, otrzymamy

przeto

137. Frzyhtad 7-my. Rozwigza¢ uktad réwnan

gdzie m jest liczbg dang dodatng, a a katem danym. Starajmy sie na-
przdd znales¢ x + y. Poniewaz

J)rzeto z réwnania drugiego, otrzymamy

czyli
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Zamieniajgc summe dostaw na iloczyn wedtug wzoru (7) art. 105-go,
otrzymamy

zatym

Z tego rownania otrzymamy x A-y, slze rownanie pierwsze dane daje nam
X—-e«/, przeto mie¢ bedziemy x iy. Abysmy jednak z réwnania ostatniego
mogli otrzymac¢ x A-y, trzeba, aby

Starajmy sie z tej nieréwnosci, otrzymac wartosci kraricowe dla m. AV tym
celu uwazmy, ze gdy cos a>> 0O, obie strony nierébwnosci mozemy po-
mnozy¢ przez cosa, przez co przyjdziemy do nieréwnosci

taki zatym jest warunek konieczny i dostateczny, aby rozwigzanie réwnan
byto mozebne; gdy zas$ cosa C O, natenczas z powyzszej nierbwnosci, otrzy-
mamy

taki zatym jest warunek konieczny i dostateczny, aby rozwigzanie réwnan
byto mozebne. Z obu tych nieréwnosci wypada, Ze réwnania dane beda
mozebne do rozwigzania, gdy m nie bedzie wieksze od zadnej z wartosci
] —cosail-fcosa.

PRZYKLADY.
Rozwigza¢ nastepujgce roéwnania:

1
2)
3)
4)

5)



7)
8)
9
10)
11)
12)

13)

15)

Odp.

16)
17)
18)
19)

20)

21)

22)
23)
24)

Odp.
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137.

141



ROZDZIAL 1.

TABLICE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH.

138. AzebySmy mogli poznane dotad funkcyje ti-ygonometryczne
i wykryte miedzy niemi zwigzki zastosowaé z prawdziwjTn pozytkiem do
rozmaitych rachunkéw, przytrafiajacych sie w dziedzinie nauk matema-
tycznych, nalezy miec tablice, za pomocg ktérych moglibysmy otrzymywac
wartosci funkcyj trygonometrycznych, danemu katowi odpowiadajacych;
i nawzajem, abysmy mogli znale$¢ wielkosci katow, danej funkcyi trygo-
nometrycznej odpowiadajacych. Poniewaz jednak wartos¢ funkcyj trygo-
nometrycznych katdw dowolnej wielkosci nie dajg sie zawsze doktadnie
obliczy¢, przeto i tablice, ktére nam dajg wartosci tych funkcyj, obejmujg
wartosci przyblizone. Tablice obejmujg wartosci funkcyj trygonome-
trycznych jedynie katow, idacych w postepie arytmetycznym od G® do 90";
bowiem, wedtug tego co sie powiedziato w art. 33-im do 42-go wigcznie,
wartosci funkcyj trygonometrycznych katéw wiekszych od 90® i katow
ujemnych, daja sie wyrazi¢ j*rzez odpowiednig funkcyja trygonometryczng
kata dodatnego mniejszego od 90®, wzietg z odpowiednim znakiem. Po-
niewaz wreszcie na zasadzie zwigzkéw, zachodzacych miedzy funkcyjami
trygonometrycznemi katéw dopetniajacych sie:

sin (45® + 8)= cos (45® — 6),
€os (45® -I- 6) — sin (45® — 6) i t. d.

przeto majac wartosci funkcyj trygonometrycznych wszystkich katéw od
@® do 45®, tymsamym bedziemy mieli wartosci funkcyj trygonometrycznych
katow od 45® do 0®. Z tych powodéw dostatecznym bedzie dla utozenia
tablic mie¢ wartosci funkcyj trygonometrycznych katéw od G® do 45®.
Pokazemy w jaki sposéb przychodzimy do utozenia tablic funkcyj
trygonometrycznych katéw od G® do 45®, idacych w postepie ar}i;mety-
<cznym, ktdérego rdéznicg jest 10". Zanim jednak tym sie zajmiemy, wylo-
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zymy kilka twierdzen pomocniczych, gdzie indziej réwniez uzytecznych,
a ktore stuza, za podstawe przy wyrachowaniu tablic.

139. Twierdzenie I-sze. Jezeli przen 6 oznaczymy miare teoretyczng
Tcata dodatnego mniejszego od Tcata prostego, natenczas 6 jest wieksze od
jego wstawy, a mniejsze od jego stycznej, tojest, ze mamy sind c:B<:tgd.

Niech bedzie kat A OB (fig. 31) mniejszy od kata prostego, ktérego
miarg teoretyczng jest 6. Z wierzchotka kata O, jako ze $rodka, promie-
niem réw*nym jednostce, zakresimy
tuk kota miedzy ramionami tegoz
kata. Z punktu A przeciecia sie te-
go okregu zramieniem O A popro-
wadzmy styczng do okregu kota,
az do przeciecia sie w punkcie F
z przedtuzeniem drugiego ramie-
nia kata; z punktu za$ B przecie-
cia sie tegoz okregu kota, z drugim
ramieniem O B spusémy prostopa-
dta BC na pierwsze ramie kata Fig. 3L
i potagczmy punkt B z A. Opierajac sie na tym, ze powierzchnia wycinka
A OB jest wieksza od powierzchnia trdjkata AOB, mniejsza za$ od po-
wierzchni tréjkata OAF, mie¢ bedziemy

~OA.BC<-"OA.tukAB<"OA .AF,

stad za$
BC<tuk AB <AF,

ze za$ BC jest wstawg kata AOB, AF za$ styczng trygonometryczna
tegoz kata, przeto
sin6<'e<tg8.

140. Twierdzenie 2-gie. Jezeli 6 oznacza miare teoretyczng Jcata,
sifi 6
natenczas granica stosunku -y -, gdy 6 maleje do zera, jest rowna jednosci.

gp&ingz Wﬁu:kaGCS . przeto z nieréwnos$ci, wyprowadzonej w poprzednim
. sin 8
sin6< 6 <

a ze e z zalozenia odpowiada katowi dodatnemu mniejszemu od 90* przeto
sin6 > 0; dzielagc powyzsza nierownos$¢ przez sin6, otrzymamy

1< sin6 N cos6
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Ta nierdwnos$¢ nam pokazuje, ze stosunek —Q- , zawartym jest miedzy

jednoscig i stosunkiem E)/s\d , ktory zmierza do jedno$ci w miare tego jak

6 maleje do zera, zatym

a tymsamym

gdy 6 maleje do zera.

Uwaga. Twierdzenie powyzsze, jak zaznaczylismy odnosi sie do 0,
0znaczajacego miare teoretyczna kata. Zwazmy, ze gdy weZmiemy miare
zwyklg kata, to wyrazi¢ go mozemy przyjmujac za jednostke albo stopien,
albo minute, albo sekunde. Niech ten kat ma albo n stopni t. j. w® albo
p minutt, j.  albo tez g sekund t. j. w takim razie, jak wiemy

Ze za$ zawsze sin6 = sinwW®R = siup = sing", Wwskutek tego

Kiedy 6 zdaza do zera, jednoczesnie w® p', q", jakotez wstawa tego
kata zdazajg do zera, —z d gz a za$ do jednosci, tak, iz granice do kto-

5. T ,.smw® sin» sino" , , ,

rych wtedy zdgzajg utamki ——, —— |, —~~" | ktorych liczniki 1 mia-

nowniki sg liczbami oderwanemi, sg liczbami r6znemi od jedno$ci, miano-
wicie odpowiednio - , , " AMANANAN miarami teoretyczne-

mi (art. 10-ty) odpowiednio jednego stopnia, jednej minuty i jednej se-
kundy.

141. Twierdzenie 3-cie. Jezeli 6 oznacza miare teoretyczng kata
dodatnego mniejszego od kata prostego., natenczas rdznica miedzy miarg
teoretyczng kata ijego wstawg t.j. 6 — sin 6 jest mniejsza od szlstej czesci
szeScianu miary teoretycznej kata.

Dla dowiedzenia tego twierdzenia mozna uzy¢ roznych sposobdw,.
najprostszym jest wyjscie ze wzoru
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Jakoz, ktadac w tym wzorze zamiast 6, kolejno

, otrzymamy

dodajac te réwnania stronami odpowiedniemi, po poprzednim pomnozeniu
tych rownan: pierwszego przez 1, drugiego przez 3, trzeciego przez 3».,.,
ostatniego przez otrzymamy

1)
czyli

Jezeli n rodnie bez granic, wyrazenie zmierza do zera, stosunek
za$ , Na zasadzie twierdzenia art. 140-go, dazy do jednosSci, granicg

zatym pierwszej strony”“powyzszego réwnania jest 6—sin 6. Tak sama
rzecz sie bedzie miata i z drugg strong réwnania. Z przyczyny, ze wsta-
wa kata mniejszego od kata prostego jest mniejsza od jego miary teore-
tycznej, przeto granica drugiej strony réwnania bedzie mniejsza od
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Ze za$ wyrazenie to, jak wiadomo z nauki o postepach gieometrycznych,

jest rbwne — | przeto

142. Twierdzenie 4-te. Jezeli 6oznacza miare teoretyczng hata do-
datnego, mniejszego od hata prostego, natenczas cos 6 przypada miedzy

Wiemy, Zze cos6 1— 2sin®— . Poniewaz, wedlug art. 139-go

i .6 AT - BRI o r
i 141-go, sin — przyi)ada miedzy - ~AAA At

przeto biorgc pierwszg nierbwnos¢, znajdziemy

biorac za$ druga nieréwno$¢ znajdziemy

czyli

tymbardziej wiec

Otrzymalismy wiec dwie nierdwnosci, ktdre mozemy napisa¢ w ksztatcie

143. Jakkolwiek twierdzenia wyprowadzone w poprzedzajacych arty-
kutach sg wystarczajgcemi do utozenia tablic funkcyj trygonometrycznych, to
jednak z uwagi, ze wigksze przyblizenia dla sin6 i cos6é bedg nam potrzebne
przy wyprowadzeniu niektérych wzoréw trygonometryi kulistej, dowiedziemy
jeszcze twierdzenia nastepujgcego: Jezeli 6 oznacza miarg teoretyczng kata dodatnego,
mniejszego od kata prostego® natenczas
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Dla dowiedzenia pierwszej nieréwnosci, uwazmy, ze wzor (1) art. 141 mozemy
napisa¢ w ksztalcie:

gdzie znak wskazuje, ze nalezy wzig¢ summe wyrazow, jakie otrzymujemy
=1

gdy za X zakladamy kolejno 1, 2, 3, ..., n. Poniewaz na za-

sadzie art. 141-go

przeto

podstawiajac te warto$¢ w powyzsze réwnanie, mie¢ bedziemy

czyli

Na zasadzie nauki o postepach gieometrycznych, mie¢ bedziemy

jezeli wiec przypuscimy, ze n rosnie bez granic, mie¢ bedziemy
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lecz gdy 9<C  wyrazenie w nawiasie jest liczbg dodatna, przeto tymbardziej

Dla dowiedzenia drugiej czesci twierdzenia, uwazmy, ze

na mocy za$ dowiedzionej pierwszej czeéci twierdzenia

podstawiajac przeto te warto$¢ w powyzsze réwnanie otrzymamy:

Wykonywajac wskazane dziatania po prawej stronie tej nieréwnosci, mie¢ be-
dziemy

czyli

czyli

czyli

czyli

Ze za$ wyrazenie w nawiasie jest'dodatne z przyczyny, ze , przeto tym-

bardziej
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144. WYEACHOWANIE WSTAWY | DOSTAWY KATA 10."
Miarg teoretyczna, kata 10" jest jak wiadomo

107 T
180.60.60 64800

poniewaz na zasadzie twierdzenia art. 139-go i 141-go, wstawa kata jest
mniejsza od tuku jemu odpowiadajgcego, wieksza za$ od tegoz tuku,
zmniejszonego 0 sz0Ostg czes¢ szeScianu tegoz tuku, przeto

™ < w s W - ¥
jezeli zamiast T weZmiemy warto$¢ przyblizong

3,141 592 653 589 793,
znajdziemy

64800 0,000 048 481 368 110,

Ze Zas

przeto
sin 10" < 0,000 048 481 368 110,

sim 10" > 0,000 048 481 368 089.
Te dwie nieréwnosci p”okazujg nam, ze wstawa 10" przypada miedzy dwie-
ma wartosciami, majacemi spélnycli 12 cyfr dziesietnych; jezeli wiec poto-
zymy
sin 10" = 0,000 048 481 368 1,
popetnimy biad, ktory bedzie mniejszy, od réznicy dwu poprzedzajacych
wartosci, miedzy ktéremi przypada sin 10", to jest bedzie mniejszy od

Q Lo innemi stowy, przyjmujac powyzsza wartos¢ sin 10", btad
jaki skutkiem takiego przyjecia powstanie, bedzie jedynie wplywat na
13-t3 cyfre dziesietna.

Dla znalezienia dostawy kata 10" uwazmy, ze na zasadzie twierdze-
nia podanego w artykule 142-im, mamy:

cos10"> 1—ii , cos10"< 1_ ij- +
24

gdzie e oznacza dtugos¢ tuku 10" to jest = 0,000048481 368110,

a ze E< 0,00005, czyH s< , przeto — < < —-—
' ' 2.10* 24 384.1016 3.10i»
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Widzimy wiec z tego, ze biorgc 1 5\2 jako warto$¢ przyblizong cos
popetnimy biad mniejszy od potowy jednosci na oSmnastym miejscu; Zezas
£2 = 0,000 000 002 350 443 052 8,

nastepnie
1—~ 0,999 999 998 824 473 6,

a
przeto przyjmujac
cos 10" = 0,999 999 998 824 778 473,

popetnimy biad, ktéry bedzie wptywat jedynie na 19-tg cyfre dziesietna.

Do znalezienia wartosci cos 10" moglibySmy takze przyj$é, pamie-
tajac, ze cos 10" = sin'10", i przyjmujgc, Ze znana jest nam war-
tos¢ przyblizona sin 10"; ta jednak droga, z przyczyny ze sin 10" jest dana
z przyblizeniem do 12 cyfr dziesietnych, nie doprowadzitaby nas do wypad-
ku tak doktadnego jak przy uzyciu twierdzenia podanego w art. 142-gim.

145. Z poprzedzajacego artykutu wynika, ze jezeli wartos¢ wstawy
10" wezmiemy z przyblizeniem do 12 cyfr dziesietnych, wstawa 10" bedzie
réwna mierze teoretycznej kata 10", oczywiscie wiec, jezeli dla sin 1"
wezmiemy toz samo przyblizenie, wstawa 1" bedzie rdbwna mierze teore-
tycznej kata 1". Podobniez przy tym samym przyblizeniu, jezeli n ozna-
cza takg ilos¢ sekund wiekszg od 10" kata, iz ~ razy wziety btad wstawy
10" nie wplywa na dwunastg cyfre dziesietng, wstawa kata n" bedzie ro-
wna mierze teoretycznej kata n", czyli bedzie réwna n razy wzietej mierze
teoretycznej kata 1" czyli w.sini". Tym sposobem, przyjmujac przy-
blizenie do 12 cyfr dziesietnych, mie¢ bedziemy

mierze teoretycznej kata n"
wstawe kata 1" '

zatym ilos¢ sekund kata, przy powyzszym zastrzezeniu, otrzymujemy dzie-
lac jego miare teoretyczng, przez wstawe jednej sekundy i naodwrot

miara teoretyczna kata w'= w.sin 1",
Ze za$ wstawa kata 1" rowna sie mierze teoretycznej tegoz kata, a miara

teoretyczna kata 1"jest rowna (art. 10) MWW\ | przeto miara teoretyczna

kata n" = ' — 206265 "' ~JP~owadzone w niniejszym

artykule zwiazki, miedzy wstawami katéw bardzo matych, a ich miarg
teoretyczng, maja wazne zastosowania w Astronomii i Gieodezyi i be-
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dziemy sie niemi positkowali, przy obliczaniu wielkosci katéw bardzo ma-
tych w zadaniach, tyczacych sie rozwigzywania tréjkatéw.

146. "WSTAWY | DOSTAWY KATOW, EOSNACYCH W POSTEPIE AEY-
TILETYCZNYM PRZY KOZNICY 10".

Jezeli we wzorach.

zatozymy p= 10", a=zm. 10", gdzie m oznacza liczbe catkowitg dodatna,
otrzymamy

czyli
)

Na mocy tych wzorébw mozemy otrzyma¢ wstawe i dostawe kata
(m + 1) 10", gdy beda nam znane wstawy i dostawy katéw {m — 1) 10"
i m10". Otéz, jezeli w tym wzorach przyjmowa¢ bedziemy kolejno,
, Natenczas, z przyczyny, ze wiadome nam sg

sin 10" i cos 10", znajdziemy wstawe i dostawe katéw 20", 30",...
Zwroci¢é nam jednak nalezy uwage, Ze przy tego rodzaju obliczeniach
wstaw i dostaw katéw, nalezy za kazdym razem wstawe i dostawe kata
poprzednio znalezionego mnozy¢ przez 2 cos 10"; Ze za$ cos 10" jest bliskie
jednosci, przeto rachunki, jakie nalezy przeprowadza¢, bedg diugie i nu-
zace, a tymsamym nieprowadzace do wypadkéw doktadnych. Dla uni-
knienia tego, mozemy powyzsze wzory odpowiednio przeksztatci¢. Jakoz,
skoro 2cos 10" mato sie rozni od dwoch jednosci, przeto mozemy zatozyé

a wzory (1) dadzg sie wtedy napisa¢ w ksztalcie:

czyli

@

Wzory te, podane przez Tomasza Simpsona, pokazujg nam w jaki sposob
mozemy znale$¢ roznice wstaw lub dostaw dwu katow (m -{-1)10" i m 10"?
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gdy dane sa roznice wstaw i dostaw dwu katéw 10" i (m—1)10" t. j.
jDOzwalajg nam znales¢

sin (w + 1) 10" — sin m 10",

(3) " "
cos (w 4- 1) 10" —cosm1 O,

gdy sg dane

(4), sin m 10" — sin (m — 1) 10",

cosm 10" — cos {ni — 1) 10",

jak roéwniez gdy sa wiadome sinm 10" i cosm 10"; majac za$ rdéznice (3)
i dodajac do pierwszej sinw 10", do drugiej za$ cosm 10" znajdziemy
sin(m+1)10"™ i cos (m + 1) 10". Cate wiec zadanie sprowadza sie¢ do
kolejnego wynajdywania wartosci roznic (3), gdy sa dane réznice (4).
Lecz réznice (3) bardzo tatwo otrzymujemy z rdznic (4), bowiem, na za-
sadzie wzoréw Simpsona, jedna réznica powstaje z drugiej przez odpowie-
dnie odjecie ztsinmlO" lub cosw 10", gdzie h jest czynnikiem statym;
obliczenie za$ Zsinm 10" i Zcosm10" daje sie tatwo uskuteczni¢ przez
utworzenie iloczynéw z liczby h przez pierwsze dziewie¢ liczb catkowi-
tych (czyli tak zwanego leniwca); w tym bowiem razie zadanie sprowadza
sie do prostego dodawania i odejmowania liczb dziesietnych.

147. Postepujac droga wskazang w poprzedzajacym artykule, przyj-
dziemy do znalezienia warto$ci wstaw i dostaw katéw od O» do 45", ro-
snagcych w postepie arytmetycznym przy réznicy 10". W obliczaniu
jednak mozemy sie ograniczyé na szukaniu katéw od O'do 30". Jakoz
na zasadzie wzoréw Eulera (art. 106), mamy

sin (30® + a) -f sin (30® — a) = cos a,
cos (300 4- a) — cos (30" —a) = —sin a,
stad
sin (SOfi+ a) cosa— sin (30" — a),
cos (30° + a) = cos (30" — a) — sin a,
ktadac w tjon wzorach a=.m 10", mie¢ bedziemy
sin (30" + m10") = cosm 10" — sin (30" — m 10"),
cos (30" -f m10") = cos (30" — m 10") — sinm 10",
a jezeli w tych wzorach zatozymy kolejno m= \, m= 2, m= 3,.,
otrzymamy wzory, ktdre nam pozwolg znale$¢ wstawy i dostawy wszyst-
kich katéw od 30" do 45", gdy bedziemy juz mieli warto$ci wstaw i do-
staw katéw od O" do 30"

148. W ten sj"os6b obrachowane warto$ci wstaw i dostaw katéw
od 0" do 45", skutkiem nieuniknionych btedéw rachunkowych, wynikaja-
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c3*ch wskutek wykonywania wielu dziatan nad liczbami przyblizonemi,
nie beda, doktadne i dla tego, otrzymywane tg droga "wartosci na niektdre
katy nalezy sprawdza¢ z wartosciami, Avprost otrzymac sie dajacemi.
~A"artosci wstaw i dostaw niektérych katéw podaliSmy w artykutach 54-im,
55-ym, 56-ym i 108-ym do 113-go Awiacznie, ktére mozemy otrzymac
z takim przyblizeniem, jak sami zechcemy, przeto poréwnywajac dwie-
ma drogami znalezione warto$ci, mozemy sobie zapewnié doktadnos¢ war-
tosci wstaw i dostaw pozostatych katéw, obliczanych jedna po drugiej,
na zasadzie artykutow 144-go i 146-go.

TABLICE LOGARYTMOW FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH.

149. Z tego, cosmy powiedzieli w poprzedzajacych artykutach, wyni-
ka, ze jesteSmy w moznosci, na mocy znalezionych wartosci wstaw i dostaw
katow od G® do 45\ utozy¢ odpowiednie tablice. Tablice tego rodzaju
znajdzie czytelnik w dzietach: Yega, Sammlung mathematischer Tafeln,
wydanie stereotypowe Dr. J. A. Hillsse'go, Berlin, 1865; — Schlémilcha,
Fiinfstellige logaritmische und trigonometrische Tafeln, wydanie stereo-
typowe, Brunswik, 1886.

Poniewaz A/ zastosowaniach liczebnych funkcyj trygonometrycznych
rachunki bardzo sie upraszczajg przez uzycie logarytmoéw, prze'to w pra-
ktyce nie uzywamy wartosci samych funkcyj trygonometrycznych, lecz
ich logarytmy. Majac znane warto$ci wstaw i dostaw, mozemy znales¢ ich
logarytmy i uja¢ je w odpowiednie tablice. Skoro bedziemy mieli loga-
rytmy wstaw i dostaw katéw, bardzo tatwo znajdziemy logarytmy sty-
cznej i dostycznej, gdyz

logtg e =: log sin 6 — log cos 6,
logcotg6 logcosQ —logsin6 = — log tg 6.

Bedziemy wiec w moznosci utozyé tablice logarytméw wstaw, dostaw,
stycznych i dostycznych. Logarytmy siecznych i dosiecznych pomijane
sg w tablicach z tej przyczyny, ze funkcyje te sg rzadkiego uzycia; zresztg
logarytmy ich mozemy bardzo tatwo znale$¢, pamietajac, ze sieczna jest
odwrotno$cig dostawy, dosieczna za$ odwrotnoscia wstawy, a zatym ich
logarytmy sg réwne i znakdw przeciwnych odpowiednim logarytmom do-
stawy i wstawy.

Poniewaz wstawy i dostawy wszystkich katéw, styczne katéw od 0°
do 45", dostyczne od 45" do 90" sg utamkami mniejszemi od jednosci,
przeto logarytmy ich sg ujemne. Z tego powodu w tablicach, dla uni-
knienia logarytméw ujemnych, dodaje sie do kazdego logarytmu 10 jedno-
§ci, tak, iz wtedy tablice dajg nam nie wiasciwe logarytmy funkcyj trygo-



154 TRYGONOMETKYJA PLASKA -

nometrycznych, lecz powiekszone o 10 jednosci. AV niektorycli tablicach,
jak wtablicach Dupuis podane sg logarytmy wiasciwe, to jest bez dodania
10 jednosci. Dodanie 10 jednosci do logarytmu liczby odpowiada po-
mnozeniu jej przez 10®. Jezeli wiec chcielibySmy z logarytmu funkcyi
trygonometrycznej, podanego w tablicach, obliczy¢ same te funkcyja, na-
lezy numerus jej logarytmu podzieli¢ przez 10"". Logarytmy, ktore
i przy tym zatozeniu wypadajg ujemne, nalezg do funkcyj trygonome-
cznych, odpowiadajacych katom bardzo matym, i nie przytafiajacyni sie
w praktyce; najwiekszy z tych katdw jest jeszcze mniejszy od kata rowne-
go 0,0001 sekundy *). Tablice zawierajg albo logarytmy siedmiocyfrowe
jak Vegi, Oalleta, Schrona, Bremikera, albo pieciocyliwe jak Lalande'a,
Dupuis'a, Kohlera, Wittsteina, Hoilela, Zecha, Eohma, Schlomilcha,
Przewalskiego (Moskwa, 1887), albo wreszcie czterocyfrowe jak Mullera,
Hoiiela, Wittsteina i Zecha. AV wiekszej liczbie przypadkéw logarytmy
pieciocyfrowe sg wystarczajgce dla otrzymania doktadnych wypadkéw,
a w niektorych nawet i czterocyfrowe **).

Przejdziemy teraz do opisania tablic logarytméw funkcyj trygono-
metrycznych Yegi i Bremikera, jako najwiecej w uzyciu bedacych, ze
wskazaniem rdznicy jaka zachodzi miedzy temi tablicami, a nastepnie do
opisania tablic logarytméw pieciocyfrowych Schomilcha, ze wskazaniem
sposobéw uzycia tablic przy obliczaniu wartosci logarytméw funkcyj try-
gonometrycznych.

Zwrocié¢ nalezy uwage, ze przy obliczeniach wartosci funkcyj trygo-
nometrycznych, niektdrzy autorowie zwiaszcza francuscy i niemieccy uzy-
wajg logarytméw wiasciwych wstaw, dostaw, stycznych i dostycznych, nie
za$ tablicowych, angielscy za$ autorowie wprowadzajg do rachunku loga-
rytmy tablicowe, i przy wykonywaniu dziatai uwzgledniajag 10 jednosci
dodanych do logarytméw wihasciAvych funkcyj trygonometrycznych.

*) Jezeli bowiem x jest miarg teoretyczng kata, ktérego wstawa jest mniejsza

od jj” , natenczas z przyczyny, ze sin 10" <0,000 048 481 368, bedzie

X sin 10" miary teor. kata 10"
mrara kata 10" B\d960%8481368
(10l0)
czyli
miary teor. kata 10" miary kata 1'
n 484813 n 40000

**) W Kiemczech do uzytku szkolnego przyjeto pieciocyfrowe logarytmy, na za-
sadzie postanowienia zjazdu niemieckich nauczycieli, odbytego w Hannowerze 1864 roku.
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UKLAD TABLIC.

150. TABLICE VEGI. Tablice logarytméw funkcyj trygnometry-
cznycli Yegi, podzielone sg na pewne gruppy. Pierwsze dwie karty obej-
muja logarytmy w siedmiu cyfrach dziesietnych wstaw i stycznych wszyst-
kich katow, rosngcych w postepie arytmetycznym co kazda sekunde od O
do 60", czyli jednej minuty; pierwsza kolumna wskazuje ilos¢ sekund,
druga za$ odpowiedni logarytm. Nastepne 23 karty obejmujg logarytmy
wstaw i stycznych wszystkich katow, rosngcych co kazda sekunde od
do 2®, a tymsamym logarytmy dostaw i dostycznych katéw od 88" do 90",
stopnie i minuty katéw od G®do 2" sg wypisane u gory kazdej tablicy,
u dotu zas$ katéw 83® do 90°; pierwsza i ostatnia kolumna obejmujg ilosci
sekund, na wprost za$ sekund, w nastepujgcej kolumnie odpowiedni lo-
garytm. Nastepujace karty obejmujg tablice logarytméw wstaw, dostaw,
stycznych i dostycznych wszystkich katéw, rosngcych co 10" od O" do
6®, a tymsamym katéw od do 90®; stopnie od G® do 6" sg wypisane
u gory kazdej tablicy, stopnie za$ 84® do 90® u dotu odpowiedniej tablicy,
minuty i sekundy umieszczone sg w pierwszej i drugiej kolumnie i odnosza
sie do stopni wypisanych u gory tablicy; minuty za$ i sekundy, wypisane
w ostatniej i przedostatniej kolumnie, odnosza sie do stopni wypisanych
u dotu tejze tablicy; na wprost sekund, w kolumnach z odpowiedniemi
nadpisami mieszczg sie logarytmy wiasciwych funkcyj trygonometrycznych.

Poczynajac od 6® podane sg logarytmy wstaw, dostaw, stycznych
i dostycznych wszystkich katéw, rosnacych co jedna minuta od 6° do 45®,
a tymsamym katéw od 84° do 45®. Stopnie biezace od G® do 4® wypi-
sane sg u gory tablicy, stopnie za$ od 84® do 44® u dotu tablicy; minuty
umieszczone sg w pierwszej i ostatniej kolumnie i odpowiadajg pierwsze
stopniom Avypisanym u gory, drugie za$ stopniom wypisanym u dotu. Na
Avprost kazdej minuty we wiasciwej kolumnie wypisane sg logarytmy od-
powiedniej funkcyi trygonometrycznej. Po kazdej kolumnie logarytmdw,
znajdnje sie mata kolumna oznaczono DI", ktdra pokazuje réznice mie-
dzy dwoma po sobie nastepujgcemi logarytmami, odpowiadajacg dwu
katom rdznigcym sie o 1". Kolumna réznic logarytmow dla stycznej
i dostycznej jest spdlna, gdyz

logtg6 — — log cotg 8, logtg (6 + /i) — logcotg (6 + h),
zatym
logtg (0 + h) —logtg 8 = logcotg 6 — lo” cotg (8 + h).

Réznice miedzy logarytmami na 1" pomieszczone sa w kolumnie D1" i wy-
pisane po $rodku cyfr, odpowiadajgcych danym, po sobie idgcym, loga-
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rytmom; réznice te dla logarytméw wstaw i stycznych rosng z powigksza-
niem sie kata, malejg za$ dla logarytméw dostaw i dostycznych, gdy kat
rosnie.

151. TABLICE BEEMIKEEA. Tablice siedmiocyfrowe Bremikera,
tym sie roznig od tablic Yegi, ze i)odane sg w nich najpierw logarytmy
wstaw, dostaw, stycznych i dostycznych wszystkich katéw od G® do 5" co
kazda sekunde; nastepne za$ tablice obejmujg logarytmy tychze funkcyj
trygonometrycznych wszystkich katow od O"do 90" co kazde 10"; nadto
wykazane sg w odpowiedniej kolumnie réznice miedzy kazdemi dwoma lo-
garytmami po sobie nastepujgcemi. Poniewaz logarytmy funkcyj trygono-
metrycznych As tablicach Bremikera podane sg dla katdw, rosngcych co
kazde 10" to i rdznice tablicowe wykazujg roznice miedzy logarytmami
dla 10" rdznicy miedzy katami. Poczynajgc od tablic, dajgcych nam lo-
garytmy funkcyj trygonometrycznych katéw od 5" do podane s3g
zewnatrz kolumn, mate kolumny, odpowiadajgce czesciom proporcyjonal-
nym (partes proportionales), o ktérych znaczeniu moéwié¢ bedziemy przy
oinisie uzycia tablic Bremikera.

152. TABLICE scHLOMILOHA. Uklad tablic Schlomilcha jest po-
dobny do uktadu tablic Yegi, réznica zachodzi jedynie w tym, ze tablice
obejmuja logarytmy wstaw, dostaw, stycznych i dostycznych katéw rosna-
cych cojedne minute. Stopnie katdw sa wypisane w pierwszej i ostatniej
kolumnie, minuty za$ w drugiej i przedostatniej kolumnie; na wprost za$
minut w odpowiedniej kolumnie logarytmy funkcyj trygonometrycznych;
oprocz tego przy logarytmach zamieszczone sa w oddzielnej kolumnie ré-
znice miedzy logarytmami, odpowiadajgce réznicy 1" miedzy katami. Po-
niewaz tablice Schomilcha obejmuja logarytmy pieciocyfrowe, dla poka-
zania wiec, ze logarytm w tablicach podany jest wiekszy od logarytmu
rzeczywistego, ostatnia cyfra tegoz logarytmu jest podkres$long i tak np.:
na str. 69-ej logsin7"40"' wykazany jest 9,12519, to podkreslenie cyfry 9
oznacza, ze logarytm ten wziety z tablic jest wiekszy od logarytmu rze-
czywistego, t.j. ze na tym miejscu byta wlasciwie cyfra 8, lecz pierwsza
z opuszczonych nastepujacych cyfr byta 5 lub wieksza.

SPOSOB UZYCIA TABLIC.

153. Dla pokazania sposobu uzycia tablic, powyzej opisanych, roz-
wigzemy dwa zadania: 1) znale$¢ z tablic logarytm pewnej funkcyj try-
gonometrycznej, danemu katowi odpowiadajacej; 2) znales¢ kat, odpowia-
dajacy funkcyi trygonometrycznej, gdy dany jest logarytm tejze funkcyi
trygonometrycznej.
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154. ZNALEZIENIE LOGARYTMU PEWNEJ FUNKCYl TRYGONOMETRY-
cznej, DANEMU KATOWI ODPOWIADAJACE]J.

Przy rozwigzaniu tego zadania mogg zaj$¢ dwa przypadki: all)o kat
dany jest w ten sposob, Ze logarytmy jego funkcyj trygonoinetrycznych po-
dane sg w tablicacli, albotez podany jest w ten sposob, Ze tablice nie daja
bezposrednio logarytmow jego funkcyj trygonometrycznych.

155. Pmypadeh 1-szij. Jezeli kat podany jest w stopniach i mi-
nutach, logarytmy jego funkcyj trygonometrycznych otrzymujemy bezpo-
Srednio zapomocg tablic Yegi, Bremikera i Schlomilcha, jezeli za$ kat
podany jest w stopniach, minutach i dziesigtkach sekund otrzymujemy
logarytmy jedynie zapomocg tablic Bremikera. | tak, przypusémy, ze chce-
my znale$¢ logarytm wstawy kata 37" i 44'. Uzywajac tablic Yegi lub Bre-
mikera szukamy naprzdd stronnicy, na ktorej u gory jest wypisana liczba
31®. Znalazszy te stronnice w kolumnie pierwszej szukamy liczby 44, odpo-
wiadajacej danym minutom, majac za$ jg na wprost niej w kolumnie, no.
szacej u gory nazwe sin, znajdziemy liczbe 9,7 867 424, ktora jest szuka-
nym logarytmem powiekszonym o 10 jednosci. Odejmujac od powyzszej
liczby 10 jednostek, znajdziemy

log sin 37»44' = 1,7 867424.

Dla znalezienia tegoz logarytmu zapomocg tablic Schlomilcha, szukamy
stronnicy na ktorej w pierwszej kolumnie wypisang jest liczba 37<, naste-
pnie w drugiej kolumnie liczby 44, na wprost niej, w kolumnie noszacej
u gory nazwe logsin, znajdziemy liczbe 9,78 674 jako szukany logarytm
tablicowy.

Przypus¢my powtore, Zze chodzi nam o znalezienie logarytmu stycznej
kata 68"52'. Uzy"vajac tablic Vegi lub Bremikera szukamy najpierw stron-
nicy, na ktorej u dotu jest wypisana liczba 68", nastepnie udajemy sie do
ostatniej kolumny, w ktorej odszukujemy liczby 52, odpowiadajacej da-
nym minutom kata, na wprost tej liczby w kolumnie zatytutowanej u dotu
tang znajdziemy liczbe 10,412 8096, ktéra jest szukanym logarytmem
powiekszonym o. 10 jedno$ci, odejmujac 10 jednosci od tej liczby znaj-
dziemy

logtg 68"52'0,412 809 6.

Uzywajac do znalezienia logarytmu stycznej kata 68" 52', tablic Schlomil-
cha, szukamy najpierw stronnicy, na ktorej w ostatniej kolumnie jest
wypisana liczba 68, nastepnie za$ w kolumie przedostatniej liczby 52,
odpowiadajacej danej ilosci sekund, na wprost tej ostatniej w kolumnie,
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zatytutowanej u dotu log tang wypisana ticzba 10,41 281 bedzie szukanym
logarytmem, zwieliszonym o 10 jednostek, i zarazem wiekszym od toga-
rytmu rzeczywistego. Gdy dany kat jiodany jest w stoi)niach, sekundach
dziesigtkacli sekund, otrzymujemy logarytmy wstaw, dostaw, stycznycli
i dostycznycti bezposrednio zapomocy tablic Bremikera.

Gdy wreszcie kat jest mniejszy od 6" a podany jest w stopniacli,
minutacti i sekundacti, logarytmy jego funkcyj trygonometrycznych otrzy-
mujemy bezposrednio zapomocg tablic Vegi lub Bremikera, gdyz jak to
wspomnielisSmy przy opisie uktadu tych tablic, logarytmy funkcyj trygono-
metrycznych tego rodzaju katéw, podane sg oddzielnie w tablicach Yegi
i Bremikera,

156. Frzypadeh 2-gi. Gdy dany jest kat wiekszy od 5" i zawiera,
oprécz stopni i minut, jeszcze sekundy i utamki sekund, szukanie loga-
rytmu jego funkcyi trygonometrycznej opieramy na tej zasadzie, ze r6znice
miedzy dwoma logarytmami sg proporcyonalne wzgledem réznicy miedzy
katami tymze logarytmom odpowiadajgcemi, to jest, ze jezeli przez h
oznaczymy roznice miedzy danym katem, a bezposrednio od niego mniej-
szym, ktorego logarytm funkcyi trygonometrycznej jest podany w tablicy,
przez S za$ roznice miedzy szukanym logarytmem funkcyi, danemu katowi
odpowiadajacej, a logarytmem funkcyi trygonometrycznej kata bezposre-
dniego od niego mniejszego, w tablicach podanego, wreszcie przez D r6-
znice miedzy dwoma logarytmami funkcyi trygonometrycznej katow, mie-
dzy ktéremi przypada kat dany, natenczas, wiedzac, ze r6znica miedzy
dwoma katami bezposrednio po sobie nastepujgcemi w tablicach Yegi
i Schlomilcha wynosi 1' czyli 60", bedzie

60" D A JiD

a jezeli znaleziong warto$¢ 8 dodamy do logarytmu wstawy lub stycznej
kata bezposrednio mniejszego, lub odejmiemy od logarytmu dostawy lub
dostycznej tegoz kata, znajdziemy logarytm szukany.

Dowodzi sie w analizie wyzszej, ze zasada, ktorg tu przyjmujemy
dla znalezienia logarytméw funkcyj trygonometrycznych jest prawdziwg
z przyblizeniem do siedmiu cyfr dziesietnych, jedynie dla logarytméw fun-
kcyj trygonometrycznych katéw wiekszych od 5", a mniejszych od 85®,
czyli innemi stowy, ze przyjecie tej zasady nie wptywa na siddmg cyfre
dziesietng logarytmu. Doda¢ przytym nalezy, ze z tej zasady proporcyjo-
nalnosci korzystaé mozna tylko dla dwu cyfr dziesietnych sekund ponad
podane w tablicach, gdyz uwzglednianie dalszych cyfr dziesiethnych moze
spowodowacé niedoktadne wypadki.
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Tablice Vegi i Schlémilclia podajg nam réznice dla 1", czyli wartos¢

wyrazong, w siedmiu lub pieciu cyfrach dziesietnych; w tym razie dla
60
znalezienia d, nalezy otrzymana, rdznice z tablic pomnozy¢ przez réznice,
zachodzaca, miedzy katem danym a bezposrednio od niego mniejszym,
w tablicach sie znajdujacym i otrzymamy iloczyn doda¢ lub odjaé¢ od lo-
garytmu znalezionego w tablicach, stosownie do tego, czy szukamy loga-
rytmu wystawy lub stycznej, czytez logarytmu dostawy lub dostycznej;
w tym dodawaniu nalezy pamieta¢, ze 5wyrazone jest w tablicach Vegi
w jednostkach na si6dmym, za$ w tablicach Schlomilcha, na pigtym miej-
scu po przecinku.

W tablicach Bremikera, roznice sa podane miedzy logarytmami fun-
kcyj trygonometrycznych katéw réznigcych sie o 10", zatem dziesigta
cze$¢ tych réznic daje nam réznice odpowiadajacg 1". Dla znalezienia
Aviec logarytmu funkcyi trygonometrycznej kata danego, nalezy, po znale-
zienie logarytmu funkcyi trygonometrycznej kata bezposrednio od niego
mniejszego, znales¢ roznice miedzy logarytmami katéw, obejmujacych kat
dany, po podzieleniu jej przez 10, pomnozy¢ przez réznice, wyrazong w se-
kundach, miedzy danym katem a bezposrednio od niego mniejszym, otrzy-
many rezultat doda¢ do logarytmu funkcyj trygonometrycznych kata bez-
posrednio od niego mniejszego, gdy szukamy logarytmu wstawy lub sty-
cznej, odjac zas$, gdy szukamy logarytmu dostawy lub dostycznej. Dla uta-
twienia w tym wzgledzie rachunku tablice Bremikera obejmujg tak zwane
czeSciproporcyjonalne (partes proportionales), ktére wykazujg ro6-
znice miedzy logarytmami, gdy réznice miedzy katami wynosza 1, 2, 3..., 9
sekund i tak np. dla katow 37" 44" i 37" 44' 10", r6znica

miedzy logarytmami wstaw wynosi 272, na skraju tabhc ") 272
wypisana jest kolumna cyfr *), ktéra pokazuje, jakie 1 27.2
wtedy sg roznice miedzy logarytmami, gdy réznice mie- o 54.4
dzy katami wynoszg 1", 2".. . | tak, jezeli rédznica mie- 3 81.6
dzy katami wynosi 6",8, wtedy dla znalezienia réznicy '

miedzy logarytmem szukanym (to jest logarytmem wsta- 4 108.8
wy kata 37044' 6", 8), a podanym w tablicach logarytmem ° 136.0
wstawy kata 37" 44" bezj“o$rednio mniejszego od kata 6 163.2
37" 44' 6", 8, nalezatoby roéznice 272 podzieli¢ przez 10, 7 190.4
a pomnozyC przez 6,8. Zamiast wykonywania tego g 5174
mnozenia bierzemy z tabelki liczbe, stojacg na wprost 6 9 2448

to jest 163, jako odpowiadajacg 6", i do niej dodajemy
dziesigta cze$C liczby, stojacej na wprost liczby 8 to jest 22, skutkiem
tego otrzymamy 185, ktora to liczba bedzie rdznicg miedzy logarytmem
TN9awy kata danego a logarytmem wstawy kata 37" 44",
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157. Jezeli clioclzi nam o znalezienie logarytmu funkcyi trygono-
metrycznej kata mniejszego od 5" lub wiekszego od 85", zasada przyjeta
w poprzedzajgcym artykule nie moze by¢ stosowang i w tym razie postepu-
jemy inng droga. Kat dany wyrazamy w sekundach i utamku dziesie-
tnym sekund; niech a oznacza ilos¢ sekund, h za$ utamek dziesietny. Dla
otrzymania logsin (a+ i logtg (a+ mozemy przyja¢, ze stosunek
katow bardzo matych a i a -f- /i jest réwny stosunkowi wstaw lub stycznych
tychze katéw (art. 145-ty), to jest mozemy przyjac

sin (a -1- a+ tg(@a+ h) a-f™

sma a tga a
logsin (a -f li)— log sina + log (a 4- li)— log a,

, bedziemy mieli

A logtg (@a+ h)—logtga + log(a + » — log a.

Logarytmy sina i tga, znajdziemy na pierwszych kartach tablic, a naste-

pnie w tablicach logarytmoéw liczb log (a /i) i loga, przeto z wzoréw po-

wyzszych otrzymamy logarytmy szukane wstawy i stycznej kata a + h.
Jezeli wzory powyzsze napiszemy w ksztatcie

logsin {a A-h) — logsina—loga + log (a -f h),
logtg (a -f A)==logtga — loga 4- log (a + A),

U/

natenczas zamiast szukania kazdego z logarytmdw po prawej stronie tych
réwnan, mozemy szukaé logsina —loga i logtga—Iloga, a nastepnie do tych
réznic dodac log (a + Lecz réznice logsina— loga i logtga — log a,
mozemy otrzymac bezposrednio z tablic De]Jambre'a, podanych w tablicach
Bremikera. Jakoz, w tablicach liczb naturalnych Bremikera u dotu kaz-
dej tablicy podane sg powyzsze roznice dla logarytméw wstawy i stycznej,
odpowiadajace katom wyrazonym w sekundach. W powyzszych réznicach
tablicowych litera S oznacza r6znice, odpowiadajacg logarytmowi wstawy,
litera za$§ T oznacza roznice, odpowiadajgca logarytmowi stycznej, dla obu
tych réznic charakterystyka i pierwsze trzy cyfry mantyssy sg spolne.

Dla objasnienia sposobu szukania logarytmu wstawy kata matego
przypusé¢my, ze chcemy znale$¢ logarytm wstawy kata 3' 27",355=:207",355,
natenczas uzyTV'ajac wzoru (1), otrzymamy

logsin 207" = 7,0015451

log 207,355 ==2,3167145

logsina + log (a -f h) — 9,3182596

ze za$ log 207  2,3159703
przeto log sin 207",355 = 7,0022893
mamy wiec logarytm tablicowy wstawy kata danego.
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Dla znalezienia logarytmu wstawy tegoz kata zapomocg rdznicy
log sina — log a, podanej w tablicach Bremikera, szukamy w tablicach lo-
garytméw liczb tej stronnicy, na ktorej znajduje sie 207". Na stronnicy 2-gj
tych tablic znajdujemy 200", ktére przyjmujemy jako odpowiadajgce 207**
i bierzemy rdznice S, wypisang na wprost 200" t. j. 4,6855748, a jezeli
do niej dodamy logarytm 207,355 t. j. 2,3167145, otrzymamy 7,0022893.
t. j. szukany logarytm tablicowy wstawy kata danego.

Dla znalezienia logarytmu wystawy kata bardzo malego mozemy
takze uzy¢ wzoru, podanego w art. 145-ym, mianowicie:

SINW = 506 265

Jezeli ten wz6r zastosujemy do danego przyktadu, otrzymamy
logw = 2,3167145
log 206 265  5,3144255
log sin 207",355 = 7,0022890
Przypus¢my, ze chodzi nam o znalezienie logarytmu stycznej kata
3'27",355. Jezeli dla rozwigzania zadania uzyjemy drugiego z wzordéw (1),
otrzymamy
logtg 207" = 7,0015454
log 207,355 = 2,3167145
logtga + logtg (a+ 70 = 973182599
odejmujac log 207 = 2,3159703
otrzymamy log tg 207",355 = 7,0022896

mamy wiec logarytm tablicowy stycznej kata danego.

Jezeli dla znalezienia logarytmu stycznej kata danego, uzywamy ta-
blic Delambre'a, natenczas szukamy naprzdd, w tablicach Bremikera lo-
garytmoéw liczb naturalnych, tej stronnicy, na ktoérej znajduje sie 207",
Na stronicy 2-ej tych tablic znajdujemy jedynie 200", ktére przyjmujemy,
jako odpowiadajace 207" i bierzemy rdznice T, wypisang na wprost 200"
t. j. 4,6855750. Dodajgc te liczbe do logarytmu 207,355 t.j. do 2,3167145,
otrzymamy 7,0022895, jako szukany logarytm stycznej kata danego.

Jezeli chodzi nam o znalezienie logarytmu dostawy kata bardzo ma-
tego a +  natenczas uwazmy, ze

logcos(a + N = logsin (a + li)— logtg (a -f- /»);

otrzymamy wiec logarym dostawy kata danego, szukajgc logarytméw wsta-
wy i stycznej kata a -f A i odejmujac je od siebie. "Wzor ten jednak na
mocy wzoru (1) przyjmie ksztatt

Bibl. mat.-fij., S.ni, T. IV. . 11
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log @36 (a + h) = logsina— logtga==1logcos a,

z czego wypada, ie katy a h i a majg dostawy réwne, co tez pokazuja
tablice. Przypu$¢my, ze chcemy znale$¢ log cos 3' 27",355. Kat ten przy-
pada miedzy 3'20" i 3'30", ktdrycli logarytmy dostaw sg jednakie i rowne
9,999 999 8, przeto

log cos 37" 27", 355 = 9,999 999 8.

158. Pokazemy teraz na przyktadach, w jaki sposob szukamy loga-
rytméw funkcyj trygonometrycznych na zasadach, wytozonych w poprze-
dzajacych artykutach.

1) Znales¢ logarytm wstawy kata 37~ 43' 56",

Bozwigzanie za pomocg tablic Vegi. Szukamy naprzod logarytmu
wstawy kata, bezposrednio mniejszego od kata danego, a znajdujacego
sie w tablicach. Poniewaz tablice Vegi obejmujg logarytmy wstaw
katow, rosngcych co jedne minute, przeto t}Tn katem bedzie 37" 43'. Na-
stepnie szukamy logarytmu wstawy tego kata i znajdujemy 9,7865791;
wreszcie bierzemy z tablic z kolumny DI" liczbe, wypisang miedzy tym lo-
garytmem a logarytmem po nim bezposrednio nastepujacym; znajdujemy
27,22. Jezeli te réznice pomnozymy przez 56, to jest przez ilos¢ sekund,
znajdziemy 1524. Taka zatym jest roznica, wyrazona w jednostkach na
siodmym miejscu, miedzy logarytmem wstawy kata danego a logarytmem
kata bezposrednio od niego mniejszego. Poniewaz wstawa kata rosnie,
gdy kat rosnie, przeto i jej logarytm rosnie, otrzymang wiec réznice na-
lezy doda¢ do logarytmu wzietego z tablic, co uskuteczniwszy, otrzymamy
9,7867315 jako logarytm tablicowy wstawy kata 37/43' 56".

Rachunek przy uzyciu tablic Yegi wypisuje sie w ten sposéb

log sin 270 43' 9,7865791 Dif. 1"= 27,22
roznica dla 56" 1524 56 X27,22 = 1524,32
log sin 37" 43' 56" = 9,7867315

Bozwigzanie za pomocg tablic BremiJcera. Szukamy naprzod kata,
bezposrednio mniejszego od kata danego, a znajdujgcego sie w tabli-
cach, a nastepnie jego logarytmu. Poniewaz tablice Bremikera obejmuja
logarytmy wstaw katéw, rosngcych co 10 sekund, przeto tym logarytmem
bedzie 9,7867152, jako odpowiadajgcym katowi 37" 43'50", bezposrednio
mniejszemu od kata danego. Ze za$ réznica miedzy dwoma logarytmami
wstaw katéw, bezposrednio wiekszego i bezposrednio mniejszego od kata
danego, wynosi 272, to jest dla 10" wynosi 272, przeto dla 1" wyniesie
27,2. Mnozac te liczbe przez 6, otrzymamy roznice 163, ktorg nalezy do-
da¢ do logarytmu wstawy kata mniejszego, aby otrzymac logarytm szu-
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kany. BoOznice te mozemy takze otrzymaé z tabliczki, znajdujacej sie na
skraju samej tablicy; z tej tabliczki okazuje sig, ze gdy roéznica miedzy lo-
garytmami wynosi 272, wtedy réznica dla 6" wynosi 163,2. Dodajac te
réznice do logarytmu wzietego z tablicy, otrzymamy 9,7867315, jako szu-
kany logarytm tablicowy wstawy kata danego.

Rachunek przy uzyciu tablic Bremikera zazwyczaj wypisuje sie w ten
sposob

logsin 37« 43' 50"  9,7867152 Dii 272
réznica dla 6" — 163 dla 6" = 163,2
log sin 37" 43' 56" = 9,7867315.

Romigmnie  sa pomocg tahlic Schlémilclia  Poniewaz tablice Sclilo-
milcba obejmujg pieciocylrowe logarytmy wstaw rosngcych co jedne
minute, przeto szukamy logarytmu kata, bezposrednio mniejszego od kata
Jinego; tym katem jestJ37"43' a logarytmem jego wstawy 9,78658. B6-
'iSiice miedzy logarytmem szukanym a wzietym z tablicy znajdujemy wpo-
§3bny sposoéb, jak przy uzyciu tablic Vegi, to jest réznice z tablic dla 1",
IS> jest 0,27 mnozymy przez 56, przez co otrzymujemy roznice 15, ktérg
dodajac do logarytmu wsta"sy kata 37°43', otrzymamy 9,78673, jako szu-
5&ny logarytm wstawy kata danego.

S Baclmnek wypisuje sie wten sam sposob, jak przy uzyciu tablic Yegi

log sin 37043' =9,78658 Dif. 1" = 0,27
S réznica dla 56" 15 56 X 0,27 = 15,12
§ log sin 37043'56" = 9,78673.

2) Znalez¢ logarytm dostawy kata 21" 32' 34",9.

- = Rozwigzanie za pomocg tablic Yegi. Wiemy, ze gdy kat rosnie

od G®do 90" dostawa jego maleje, przeto i logarytmy dostawy maleja
w miare zwiekszania sie kata; w tym razie mozemy dwiema drogami dojs¢
do szukanego logarytmu.

Sposéb 1-szy. Wezmy z tablic logarytmu dostawy kata, bezposre-
dnio mniejszego od kata danego; znajdujemy] w tablicach Vegi kat 21" 32’
a logarytm jego dostawy 9,9685783, nastepnie z kolumny D 1" bierzemy
8,31. Poniewaz 8,31 oznacza réznice logarytmoéw dostaw katdw réznig
cych sie o 1", przeto na mocy artykutu 156-go, réznica miedzy logarytmem
szukanym a logarytmem z tablic wzietym wyniesie 34,9 X 8,31= 290,019.
Poniewaz, jakto na poczatku zaznaczylismy, gdy kat rosnie, logarytm do-
stawy maleje, przeto odejmujgc znaleziong liczbe od logarytmu wzietego
z tablic, otrzymamy 9,9685493, jako szukany logarytm tablicowy dostawy
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kata 21" 32'34",9, odejmujac od niego 10 jednosci otrzymamy logarym
wiasciwy
log cos 21" 32' 34"9 = 1,9685493.

Sposéb 2-gi. Szukamy w tablicach logarytmu dostawy kata bezpo-
Srednio wiekszego od kata danego t j. kata 21" 33", znajdujemy 9,9685284.
Nastepnie z kolumny DI" bierzemy liczbe wypisang miedzy tym loga-
rytmem a bezposrednio nad nim stojagcym, t. j. 8,31. Poniewaz 8,31
przedstawia roznice miedzy logarytmami, gdy réznica miedzy katami wy-
nosi 1", a kat 21"33' jest wiekszy od kata danego o 25",1 przeto rdznica
miedzy logarytmami uczyni 25,1 X 8,31 208,581, czyli 209. Ponie-
waz logarytm dostawy kata rosnie, gdy kat maleje, przeto znaleziong
réznice nalezy doda¢ do logarytmu wzietego z tablic, co uskuteczniwszy”
otrzymamy 9,9685493, jako logarytm szukany dostawy kata danego.

Rachunek przedstawiamy w ted sposob:

Uzywajac 1-go sposobu

log cos 21" 32' = 9,9685783 Dif. 1"= 8,31

—roznica dla 34"9 — 290 34,9 X 8,31= 290

log cos 21" 32'34",9 =9,9685493
Uzywajac 2-go sposobu

log cos 21" 33' = 9,9685284 Dif. 8,31
-f réznica dla 25",1 209 25,1 X 8,31= 208,581
log cos 21" 32' 34",9 = 9,9685493

Roztciazanie za pomocg tablic BremiTcera.

Sposéb 1-szy. Bierzemy z tablic logarytm dostawy kata bezposre-
dnio mniejszego od kata danego, znajdujemy w tablicach kat 21" 32" 30",
a jego logarytm dostawy 9,9685534; nastepnie z kolumny zatytutowanej
d” bierzemy liczbe 84, stojagca obok tego logarytmu. Poniewaz 84 ozna-
cza roznice miedzy dwoma logarytmami dostaw katow, réznigcych sie
0 10", przeto roznica dla 1" wyniesie 8,4. Mnozac te liczbe przez réznice
miedzy katem danym a wzietym z tablic t. j. przez 4,9 znajdziemy 41,16,
czyli 41, jako réznice miedzy logarytmem szukanym a logarytmem wzie-
tym z tablic. Lecz gdy kat rosnie logarytm jego dostawy maleje, przeto
znaleziong roznice nalezy odja¢ od logarytmu wzietego z tablic; co usku-
teczniwszy, otrzymamy 9,9685493, jako szukany logarytm dostawy kata
danego. Dla znalezienia réznicy powyzszej, mozemy takze uzy¢ tabliczki,
umieszczonej na skraju nastepujacej stronnicy. Wedtug tej tabliczki,
gdy réznica miedzy logarytmami wynosi 84, natenczas dla 4" wynosi 33,6,
za$ dla O"9 wjTiosi 7,5 zatym dla réznicy miedzy katami 4",9 wyniesie
41,1 czyli 41.
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Sposob 2-gi. Szukamy w tablicach logarytmu dostawy kata bezpo-
Srednio -wiekszego od kata danego; znajdujemy, ze tym katem jest 21"
32'40" a jego logarytmem 9,9685450. Nastepnie z kolumny zatytuto-
wanej bierzemy r6znice miedzy tym logarytmem a bezposrednio od nie-
go wiekszym, znajdujemy 84; Ze za$ ta r6znica odpowiada réznicy 10"
miedzy katami, przeto dla 1" wyniesie 8,4. Nastepnie szukamy rdznicy
miedzy katem wzietym z tablic a katem danym, roznica tg jest 5",1. Je-
zeli te réznice pomnozymy przez 8,4, otrzymamy 43 jako rdznice miedzy
logarytmem szukanym a logarytmem wzietym z tablic. Ze za$ logarytm
dostawy kata rosnie, gdy kat maleje, przeto otrzymanag roznice nalezy
doda¢ do logarytmu wzietego z tablic, aby otrzymac logarytm dostawy
kata danego, co uskuteczniwszy otrzymamy 9,9685493, jako szukany lo-
garytm dostawy kata danego. ROznice miedzy logarytmem szukanym,

wzietym z tablic, znales¢ mozemy takze przy pomocy tabliczki na skraju
tablic zamieszczonej. Z tej tabliczki okazuje sig, ze gdy rdznica miedzy
logarytmami wynosi 84, wtedy réznica dla 5" wijiiiesie 42, za$ dla 0",1
wyniesie 0,8, czyli razem w przylizeniu 43. Dodajac te roéznice do loga-
rytmu wzietego z tablic otrzymamy szukany logarytm.

Rachunek przy uzyciu tablic Bremikera w ten sposéb sie przed-
stawia :

Uzywajac 1-go sposobu

log cos 21« 32' 30" 9,9685534 Dii 84
— réznica dla 4",9 == n 84 X 4,9 =41,16
log cos 21" 32' 34",9 == 9,9685493
albo Dif. 84
log cos 21° 32' 30" = 9,9685534 dla 4" dif. 33,6
— rbznica dla 4",9 A dla09 , 75
log cos 21032'34".9  9,9685493 dla 4"9 , 411
Uzywajac 2-go sposobu
log cos 21" 32' 40" 9,9685450 Dif. 84
+ ro6znica dla 5",1 £3 84 X 5,1= 42,84
log cos 21" 32' 34",9 == 9,9685493
albo Dif. 84
log cos 21" 32'40" ==9,9685450 dla 5" dif. 42
+ roznica dla 5",1 = A dlaol1 , 08
logcos 2P 32' 349 = 9,9685493 dla 5",1 ,, 42,8

Bozwigzanie za pomocg tablic Schlomilclia. Dla znalezienia loga-
rytmu dostawy kata 3® 32' 34",9 zapomocg tablic Schlomilcha postepuje-
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my taz samg drogag jak przy uzyciu tablic Vegi. Rachunek nastepujgcy
pokaze sposdb postepowania

log cos 21» 32' = 9,96858 Dif. 0,08
— rdznica dla 34"9 = 3 0,08 X 349= 2,792
logcos 21" 32' 34",9 = 9,96855
albo
logcos210 33 =9,96853 Dif. 0,08
-I- réznica dla 25",1 = 2 0,08 X 25,1 = 2,008

log cos 21" 32' 34",9 r= 9,96855.

3) Znale$¢ logarytm stycznej kata 78" 35' 47",6.

Hozwigzanie za pomoca tablic Vegi. Szukamy najprzéd logarytmu
stycznej kata bezposrednio mniejszego od kata danego, a znajdujacego
sie w tablicach Vegi, to jest kata 78®35'. "W tym celu szukamy naprzéd
stronnicy, na ktorej wypisane jest u dotu 78", nastepnie idziemy do ko-
lumny ostatniej i tam szukamy liczby 35', na wprost tej liczby w kolumnie,
oznaczonej u dotu fangens, znajdujemy logarytm stycznej kata 78" 35,
mianowicie 10,6947817. Z kolumny nastepujacej, liczac od prawej ku
lewej rece, zatytutowanej DI", bierzemy réznice 108,6, wypisang miedzy
tym logarytmem, a bezposrednio po nim nastepujacym, postepujac od dotu
do gbry. Poniewaz 108,6 stanowi rdznice miedzy logarytmami stycznej,
gdy katy réznig sie o 1", przeto dla roznicy 47",6 miedzy katami, ro-
znica miedzy logarytmami wyniesie 47,6 X 108,6 = 5169,36. Poniewaz
styczna rosnie, gdy kat rosnie, a tymsamym i jej logarytm, przeto znale-
ziong roznice nalezy dodaé do logarytmu wzietego z tablic przez co otrzy-
mamy 10,6952986, jako szukany logarytm stycznej kata 78" 35' 47",6.

Rozwigzanie za 'pomocg tablic ISremikera. Logarytm stycznej kata
danego znajdujemy w podobny sposob jak logarytm wstawy kata t. j.
~zapomocy tabliczki na skraju tablic zamieszczonej, a mianowicie wedtug
rachunku nastepujacego:

Dif. 1086
logtg 78" 35'40" =10,6952160 dla 7* dif. 760
-h réznica dla 7",6 = A dla06 , *
logtg 78" 35'47",6 = 10,6952985 dla 76 , 825.

Bozwigzanie za pomocg tablic Schlomilcha.  Sposéb rozwigzania za-
pomocg tablic Schlomilcha, wskazuje najlepiej rachunek nastepujacy:

log tg 78" 35' =10,69478 Dif. 1.08

+ roznica dla 47",6 = n 1,08 X 47,6 = 51,4

logtg78"35'47",6 =10,695209.



SPOSOB UZYCIA TABLIC. — 157. 167

4) Znale$¢ logarytm dostycznej kata 48® 15' 42",3.

liozwigzanie za pomoca tablic Yegi. Sposéb szukania logarytmu
dostycznej kata jest zupetnie taki sam jak dostawy, mianowicie bierze-
my z tablic logarytm dostycznej kata bezposrednio mniejszego od kata
danego, to jest kata 48" 15', znajdujemy 9,9506248, nastepnie z kolumny,
zatytutowanej D1", bierzemy 42,38 i mnozymy przez ilo$¢ sekund kata
danego t. j. przez 42,3 przez co otrzymamy réznice 1793 miedzy loga-
rytmem szukanym, a logarytmem wzietym z tablicy. Z przyczyny, ze
dostyczna kata maleje, gdy kat rosnie, znaleziong réznice odejmujemy
od logarytmu wzietego z tablic, przez co otrzymujemy 9,9504455 jako lo-
garytm tablicowy dostycznej kata 48" 15' 42",3. Do tego samego wypadku
moglibySmy przyjs$¢ biorac z tablic logarytm dostycznej kata bezposrednio
wiekszego od kata danego to jest kata 48" 16', i szukajac roznicy miedzy
logarytmami, gdy roznica miedzy katami wynosi 17",2.  Poniewaz rdznica
tablicowa wynosi 42, 38, przeto réznica miedzy logarytmem wzietym z ta-
blic, a logarytmem szukanym wyniesie 17,7 X 42,38, czyli 750, ktorg do-
dajgc do logarytmu dostycznej kata 48" 16', otrzymamy szukany logarytm.

Boswigzanie za pomoca tablic Bremikera.  Szukanie logarytmu do
stycznej kata danego zapomocg tablic Bremikera najdogodniej dopro-
wadza do celu zapomocg tabliczki, zamieszczonej na skraju tablic, jakto
wskazuje nastepujacy rachunek

Dif. 424

logcotg48"15'40" =9,9504553 dla 2" dif. 84,8

— réznica dla 2",3 == A dla 0,3 , 127

log cotg 48" 15'42",3 =9,9504455 dla 2",7 ,, 97,5
albo Dif. 424

log cotg 48" 15' 50" = 9,9504129 dla 7" dif. 296,8

+ roznica dla 7",7 = 326 dla0,7

logcotg48”15'42",3 =9,9504455 dla 77 ,, 3264

lioziviasanie za pomoca tablic Schlomilcha.  Spos6éb szukania loga-
rytmu dostycznej kata zapomocg tablic Schlomilcha jest podobny do
sposobu szukania logarytmoéw dostawy kata. Rachunek objasnia sposéb
postepowania

log cotg 48" 15'

Ardznica dla 42",3

9,95062 Dif. 0,42
18 0,42 X 42,3 = 17,766
log cotg 48" 15' 42",3 = 9,95044
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albo
log cotg 480 Igi _ 9795037 Dif. 0,42
+ roznica dla 17",7 = 7 0,42 X 17,7= 7,434
log cotg 48015- _9,95044.

5) Znales¢ logarytm wstawy lub stycznej kata 22'57",72.

Z przyczyny, ze kat jest bardzo maty, uzywamy w tym razie metody
wytozonej w art. 157-ym. Wyrazajac wielko$¢ kata w sekundach, otrzy-
mamy 1377",72, mamy wiec w tym razie a= 1377, h— 0,72. Uzywajac
tablic siedmiocyfrowycli znajdziemy

logsin 1377",72 = logsin 1377" — log 1377 + log 1377,72
= 7,8245056 — 3,1389339 + 3,1391610 = 7,8247327.

Jezeli dla otrzymania tego wypadku uzyjemy tablic Delambre'a,
pomieszczonych pod logarytmami liczb naturalnych w tablicach Bremi-
kera, znajdziemy

S dla 1380" =4,6855716
log 1377,72 = 3,1391610

log 1377",72= 7,8247326.

W podobny sposob postepujemy jezeli chodzi nam o znalezienie logarytmu
stycznej kata 22'57",72. Na mocy art. 157-go, mamy

logtgl377",72 = logtgl377" —logl377 + log 1377,72
= 7,8245153 — 3,1389339 + 3,1391610 = 7,8247424.

Uzywajgc tablic Delambre'a, umieszczonych pod logarytmami liczb natu-
ralnych w tablicach Bremikera, znajdziemy

T dla 1380" = 4,6855813

log 1377,72 = 3,1391610

logtg 1377",72 = 7,8247423.
PRZYKLADY.

1) Znale$¢ zapomocy tablic Vegi, Bremikera lub Schlomilcha logarytmy
sin 16® 27' 14,6
cos 240 54' 19,4
tg 390 16' 24,5
cotg 440 15' 52",4
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BIn 640 28' 19",6
cos 740 39' 20",9
tg 72" 15' 12"4
cotg 46" 51"
sin G® 2' 32,45
tg O« 4' 12",6.

ZNALEZIENIE KATA, ODPOWIADAJACEGO DANEMU LOGARYTMOWI
FUNKCYI TRYGONOMETRYCZNEJ.

159. Gdy dany jest logarytm funkcyi trygonometrycznej, szukamy
go i)rzedewszystkim miedzy liczbami jednej z kolumn nazwe danej fun-
kcyi trygonometrycznej noszacej. Jezeli dany logarytm znajdziemy w ta-
blicach, nalezy zauwazy¢, czy tytut tej kolumny, noszacy nazwe danej fun-
kcyi trygonometrycznej, jest wypisany u gory, czy tez u dotu kolumny;
w pierwszym razie za stopnie kata nalezy bra¢ te ilos¢, ktora jest wypi-
sang u gory tablicy (przy uzyciu tablic Schlomilcha z kolumny pierwszej),
w przeciwnym razie te ich ilos¢, ktéra jest wypisang u dotu (przy uzyciu
tablic Schlomilcha z kolumny ostatniej); minuty kata szukanego bedg
staty na wprost logarytmu, A/ pierwszym przypadku w kolumnie pierwszej,
(w tablicach Schlomilcha w kolumnie drugiej), w drugim za$ przypadku
w kolumnie ostatniej (w tablicach Schlomilcha w kolumnie przedostatniej).
| tak, jezeli mamy dany logarytm wstawy kata rowny 9,5806986, znajdu-
jemy go w tablicach Yegi na str. 281, ze za$ ten logarytm znajduje sie
w kolumnie, zatytutowanej u gory sinus, przeto nalezy wzig¢ ilo$¢ stopni 22,
wypisang u gory tablicy, wprost za$ tego logarytmu w kolumnie pierwszej,
mamy ilo$¢ minut 23, przeto szukanym katem bedzie 22° 23'. Jezeli lo-
garytm wstawy kata jest = 9,9659806, ktdry znajdujemy na tejze stron-
nicy tablic Yegi w kolumnie, zatytutowanej u dotu sinus, wtedy dla zna-
lezienia kata nalezy wzig¢ ilos¢ stopni 67", wypisang u dotu; minuty kata
znajdziemy z ostatniej kolumny biorac liczbe, stojgcg na wprost danego
logarytmu to jest 37, tym sposobem szukanym katem bedzie 6/® 37'.

160. Gdy dany logarytm funkcyi trygonometrycznej nie znajduje
sie w tablicach, szukamy w kolumnie, danej funkcyi trygonometrycznej
odpowiadajacej, dwu logarytméw po sobie idacych, ktéreby obejmowaty
dany logarytm. Znalazszy takie dwa logarytmy, bedziemy wiedzieli, ze
kat szukany bedzie przypadat miedzy katami, tymze logarytmom odpowia-
dajacemi. Jeden z tych katow mozemy wzigé za przyblizong wielko$¢
kata szukanego, ktéry wedtug tablic Yegi lub Schlomilcha bedzie poka-
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zywalt ilosé stopni i minut; sekundy kata szukanego znajdziemy, z przyjetej
w art. 156-ym zasady proporcyjonalnosci miedzy katami i logarytmami
funkcyi trygononometrycznej im odpowiadajacemi t. j. z wyrazenia

S60"

gdzie d oznacza roznice miedzy logarytmem danym, a wzietym z tablicy,
jako przyblizong wielko$¢ logarytmu kata szukanego, D rdznice miedzy
logarytmami, obejmujacemi dany logarytm, h za$ r6znice miedzy szukanym
katem, a katem przyjetym, jako przyblizong wielko$¢ tegoz kata; ze za$

— Dif. 1", podane jest w tablicach, przeto ilo$¢ sekund h znajdziemy

dzielac d przez Dif. 1". Jezeli przyjeta wielkos¢ przyblizona kata odpo-
wiada logarytmowi mniejszemu od danego logarytmu, natenczas, gdy ma-
my logarytm wstawy lub stycznej, nalezy znaleziona roznice dodac do
przyblizonej wielkosci kata; jezeli za$ przyjeta wielkos¢ odpowiada loga-
rytmowi wiekszemu, nalezy jg odja¢; gdy zas mamy dany logarytm dosta-
wy lub dostycznej nalezy postgpi¢ odwrotnie.

W tablicach Bremikera, ktére obejmujag logarytmy funkcyj trygo-
nometrycznych katéw co 10", a nadto podane sg czesci proporcyjo-
nalne, mozemy albo postepowac tg samg droga jak przy uzyciu tablic
Yegi i Schlémilcha, lub tez uzywajac czesci proporcyjonalnych, jakto na
przyktadach ponizej wyjasnimy.

161. Jezeli r6znice miedzy logarytmami sg bardzo znaczne, droga
do wyszukiwania katoéw, ktéragSmy powyzej wskazali, nie doprowadza do
celu; zdarza sie to wtedy, gdy mamy do wyznaczenia bardzo mate katy
przez ich wstawy lub styczne. W tych przypadkach postepujemy w ten
sposéb. Szukamy przedewszystkim w pierwszej czesci tablic, w ktérych
podane sg logarytmy funkcyj trygonometrycznych katéw, réznigcych sie
o jedne sekunde, kata, ktéregoby logarytm wstawy lub stycznej najwiece]
zblizat sie do logarytmu danego, kat ten wyrazamy w sekundach. Jezeli
a oznacza ilosé sekund tego kata, zas$ a. + h ilos¢ sekund kata, odpowia-
dajgcego danemu logarytmowi funkcyi trygonometrycznej, to te ilos¢ a + h
znajdujemy, trzymajac sie zasady przyjetej w art. 157-ym t. j , ze w tym
razie stosunek katéw bardzo matych jest rdwny stosunkowi wstaw lub sty-
cznych, tymze katom odpowiadajacych. Lecz na mocy wzoréw (2) arty-
kutu 157-go, mamy

log (@ + h)~ logsin (a -f~h) — logsina + log a,

AW log (a 4- h)= logtg (@ + A)— logtga ,log a,
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przeto z tych wzoréw otrzymacé bedziemy mogli logarytmy sekund kfjjta
szukanego. Jezeli wzory powyzsze napiszemy w ksztafcie :

log (ef.A-h)—logsin (a + /i) — [logsina— loga],
log(a 1-h)= logtg (a + h) —[logtga — log a],

natenczas log (a -f h) mozemy takze otrzymaé¢ zapomoca tablic Delam-
bre'a, podanych pod logarytmami liczb naturalnych w tablicach Bremi-
kera. Jakoz, tablice te, jakto juz wspomnieliSmy w art. 157-ym, daja
nam réznice logsina — loga i logtga — loga; jezeli wiec od loga-
rytmu danego funkcyi trygonometrycznej odejmiemy odpowiednio rézni-
ce logsina—loga lub logtga— loga, wiadome z tablic, otrzymamy
log (a -f- TI), a nastepnie a + /i t. j. ilos¢ sekund ka-ta szukanego.

Dla objasnienia sposobu szukania katéw bardzo matych, danemu lo-
garytmowi wstawy lub stycznej odpowiadajacych, przypusémy, Ze chcemy
znale$¢ kat odpowiadajacy danemu logarytmowi wstawy 7,0022893. Znaj-
dujemy w tablicach Vegi, ze najblizszym logarytmem jest 7,0015451, i od-
powiada katowi 327", czyli 207"; ze za$ log 207 = 2,3159703, przeto na
mocy pierwszego z wzoréw (1), mie¢ bedziemy:

log (a + A)= 7,0022893 — 7,0015451 + 2,3159703 = 2,3167145.

Szukajac liczby temu logarytmowi odpowiadajgcej znajdziemy 207,35&;
katem wiec szukanym bedzie 3'27",355.

Jezeli dla rozwigzania tego zadania, bedziemy chcieli uzy¢ tablic
Delambre'a, to jak i w pierwszym przypadku szukamy w tablicach Bre-
mikera przedewszystkim logarytmu wstawy kata bezposrednio mniejszego
od logarytmu danego; znajdujemy w tym razie 7,0015451, ktéry odpowia-
da katoAvi 327", czyli 207". Jezeli od logarytmu danego odejmiemy
z tablic S odpowiadajace 200", czyli 4,6855748, otrzymamy 2,3167145,
czyli log (a + h). Szukajgc nastepnie a  h znajdziemy, jak i w powyz-
szym rozwigzaniu, ze kat szukany jest rowny 3'27",355.

Przypusémy, Zze chcemy znale$¢ kat, odpowiadajacy logarytmow
stycznej 7,0022896. Znajdujemy w tablicach Vegi, ze najblizszym loga-
rytmem jest wtedy 7,0015454 i odpowiada katowi 3'27" = 207", ze za$
log 207 = 2,3159703, przeto na mocy drugiego z wzoréw (1), mie¢ be-
dziemy

log (a + h)— 7,0022896 — 7,0015454 + 2,3159703  2,3167145.
Szukajac liczby danemu logarytmowi odpowiadajacej, znajdziemy 207,355;
katem wiec szukanym bedzie 3'27",355.

Jezeli dla rozwigzania tego ostatniego zadania uzyjemy tablic
Delambre'a, nalezy znales¢ przedewszystkim logarytm stycznej™ bez-
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posrednio niniejszy od logarytmu danego, ktérym jest w tym razie
7,0015454 i odpowiada katowi 3'27"= 207". Jeieli nastepnie od loga-
rytmu danego 7,0022896 odejmiemy wziete z tablic Delambre'a T, odpo-
wiadajgce 200", to jest 4,6855750, otrzymamy log (a + 7i)= 2,3167146.
Szukajac nastepnie a -f h, znajdziemy, Ze katem szukanym jest 3'27",355.

Jezeli chodzi nam o wyznaczenie kata matego danemu logarytmowi
dostawy odpowiadajacego, natenczas zadania tego dokiadnie rozwigzaé
nie mozemy, albowiem gdybySmy chcieli znale$¢ kat, ktérego logarytmem
dostawy jest np. 9,9999991, natenczas przekonalibySmy sie z tablic, ze
ten logarytm odpowiada wszystkim katom zawartym miedzy 6'45" i 7' 25",
szukany przeto kat otrzymalibySmy z niedoktadno$ciag, wyrownywajacg 40".

ZADANIA.

1) Znales¢ kat ktérego logsin = 9,7432684. Szukamy najpierw
w tablicach Vegi, w kolumnie zatytutowanej sinus, logarytmu bezposrednio
mniejszego od danego logarytmu, na str. 292 znajdujemy

log sin 33»37' = 9,7432226

ze za$ log sin g; — 9,7432684
przeto réznica 6 wynosi 458
Ze za$ roOznica dla 1" w tablicach wynosi 31,66, przeto ilos¢ sekund
458 . L - -
~ ql — za$ wstawa i jej logarytm rosnie, gdy kat rosnie,

przeto dodajgc znaleziong ilo$¢ sekund do kata 33" 37, znajdziemy
33°37' 14",46 jako wielkos$¢ kata, danemu logarytmowi wstawy odpowia-

dajacego.
Rachunek powyzszy wypisuje sie w ten sposéb:
logsinrr = 9,7432684 Dif. 1"== 31,66
log sin 3® 37" 9,7432226
roznica AR = 14 486,
B®37'14",46.

Jezeliby$Smy szukali kata zapomocg tablic Bremikera, znalezlibySmy, ze
logsina; = 9,7432684
log sin 33" 37' 10" = 9,7432543
roznica 141
Wedtug tablic réznica dla 10" wynosi 316 i w tabliczce czesci proporcyo-
nalnych znajdujemy, ze najblizszg cyfrg 141 jest 126,4, ktora odpowia-
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da 4", zatym bierzemy 4", odejmujac 126,4 od 141, pozostanie 14,6,
ktére daje O"4, pozostanie 1,96, ta za$ réznica w tejze tabliczce daje
0,06. Szukanym wiec katem bedzie 33° 37'14",46. Rachunek ten daje
sie przedstawi¢ w ten sposob: dla réznicy 316 miedzy logarytmami mamy
réznicy 10" miedzy katami, zatym

126,4 daje 4"
12,64 0,4
1,89 0,06
przeto dla 140,93 mamy 4",46

2) Znale$¢ kat, ktorego logarytmem dostawy jest 9,9046539. Szu-
kamy w tablicach Vegi, wkolumnie zatytutowanej cosinus, logarytmu naj-
blizej przystepujacego do danego logarytmu, a od niego wiekszego; znaj-
dujemy na str. 295-gj

log cos 360 35'  9,9047106
ze za$ log cosr ==9,9046539
przeto réznica wynosi 567
Z tablic znajdujemy, ze roznica dla 1" wynosi 15,63, zatym ilo$¢ sekund
567
znajdziemy dzielgc 567 przez 15,63; lecz = 36,28, przeto kat szu-
kany jest réwny 36" 35' 36",28.
Tablice Bremikera prowadza nas do nastepujgcego rachunku

log cos 35'30" = 9,9046637

log cos g 9,9046539

réznica 98
réznica miedzy logarytmami w tablicach wynosi 156, ktdrej czesci pro-
porcyjonalne sg wypisane na boku tablic,

dla réznicy 93,6 mamy 6"

3,12 ” 0,2
” 1248 0,08
przeto dla réznicy 97,968 mamy 6",28

szukanym wiec katem jest 36" 35' 36",28.
3) Znale$¢ kat, ktdrego logarytmem stycznej jest 10,74765. We-
dtug tablic Schldémilcha, mamy

hgtgx =10,74765 Dif. 1"=:1,22
logtg 790 51'=: 10,74708
réznica 57
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kat szukany

4) Znale$¢ kat, ktérego logarytmem dostycznej 'jest 10,36608.
W tablicach Schlomilcha znajdujemy

réznica
ilos¢ sekund
zatym

PRZYKLADY.

Znale$¢ katy odpowiadajace danym logarytmom



ROZDZIAL 11l.

ZASTOSOWANIA FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH.

ZASTOSOWANIE FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH DO ROZWIAZY-
WANIA TROJKATOW.

162. W kazdym trdjkacie mamy do rozwazania sze$¢ elementdw,
mianowicie trzy boki i trzy katy tréjkata. "Wiemy z Gieometryi, Ze tréj-
kat jest wyznaczony, gdy mamy dane trzy jego elementy, byleby miedzy
niemi byt przynajmniej jeden bok, t.j., Ze majac trzy tego rodzaju ele-
menty tréjkata, mozemy, za pomocag wykreslenia, wyznaczy¢ pozostate
elementy tréjkata. Lecz te wykre$lenia, jako sposoby graficzne, nie moga
by¢ wykonane z dostateczng Scistoscia, z przyczyny nieuchronnej niedokta-
dnosci narzedzi, uzywanych do wykres$lenia, tudziez btedéw samego wyko-
nania, a tymsamym dajg nam wypadki jedynie przyblizone. Dla uniknie-
nia tych niedoktadnosci starano sie, za pomocg rachunku, otrzymywac wy-
padki, ktére przy uzyciu funkcyj trygonometrycznych, otrzymujemy z ta-
ka doktadnoscia, jak sami zechcemy. Znalezienie za pomoca rachunku
z trzech elementéw, wyznaczajacych tréjkat, pozostatych elementéw trdj-
kata zowie sie rozwigzaniemtrojkata, a zastosowanie funkcyj try-
gonometrycznych do rozwigzywania trojkatow zowie sie whasciwag trygo-
nometryj a.

Dtugosci bokow tréjkata odnosi¢ bedziemy do pewnej jednostki np.
metra, stopy, mili i t. p.; wielkoSci za$ katéw wyraza¢ bedziemy w jedno-
stkach kata prostego. Przy wykladzie samych funkcyj trygonometry-
cznych uzywali$my przewaznie miary teoretycznej kata, przy rozwigzywa-
niu trojkatow uzywac bedziemy zwykitej miary katéw t. j. katy wyraza¢ be-
dziemy w stopniach, minutach i sekundach. Rozwigzywanie tréjkatow
opiera sie na pewnych zwigzkach, zachodzgcych miedzy bokami trojkata,
a funkcyjami trygonometrycznemi katéw trdjkata, wyprowadzeniem ktd-
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rych obecnie sie zajmiemy. Przy wyprowadzaniu tych zwigzkéw ozna-
cza¢ bedziemy katy trojkata literami greckiemi a, y? boki za$ przeciw-
legte tym katom oznacza¢ bedziemy literami tacinskiemi odpowiednio
a, c. W przypadku, gdy tréjkat jest prostokatny, kat jego prosty
oznacza¢ bedziemy przez a, a przeciwprostokatng przez a.

ZWIAZKI MIEDZY BOKAMI | KATAMI TROJKATA.

163. Twierdmiie 1-sse. W trojkacie prostoJcatnym, ramie I-gta
prostego jest réu ne iloczynowi przeciwprostolcatnejprzez wstawe hataprze-
ciwlegtego, olbo przez dostawe Jcata przylegtego.

Niech bedzie tréjkat prosto-
katny ABC (fig. 32), w ktorym
kat ABC jest prosty = a, naten-
czas rozwazajac kat ABC, w kto-
rym BA jest ramieniem poczatko-
wym kata, a BC jego ramieniem
koncowym, mamy na zasadzie
definicyi funkcyj trygonometry-

cznych
BC czyli sinp =:
tudziez
cos ABC = AB , czyli cosp
ztad zatym

&= asinp, ¢ acosp,
a ze katy p i Y sg dopetniajgcemi sie, przeto sin P —cos Y, cosp = sinYr
mamy wiec
5= asinp=rtcosY, c= acosy= asiny,
co dowodzi naszego twierdzenia.

164. Twierdzenie 2-gie. W trojkacie prostokatnym ramie kata
prostego réwna sie iloczynowi drugiego ramienia przez styczng kata prze-
ciwlegtego lub przez dostyczna kata przylegtego.

Na zasadzie definicyi funkcyj trygonometrycznych, mamy

AP, BA
tgABC = |[~itgBCA = 2~ |
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czyli

a ze katy pi Y sa dopetniajgcemi sig, przeto tgp = cotgY, tgy = cotgp,
mamy wiec

co dowodzi naszego twierdzenia.

165. Twierdzenie 3-cie. W trojkacie kwadrat jednego hoku jest
rowny summie kwadratéw lokéw pozostatych, zmniejszonej o podwdjny
iloczyn tychze hokéw i dostawy kata, miedzy niemi zawartego.

Rozréznimy dwa przypadki:

1) Przypusémy, Ze kat BAC = a,
jest ostry (fig. 33). Jezeli z wierz-
chotka C spuscimy prostopadtg CD na
bok AB, natenczas wedlug znanego
twierdzenia z gieometryi, mie¢ bedziemy

Lecz z trdjkata ACD na zasadzie twier.
dzenia art. 163-go, mamy

przeto podstawiajac te warto$é w powyz-
sze réwnanie, bedziemy mieli

czyli

2) Przypus¢my powtdre, Zze Kkat
BAC jest rozwarty (fig 33a). Jezeli
z wierzchotka C spuscimy prostopadta CD na przedtuzenie boku BA, na-
tenczas, wedtug znanego twierdzenia z gieometryi, otrzymamy

Lecz z tréjkata A DC, na zasadzie twierdzenia art. 163-go, mamy
AD=AC cosDAC, ze za$ katy DAC i BAC sg spetniajacemi sig, przeto
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0B DAC = — cos BAC, zatyin AD = — AC cos BAC. Podstawiajgc
to w}Tazenie w powyzsze réwnanie, znajdziemy

Podobne zwiazki otrzymamy i dla pozostatych bokéw trojkata, czyli, ze
z twierdzenia powyzszego otrzymamy nastepujace zwigzki:

(1)

166. Tivierd;semei-te. W trdjkacie jeden 0jego holéw jest réwny
summie rzutéw pozostatych hokéw na tenze boJc trdjkata.

Niech bedzie trojkat ABC, w ktorym AB= ¢, BC= a, AC
katy za$ im przeciwlegte a, p, Y- Jezeli linijg famang ACB rzucimy na
linija AB, natenczas, na zasadzie twierdzenia o rzutach, mie¢ bedziemy

Podobne zwiazki otrzymamy dla bokéw a\h. Z twierdzenia wiec powyz-
szego otrzymujemy trzy nastepujgce zwigzki:

(1)

167. Twierdzenie 5-te. W trojkacie boki sa proporcyjonalne
ii;zgl8dem wstaw katdw im przeciwlegtych.

Dowdd 1-szy. Niech bedzie tréjkat ABC (fig. 33). Z wierzchotka
C spus¢my prostopadtg na bok AB, spodek D tej prostopadtej znajdowac
sie bedzie na linii AB lub tez zewnatrz niej, stosownie do tego, czy kat
CAB jest ostry, czytez rozwarty. W pierwszym przypadku z trojkatow
prostokatnych CAD i CBD, otrzymamy

zatym

W drugim za$ przypadku z trojkatow AOD i BCD, otrzymamy
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zatym

w podobny sposéb mozemy dowiesé, ze

mamy wiec
(1)

AVidzimy wiec, ze w trojkacie stosunek boku do wstawy kata przeciwle-
gltego jest staty.

Dowdd 2-gi. Opiszmy na danym tréjkacie ABC (fig. 34) okrag kota,
poprowadzmy Srednice AD=2R ipotgczmy punkt D z punktem C, naten-
czas kgt CDC bedzie rdwny katowi ABC = p,

z tréjkata prostokatnego ADC, otrzymamy

sin ADC = » , czyli sihnp—"™ | po-

dobniez sini stad

Widzimy wiec, Ze staty stosunek boku troj-
kata do wstawy kata przeciwlegtego jest
réwny podwdjnemu promieniowi kota na
tymze tréjkacie opisanego.

168. Uktad réwnan (1) art. 165-go, lub ukiad réwnan (1) art.
166-go, lub wreszcie uktad rownan (1) art. 167-go, tacznie ze zwigzkiem

, sa dostateczne do wyznaczenia trdjkata, to jest, do

znalezienia trzecli jego elementéw, gdy pozostate trzy (miedzy niemi przy-
najmniej jeden bok) sg dane. Jakoz, gdyby istniato jeszcze czwarte ré-
wnanie, dajace zwigzek miedzy bokami i katami trojkata, natenczas, przez
wyrugowanie wszystkich katéw z tego nowego réwnania i trzech réwnan
ktéregokolwiek uktadu, przyszlibysmy do nowego zwigzku miedzy samemi
bokami. PrzyszlibySmy wiec do réwnania, ktéreby nam pozwalato znales¢
bok tréjkata, gdy dane sg dwa jego boki, co jest rzeczg niemozebna.

169. Poniewaz miedzy szescioma elementami tréjkata znalezlismy trzy
uktady po trzy rownania t. j. wogo6le dziewie¢ rownan, a potrzebujemy tylko
trzech warunkéw go wyznaczenia tréjkata, tatwo przyjdziemy do przekonania,
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Ze Z kazdego z uktadéw, powyzej wyprowadzonych, mozemy otrzymaé dwa po-
zostate. Pokazemy w jaki sposob z jednego uktadu réwnan, przez proste prze-
ksztatcenia algiebraiczne, daja sie¢ wyprowadzi¢ dwa uktady pozostate.

170. Wyprowadzimy naprzéd ukiad réwnan (1) art. 166-go i uktad
réwnan (1) art. 167-go z uktadu réwnan (1) art. 165-go.

1) Aby z uktadu réwnan (1) art. 165-go wyprowadzi¢ uktad réwnan (1)
art. 167-go, uwazmy, ze pierwsze réwnanie uktadu (1) art. 165-go daje

a nastepnie

Druga strona tego réwnania jest symetryczna, to jest, nie zmienia sie, gdy prze-
mieniamy aih”b \ ¢ lub a i ¢ pomiedzy soba, wiec i pierwsza strona nie zmienia

sie takze wtedy, to jest, ze szukajac wartosci i przyszlibySmy

do tych samych wyrazen, zatym

stad za$, pamietajac, ze kazdy z katdw a, p, y jest mniejszy od 180°, a tym-
samym ich wstawy sg dodatne, otrzymujemy

Zeby z uktadu réwnan (1) art. 165-go wyprowadzi¢ zwiazek a + p -f-yz” 1SO",
nalezy z tych réwnan wyrugowaé boki tréjkata o, J, ¢, a jezeli zwazymy, ze
z powyzszych stosunkéw, rownych np. k, mamy a= Asina, &=:4Binp, c=:tsinY
i te wartosci podstawimy w pierwsze z rownan (1) art. 165-go, mie¢ bedziemy

czyli

to za$ wyrazenie, na zasadzie tego, co sie powiedziato w art. 117-ym, daje sie
napisaé w ksztatcie:
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Aby ten iloczyn byl réwny zeru, dostatecznym jest, aby przynajmniej jeden
z jego czynnikdéw byt rowny zeru, zatym by¢ powinno

albo
albo
albo
albo
Lecz zadne z trzech ostatnich przypuszczen nie stosuje sie do trojkata, pozo-

staje tylko pierwsze, w ktérym nalezy wzig¢ n= Oi poming¢ katy ujemne,
przez co otrzymamy

2) Aby z ukfadu roéwnan (1) art. 165-go wyprowadzi¢ réwnania (1)
art, 166-go, dodajmy do siebie dwa pierwsze z réwnan (1) art. 165-go stronami
odpowiedniemi, przez co otrzymamy

stad za$ po podzieleniu przez 2c, otrzymamy

W podobny sposob otrzymamy i dwa pozostate réwnania uktadu (1) art, 166-go.
171. Z ukladu réwnan (1) art, 166-go wyprowadzimy uktady réwnan
(1) art. 165-go i (1) art. 167-go.
1) Aby z ukladu réwnan (1) art. 166-go, wyprowadzi¢ uktad réwnan
(1) art. 165, uwazmy, ze jezeli réownania art. 166-go, pomnozywszy odpowie-
dnio przez — a, -f i, -f c i iloczyny dodamy stronami odpowiedniemi, otrzy”
mamy

W podobny sposob otrzymamy pozostate dwa réwnania uktadu (1) art. 165-go.

2) Aby z réwnan (1) art. 166-go wyprowadzi¢ uktad réwnan (1) art,
167-go, uwazmy, ze jezeli z dwu pierwszych réwnan uktadu (1) art. 166-go
wyrugujemy cosY, znajdziemy

a jezeli to réwnanie pomnozymy stronami odpowiedniemi przez trzecie réwna-
nie uktadu (1) art. 166-go t. j. przez c=:acosp A- bcosa, otrzymamy

albo

czyli
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Skad wnosimy, ze

Dla wyprowadzenia zwigzku a P+ Y = 180° uwazmy, ze jezeli w pierwszym
z réwnania (1) art. 166-go potozymy a=:fcsina, 5= c=r:yfcsinY, be-
dziemy mieli

ten za$ zwiazek dla tréjkata prowadzi do nastepujacego a -f p -f Y = 180°.
Otrzymujemy wiec wiadome twierdzenie, ze summa trzech katéw trdjkata rowna
sie dwu katom prostym,
172. Wyprowadzimy teraz z uktadu réwnan (1) art. 167-go, w potacze-
niu ze zwigzkiem a + p-}-Y=:180° uktady réwnan (1) art. 165-go i 166-go.
1) Aby z réwnania (1) art. 167-go wyprowadzi¢ uktad (1) art. 165-go
uwazmy, ze gdy a -j-p-f-Y = 180° natenczas

Z tego roéwnania przy pomocy réwnan (1) art. 167-go starajmy sie wyrugowac
katy Pi Y- Lecz te rownania daja

nastepnie

podstawiajgc te wartosci w ostatnie réwnanie, otrzymamy, po opuszczeniu spol-

nego czynnika

stagd przez oddzielenie pierwiastka i podniesienie do kwadratu:

W podobny sposéb otrzymamy dwa pozostate réwnania uktadu (1) art. 165-go.
2) Aby z uktadu (1) art. 167-go otrzyma¢ uktad (1) art. 166-go, uwaz-
my, ze réwnania a -f p -f- Y = 180° daje

pozostate za$ réwnania uktadu (1) art. 167-go daja

podstawiajgc te warto$ci w powyzsze réwnanie, otrzymamy
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W podobny sposéb wyprowadzimy i dwa pozostate réwnania uktadu (1) arty-
kutu 166-go.

173. Z powyzszych dowodzen widzimy, ze ktérykolwiek z uktadow wez-
miemy za uktad zasadniczy, pozostate uktady z niego bezposrednio dajg sie wy-
prowadzi¢. Ktory z uktadéw nalezy wzigé za podstawe naszych rachunkéw
jest rzecza obojetng i dlatego kazdy z nich mozemy nazwaé wzorami za-
sadniczemi toeryi rozwigzywania réwnan.

174. Tivierdzenie. Jezeli a, I, ¢, oznaczajg trzy odcinJci dodatne,
za$ a, p, Y, katy dodatne i mniejsze od 180" ijezeli te szes$¢ icielJcosci za-
doséczynia Ubremukolwiek z uMaddéw zasadniczych, natenczas stanowig
one sze$¢ elementow tréjkata.

Jakoz, jezeli te wielkosci zado$éczynig ktéremukolwiek z tych
uktadéw, to zadoséczynig, w ogolnosci uktadowi (1) art. 165-go. Lecz

+ — 2&Ccosa jest mniejsze od {h cy, zatym pierwsze z réwnan
uktadu (1) art. 165-go, daje

podobniez z réwnan pozostatych uktadu (1) art. 165-go otrzymamy

Kazda z wielkosci a, b, c, jest mniejsza od summy dwu pozostatych, zatym
z tych trzech wielkosci mozemy utworzy¢ trojkat. Jezeli a', p', Y' beda
katami utworzonego trojkata, na zasadzie twierdzenia 3-go, art. 165-go,
bedzie

ze za$ wedlug zatozenia

przeto z poréwnania drugich stron tych réwnan wypada cosa = cosa'.
Lecz katy a i a' jako dodatne i mniejsze od 180", majace rowne dostawy, sg
réwne przeto a'= a, podobniez bedzie p'= pi Y = Y- Zatym sze$¢ po-
wyzszych wielkosci, zados¢czynigcych ktoremukolwiek z zasadniczych ukta-
dow, sg elementami tréjkata. Z tego wynika, ze ilekro¢ rozwiazujemy
trojkat t. j. obliczamy jego boki i katy za pomocg réwnan jednego z ukia-
déw art. 165-go, 166-go, lub 167-go, nie potrzebujemy sprawdzaé, czy
otrzymane z rachunku boki tréjkata sg mniejsze kazdy, od summy dwu
pozostatych, ani tez czy summa katéw jest réwna 180®, o ile tego ostatnie-
go warunku nie wprowadzalisSmy do znalezienia katow; twierdzenie bowiem
powyzsze obejmuje juz warunki mozebnosci istnienia tréjkata.

175. Z odpowiedniego przeksztatcenia uktadéw réwnan art. 165-go,
166-go i 167-go mozemy otrzyma¢ nowe wzory, z ktérych wyprowadzimy
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te, ktore sg czestszego uzycia przy rozwigzywaniu tréjkatow. | tak, z pierw-
szego réwnania uktadu (1) art. 165-go t. j. z rownania

otrzymujemy

lecz wiemy, Ze

podstawiajgc w te wyrazenia warto$¢ cosa, otrzymamy

Podobne wzory otrzymamy na dostawe i wstawe katow B ii y- Jezeli

dla skrécenia potozymy a A-h A-c— "p, skad

otrzymamy nastepujgce dwa uklady wzoréw

M)

(2)
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Z wzoréw (1) i (2), otrzymujemy do$¢ czestego uzycia wzory na wsta-
we kata. Jakoz, z pomnozenia pierwszych wzordw uktadéw (1) i (2) stro-
nami odpowiedniemi otrzymujemy

zatym

podobniez

®3)

Dzielagc za$ przez siebie odpowiednio wzory (1) i (2), przyjdziemy do no-
wego uktadu

(4)

"We wszystkich powyzszych wzorach bierzemy pierwiastki tylko ze znakiem
dodatnim, albowiem potowy katow tréjkata sg mniejsze od 90®, a zatym
ich funkcyje trygonometryczne sa dodatne.

176. Uk}ad réwnan (1) art. 167-go, mianowicie:

daje nam
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Ze za$ przeto

(1)

przychodzimy do wzordw, znanych pod nazwa wzoréw Mollweidego. *>
Z podzielenia réwnan (1) stronami odpowiedniemi znajdziemy

zezaScotg Y —tg (a+ p), przeto

)

W szczeg6lnosci, jezeh kat a  90°, wzor powyzszy przyjmie ksztatt

a ze wtym razie p= 90°—Y, przeto
®)
PRZYKLADY.
1)
2)
3)

4)

¢) Zach's Monatliche Correspondenz 1808.
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0)
6).

7)

8)

9)

10)

11) Jezeli c cos™= 6cosy, trojkat jest rownoramienny {b = c).
12) Jezeli asecp= 2e, trojkat jest rownoramienny (b= c).

13) Jezeli trojkat jest rownoramienny (a= 6), natenczas ¢ = 2aBin Y

Y
14) Jezeli c=:2 asin—, trojkatjest rbwnoramienny, albo ¢ = }/ a(a—bh).

15) Jezeli {p— a) (p — J) = ab trojkat jest niemozebny.

16) Jezeli p(p — c)=z " kat y jest prosty.
17)

18)

19)
20)

21)

22)

23) Jezeli sina, sin®, siny tworzg postep arytmetyczny, natenczas

24)
25)

26)
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27)

28)
29)

30)

31)

32) Jezeli tg a, tg™ itgy tworzg postep gieometryczny, natenczas

33) Jezeli a", i 2 tworzg postep arytmetyczny, wtedy cotga, cotgP
i cotgY tworzg takze postep arytmetyczny i mamy wtedy

34) Jezeli katy trojkata tworza postep arytmetyczny, ktérego réznica
jest d, wtedy

35) Jezeli boki trojkata a, b, ¢ tworza postep arytmetyczny, wtedy

tworzg takze postep arytmetyczny.

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW PROSTOKATNYCH.

177» Poniewaz w tréjkacie prostokatnym wiadomym jest kat pro-
sty, przeto dla rozwigzania tréjkata potrzebujemy mie¢ dwa elementy
tréjkata, pomiedzy ktéremi winien by¢ jeden z bokdw trojkata. Skutkiem
tego moga by¢ dane:

1) przeciwprostokatna i jeden z bokéw, przylegtych katowi prostemu;

2) przeciwprostokatna i jeden z katéw ostrych;

3) jeden z bokéw, przylegtych katowi prostemu, i jeden z katow
ostrych,

4) dwa boki przylegte katowi prostemu.

Pokazemy w jaki sposob, w kazdym z tych przypadkéw przychodzi-
my do rozwigzania trojkata t, j. do znalezienia pozostatych elementéw
tréjkata.
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178. Frzypadeh 1-szy. Majac danag przeciwprostolcatng, tudziez
lok przylegty katowi prostemu, rozwigzaé trojkat, to jest znale$¢ Kkaty
i pozostaty lok.

Dane ai szukane p, Y i

Ity p i Y znajdziemy, na zasadzie twierdzenia 1-go art. 163-gOy
mianowicie:

bok za$ ¢ za pomoca wzoru

Poniewaz kat p otrzymujemy za pomocg jego wstawy, przeto na p
znajdziemy dwa katy spetniajgce sig; ze za$ kat p jest ostry, przeto
z otrzymanych warto$ci p bierzemy te, ktéra daje kat mniejszy od 90®.
Aby wyrazenie boku c uczyni¢ dogodnem do rachunku logarytmami, pisze-
my je w ksztaktcie ¢ (a A-l) {a—h), wtedy bowiem

Jezeli bok h mato sie r6zni od przeciwprostokatnej a, wtedy kat p jest
bhski 90® i tablice wstaw nie wyznaczajg doktadnie kata p, albowiem loga-
rytmy wstaw katéw od 89®57' 10" do 0® majg tezsame siedmiocyfrowe
mantyssy. "W takim razie obliczamy naprz6d bok c, nastepnie szukamy

kata p za pomocg wzoru

Jezeli bok h jest wielko$cig bardzo matg wzgledem przeciwprosto-
katnej, natenczas kat p mato sie rézni od OR) w tym razie wstawe kata
mozemy wzigé za dtugos¢ tuku, temuz katowi odpowiadajgcego; zamiast
wiec wstawy mozemy wzigé ilos¢ sekund, podzielong przez dtugos¢ tuku

w sekundach réwng promieniowi, to jest 200165 (art. 145-ty), wtym razie

Mozemy tez w tym razie szukaC kata p, na zasadach wytozonych w art.
161-ym.
Przijktad 1-smj. Niech bedzie a~ 1785,395, h— 1540,374.
Bachitnek loku c. Bachimek kata p.
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Mozemy tez szuka¢ katow p i Y? za pomocg wzoru '

(wzor (3) art. 176-go), wtedy log tg

w tym razie dla znalezienia boku ¢ mamy juz gotowe logarytmy log (a—1)
ilog(a+&

zatym

a stad

zatym
FrzyMad 2-gi. Niech bedzie a — 59473, h= 59472,9734.
Rachunek boku c

Szukajac kata y?jako bardzo matego, w tym zatozeniu, ze tuk, jemu od-

powiadajacy, jest rowny jego wstawie, bedziemy mieli

zatym

nastepnie
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Przyktad 3-ct. Niech bedzie a= 23,5215, h— 19,7186; uzywajac
logarytméw pieciocyfrowych, znajdziemy
Bachuneh hata p liachuncJc hohi ¢

179. Przypadek 2-gi. 3lajgc dang przechoprosfokatng i kat ostry,
rozwigza¢ trojkat t.j. znale$¢ pozostate hoki, tudziez kat.
Dane a i p, szukane 6, ciy.

Kat Y jest dopetnieniem kata p, zatym y— 90" —p. Pozostate boki
trojkata 6 i ¢ znajdziemy za pomocg wzoréw

stad

Przy obliczaniu bokéw hi ¢ nalezy pamieta¢, ze tablice dajg logarytmy
wstaw i dostaw powiekszone o 10 jednostek; dla tego tez, ile razy logarytm
funkcyi trygonometrycznej dodajemy, od rezultatu trzeba odja¢ 10 jedno-
stek; jezeli za$ logarytm funkcyi trygonometrycznej odejmujemy, nalezy
do rezultatu doda¢ 10 jednostek. Powyzsze zatym wyrazenia na log &
i logc, po wzieciu logarytmu tablicowego sinp i cosp, przedstawia sie
w ksztatcie

Jezeli kat p bedzie bardzo maty, wyrazony w sekundach, natenczas za-
miast jego wstawy mozemy wzia¢ dtugos$é tuku, temuz katowi odpowiada-
jacego, jezeli wiec kat wynosi n", to jego dtugo$é, w jednostce promienia,

wyrazi sie ., wtedy

Przyktad 1-szy. Niech bedzie a= 272,28, p= 32" 24'3",2; zatym
kat Y = 57"35' 56,8

Bachunek hoku h Bachunek boku ¢



192 TRYGONOMETRYJA PLASKA.

Pmjktad 2-gi. Niech bedzie a— 3874600, p= 7",54
Rachunek hoku h

Przyktad 3-ci. a= 2487,1, p= 3/® 39'50".
Eachunek boku h Rachunek loku c

180. Przypadek 3-ci. Majgc dany jeden lok przylegly katowi
prostemu i jeden kat ostry rozwigzaé trdjkat t. j. znale$¢ pozostaty kat
ostry, tudziez lok i przeciwprostokatna.

Dane | ip, szukane y, ci a.

Kat Yjest dopetnieniem k”™ta p, zatym y= 90°—p. Przeciwpro-
stokatng a i bok ¢ znajdziemy za pomocg wzoréw

stad

Jezeli kat pjest bardzo maty i wyrazony w sekundach, mozemy logarytm
jego wstawy obliczyé na zasadach, wytozonych w artykule 157-ym, albotez
mozemy zamiast wstawy wzig¢ dtugos¢ tuku kota, odpowiadajacego katowi,
wyrazonemu w sekundach, tak, Ze jezeli kgt p wynosi n sekund, to zamiast

wstawy mozemy wzigé . Jezeli kat p jest bliski 90° i rozni sie
od kata prostego o n sekund, natenczas wynajdujemy bok ¢ za pomocg

wzoru ' " " przeto wtedy zamiast tg Y bierzemy
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Frzijlckad 1-szy. Niech bedzie h= 4238,82, p  42«2'38",3, wtedy

Rachunek przeciwprostokatnej a Bachunek hoku ¢

Przyklad 2-gi. Niech bedzie 6= 831,982, p= 52"46'10", wtedy
Y=2z37« 13' 50".
Bachunek przeciwprostokatnej a Bachunek hoku ¢

/
Przyklad 3-ci. Niech bedzie h= 387548, p= 89" 59' 27",2, wtedy

W tym razie mozemy przyjac

Przyktad 4-ty. Niech bedzie » = 164, p= 21".6. Szukamy prze-
ciwprostokatnej na mocy art. 145-go,



19-1: TKYGONOMETKTJA PLASKA.

181. Przypadek t-ty. Majac dane dwa boki przylegte katowi pro-
stemu rozwigza¢ trojkat t.j. znale$é katy, tudziez przeciwprostokatna.

Dane h i c, szukane p, Yi Katy b i Y obliczamy na zasadzie
wzoréw

tgP = cotgY = -— ,
v
znajac za$ katy, przeciwprostokatng znajdziemy za pomocg wzoru
SiRB cdkp

Mozemy przeciwprostokatng otrzyma¢ bezposrednio za pomocg wzoru

= A- C-, z przyczyny jednak, Ze wyrazenie to nie jest dogodne do ra-
chunku logarytmami, szukamy zazwyczaj najpierw ktéregokolwiek z katow
P lub Yj a nastepnie, na mocy powyzszego wzoru znajdziemy a. Mozemy
wyrazenie a— + ¢ przez wprowadzenie kata positkowego, uczynié
dogodnym do rachunku logarytmami; jakoz w tym razie wzor powyzszy
mozemy napisa¢ w ksztatcie

a ktadac tgp = e otrzymamy

1+tg™htp _ b
tgcp sincp

znalazszy kat @ znajdziemy nastepnie a. Nalezy jednak zauwazyé, ze
kat positkowy, jaki wprowadzamy do rachunku, jest wtedy rowny katowi p
trojkata, przeto drugi sposéb postepowania dla znalezienia bezposrednie-
go przeciwprostokatnej, sprowadza sie do sposobu jiierwszego, t. j. do zna-
lezienia najpierw kata p, a nastepnie przeciwprostokatnej a.

Jezeli bok b jest bardzo maty wzgledem c, natenczas kat B znajdzie-

my w sekundach za pomoca wzoru n" — - 206265, albotez, uzywajac me-
tody, wyltozonej w art. 161-ym,
Przyktad 1-szy. h— 769, c=r 895.

Baclnmck kata p Rachunek przeciwprostokatnej a
logh= 2,8859263 logh = 2,8859263
logc~ 2,9518230 log sinp — 9,8140465

logtg p— 9,9341033 loga = 3,0718798
p=:40040'11",13 a= 1179,99.

Y=i49«19" 48",87
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PmjUad2-gi. & = 784,983, c= 370,879.

Bachuneh hata p Rachunek przeciwprostokatnej a

\ogh= 2,89486 log 2,89486

logc— 2,56923 logsinp = 9,95625
logtg3  10,32563 loga = 2,93861

B = 64«42' 39" a —868,18
Przyltad 3-ci. h= 16, c= 48784,

16
48784 206265,

log 16 = 1,2041200
log 206 265  5,3144255
6,5185455
log 48784  4,6882774
logp  1,8302681

@ 67".65 czyli 1'7",65

PEZYKLADY.

3367,237  2267,02 2489,76  42® 19° 8"5 470 40' 51"5
6192,944  3681,974  4979,52 36 28 48,3 53 31 11,7
7831,33 2353,30 7469,39 17 29 151 72 30 44,9

12739,7 7994,54 9919,04 38 52 5,2 51 7 54,8
1915,60 1455,97 124486 49 28 10 40 31 50
13273,96  10359,6 8299,2 51 18 4,9 38 41 55,1

11072,75 9157,66 6224,4 55 47 46,9 34 12 13,1
13109,7 12435,64 4149,6 71 32 48,7 18 27 11,3
12116,85 11583,06 3556,8 72 55 47,6 17 4 12,4
18129,27 17916,96 2766,4 81 13 22 8 46 38
40067,0 40021,20 1915213 87 15 36,7 2 44 23,3
1869,36 1523,92 1082,67 54 36 29,1 35 23 30,9
5892,51 5439,24 2266,35 67 22 48,5 22 37 11,5
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182. Trojkat prostokatny zowiemy wymiernym, gdy trzy jego boki s%
liczbami wymiernemi i tak np.:
a—- 5, 3, c= 4; a= 17, i= 8, ¢ 15; it. p.
Poniewaz te liczby odpowiada¢ winny twierdzeniu Pytagorasa, mianowicie, ze
kwadrat przeciwprostokatnej réwna si¢ summie kwadratow bokéw pozostatych,

przeto liczby powyzsze zowig sie jeszcze liczbami Pytagorasa, a odpowiadajace
im trojkaty trojkatami Pytagorasa albo takze trojkatami egipskiemi.

Przyktady trojkatéw egipskich.

a h c j p Y
] 5 3 4 36° 52' 11"6 530 7' 48"4

13 5 12 22 37 11,5 67 22 48,5
i 17 15 8 61 55 39,1 28 4 20,9
i 25 7 24 16 15 36,7 73 44 23,3
;29 21 20 46 23 49,9 43 36 10,1
i An 9 40 12 40 49,4 77 19 10,6
1 37 35 12 71 4 31,3 18 55 28,7
5_ 61 11 60 10 23 19,9 79 36 40,1
1 53 45 28 58 6 33,2 31 53 26,8
) 65 33 56 30 30 36,8 59 29 23,2

ZADANIA.

1) Rozwigza¢ trojkat prostokatny, w ktérym jedno z ramion kata pro-
stego jest réwne odcinkowi przeciwprostokatnej od spodka prostopadiej, spu-
szczonej na nig z wierzchotka kata prostego, do drugiego ramienia.

Jezeli odcinek drugi oznaczymy przez a, bedziemy mieli

p*r=zX{b x), stgd x— b A~ A~ | zatym

=, 10'21",8.

2) Dang jest summa dwu bokéw przylegtych katowi prostemu i kat (3,
znale$¢ te boki
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Dane i kat [3, poniewaz , przeto

ozyli

3) W trdjkacie prostokgtnym réznica miedzy przeciwprostokatng i mek-
szym bokiem jest réwna réznicy miedzy bokami trojkata, znales¢ katy trojkata.
Mamy wtedy a—h=b —c, azea”irz+ c" przeto
stad 3irrz4dc, czyli i:c = 4:3. Z tego wypada, ze kazdy tréjkat prosto-
katny, w ktdrym ramiona kata prostego sg w stosunku 4:3, zado$¢ czyni Ma

runkom zadania. Dla znalezienia katdbw mamy tgyY = = , zatym

logarytm za$ tablicoAVj' 9,8750613, za-
tym y = 36°52' 11",6.
4) W trojkacie prostokatnym dang jest summa bokow przylegtych kato-
wi prostemu i wysoko$¢ tréjkata, odpowiadajgca przeciwprostokatnej, znalesé
katy trdjkata.

Dane b-j-c=si k. Wi(emy, zetgP=: — , zatym UL i — i -f-tg[3, czyli
C C
0 ®sin 8
za zas A =:csuip, przeto 1+tgP, z ktérego to wzo-

ru otrzymamy katp, mianowicie

5) Dang jest summa przeciwprostokatnej i odpowiadajacej jej wysokosci
trojkata, tudziez kat trojkata, znales¢ przeciwprostokatna.
Dane a -f-A= s, ikatp

zatym

przeto

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW JAKICHKOLWIEK.

183. Dla rozwiazania trdjkata jakiegokolwiek potrzebujemy mieé
dane trzy jego elementy, miedzy ktéremi bylby jeden bok; Ze za$ z 6 ele-
mentéw trojkata, to jest trzech bokdéw i trzech katéw, biorgc po trzy ele-
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menty, mozemy utozy¢ 20 kombinacyj, z wylaczeniem wiec kombinacyi
trzech katdw tréjkata, dziewietnascie kombinacyj, i tylez mozebnych za-
gadnien; wszystkie te jednak zagadnienia, jak to tatwo przekonac sie
mozna, dadzg sie¢ sprowadzi¢ do czterech réznych przypadkéw, mianowicie,
gdy sg dane:

1) jeden bok i dwa katy trdjkata;

2) dwa boki i kat miedzy niemi zawarty;

3) dwa boki i kat jednemu z nich przeciwlegty;

4) trzy boki tréjkata.

184. Przypadek 1-szy. Majac lok i dwa katy trojkata, znales¢
pozostate boki i kat.

Gdy mamy dane a, pi T? natenczas a= 180® — (p + i). Na mocy
zwiazkow (1) art, 167-go,

otrzymamy
stad znajdziemy

Mozemy tez znale$¢ boki i ¢ za pomocg wzoréw (1) art. 176-go, bowiem

z tych wiec wzordéw znajdziemy b A- cib — ¢, a nastepnie b i c.
Przyklad 1-szy. a= 1234, p= 65®43' 20", 7= 54° 32' 10", zatym

Rachunek boku b Rachunek hoku c
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Pmjhtad 2-gi. Dane a= 105, p= 59"29'4, Y~ 53"7'8. Roz-
wigzemy to zadanie, uzywajac logai-ytmow pieciocyfrowych. Mamy

Rachunek boku b Rachunek hoku c

Albo, uzywajagc wzoréw Mollweide'go.
Rachunek b-\- ¢ Rachunek b— c.

Rozwigzemy toz zadanie, uzywajac siedmiocyfrowycb logarytmow.
Rachunek hoku b

Rachunek boku c
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PKZYKLADY.
DAKE BZUKA s
P Y a h c a
780 2' 18,9 54« 48 27”3 52,4081 69,9283 58,4153 | 470 9 13”8
46 18 27,3 77 51 19,6 44,3267 52,3718 55 50 13,1
58 48 19,3 71 8 17,4 227,076 2533577  280,2772 50 3 23,3
24 57 21,8 45 17 29 992,16 444,786 749,204 109 45 9,2:
74 42 16 68 11 26 112,9161  180,5411  173,7742 37 6 18

23 49 48,7 17 55 39,4 1129947 ' 6854,97 5222,58 138 14 31,9
30 1 19,5 108 51 42,6 633,394 481,926 911,487 41 6 57,9
62 13 28 7 47 31 40,5 47,294 44,4609 37,0652 70 14 50,8
74 42 16 51 21 44,3 115,8495 138,2426 111,9481 53 55 59,7
62 13 28,7 70 14 50,8 370,648 444,604 472,934 47 31 40,5

Uwaga. Jezeli kat pjest bardzo maty i P oznacza ilo$¢ sekund, naten-

czas r— . Jezeli za$ oba katy B i Y sg bardzo mate a fi i Y
206265 sma Loor i % [

oznaczajg ilosci sekund tych katéw, wtedy

sma= sin(p y)= g dges

185. Przypadek 2-gi. Majgc dane dwa boki tréjkata i kat miedzy
niemi zawarty, znale$¢ pozostale katy i bok.
Niech bedg dane ci a.

Przedewszystkim szukamy katow p i Y- Na mocy wzoréw (2) art.
176-go, mamy

Z tego wzoru znajdziemy przeto

bedziemy mieli wiadome a tymsamym znajdziemy
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katy p i Y. Majac za$§ wiadome katy pi Y, znajdziemy bok trzeci troj-
kata za pomoca wzoru

Lecz ten spos6b wyznaczenia boku a wymaga szukania trzecia nowych lo-
garytmow, dla tego tez dogodniej wtym razie uzy¢ wzoréw (1) art. 176-go,
mamy bowiem wtedy

(b-fc)sinj a

(1) f-
cos™ P—Y)

a dla znalezienia boku a potrzebujemy szuka¢ jedynie logarytméw sin a
i cos . (p — Yy gclyz log (h -f c), bedzie nam znany z wzoru, dajacego
tg % (P—1t)- Zdarza sie czesto w zastosowaniach, ze zamiast bokow

hi c dane sg ich logarytmy, wtedy dla wyznaczenia tg ~ (P —Y) nalezato-
by najpierw znale$¢ w tablicach liczby, odpowiadajgce tym logarytmom

I
i nastepnie szuka¢ log U - Przez wprowadzenie kata positkowego mo-

- C
zemy uniknaé tego i zarazem skréci¢ rachunek, a tymsamym zmniejszy¢

bledy przyblizen. Jakoz, jezeli zatozymy < - tgep, otrzymamy

b+c tgcp4-|

a nastepnie
(2 tg” - Y)- tg(p- 45»)cotgy a.
tym wiec razie najpierw szukamy kata @za pomocg wzoru
logtgcp = log& —logc,
w ktérym log 6 ilog ¢ s3g nam wiadome, a nastepnie kata ~ (P ~
186. Toz samo zadanie mozemy rozwigza¢ takze za pomocg wzoréw
a sinp 3= & sin a,

acosp= c— &«cos a,
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skad
1)

Wprawdzie ten wzor nie jest dogodny do rachunku logarytmami, z uwagi
jednak, ze w zadaniach, przytrafiajacych sie w Astronomii, bok b jest dany
przez swoj logarytm, bok za$ ¢ podany bezposrednio, wzdr powyzszy w tym
razie daje sie bardzo tatwo stosowac, gdyz

szukamy najpierw &cosa, nastepnie ¢c— &cosa, w koncu za$ zwykty rachu-
nek przeprowadzamy.
AYszakze wzér (1) przez wprowadzenie kata positkowego mozemy

zamieni¢ na dogodny do rachunku logarytmami. Jakoz, kiadac
= tg tp, mie¢ bedziemy
)

187. W rozwiazaniach poprzedzajacych szukah$my naprzod katéw
p i 7, a nastepnie boku a, mozemy jednak bok a znales¢ bezposrednio.
Jakoz, na mocy wzoréw (1) artykutu 165-go, mamy

1)

Wz6r ten jednak nie jest dogodny do rachunku logarytmami. Aby go
odpowiednio przeksztatci¢, zwazmy przedewszystkim, ze jezeli wtym wzo-
rze wezmiemy zamiast cosa raz 2cos2-“a—1, drugi raz

otrzymamy

)

®)
Z obu tych wzoréw przez pomnozenie pierwszego wyrazu pod pierwiastkiem

przez 1= cos”j a + sn®1, a, przyjdziemy do nastepujacego wzoru

(4)

Jezeli we wzorze (2) napisanym w ksztatcie:
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potozymy e co mozemy przyjac, gdyz Srednia gieo-
metryczna jest mniejsza od $redniej arytmetycznej otrzy-
mamy

Jezeli we wzorze (3) napisanym w ksztatcie:

potozymy otrzymamy

Jezeli wreszcie we wzorze (4) napisanym w ksztatcie:

zalozymy otrzymamy

Tym sposobem otrzymujemy wzory dogodne do rachunku logarytma-

mi. Z poréwnania wyrazen widzimy, ze

kat jest tymsamym katem czyli zewzor  jest identyczny

z wzorem (1) art. 185-go; szukanie przeto boku a za pomocg kata positko-
wego  sprowadza sie do szukania tegoz boku sposobem, podanym w art.
185-ym. Jezeli we wzorze (2), zamiast wprowadzania kata positkowego,

zalozymy otrzymamy

wzor bardzo dogodny do rachunku logarytmami.

Przyktad  1-szy. Roz-
wigzemy zadanie za pomocg metody, wylozonej w art. 185-ym. Mamy

wtedy
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BachuneJc katow pty

za pomocg wzoru

Ze za$

przeto

liachunek hoku a

sina

za pomocg wzoru a— h & o

zZa pomoc_@ wzoru

Mozemy tez szuka¢ boku a za pomocg wzoru (1) art. 185-go
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PreyMad 2-gi. Niechbedadcanelog&:=2,7891956, logc=2,4637542,
a= 25°41'. Dla rozwiazania tego zadania uzyjemy wzoru (2), podanego

w art. 185-ym, w ktérym tgip = s Szukamy naprzéd kata positko-
wego Q.

Nastepnie szukamy kata P—T

Dalszy cigg rachunku przeprowadza sie jak w przykfadzie 1-szym.
Przyklad 3-ci. Niech bedg dane a= 25°41';

c= 290,907. Dla znalezienia kata p uzywamy wzoru
Szukamy naprzdd b cosa, mamy

zatym

Mamy zatym tgp = — , stad za$
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stad

Przyklad i-ty. Niech bedg Aane

Rozwigzemy to zadanie, uzywajgc metody art. 185-go i pieciocyfrowych
logarytmow

Bachuneh holiu a

Przyktad 5-ty.
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Rozwigzemy to zadanie za pomocg wzoru (2) ai-t. 186-go i pieciocyfrowych
logarytmow
RachutieJc Icata cp

Rachunek kata p

Rachunek hoku a

!

Mozemy tez uzy¢ wzoru (2), art. 185-go. Szukamy kata @
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Rachuneh hata i (pP—vy)

FrzyUad 6-ty. Niech bedg dane 6= 0.5783462, c= 0,9013018,
a= 37'41",78 i przypus¢my, ze zachodzi potrzeba znalezienia jedynie
boku a. Dla rozwigzania tego zadania uzywamy wzoréw, podanych

w art. 187-ym.
1) Rozwigzanie za pomocg wzoru (5) art, 187-go, czyli za pomoca

wzoru

gdzie

Rachuneh kata @
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Rachunek hoku a

2) Rozwigzanie za pomocg wzoru (6) art. 187-go, czyli za pomocg
wzoru

gdzie

Rachunek kata

Rachunek hoku a

3) Rozwigzanie za pomoca wzoru (7) art. 187-go, czyli za pomoca
wzoru

*) Znak (—) oznacza, zc 6 —c jest iijemne, a tymsamym/~ze hierzemy log(c—&),
Bibl, mat-fiz, S. Ill, T. IV. j4
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Rachunek kata

4) Eozwigzanie za pomocg wzoru (8) art. 187-go, czyli za pomocg
wzoru »

Rachunek wielkosci m

Rachunek hoku a
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PRZYKLADY.
D ANE Sz uK AN E
h C a =] T a
1837,9 1719,9 290 2' 34" 820 46" 32" 680 10' 54" 899,37
1010,3 2409,3 58 11 42 24 34 57,7 97 13 20,3 2063,91
8174,9 2579,8 97 13 15 66 1 14,3 16 45 30,7 8876,15
86155,6 110277 68 10 41,2 45 37 36,4 66 11 42,4 1118944
120463 102415 58 11 41,6 117 28 45,9 4 19 32,5 1153942
353481,4 2684874 49 41 40,0 81 35 39,8 48 42 40 ,2 272494
104,76 22555 9 1 168 31 46,84 2 27 11,96 82,5643

188. Frzypadeh 3-ci. Majgc dane dwa boJci trojkata i hat jednemu
8 nich przeciwlegly, znales¢ pozostate katy i hok.

Niech bedg dane a, hi a.

Na zasadzie wzoi"dw (1) art. 167-go, mamy

. Jsina
(1) sinp =

z tego wzoru znajdziemy P; majac za$ kat p, znajdziemy kat y z wzoru
Y = 180" — (a + p); wreszcie bok ¢ otrzymamy z wzoru

asin'Y
"~ sina
Rozwigzanie to, z przyczyny, Ze kat szukany p otrzymujemy za pomoca
jego wstawy, prowadzi do nastepujacych uwag. Poniewaz wstawa kata
nie moze by¢ wieksza od jedno$ci, przeto, zeby rozwigzanie byto mozliwe,
koniecznym warunkiem jest, aby a nie bylo mniejsze od & sina. Jezeli
temu warunkowi staje sie zados¢, to ze wzgledu, Ze kat p otrzymujemy za
pomocag wstawy, kazdej za$ wstawie odpowiadajg dwa katy speknia-
jace sie, z ktérych kazdy jest mniejszy od 180", bedziemy mieli na
odpo™Viedz dwa katy. Jezeli oznaczymy przez M kat ostry, danej wstawie
odpowiadajacy i znaleziony z tablic, natenczas nietylko kat M, ale i kat
180® — M bedzie katem zado$cczynigcym réwnaniu (1). To nam wska-
zuje, ze na odpowiedz otrzyma¢ mozemy dwa tréojkaty, ztozone z tych sa-
mych danych elementow, i dla tego przypadek ten rozwigzania trojkatow
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zowie sie przypadkiem watpliwym. Watpliwo$¢, zachodzaca tu usu-
na¢ moga albo warunki zadania, albo wtasnosci trojkata rozwazanego.

Jezeli bok a jest wiekszy od boku h, wtedy, na zasadzie twierdzenia
z Planimetryi, ze na przeciwko bokow wiekszych leza katy wieksze, be-
dzie i kat a wiekszy od kata p; w tym za$ przypadku, kat p bedzie mniej-
szy od kata prostego czyli ostry.

Jezeli bok a— h, natenczas wz6r (1) daje sinp= sina; w tym wiec
wypadku kat P —a, jezeli wiec kat a jest ostry, mamy tréjkat réwnora-
mienny, w ktorym a = p, jezeli za$ kat a jest > 90°, czyli rozwarty, za-

s"danie jest niemozebne do rozwigzania.

Jezeli nakoniec bok ajest mniejszy od boku  wtedy kat ackgta p®

-aby wiec rozwigzanie zadania byto mozebne, potrzeba, aby kat a byt
mniejszy od kata prostego. Jezeli temu warunkowi staje sie zados¢, za-
gadnienie ma dwa rozwigzania, albo tylko jedno stosownie do tego, czy

&sina< a, czytez 6sina a. Jakoz, jezeli sinp= < " wtedy

sinp>sina, ze za$ kat a jest ostry z zatozenia, przeto p>a i 180® —p>a.
oba katy czynig warunkom zadania i otrzymujemy dwa rozwigzania. Je-

Zeh 6sina_ ki vvt’ecﬂ/ 8 90", mamy wiec wtedy tréjkat prostokatny,
jako jedyne rozwiazanie i to w zatozeniu, ze a  90®; gdy za$ wtym przy-
padku a >» 90°, zadanie jest niemozebne.

189. Powyzszy rozbiér przypadku watpliwego daje sie objasnic¢
gieometrycznie. Jakoz, nakre$lmy (fig. 35) kat X AY roéwny danemu.

Fig. 35rt.

katowi a; na ramieniu AY wezmy, poczynajac od wierzchotka kata, odci-
nek AC réwny bokowi h i spus¢émy z punktu C prostopadta CD na ramig
AX, natenczas prostopadta ta bedzie réwna &sina.
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1) Jezeli a>>&sina, natenczas z punktu C, jako ze $rodka pro-
mieniem réwnym a, zakreSimy okrag kota, ten okrag kota przetnie ramie
A X kata a w dwu punktach, ktore oznaczmy przez B i B'.

Dla roztrzasnienia réznych przypadkéw, jakie wtedy zajS¢ moga,
przypus¢my naprzod, ze kat a<"90®, nastepnie a>90" i wreszcie ai=90®.

a) Kat ac, 90". Jezeli wtedy a< okrag kota zakreslony
z punktu C przetnie ramie A X kata a w dwu iranktach, potozonych po
prawej stronie wierzchotka A; otrzymujemy wtedy dwa trojkaty ABC
i ACB', ktore rozwigzujg zadanie; jezeli a— h, punkt B' przypada wtedy
w wierzchotku A kata a, trdjkat ACB' sprowadza sie do linii prostej,
tréjkat zas ACB, bedacy rozwigzaniem zadania, bedzie tréjkatem réwno-
ramiennym; jezeli wreszcie wtedy punkty B i B' znajdujg sie po
stronach przeciwnych wierzchotka A kata a i trojkat ACB daje nam
wtedy jedyne rozwigzania zadania.

h) Kata> 90® Jezeli a> & (fig. 35a), okrag kota przecina pro-
sta AX w dwu punktach B i B', potozonych po przeciwnych stronach
wierzchotka A, pierwszy z nich t. j. ACB daje nam rozwigzanie, drugi
za$ ACB' nie odpowiada warunkom zadania. Jezeli a=zh, punkt 13
przypada w wierzchotku A itréjkat ACB zamienia sie na linijg prosta,
trojkat zaS ACB' nie odpowiada warunkom zadania. Jezeli wreszcie
« <. Z punkty B i B' prz(eciecia okregu kota znajduja sie po lewej stronie
wierzchotka A, a utworzone trdjkaty nie odpowiadajg warunkom zadania,
a tyjnsamym rozwigzanie jest nie mozliwe,

c) Kata 9® W tym przypadku, jezeli a>6 okrag kota prze-
cina prostg AX w dwu punktach B i B', potozonych po przeciwnych stro-
nach wierzchotka A i symetrycznie potozonych wzgledem punktu A,
a utworzone tréjkaty ACB i ACB' stanowig rozwigzanie zadania; ponie-
waz za$ sg one rowne, przeto méwimy, ze zadanie ma jedno rozwiazanie.
Jezeli a— b trojkat ABC zamienia sie na linijg prostg i nie mamy wtedy
rozwigzania, jak rowniez i wtedy, gdy a C  wtedy bowiem a <Ch sina,
co jest warunkiem niemozliwosci zadania.

2) Jezeli a— hsina okrag kota zakre$lony z punktu C promieniem
rownym a bedzie styczny do boku AC i jako rozwigzanie otrzymujemy
trojkat, ktérego kat B jest prosty.

3) Jezeli wreszcie a <; Zosina, natenczas okrag kota zakre$lony
z punktu C, jako ze $rodka promieniem réwnym a, nie przetnie ramienia
AX, ani go nie dotknie i zadanie bedzie niemozebne do rozwigzania.

Powyzsze wnioski, wynikajgce takze z rozumowali, przeprowadzonych

art. 186-ym, dajg sie przedstawi¢ w sposéb nastepujacy:
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zadna odpowiedz
jedna odpowiedz
dwie odpowiedzi
jedna odpowiedz
jedna odpowiedz
zadna odpowiedz
jedna odpowiedZ
zadna odpowiedz.

190. W rozwigzaniu poprzedzajgcym zadania, szukaliSmy boku c,-
za pomoca, wpierw znalezionych bokdw P i Y; mozemy jednak znale$¢ bok
¢ bezposrednio. Jakoz, na zasadzie wzoru (1) art. 165-go, mamy

1)

Wzo6r ten nie jest dogodny do rachunku logarytmami, dla tego tez nalezy
go przeksztatci¢ przez wprowadzenie kata positkowego. Poniewaz hsina
powinno by¢ ~ «, przeto, aby na c wypadty wartosci rzeczywiste, mozemy
wzig¢ taki kat positkowy @ aby byto

Podstawiajgc te wartos¢ w wyrazenie (1), otrzymamy

czyli

Znalazszy kat cp, mozemy za pomoca logarytméw obliczyé bok c; tatwo
jednak zauwazy¢, ze kat @ jest wiasnie katem p. Widzimy wiec, ze po-
wyzej wskazany sposéb znalezienia boku c niczym sie nie rézni od sposobu,
podanego w art. 188-ym.

191. Podany w poprzedzajagcym artykule wzér (1), daje nam moz-
no$¢ wyprowadzenia wszystkich warunkéw mozliwosci zadania, jakie przy-
toczyliSmy w art. 188-ym i 189-ym. Jakoz, aby znaleziona wartos¢ ¢ byta
mozliwa, potrzeba, aby wzér (1) art. 190-go dawat wartosci rzeczywiste
i dodatne. Pierwszemu warunkowi stanie sie zado$¢, gdy a”“&sina.
Jezeli a=: &sina, wzor powyzszy sprowadza sie do c— Jcosa, i ¢ bedzie
dodatne, gdy cosa> O, gdy a<:90° i wtedy mamy jedne odpowiedZ,
gdy za$ a>-90°, wtedy cosaCO nie otrzymujemy zadnej odpowiedzig
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Jezeli za$ a > Jsina mamy dwie wartosci rzeczywiste ¢ i obie dodatne,
gdy a jest katem ostrym, nadto 6cosa >» a*— H™cos"a, stad
wypada, ze &>-a; mamy jedne odpowiedz; gdy kat a jest rozwarty,

; jak réwniez mamy jedne odpo-
wiedZ, gdy a= &sina, a kat a<:90®. Otrzymujemy wiec tezsame wa-

runki, jakie wskazaliSmy w poprzedzajacych artykutach.
FrzyUad 1-szy. Niech beda dane a= 2840,351, & = 3683,983,

Bachuneli Jcata p

Poniewaz adh, kat a<:9®, nadto 6sina<!a, przeto z trzech da-
nych elementéw mozna utworzyé dwa trojkaty; jeden, w ktorym Kkat
p= 48®57'6",9, a drugi, w ktérym kat p= 131®2' 53",1.

Rachunek boku ¢

dla pierwszego tréjkata, to jest, gdy p= 48°57'6",9. W tym razie

Rachunek boku ¢

dla drugiego trdjkata, to jest, gdy p= 131® 2'53",1; wtedy
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Trzyhtad 2-gi. Niecli beda dane

Rozwigzemy to zadanie, uz™wajac logarytmdéw pieciocyfrowych

Bachunek kata p

albo

poniewaz a < 5, kat a< 90° nadto hsina < a, przeto otrzymamy dwa
trojkaty.

Bachunek hoku ¢
1) W zalozeniu, ze p= 82°44', wtym razie r = 24°44' 30",

2) "W zatozeniu, ze kat p= 97°16', wtym razie Y = 10°12' 30",
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PRZYKLADY.
DANE s zuKANE
a h a P T c
820 46" 45" 470 31' 35", 33269,4
34397,8 44747,9 490 41" 40",
97 13 15 33 5 5 24622,2

177 35 41,5 29 52 44,1 547454

4 |[uo2 24 18,5 5 4 7,1 9708,98
355048 228009 16 45 31,2 10 40 15,8 152 34 13,0 567233

j 46 23 39,2 107 8 40,8 40217,76

104822,28 107327,7 72 31 34

18754 30476 26 27 40
U33 36 20,8 19 55 59,2 14348,76
15238 9377 19 56 24 12 6 51,6 147 56 44,4 2371352
223,54 105,26 54 21 30 22 29 57,4 103 8 32,6 267,8616

1

uwnga, Jezeli kat a jest bardzo maty, natenczas

rrzijktad. a— 3856, h==2987, a  17"5, wtedy

bok za$ c bliski a -\-I=. 6843.

192. Prsypadeli 4,-ty. Majac dane trzy hohi trojhata, znalcs¢ katy
tegoz trojkata.’

Niech beda dane a, h, c.

Dla znalezienia katow tréjkata, gdy dane sg trzy jego boki, nalezy
uzy¢ wzoréw, dajacych nam zwiazki miedzy trzema bokami trojkata
a jednym z jego katéw. Zwiazki tego rodzaju, podane wart. 165-ym, nie
sg jednak dogodne do rachunku logarytmami, dla tego tez uzyjemy wzoréw
<1), (2) i (3) art. 175-go
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gdzie 2p~a-\-hA-c.

Jezeli chodzi nam o znalezienie jednego kata trojkata, bedzie obo-
jetng rzecza, ktérego z tyck trzech wzorow uzyjemy; kazdy bowiem wzor
wymaga szukania czterech logarytmdéw. Ale, gdy chodzi o znalezienie
wszystkich katow trojkata, wtedy najkorzystniej uzyé wzoréw, dajacych
potowe kata przez jego styczng, potrzebujemy bowiem wtedy szukaé je-
dynie logarytméw czterech liczb p*p —a*p — h\p —¢c, gdy tymczasem
wzory, dajace nam dostawy potowy katéw, wymagajg szukania logarytmow
siedmiu liczb p—a, p—h,p—c, a, &ic; wzory za$, dajgce wstawy
potowy katdw, wymagajg szukania logarytméw szesciu liczb a, h, c,
p—a, JO—hip—c. Zwrébci€ jeszcze nalezy uwage, Ze przy uzyciu wzorow
na styczng potowy kata rachunek daje sie znacznie uprosci¢. Jakoz, po-
niewaz wzor na styczna . a mozemy napisa¢ w ksztatcie

t 1 1 1 /"(P—a — (p-c)

92 p—ay p
przeto oznaczajac przez r wartos¢ pierwiastka po prawej stronie, wyraza-
jacego, jakto ponizej zobaczymy, promien kota wpisanego w trojkat, be-
dziemy mieli
tg--|3:-p_ h tg7.Yzzrp_
a stad logtg—a logr — log (p— a),

2 p—a

logtg p—logr —log (p — h),

logtgy T = logr —log (p — c).
Widzimy wiec, ze w tym razie nalezy znale$¢ logr i od niego odejmowac
log (p— a), log (p — log (p — c;, aby otrzymac logarytmy tg ~ a,
tg-i-P i

193. Zobaczmy teraz, przy jakich warunkach zadanie bedzie mo-
Zebne do rozwigzania. Warunki te otrzjTnamy z wzoréw na wstawe, do-
stawe i styczng potowy katéw. Jakoz, abySmy mogli z powyzszych wzoréw
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otrzymaé wartosci wsta-Rj, dostawy i stycznej potowy kata, potrzeba, aby
pierwiastki, wchodzace do wzoréw powyzszych byly rzeczywiste, nadto
wartosci wstawy i dostawy byty mniejsze od jednosci. Rozwazmy kazdy
z tych wzoréw;

1) abySmy ze wzoru, dajgcego sin a & mogli otrzymywac wartosci

rzeczywiste i mniejsze od jednosci potrzeba, aby — — A MW

datne i mniejsze od jednosci. Pierwszemu warunkowi stanie sie zados¢,
gdy czynniki p— h ijp— ¢ sa oba jednakowego znaku; ze za$ oba te
czynniki nie moga by¢ jednoczesnie ujemne, bo ich summa jest rowna a,
przeto musi by¢ koniecznie p>b i p* ¢, stad a + a-{-1)":>c,
drugiemu za$ warunkowi
P— (P— '<™ czyli
— (h + ¢)p<l. O albo
& + ¢

stanie sie zado$¢, gdy h+ O a, zadanie wiec bedzie mozebne do roz-
wigzania, gdy summa kazdych dwu bokéw bedzie wieksza od trzeciego;

2) abysmy ze wzoru, dajagcegoc o s a, mogli otrzymywa¢ warto-

$ci rzeczywiste i mniejsze od jednosci, potrzeba, —— byto dodatne
Oc

i mniejsze od jednosci. Pierwszemu warunkowi stanie sie zado$¢, gdy

p—a.">0, skad 6+ drugi warunek prowadzi do nieréwnosci

p(p — a) <Chc, to jest
(@Ah +c)(hc —aj<46c, czyli
&+ ¢/ —a2< 46¢c, czyli

Zatym jeden z bokéw winien by¢ mniejszy od summy dwu pozostatych,
a wiekszy od ich réznicy;

3) abySmy ze wzoru, dajacego tg-~ a, mogli otrzymywac wartosci
rzeczywiste, trzy czynnikip — a, p — &, jp — ¢ powinny by¢ dodatne, lub
tez jeden dodatny, a dwa ujemne, z przyczyny jednak, ze ostatni wypadek

jak to wyzej wykazalismy, nie moze mieé miejsca, pozostaje pierwszy, ktd-
ry prowadzi do nieréwnosci

64"c> a, UFA-c* b, a+ 5> c
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Przyszlismy wiec ze wzoréw, podanych na wstawe, dostawe i styczng po-
fo-s\7 kata do znanych z Gieometryi warunkéw moZebnoSci istnienia troj-
kata.

PrzyUad 1-szy. Niech bedg dane a=1936,7, 6= 3498,9, c=3124,4.
Szukajmy katdw a, p, 7 uzywajac pieciocyfrowych logarytmow:

Mamy w tym przypadku:

1) Uzywajgc wzoru na dostawe potowy kata mie¢ bedziemy *)
BaclmneJckata a Rachunek kata p

zatym zatym

Rachunek kata Y

zatym

*) "V tym przyktadzie zamiast odejmowania logarytméw, uzywac bedziemy tak
zwanych dopetnieri (comptementam), ktére w skréceniu oznaczamy przez comp.
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2) Uzywajac wzoru na wstawe potowy kata, mie¢ bedziemy

Bachunek kata a Bachunek kata p

Bachunek kata Y

3) Uzywajac wzoru na styczng potowy kata, mie¢ bedziemy

Bachunek kata a
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Rachuneh hata p

RacJiuneh hata'Y

Znalezione wartosci katéw a, p, Y za pomocg trzech réznych wzoréw do-
prowadzity nas, jak widzimy, do wypadkow, ktore nie sg z sobg zgodne
w sekundach, a nadto ich summa w ogéle nie jest rowna, jak by¢ powin-
no, 180°. Przyczyng tego jest to, zesmy uzywali logarytmow pieciocyfro-
W3ch, ktére jak wiadomo, dajg wartosci przyblizone, a tymsamym nie
mogty da¢ doktadnych wartosci katow w sekundach. Jezeliby$Smy do te-
go przyktadu zastosowali logarytmy siedmiocyfrowe, otrzymalibySmy na-
stepujgce wartosci

ktorych summa rowna jest 180°.
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Przyhtad 2-gi. Niech bedg dane a = 9459,31, h— 8032,29,
c— 8242,58. Rozwigzemy zadanie, uzywajac siedmiocyfrowycb loga-
rytméw, tudziez wzorow

gdzie

Rachuneh przedwstepny

Rachuneh hata CL Rachuneh hata p

Bachuneh hata y



224 TKYGOKOMETEYJA PLASKA.

PRZYKLADY.
DANE S ZUK ANE
a h C 1 Y
371 357 364 610 55' 39" 1 580 6' 331 590 57" 47" g
100 68 48 118 4 20,9 36 52 11,6 25 3 27,5
4015 4121 678 76 18 52 94 14 31 .9 9 26 36,1
8030 8242 2544 76 18 52 85 45 28,1 17 55 39,9
6347 5820 12121 i 5 12 18,4 4 46 18,8 170 1 22,8

138,2426  111,9481 115,8495 74 42 16 51 21 44,3 53 55 59,7
204,629 151,4947 192,7707 71 48 16,9 44 41 38,2 63 30 4, 9
106,895 82,680 47,294 107 30 59,6 47 31 39,6 24 57 20,8
795,729 752,774 524,081 74 42 15,9 65 51 15,3 39 26 28,8
235,211 227,076 427,580 22 45 40,8 21 55 56,6 135 18 22,6
487,365 523,794 774,306 38 19 17,5 41 47 29,6 99 53 12,9
54,4 81,6 122,4 20 44 30,9 32 5 21,1 127 10 8

ZASTOSOWANIA FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH DO GIEOMETRYI.

194. POWIERZCHNIA TROJKATA.
Powierzchnia trdjkata, jak nam wiadomo z Gieometryi, jest rowna
potowie iloczynu podstawy trojkata przez jego wysoko$¢, to jest, przez
prostopadta, spuszczong z wierzcl]otkai)rze-
ciwleglego podstawie na tez podstawe. Je-
zeli wiec ABC (fig. 36) jest trojkatem,
ktérego bok BC bierzemy za podstawe
a AD oznacza dtugos¢ prostopadtej, spusz-
czonej z punktu A na bok BC, natenczas
powierzchnia tréjkata ABC bedzie réwna

4-BC.AD; 7e zaS AD = AB sin ABC,
przeto, oznaczajac przez A powierzchnig

Fig. S6. tréjkata, mie¢ bedziemy

A
a wprowadzajac oznaczenia bokow i katdw trojkata, przyjete w poprze-
dzajacych artykutach, mie¢ bedziemy

(1) N — Ji acsinp.
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Zatym powierzchnia tréjkata réwna sie potowie iloczynu dwu jego bokdéw
i wstawy kata, miedzy niemi zawartego.

Jezeli we wzorze (1) podstawimy warto$¢ sin® z wzoréw (3) art.
175-go, otrzymamy

)

Przychodzimy do wzoru na powierzchnig trojkata, wyrazong przez trzy
boki trojkata. *) Jezeli we wzorze (1) zamiast a i ¢ podstawimy wartosci
ze wzoréw (1) art. 167-go, mianowicie:

przyjdziemy do wzoru

a ze
przeto sinp = sin (a -f- 7); mamy wiec
@)

Przychodzimy do wzoru, ktéry nam pozwala wyrazi¢ powierzchnig tréjkata,
gdy dany jest jego bok i dwa katy don przylegte.

Jezeli znowu we wzorze (1) zamiast a wezmiemy warto$¢ ze wzoréw
(1) art. 167-go to jest a — AstA’ za$ zamiast ¢ warto$¢ z réwnania (I)

art. 190-go, to jest c~h cosadz [/ a*— sin"™a, otrzymamy

(4)
wzor, dajacy nam powierzchnig trojkata dla przypadku, gdy mamy dane
dwa boki tréjkata aH i kat a pierwszemu z nich przeciwlegty.

Oprécz wzordw powyzej podanych, mozemy znale$¢ wiele innych

wzoréw na powierzchnig tréjkata, i tak, jezeli wzory dajgce nam sin

(art. 175-ty) pomnozjany stronami odpowiedniemi, otrzy-

mamy

*) Ten wzor zowie sie¢ wzorem trzech braci, gdyz pochodzi on od trzech stawnych
matematykéw arabskich. Twierdzenie to byto znane jnz na dwa wieki przed Chrystu-
sem i podane przez starszego Herona z Alexandryi, w pi$mie geodezyjnym uspl 8.0j:Tpa(:
(Baltzer str. 127). Dowdd gieometryczny podat Leonardo w dziele p. t. Practica geome-
triae (1220 r.) [wydanie Boncompagni'ego, 1857, 1862].

Bibl. mat.-fiz., S. Ill, T. VI. 15
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a Ze wedtug wzoru (2) niniejszego artykutu

przeto

a stad
(®)

z wzoréw, dajacycli nam cos a, cos [3 cos Y? otrzymamy

(6)

wreszcie z wzoréw tg  a, tg * @ tg -i y> otrzymamy

(7)

Jezeli we wzorze (3) wstawe w mianowniku zastgpimy summg iloczy-
noéw wstaw i dostaw katow a i Y, a nastepnie licznik i mianownik podzieli-
my przez sina sinY, otrzymamy

©)

Jezeli w szczegblnosci trojkat jest prostokatny i kat a= 90° na-
tenczas z wzordw powyzszycli, otrzymamy

gdy dane sg dwa boki przylegte katowi prostemu;

(10)

gdy dana jest przeciwprostokatna i bok przylegly katowi prostemu;
(11)

gdy dany jest bok przyleglty katowi prostemu i kgt temuz bokowi przeciw-
legly;

(12)

gdy dana jest przeciwprostokatna i jeden z katéw.
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Jezeli trdjkat jest réwnoramienny, wtedy wzor (2), w zatozeniu
a = h, daje

(13)
jezeli wreszcie trojkat jest rownoboczny, wtedy a~h = ¢, i

(14) 4
195. Zowiemy trdjkat uko$nokatny tréj katem wymiernym, gdy
jego boki jak réwniez jego wysokos$ci sg liczbami wymiernemi, albo krécej, gdy
powierzchnia trdjkata jest liczbg wymierng. Najdawniej ze znanych trdjkatow
wymiernych jest tréjkat, ktory znajdujemy u Hinduséw i Arabéw, a w ktoérym
boki sg proporcyjonalne wzgledem liczb 13 : 15 : 14. Najprostszemi tego ro-
dzaju tréjkatami sa trojkaty Srednioboczne (mittelseitige) to jest takie trdjkaty,
w ktérych kazdy z bokdéw jest $rednig arytmetyczng dwu bokéw pozostatych.
Trojkaty wymierne ukos$nokatne mozemy utworzy¢ przez odpowiednie zesta-
wienie dwu tréjkatéw prostokgtnych wymiernych (art. 182). Waielki zbior za-
dan, dotyczacych trojkatéw wymiernych zawiera dzieto Grebe'go, wydane 1864 r.
p t. Zusammenstellung von Stiicken rationaler ebener Dreiecke; a takze dzieto
Kleyer‘a, Lehrbuch der ebeneu Trigonometrie, Stuttgardt 1888, str. 128—129,
Przytoczymy kilkanascie tego rodzaju trojkatéw wraz ze wskazaniem wielkosci
katéw, wysokosci i powierzchni trdjkata.

PRZYKLADY.
BOKI K4 T Y Vgg’;gﬁ;‘f fh?]\:Vi;i:gJ
a b C a T dﬁj()%:,:? g?' kata.
14 15 13 590 29" 23" 670 22' 48"4 53" 7' 48"4 12 84
150 25 145 96 43 58,5 9 31 38,2 73 44 23,3 14 1800
120 29 101 124 58 33,6 11 25 16,3 43 36 10,1 20 1200
408 41 401 96 57 20,1 5 43 29,3 77 19 10,6 40 8160
40 13 37 93 41 42,8 18 55 28,7 67 22 48,5 12 240
44 15 37 107 56 42,9 18 55 28,7 53 7 48,4 12 264
102 61 109 66 59 25,4 33 23 54,6 79 36 40 60 3060
232 61 229 85 11 58,6 15 11 21,4 79 36 40 60 6960
312 109 229 131 24 44 15 11 21,4 33 23 54,6 60 9360
240 53 197 139 56 16,8 8 10 16,4 31 53 26,8 28 3360
200 85 205 74 36 28,4.24 11 22,3 81 12 9,3 84 8400

450 85 445 87 55 o, 10 52 50,4 81 12 9,3 84 18900
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196. PBOMIEN KOEA OPISANEGO NA TKOJKACIE.

Jezeli przez R oznaczymy promien kota opisanego na danym troj-
kacie, natenczas na zasadzie dowodu drugiego na proporcyjonalno$¢ wstaw
wzgledem bokdw, podanego w art. 167-ym, mie¢ bedziemy
(1) R-osina
mamy zatym wyrazenie promienia kota, opisanego na tréjkacie w funkcyi
jednego boku i kata jemu przeciwlegtego.

Jezeli chcemy promien kota opisanego na trojkacie wyrazi¢ przez
same boki trojkata, dostatecznym bedzie zamiast wstawy kata a podsta-
wié jej wyrazenie z réwnan (3) art. 175-go, to jest

= fp—ay(p — —c¢c),

przez co otrzymamy
ahc

stad za$ na mocy wzoru (2) art. 194-go, mie¢ bedziemy

(2) R =
z ktérego to wzoru mozemy otrzymaé wyrazenie powierzcbni tréjkata
A= przez j)romien kota opisanego i trzy boki tréjkata.

Mozemy tez otrzymaé powierzchnig trojkata w funkcyi tegoz pro-

mienia i trzech katdw trojkata. Jakoz, na zasadzie wzoru (1), mie¢ be-
dziemy

a= 2Rsina, &= 2Rsinp, c= 2Rsiny;
podstawiajgc te wartosci we wzorze (2), otrzymamy

A= 2R2sinasinpsiny.

197. PBOMIEN KOE STYCZNYCH DO TKOJKATA WEWNETEZNIE | ZE-
WNETRZNIE.

Niech ABC (fig. 37) bedzie trojkagtem danym, za$ O $rodkiem kota
wpisanego w ten trojkat. Ze Srodka O spusémy prostopadte OD, OE
i OF na boki tréjkata; jak wiemy, prostopadte te przecinaé bedg boki
trojkata w punktach stycznosci okregu kota z bokami tréjkata. Powierz-
chnia trojkata BOC, jak wiemy, wyrazi sie ~ BC. OD, jezeli wiec przez
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r oznaczymy promien kota wpisanego w trojkat, boki za$ trojkata ozna-
cza¢ bedziemy w ten sam sposob jak w artykutach poprzedzajgcych, na-

Fig. 37.

tenczas powierzchnia trojkata BOC wyrazi sie przez podobnie po-

wierzchnia tréjkata AOC wyrazi sie przez » hr, powierzchnia za$ troj-
kata A OB przez ~cr. Ze za$ powierzchnia trojkata danego ABC jest
summg trzech powyzszych powierzchni, przeto

Z—ar \2 hr ’2\ cr — powierzchni tréjkata ABC = A,

zezaSa+ b+ c= 2p, przeto bedzie rj) = A, a stad

(1)_> I’:ﬁ.

TiNiiym promien kota wpisanego w dany trdjkat jest rowny ilorazowi
z podzielenia powierzchni tréjkata przez potowe jego obwodu.
Poniewaz » —V p i"p —a) {p — h){p — c), przeto

2 o (p~-a)(p-b)(p-0)

-V
otrzymujemy wiec wzor na promien kota wpisanego w dany trojkat, o kto-
rym wspomnieliSmy w artykule 192-im. Mozemy jeszcze do wzoru (2)
przyj$¢ inng drogg. Poniewaz summa odcinkow BD, CE i AF jest ro-
wna potowie obwodu tréjkata, przeto BD + CE -} Ar=:j», czyli
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KY A-a—p, stad AF=:zp —a. Z trojkata AFO prostokatnego,
w ktérym kat OAF = ’; a, mamy

(3) r= —

podobniez otrzymamy

(5) y—((@p_ otgi Y-

Jezeli w ktorymkolwiek z wzoréw (3), (4) lub (5) podstawimy wartosci za
styczna potowy kata (art. 175-ty), otrzymamy

(ff—tf)(p—6) jp-c)
P
Promiern kota wpisanego w dany tréjkat mozemy wyrazi¢ przez potowe
jego obwodu i katy. Jakoz, z pomnozenia wzoréw (3), (4) i (5) stronami
odpowiedniemi, otrzymamy

ze za$
a_  {p-a){p-h){p-cl n
P
(6) "= Ptg atgi ptg Y-

Z tego wzoru otrzymamy
(7) p=~r cotg ~ acotgi pcotg-i-y-

Wzory (6) i (7) pozwalajg nam wyrazi¢ powierzchnig tréjkata przez po-
towe jego obwodu i katy, albo przez promien kota wpisanego w trojkat
i katy. Jakoz, mnozac réwnanie (6) przez p, réwnanie za$ (7) przez r i pa-
mietajac, ze na zasadzie wzoru (1) | = rp, otrzymamy

(8 A=pHg~atg ptg-i- Y= cotg acotg” pcotg V-

Starajmy sie teraz znale$¢ promienie kot stycznych zewnetrznie do troj-
kata, to jest promienie kot stycznych do jednego z bokow trojkata, tu-
dziez do przedtuzen bokdéw pozostatych. Niech ABC (fig. 37) bedzie da-
nym trojkatem O' Srodkiem kota stycznego do boku BC, tudziez do prze-
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dtuzen bokéw AB i AC; niech I, G i H beda punktami stycznosci, naten-
czas, gdy spuscimy z punktu O' prostopadte na boki tréjkata, przecinac
one bedga boki tegoz trojkata w punktach stycznosci I, G i H.  Oznaczmy
przez ra promien tegoz kota. Z czworokata ABO'C, mieé¢ bedziemy

wyrazajac odpowiednie powierzchnie tych trdjkatéw przez boki danego
trojkata i promien kota stycznego zewnetrznie, mie¢ bedziemy

przeto
9) Ta— :a’ podobniez

(10)

(11)

Do tych samych wzoréw przyjs¢ mozemy, jezeli zauwazymy, ze
, Jakoz, wtedy wtrojkacie A O'H, mamy
czyli
(12)

podobniez otrzymamy

(13)
(14)

a podstawiajgc w te wzory wyrazenia
przyjdziemy do wzoréw (9), (10) i (11).

Za pomocg wzoréw, powyzej podanych, mozemy wyrazi¢ powierzchnig
trojkata przez promieri kota stycznego wewnetrznie i promienie kot sty-

*)  Mamy bowiem zatym
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cznych zewnetrznie. Jakoz, mnozac rownania (1), (9),'(10) i (11) strona-
mi odpowiedniemi, otrzymamy

a ze

198. Miedzy promieniem kota opisanego na trdjkacie i promie-
niami kot stycznych wewnetrznie i zewnetrznie zachodzg godne uwagi
zwiazki, z ktérych wazniejsze tu przytoczymy. | tak, z wzordéw (1), (9),
(10) i (12) (art. 197-my), mamy

odejmujac od pierwszego z tych réwnan summe trzech pozostatych stro-
nami odpowiedniemi, otrzymamy

(1)

Z trzech ostatnich wzoréw, przytoczonych powyzej, otrzymamy

ze za$ przeto

lecz dwa pierwsze wyrazy po prawej stronie znoszg sie, na zasadzie wzoréw
(1), przeto
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a stad

ahc

—r-=ra+ n{rc —r,
aze ahc = 4K, zatym
2 4R =zra -r Tb Te—rr.

taki jest zwigzek miedzy promieniem kota opisanego na trojkacie a pro-
mieniami kot stycznych wewnetrznie i zewnetrznie.

199. PEOMIEN KOLA WPISANEGO W WIELOKAT FOREMNY | PEOMIEN
KOEA, NA NIM OPISANEGO.
Niech AB (fig. 38) bedzie bokiem wielo-
kata foremnego o n bokach, O $rodkiem kota
opisanego i wpisanego w dany wielokat foremny,
OC promieniem kota wpisanego, OA promieniem
kota opisanego, niech nadto AB = a, OA = E,
OC — r. Jezeli mamy wielokat foremny on bo-
kach, natenczas kat AOB jest w-tg czescig kata

petnego, zatym katAOB= 2_gr17 AOC = :tl_
z tréjkata AOC, mamy . Fig. 38.
= 4= = czyli
5= Rsmn—zzrtgn- ,
stad
R
) 2sin
)

Mozemy tez znale$¢ obwod wielokata foremnego i jego powierzchnig za
pomocag promieni kot wpisanego i opisanego na wielokacie foremnym.
Jakoz, obwod wielokata foremnego bedzie réwny na, zatym

(3) obwéd = 2wR sin = 2wrtgn—

n
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Poniewaz powierzchnia tréjkata

, przeto powierzchnia wielokata foremnego wyrazi sie

(4) pow. wielokata
podstawiajac zamiast a wartos$¢ z wzoru (2), otrzymamy
(5) pow. wielokata

Z wzorow (1) i (4) mozemy wyprowadzi¢ wzér na obwdd kota, jakoz,
obwod wielokata

jezeli chcemy otrzymaé okrag kota, trzeba przypuscié, ze ilos¢ bokdéw wie-

lokata rosnie bez granic, lecz wtym razie —*— , gdy n nieskoiczenie

n
wielkie jest rowne tc, przeto obwod kota = 27:r.

W podobny spos6b mozemy wyprowadzi¢, ze wzoru (4), ze powierz-
chnia kota jest:

PRZYKLADY.

1) Znale$¢ powierzchnig tréjkata, gdy dane sg dwa boki trojkata i kat
miedzy niemi zawarty.

» A NE SZUKANE
a h Y A
25 12 B® 52' 12" 90,2
10 21 53 7 48 84
10 9 126 52 12 36,05
583 561 59 57 48 141571,3
87,25"' 478,5 31 2 54 10766,28

44429 4074 170 1 22,8 15679,7
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2) Znale$6 powierzchnig trdjkata, gdy dany jest bok i dwa katy przy-

legte
DANE SZUKANE
a Y A
17 280 4' 18" 250 3' 30" 36
53 58 6 36 3 49 6 90

1071,4 16 15 37 117 20 33 197132
1359,25 34 12 19,6 12 40 49,4 156160
81,5714 8 10 16,4 147 38 21,3 617,684

3) Znale$¢ powierzchnig tréjkata, gdy dane sa trzy boki tréjkata

DANE SZUKANE
a h c A
4 15 13 i 24
13 20 21 126
51 52 53 1170
308 275 187 25410
281,05 288,47 47,46 6651,04

1608,75 345,51 }1302,84 116083

4) Znale$¢ promienie két opisanego na trdjkacie, stycznych do tréjkata

wewnetrznie i zewnetrznie, gdy dane sg trzy boki tréjkata

DANE SZUKANE
a h c R r ra n Tc
13 14 15 8t 4 10i 12 14
4 15 13 8i H 2 24 8
13 20 21 10f 4f 9 18 21
51 52 53 30n 15 430 45 46|

308 275 187 1557 66 330 231 128"
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5) Majac trzy katy trojkata i potowe jego obwodu, lub potowe obwodu
zmniejszona o jeden z bokdéw, znale$¢ promien kola opisanego na tréjkacie, tu-
dziez promienie két stycznych wewnetrznie i zewnetrznie.

Otrz~Tnamy

6) Dowies¢, ze
7) Dowies¢, ze
8) Dowies¢, ze
9) Dowies¢, ze
10) Dowies$¢, ze powierzchnig tréjkata wyraza sie w ksztalcie

11) Dowies$é, ze

12) Dowies¢, ze

13) Jezeli ha, h, hc oznaczajg dtugosci wysokosci trojkata, odpowiada-
jace podstawom a, b i ¢, natenczas

14) Dowie$é, ze powierzchnia tréjkata wyraza sie wzorem

15) Dowies$¢, ze powierzchnia tréjkata

16) Jezeli w szesciokacie foremnym poprowadzimy proste, tagczace pierw-
szy jego wierzchotek z trzecim, drugi z czwartym i t. d., to odcinki tych pro-
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stych utworza wewnetrzny szeSciokat foremny. Gdy w nim znowu poprowa-
dzimy podobne proste, otrzymamy nowy sze$ciokat foremny i t. d. Dowies¢,
Ze summa powierzcréni wszystkich sze$ciokatéw foremnych w ten sposéb utwo-

rzonych jest rowna —., gdzie S oznacza powierzchnig, danego sze$ciokata fo-

21
remnego.

17) Dowie$¢, ze
@ B
Tan rc= cotg — cotg -- cotg — V.

18) Dowies¢, ze summa S$rednic kota stycznego wewnetrznie do trojkata
i opisanego na trojkacie jest réwna

acotga -f 6cotgP + ccotgy.

19) Jezeli z wierzchotkéw ABC trojkata spuscimy prostopadte na boki
przeciwlegte i spodki A'B'C tych prostopadtych potagczymy linijami prostemi,
utworzy sie trdjkat A'B'C', w ktéorym A'B'= Rsin2Y, B'C'= RBin2a-
A' C'==Rsin2p.

20) Jezeli utworzymy trojkat przez potaczenie z sobg prostemi spodkéw
prostopadtych, spuszczonych z wierzchotkéw danego trojkata na boki przeciw-
legte, a przez R i R™ oznaczymy promienie k6t opisanych na danym tréjkacie
i na nowoutworzonym, za$ przez r*promien kota wpisanego w ten ostatni troj-
kat, natenczas

R, =3 R, r, = 2R cosa cosp cos Y-

21) Jezeli trzy boki trojkata a, 6, c tworza postep arytmetyczny, tak
prostopadta, spuszczona z wierzchotka na bok Sredni trdjkata jak i promien
kota stycznego zewnetrznie do tegoz boku sa réwne trzy razy wzigtemu pro-
mieniowi kota wpisanego wewnetrznie to jest, ze A,= rj,= 3.

22) Odlegtosci Srodka kota wpisanego w dany trdjkat od $rodkéw kot
a S
stycznych zewnetrznie wyrazajg sie przez asec 2 hsec 5 csec 5
23) Dowies¢, ze powierzchnia trojkata jest rowna

sm%sm Bsm Y { ; A >— ).

2 2 V8ina N sin™ N sinY/

24) Dowie$¢, ze dla trdjkata prostokatnego promien kota wpisanego roé-
wna sie potowie przewyzki summy dwu bokoéw, przylegtych katowi prostemu
nad przeciwprostokatng.

25) Dowie$¢, ze odlegtos¢ miedzy $rodkami két: wpisanego wewnetrznie

w dany tréjkat i opisanego na tréjkacie jest rowna "R~ — 2Rr.
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200. CZWOROKAT WPISANY W KOLO.
Blajgc dane cztery hoU czwdrolata wpisanego w hoto, znale$é jego
haty” powierzchnig, przel:atne ipromien kota opisanego.
OUiczenie hatéw. Niech a, h, ¢, d bedg bokami AB, BC, CD i DA
czworokagta AB CD wpisanego w koto (fig. 39) a a, Gy i § jego katami,
ktorych wierzchotkami sg A, B, C i D.
PoprowadZzmy przekatne BD i AC.
Z tréjkatow ABD i BDC, mamy

Poniewaz katy a i Y sa spetniajacemi sie,
przeto cosY = —cosa, zatym z poro-
whnania powyzszycli wyrazen, mamy

(

Fig. 39. stad

Za pomocg tego wzoru znajdziemy kat a. Lecz ten wzdr nie jest dogodny
do racliunku logarytmami, przeto j)rzeksztalcimy go na inny wprowadza-

jac kat "Wiemy, ze

podobniez

stad
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Jezeli przez 2p oznaczymy obwdd czworokata

natenczas

ki zatym

stad

, podobniez

Znajdziemy wiec katy a i p nastepnie za$ katy y i S, ktore sg spetnieniami
aip.
xlby zadanie byto mozebne do rozwigzania, koniecznym i dostate-
o S

czijyin bedzie, aby znale"zione wartosci tg — itg  byty rzeczywiste, czyli
potrzeba, aby byto

albo zeby iloczyn {p—«) (p— (p— c¢){p— d) byt dodatny. Warun-
kiem potemu koniecznym i dostatecznym jest, aby, albo p—a, p — h,
p—c,p —d byly wszystkie dodatne, albo, aby dwie z tych wielkosci by-
ty dodatne pozostate za$ ujemne, albo, aby wszystkie cztery byty ujemne.
Lecz, dwie z tych wielkosci nie moga by¢ jednoczesnie ujemne, albowiem
jezelibySmy mieli p—a<0 ijp —&<0, wtedy 2jp—a —6<0, zatym

co jest niemozebnym; zatym powyzsze wielkosci muszg byé
dodatne. Wajrunkami wiec mozebnosci zadania sg

czyli co na jedno wychodzi, ze kazdy bok czworokata powinien by¢ mniej-
szym od summy trzech pozostatych.

Obliczenie powierzchni.  Powierzchnia A czworokata AB CD jest
summg powierzchni trojkatow ABD i BCD. Lecz powierzchnia trojkata
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ad sina, powierzchnia tréjkagta BCD  -i hesiny, a ze kat
a

a i Y sg spetniajgcemi sie, przeto wstawy ich sg rdwne i mamy

podstawiajac zasina icos-i a, wyrazenia powyzej znalezione znaj-

dziemy

Obliczenie przekatnych.  Rugujac kat a z réwnan

znajdziemy

czyli
albo nakoniec

podobniez znajdziemy

Z poréwnania dwu ostatnich wzoréw przychodzimy do godnego uwagi
twierdzenia, pokazujacego zwigzek miedzy przekatnemi i bokami czworo-
kata wpisanego w koto. Jakoz, z pomnozenia tych réwnan stronami od-
powiedniemi, znajdziemy

W czworokacie lupisanyni iv kolo iloczyn jego przekatnych jest réwny
summie iloczynéw bokow przeciwlegtych (tw. Ptolemeusza). Dzielac za$
przez siebie powyzsze rownania stronami odpowiedniemi znajdziemy
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W cmoroJcacie lopisanym w Jcoh stosunek divu przekatnych jest ro-
wny stosunkowi summy iloczynéw parl hokoéw [schodzacych” sie z sobg
w tcierzchotkach pierivszej przekatnej, do takiejze summy, odpowiadajacej
drugiej przekatnej.

Obliczenie promienia kota opisanego. Jezeli przez R oznaczymy pro-
mien kota opisanego, z trojkagta ABD otrzymamy

lecz

zas

zatym

ZADANIA SZCZEGOLNE, ODNOSZACE SIE DO ROZWIAZYWANIA
TROJKATOW.

201. W ustepie o zastosowaniach funkcyj trygonometrycznych do
rozwigzywania trojkatow, zajmowalismy sie rozwigzywaniem trojkatow
w przypadkach, gdy sa dane trzy z jego szesciu elementéw. Obecnie
chcemy pokazac, w jaki sposob rozwigzujemy tréjkaty, to jest znajdujemy
jego elementy, gdy pos$rod danych wielkosci sg dane nie same elementy
trojkata, ale inne wielkosci, odnoszace sie do szukanego tréjkata, jak np.
jego obwdd, powierzchnia i t. p. Zajmiemy sie niektéremi z takich zadan,

202. Zadanie 1-sze. Majac bok trojkata, kat don przylegly, tu-
dziez summe lub roznice bokdw pozostatych, rozwigzaC trojkat.

Rozwigzanie 1-sze.

Przypadek 1-szy. Niech beda dane a, pi6 c¢= 5 Szukamy
naprzod kata Y- Na zasadzie wzorow Mollweidego (art. 176-ty), mamy

stad

zatym



242 . TIIYGONOMETKYJA PLASKA.

Z tego wzoru znajdziemy kat Y, majgc zas katy pi Y i t)ok a, znajdziemy
wiadomym sposobem pozostate elementy tréjkata.
Aby zadanie byto moZebne do rozwigzania, koniecznym i dosta-

tecznym bedzie, aby kat , otrzymany z powyzszego wzoru, byt katem

ostrym, a tymsamym, aby styczna potowy kata Y byta dodatna. Temu
warunkowi stanie sie zados$¢, gdy s> a.
Mozemy tez droga gieometryczng przyj$¢ do rozwigzania zadania.
Przypusémy, ze tréjkat ABC (fig. 40) rozwigzuje zadanie. "W tym troj-
kacie wiadomy jest bok BC = a, kat
ABC = p, tudziez summa bokdéw pozo-
e/ statych AB+ AC 5 Przedtuzmy
/ bok BA i na przedtuzeniu od punktu A
/ odetnijmy AD = AC, wtedy BD = 5.
W trojkacie BCD, bedziemy mieli wia-
dome dwa boki B C i BD, tudziez kat
DBC miedzy temiz bokami zawarty.
AYykreslamy wiec naprzdd tréjkat BCD,
a nastepnie z punktu C przy linii CD
kreslimy kat ACD = katowi ADC; do
. czego przyjdziemy, jezeli ze $rodka linii
CD poprowadzimy prostopadtg do boku CD az do przeciecia sie z linijg BD
i punkt przeciecia A potaczymy z punktem C. Jezeli prostopadia wy-
prowadzona ze srodka boku CD j*rzecina linija BD w punkcie A, potozo-
nym miedzy punktami B i D, tréjkat ABC bedzie szukanym trojkatem.
Aby jednak prostopadta wyprowadzona ze $srodka boku CD do tegoz boku
przecinata bok BD w punkcie A, potozonym miedzy punktami B i D,
warunkiem koniecznym i dostatecznym jest, aby 5>¢a. Przychodzimy
wiec do warunku powyzej otrzymanego.
Przypadelc 2 gi. Niech bedg dane a, pi6— c— 1.
Na zasadzie wzoréw Mollweidego, mamy

a:i—c=sin (p-fv):sin|] (p—v)

a:M=sin.. (p+ vy :sin® P— v,
skad

aAl: a—Z= sin—pcos~ Y:cos-1psin -I-Y,
A —bp > A p A

a-i-Z:a-Z = tgyP:tg ™ Y,
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Aby zadanie bylo mozebne do rozwiazania, potrzeba, aby tg ye> O,

skad otrzymujemy a :>l. Jezeli temu warunkowi staje sie zados¢, z po-
wyzszego wzoru znajdziemy kat Y, nastepnie pozostate elementy trojkata,
na zasadach wytozonych w art. 184-ym.

AbysSmy jednak z otrzymanej wielkosci kata Y, tudziez danego boku a
i kata p, mogli utworzyé trojkat, koniecznym i dostatecznym warunkiem

bedzie, aby p+ Y < skad Y < O®— ;zezaskaty  i90" — ~

sg mniejsze od 90°, przeto by¢ powinno tg a Y < cotg A P czyli

tg A Pt/g Y < A Po podstawieniu wartosci tg A"y otrzymamy

przeto warunek poprzedzajgcy wychodzi na — """ <<, A- | M\ mia-
} COSP  ®H—T
nowniki sa dodatne, przeto z tej nieréwnosci otrzymujemy Z + acosp>0,
czyli Z> — acosp. Lecz wedlug zatozenia a > Z przeto warunkiem
koniecznym i dostacznym jest
a>eZ> — acosp.

Jezeli pc 90®, otrzymujemy jedyny warunek a> Z jezeli za$
P> 90° potrzeba dwu warunkéw, aby zadanie byto mozebne do rozwia-
zania.

Jezeli h—c= —I, gdzie | oznacza liczbe dodatng, otrzymamy

, 1 a+ Z 17

Abysmy mogli otrzymaé mozebng warto$é tg -"YJ potrzeba, aby wy-
A

razenie byto dodatne, to jest potrzeba, aby o > Z Jezeli temu warunkowi
staje sie zado$é, kat Y znajdziemy z powyzszego wzoru, pozostate za$ ele-
menty trdjkata, na zasadach wytozonych w art. 184-ym. Lecz, abySmy
mogli, z otrzymanego kata Y i danego boku a i kata p, utworzy¢ trojkat,
koniecznym i dostatecznym warunkiem jest, aby p+ Y C 180°. Poste-
pujac droga powyzej wskazang, znajdziemy, ze wtedy by¢ powinno
I C aCOSp. Zwazmy wreszcie, ze wedtug zatozenia b — c— — I, zatym
ba c, R wiec kat p jest ostry, jego dostawa jest dodatna i < 1, przeto
warunek Z < acosp obejmuje warunek Z< a. Otrzymujemy wiec jedyny
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warunek | <C «cosp, ktory jest konieczny i dostateczny, aby zadanie byto
mozebne do rozwigzania.

Mozemy tez drogg gieometryczng przyjs¢ do rozwigzania zadania.

Przypus¢my naprzéd, ze &>c i ze trojkat ABC (fig. 41) rozwigzuje

zadanie. W tym trdjkacie ma-

my dany bok BC = a, kat

ABC= p i roznice bokéw

AC —AB = Z Na przedtu-

zeniu linii AB, od punktu A

odetnijmy AD = AC, wtedy

BD= AC —ABr”*Z. Wtrdj-

kacie BDC mamy wiadome dwa

boki BC= a i BT>= 1 tu-

dziez kat miedzy niemi zawarty

/ CBD = 1800 _ p. mozemy

przeto wykreslic ten trojkat.

Nastepnie przy linii DC w pun-

kcie C kreslimy kat ACD —ADC, skutkiem czego otrzymamy szukany

tréjkat ABC. Trojkat w ten sposob wykreslony bedzie o tyle odpowia-

dat warunkom zadania, o ile ramie CA kata"?DCA przecina przedu-

zenie boku BD po nad punktem B. Aby to mialo miejsce potrzeba, aby

kat BDC, jako bedacy jednym z dwu katéow rownych trojkata réwno-

ramiennego DAC, byt ostry, nadto, aby kat DCA, ktéry jest rowny

ADC byt wiekszy od kata BCD; warunek ten wymaga, aby a Z . Za-

tym, warunkami koniecznemi i dostatecznemi, otrzymanemi drogg gieome-
tryczng, aby zadanie byto mozebne, sg

a>Z i katADCOOo.

tatwo okazaé, ze warunki te sg zgodne z warunkami powyzej otrzy-
manemi. Jakoz, z tréjkata DBC, mamy
a i _ i A [
sinBDCsin DCB sin(p—BDC) sinpcosBDC —cospsinBDC '

AN asinS
tgBDC =

Lecz z warunku poprzedzajacego mamy ADC=:BDC< 9®, za-
tym tgBDC> O, a ze a i sinp sg dodatne, przeto mamy warunek
Z-t-acosP>0, albo Z> —acosp. Przychodzimy wiec do warunku
powyzej otrzymanego.

Przypusémy teraz, ze 6< ci ze trojkat ABC (fig. 42) zado$cczyni
warunkom zadania. Odetnijmy na boku A B odcinek AD = A C, wtedy
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odcinek BD = AB — AC = Z W trdjkacie BDC mamy wiadome dwa

boki BC= a i BD= Zikat pmiedzy niemi zawarty, mozemy wiec ten

trojkat wykreslic. Nastepnie przy linii CD

w punkcie C nakresimy kat DCA = ADC,

skutkiem czego utworzy nam sie trojkat

sznkany ABC, oile ramie CA kata, na-

kreslonego przy linii CD, przecina prze-

dtuzenie boku BD ponad punktem D.

Aby to mogto mie¢ miejsce, potrzeba, aby

kat ADC, ktory jest jednym z katéw ré-

wnych trojkata réwnoramiennego ACD,

byt ostry, a tymsamym aby kat BDC byt

rozwarty, zatym kat BDC>90". Aby temu warunkowi stawato sie

zado$¢, potrzeba, aby a>  gdyz wtréjkacie BDC kat BDC jest naj-

wiekszy. Warunek zatym BDC>90® jest konieczny i dostateczny.
tatwo z tego warunku wyprowadzi¢ warunek Z <.« cosp, otrzymany

droga trygonometryczna. Jakoz, z trdjkagta BDC, mamy

stad

warunek BDC >90® wymaga, aby
przeto by¢ powinno | <C a cos p.

Rozwigzanie 2-gie. Bardzo proste rozwigzanie zadania, w obu przy-
padkach otrzymujemy za pomocg wzoréw () art. 175-go. Mamy bowiem

stad otrzymamy

Gdy dang jest summa 5 + bedg wiadome j

gdy dang jest réznica h—c= |, bedg wiadome p—bip—c. W pierw-
szym przypadku wz6r pierwszy, w drugim za$ wzor drugi pozwolg znales¢
kat Y. Majgc za$ kat YJ pozostate elementy tréjkata znajdziemy na za-
sadach, wylozonych w art. 184-ym.

203. Zadanie 2-gie. Majac dany boh tréjkata, kat przeciwlegty®
tudziez summe lub réznice divu bokow pozostatych, rozwigzaé¢ trdjkat.
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Przypadek 1-szy. Niech bedg dane a, o.\h A- c¢c="s.
Na mocy wzoréw Mollweidego (art. 176-ty), mamy

czyli

stad
Przychodzimy do wzoru, ktéry nam pozwala znales¢ — (P —t)? a ponie-

waz wiadoma jest nam summa a (p -f-7), przeto znajdziemy Piy, a na-

stepnie pozostate elementy trdjkata.

Aby zadanie bylo mozebne do rozwigzania, potrzeba przedewszy-

stkim, aby M— | jako wyobrazajace cos , (p— 7) byto mniejsze

o/
od jednosci. Jezeli temu warunkowi staje sie zadoS$¢ katy pi 7, otrzy-

mujemy za pomocg znanych wartosci , P~ i 5 (P+ T)» AbySmy
jednak mogli otrzymac katy pi 7, potrzeba, aby

Poniewaz oba te katy sg ostre, przeto

1 s . 1 I, czyli ) ]
za$ cos - pP—7-= - Sin— &, przeto byé powinno a< 5.  Zadanie
wiec bedzie mozebne do rozwiazania, gdy zado$¢ sie stawac bedzie naste-
pujacym warunkom

Jezeli tym warunkom staje sie zado$¢, otrzymujemy wartosci pi 7
dodatne, ktorych summa jest spetnieniem kata a, i mie¢ bedziemy tylko
jedno rozwigzanie.

Rozwigzemy toz samo zadanie gieometrycznie i pokazemy, z« wa-
runki mozebnos$ci zadania, wyprowadzone droga gieometryczng, beda tez
same, jakiesmy powyzej otrzymali.
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Przypusémy, zeSmy zadanie rozwigzali i Ze tréjkat ABC (tig. 43),
zados$¢éczyni warunkom zadania. Wiadome nam sg '
summa tjokow
IH-zedtuzeniu linii BA wezmy odcinek
AD réwny AC i utwérzmy trojkat
DCB. W tym trojkacie mamy
ok BC=:a, BD=:5, tudziez kat

IMoZemy wiec nakre-
§li¢ tréjkat ADC. W tym celu bie-
rzemy kat BDC— a, ha ramieniu

DB tego kata DB = 5; nastepnie
z punktu B, jako ze $rodka, promieniem réwnym a, zakre$lamy okrag
kota. Niech C i C bedg punktami przeciecia sie tegoz okregu kota
z ramieniem CD. Jezeli w punkcie C nakreslimy przy linii CD kat
DCA = ADC, trojkat ABC bedzie zado$éczynit warunkom zadania.
Podobniez, jezeli w punkcie C nakreslimy kat DC A' rowny katowi
BDC, otrzymamy tréjkat A'B'C, ktéry rowniez bedzie zados$éczynit
warunkom zadania. Zdawatoby sie wiec, ze dwa trdjkaty zadoscéczynig
warunkom zadania i skutkiem tego mamy dwa rozwigzania. Lecz troj-
katy ABC i A'BC sg réwne, a tymsamym dajg tozsamo rozAvigzanie.
Jakoz, wedtug wykreslenia BC= BC, kat BA C= katowi B A'C, jako
katy, odpowiadajgce wzgledem dwu réwnolegtych, przecietych trzecig
sieczng, wreszcie katy ABC i BCA' sg takze réwne, gdyz
Ze za$ kat ,
z przyczyny, ze boki ]5C i BC sg rowne, kat zas A'CD = BDC wedtug wy-
kreslenia, przeto katy ABC i B'CA s3 rowne. Stad wnosimy, ze i pozo-
state katy sa rowne, zatym i trojkaty majace rowne boki przylegte katom
réwnym sg réwne. Zadanie Aviec, jezeli jest mozebne, majedno rozwigzanie.
A])y zadanie byto mozebne do rozwigzania, potrzeba, aby okrag kota
zakre$lony z punktu B, jako ze $rodka promieniem = przecinat ramie
DC kata BDC, czyli potrzeba, aby « <BD, a wieksze od prostopadiej

BI, spuszczonej z punktu B na ramie CD. Ze za$

jirzeto zadanie bedzie mozebne do rozwigzania, gdy

Przypadek 2-gi, Niech beda dane
Na mocj wzoréw Mollweidego (art. 176-ty), mamy
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tad in " —y)=:— -i- a.
sta sin c(p y) (Acos |1 a
Z tego wzoru znajdziemy 3 — y? a Zze znang nam jest summa katow p + y?
jako bedaca spelnieniem kata a, przeto znajdziemy p i Y, a nastepnie
pozostate elementy tréjkata.

Aby zadanie bylo mozebne do rozwigzania, potrzeba przedewszy-

stkim, aby wyrazenie — cos  a, bylo mniejsze od jednos$ci. Pierwszym
(X 1

zatym warunkiem mozebnos$ci zadania jest a> Z cosA— . Jezeli temu wa-
runkowi staje sie zados¢, mozemy znales¢ kat -J- (p— TY*a nastepnie katy

PiY. AbySmy jednak mogli znale$¢ te katy, potrzeba, aby < AAN
a A

Stad sin < cos ,zezassin-1(_ y)= cos , przeto byc

powinno a > Z Jezeli temu warunkowi stawac sie bedzie zados¢, bedzie
réwniez sie stawac zado$¢ i Avarunkowi pierwszemu. Jedynym zatym wa-
runkiem mozebnosci zadania bedzie a> |.

Rozwigzemy toz zadanie gieometrycznie. Przypusémy, zesmy za-
danie rozwigzali i trojkagt ABC (fig. 44) jest tréjkatem szukanym.
W tym trojkacie mamy wiadome

BC= a, kat CABr=a i rdznice

bokow AC — AB = Z Na boku

wiekszym AC tréjkata wezmy AD

= AB, wtedy odcinek CD bedzie

rowny . W tréjkacie CDB, mamy

bok BC = a, bok CD = |, nadto kat

CDB CAB + ABD; ze za$ sum-

ma katéw ABD -f- ADB, czyli dwa

razy wziety kat ABD jest spetnie-

niem kata CAB= a, zatym kat ABD — 90" , kat zas GD B

a

—a 90— = -- 900. Mozemy przeto wykresli¢ trojkat CDB,

w ktérym mamy dane dwa boki i kat jednemu z nich przeciwlegty, a po-

niewaz kat 90® jestrozwarty, otrzymujemy przeto jedno rozwigzanie.
a

Majac za$ wykreslony tréjkat BDC, przyjdziemy do tréjkata szukanego,

gdy w punkcie B przy linii B D nakre$limy kat ABD = BDA i ramie

BA przedtuzymy az do przeciecia sie z przedtuzeniem boku CD.
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204. Zadanie 3-cie. Majac obwod trojkata i dwa jego katy, roz-
wigza¢ trojkat.

Niech bedg dane aA-b c¢= 2p \katy piy. Szukamy naprzdd
jednego z bokéw tréjkata np. boku a. "Wiemy, ze

lecz wiemy, Ze

azel przeto

W podobny sposéb mozemy znale$¢ pozostate boki tréjkata.
Wz6r powyzszy pozwala nam

wykresli¢ tréjkat, odpowiadajacy da-

nym warunkom. Jakoz, wykre$imy

trojkat DCE (fig. 45), ktorego bo-

kiem DE jest obwod trojkata

szukanego, katy za$

i CED= p, natenczas
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Jezeli linig, CE podzielimy na dwie rdwne czesci i z punktu M wy-
prowadzimy prostopadtg do CE to ona przetnie bok DE w punkcie B,
i bedzie BE = a; podobniez znajdziemy DA = h. taczac pmikty A i B
z punktem C, otrzymamy trdjkat szukany ABC.

205. Zadanie 4-te. Majgc damj hoJc tréjkata, roznice dwu Jcatdiu
przijlegtych i summe dwu boJcoic posostatycli, rozuigsa¢ tréjkat.

Niech bedg dane bok a, p— 7= Si & + c¢= 5.

Na zasadzie wzorow Mollweidego (art. 176-y), mamy

stad

z tego wzoru znajdziemy a ze znamy przeto znaj-

dziemy katy p i Y i zadanie sprowadzimy do zwyktych przypadkdédw roz-
wigzywania trojkatow. Mozemy takze za pomocg wzoru powyzszego
przyjs¢ do wykreslenia tréjkata szukanego. Jakoz, wzdr powyzszy mo-
zemy napisaé w ksztatcie

Jezeli utworzymy trojkat BCD
(fig. 46), w ktérym bok BC= a, kat

i CD = 5, natenczas na mocy jiowyz-

szego wzoru kat

a ze A + Y) = DEB, zatym Kkat

Jezeli wiec wezmiemy kat ABE  AEB, do czego przyjdziemy wy-
prowadzajagc ze $rodka boku BE prostopadty doEB, az do przeciecia
z bokiem CD i potagczymy punkt i)rzeciecia A z punktem B, natenczas

i tréjkat ABC bedzie tréj-

katem szukanym.
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206. Zadanie 5-te. Majac podstawe trdjkata, odpoiciadajaca jej
wysokos¢, tudziez summe dwu bokéw pozostatych, rozwigza¢ trojkat.

Niech bedg dane a, hai 6 --c= s. Szukajmy kata a przeciwle-
gtego danej podstawie.

Jezeli przez A oznaczymy powierzchnig trojkata, natenczas

stad

Lecz zatym

stad

Mozemy przy pomocy tego wzoru wykresli¢ tréjkat szukany. "W tym celu®
zatézmy 52 — wtedy

Utwérzmy trdjkat prostokatny BEC (fig. 47), w ktérym jednym
bokiem jest BC = a, przeciwprostokatng BE = s, z punktu Epopro-

Fig. 47.

wadzmy prostopadta do B E, az do przeciecia z przedtuzeniem boku B C
w punkcie G i podzielmy linija GC w punkcie H na dwie réwne czesci,

natenczas

Na linii CE wezmiemy CIl = natenczas z trojkata ICH, mieé
bedziemy

a, stad wypada, ze kat



252 . TIIYGONOMETKYJA PLASKA.

Jezeli wiec na linii BC jako na cieciwie opiszemy koto, w ktéreby
wpisany byt kat =i 2IHC, a przez punkt | poprowadzimy réwnolegtg do
BC, linija ta przetnie koto w dwu punktach A i A' skutkiem czego, otrzy-
mamy dwa tréjkaty ABC i A'BC, zados¢czynigce danemu zadaniu.

207. Zadanie 6-te. Majac dane dwa boki trojkata, tudziez dtugosc
dwusiecznej kata, miedzy niemi zawartego, rozwigza¢ trojkat.

Dane boki a, h tudziez dwusieczna kata Y, ktéra oznaczmy przez tvc.

Jezeli przez ¢, i Ga oznaczymy odcinki powstate na boku c przez
dwusieczng kata 7, wtedy mie¢ bedziemy *)

*)  Zwiazek, jaki zachodzi miedzy bokami tréjkata i odciukami, powstatemi na
boku trzecim przez dwusieczng kata, miedzy dauemi bokami zawartego, jest szczeg6lnym
przypadkiem twierdzenia Stewarta, kt6re sie odnosi do jakiejkolwiek poprzecznej popro-
wadzonej przez wierzcholek tréjkata. Pokazemy, w jaki sposéb dtugosci poprzecznych, po-
prowadzonych przez wierzchotek kata, do boku przeciwlegtego, wyrazajg sie przez boki
przylegte temuz katowi i odcinki powstate na boku trzecim przez tez poprzeczne. Niech
bedzie tréjkat ABC, z wierzchotka C poprowadzmy jakakolwiek prostg CD, ktora na
boku AB odetnie dwa odcinki AD = Cji BD = C2 jezeli dtugo$¢ CD oznaczymy przez
We, natenczas z trojkatow ADC i BDC, mieC bedziemy

Jezeli poprzeczna CDJpoprowadzona jest zewnatrz tréjkata, wtedy

Lecz z daoego tréjkata

Podstawiajgc te wartosci w ktérekolwiek z powyzszych wyrazen We i pamietajac, ze
w przypadku, gdy poprzeczna jest poprowadzona zewnatrz tréjkata, Cjjest ujemne, znaj-
dziemy

stad
podobniez znajdziemy

Takie sg wyrazenia na dtugosci poprzecznych podanych przez Stewarta. Jezeli w szcze-
go6lnosci linije poprzeczne dzielg katy na dwie réwne czeSci wtedy, z przyczyny, ze

, mamy ivc”» = ah — Cx Cj. Jezeli linije poprzeczne dzielg

boki przeciwlegte na dwie réwne czeéci, wtedy ¢, = Q = c, a jezeli oznaczymy dtu-
gosci poprzecznych przez ma, mb i mc, otrzymamy
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zatym

stad znajdziemy

. _ e A i

Dla znalezienia kata 7, mamy cos AY= AuWe @ podsta

wiajac zamiast c, warto$¢, otrzymang z powyzszego wyrazenia po pod-

stawieniu wartosci ¢, otrzymamy cos Y t~? - -, stad znajdzie-
A Aut)

my kat y, a nastepnie pozostate elementy trdjkata.
208. Zadanie 7-me. BozwigzaC tréjkat, majac dane trzy jego wy-
sokosci.

Jezeli oznaczymy przez h”, h i hc wysokosci szukanego tréjkata,
odpowiadajgce bokom a, b i ¢, natenczas

gdzie 2p oznacza obwdd trojkata, r promien kota wpisanego wewnetrznie.
Z tego wzoru otrzymamy

Te réwnania pokazujg nam, ze trojkat szukany ABC bedzie po-
dobny do tréojkata A'B'C', majacego za boki odwrotnosci wysokosci da-
nego tréjkata; mozemy wiec na zasadzie art. 192-go, znales¢ katy tego

trojkata. | tak, ktadac -

znajdziemy

i podobne wzory na
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Starajmy sie teraz znale$¢ boki tréjkata. Poniewaz trojkaty ABC
iA'B'C' sg podobne, przeto ich powierzchnie sg w stosunku kwadratéw
z bokéw odpowiednich, to jest

przeto

zatym

Z rozwigzania tego zadania mozemy wyprowadzi¢ powierzchnig tréj-
kata, promienie k6t wpisanego wewetrznie i opisanego na trojkacie wfun-
keyi trzech wysokosci trojkata.

Jakoz, roéwnanie

daje

podstawiajgc wartos¢ r,, bedziemy mieli

czyli

W celu znalezienia promienia kota opisanego na tréjkacie, zwazmy, ze

zatym

stad

ZWazywszy wreszcie, — nadto, ze
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otrzymamy

209. Zadanie 8-me. (Pascala). Majgc dang podstawe trojkata,

kat przeciwlegly i stosunek roznicy dwdch lokéiv pozostatych do wysokosci
trojkata, rozwigzaC trojkat.

Niecit bedg dane, bok a, kat a i stosunek réznicy bokéw 6 — c do

wysokosci ha réwny m.  Wiemy, Zze

stad

Na zasadzie za$ wzoréw Mollweidego (art. 176-ty), mamy

zatym

stad

Lecz, wiemy, ze
przeto

a ze

przeto

Z tego réwnania mozemy znale$¢ a (P—T), a Ze mamy dane

przeto znajdziemy katy P i Yj a nastepnie boki hic tréj-
kata.
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Réwnanie powyzsze jest stopnia drugiego i ma pierwiastki rzeczy-
wiste, jeden dodatny, drugi ujemny; pierwiastek ujemny, nie odpo-
wiada zadaniu, pozostanie wiec jedynie pierwiastek dodatny. Pierwia-
stek ten, jako wyrazajacy wstawe kata (P —7) winien by¢ mniejszy od
jednosci, nadto kat ten, takim by¢ winien, aby rozwigzywat dane zadanie.
Lecz wiadomo, ze kat — (p _ y) jest rowny nachyleniu dwusiecznej kata

a wzgledem wysokosci h, albo co na jedno wychodzi réwna sie nachyleniu
dwusiecznej kata a wzgledem strzaty odcinka okregu kota, w ktéry ten kat

jest wpisany; zeby wiec kat (p — Y) rozwigzywat zadanie powinno by¢:

P~ + A (P—T)< cos — a, mamy wiec wa-
runek konieczny i dostateczny. Temu warunkowi staje sie zado$C w ni-
niejszym zadaniu, gdyz rownanie ostatnie dowodzi, ze

msin2  (P—y)< wcos2-1-a, czyli sin (p—c) < cos a.

Zadanie wiec jest zawsze mozebne; ma jedno rozwigzanie, co mozna byta
przewidzie¢, gdyz, gdy bok a i kat przeciwlegty asg dane, stosunek
moze przybiera¢ wszelkie mozliwe wartosci.

PRZYKLADY.

1) Majac dane trzy odcinki, tgczace wierzchotki trojkata ze Srodkami
bokéw przeciwlegtych rozwigza¢ trojkat i znales¢ jego powierzchnig w funkcyi
tychze odcinkéw. Dowie$¢ przytym, ze powierzchnia trojkata danego jest ro-

4 .
wna — powierzchni tréjkata utworzonego z tychze odcinkéw.

2) Rozwigza¢ trojkat, gdy sa dane dwa boki trojkata i wiemy, ze kat
pierwszemu z nich przeciwlegty jest réwny dwa razy wzietemu katowi prze-
ciwlegtemu drugiemu bokowi.

3) Rozwigzaé trojkat, gdy sg dane dwa boki trojkata, tudziez wysokosé
tréjkata, odpowiadajgca bokowi trzeciemu.

4) Rozwigza¢ trojkat, gdy sg dane dwa katy tréjkata i wysoko$¢, odpo-
wiadajgca przylegtemu bokowi trzeciemu.

5) Rozwigzaé¢ trdjkat, gdy sg dane dwa boki tréjkata tudziez odcinek,
taczacy $rodek boku trzeciego z wierzchotkiem mu przeciwlegtym.

6) Rozwigzac trojkat, gdy dany jest bok, odpowiadajaca mu wysoko$¢
i odcinek tgczacy Srodek tegoz boku z wierzchotkiem przeciwlegtym.
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7) Rozwiaza¢ tréjkat, gdy dany jest jego bok, wysoko$¢ odpowiadajaca
bokowi przylegtemu i odcinek, taczacy $rodek tegoz boku z wierzchotkiem
przeciwlegtym.

8) Rozwigza¢ tréjkat, gdy sg dane odcinki, taczace $rodki dwu bokoéw
z wierzchotkami przeciwlegtemi, tudziez kat miedzy temiz odcinkami zawarty.

9) Rozwigza¢ trdjkat, gdy dany jest bok, odcinek tgczacy jego $rodek
z wierzchotkiem przeciwlegtym, tudziez takiz odcinek odpowiadajacy jednemu
z bokéw pozostatych.

10) Rozwiaza¢ tréjkat, gdy dany jest kat trojkata, dtugos$¢ jego dwu-
siecznej i wysoko$¢ trojkata, odpowiadajaca przeciwlegtemu bokowi.

11) Rozwigzaé¢ trdjkat, gdy sa dane dwa katy trojkata, tudziez summa
lub réznica dwu bokéw, przeciwlegtych tymze katom.

12) Rozwiagza¢ tréjkat, gdy sa dane ro6znica dwu bokoéw, réznica katow,
tymze bokom przeciwlegtych i kgt miedzy temi bokami zawarty.

13) Rozwigza¢ tréojkat, gdy sa dane summa dwu bokéw tréjkata, kat
miedzy niemi zawarty, tudziez wysoko$¢ bokowi trzeciemu odpowiadajaca.

14) Rozwigza¢ tréjkat, gdy sa dane summa dwu bokéw tréjkata i wy-
sokosci trojkata, tymze bokom odpowiadajace.

15) Dowie$¢, ze gdy sa dane trzy boki trojkata, dtugosci wj, We dwu-
siecznych katoéw tréjkata wyrazaja sie

N oy 6c(a+ 6+ c)(6-t-c—a), wy

6+ c) y~{a + bA-c){a+ c—h) ,

@+ o
Wc J/ + &+ ¢c)(a+ 6— c).

16) Dowies$¢, ze jezeli spodki prostopadtych, spuszczonych z wierzchot-
kow trojkata na boki przeciwlegte potagczymy linijami prostemi, bokami utwo-
rzonego w ten sposob tréjkata beda acosa, Jcos” i ccoBy.

17) Dowie$¢, ze jezeli odlegtosciami punktu przeciecia sie wysokosci
tréjkata od jego wierzchotkéw sg m i n, natenczas powierzchnia trojkata wy-

raza sie (/a + mft -+- nc). Dowie$¢, ze w tym razie
atlcosec a -j- cosec p ¢ cosecy = 2 abc.

18) Dowies¢, ze iloczyn trzech wysokosci tréjkata jest rowny abe ,

gdzie r oznacza promien kota stycznego wewnetrznie.

19) Dowies$¢, ze jezeli na bokach trdjkata jakiegokolwiek wystawimy
tréjkaty réwnoboczne i $rodki tych tréjkatéow potaczymy linijami prostemi,
otrzymamy trdjkat réwnoboczny.

Bibl. raat.-fiz., S.III, T. VI. 17
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WYKRESLENIA \YYRAZEN, ZAWIERAJACYCH FUNKCYJE TRYGONO-
METRYCZNE.

210. Chcemy pokaza¢ w jaki sj*osob z rownan, w ktére wcliodzg
funkcyje trygonometryczne, mozemy niekiedy gieometrycznie wyznaczy¢
funkcyje trygonometryczne z tychze réwnan wynikajace.

211. Znale$¢ sa pomoca ivy'kreslenia haty  litorych sinx = -°

CosX = \(X: ,tgx = ny/l cotgx— t?),gdzie a, C,..sg danemi odcinhami.
Kat szukany znajdziemy w kazdym z tych jorzypadkéw, jezeli utwo-
rzymy w przypadku pierwszym trojkat prostokatny, ktéregoby jednym bo-
kiem B C (fig. 48) byt odcinek a, przeciwpro-
stokatng wtedy kat CAB bedzie kateni
szukanym; w przypadku drugim trojkat pro-
stokatny, ktdéregoby jednym bokiem AB byt
odcinek c przeciwprostokatng Aviedy
kat CAB bedzie katem szukanym; w przy-
padku trzecim, tréjkat prostokatny ABC,

ktorego bokami bytyby odcinki B C r=
. AB = w, wtedy kat CAB bedzie katem szu-
kanym; nareszcie w przypadku czwartym tréjkat prostokatny ABC, kté-
rego odcinkami bytyby AB~”~j i BC = g, kat CAB bedzie katem
szukanym. "Wszystkie te wykreslenia doprowadzajg do szukanych katow,

na zasadzie samej definicyi funkcyj trygonometrycznych.

212. WykreSlenie tego rodzaju wyrazen jak wcosa, ?«:cosa,
msina, m: sina, mtga, m: tga, gdzie m oznacza dany odcinek, a a kat
wiadomy, sprowadza sie do wykre$lenia odpowiedniego tréjkata prosto-
katnego, na zasadzie zwiazkdw, zachodzacych miedzy bokami i funkcyjami
trj*gonometrycznemi katéw tréjkata prostokatnego.

213. WykreSlenie odcinka x z Avyrazenia

msina
sinp
gdzie odcinek m i katy a i 3 sa dane, oraz wykre$lenie kata 6 z wyrazenia
. Wi sin a
smo=: ,
n

gdzie dane sg odcinki mini kat a, daje sie fatwo uskuteczni¢ za pomoca
twierdzenia, podanego w artykule 167-ym.
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214. Podzieli¢ dany hai a na tahie dwa Tcaly x iy, ahy stosunek
wstaiv tych Tcatéw hyt réwny stosunkowi dwu danych liczb tn: n.

Jezeli utworzymy tréjkat ABC (fig. 49), ktéregoby dwa boki AB
i AC byly w stosunku m:n, a kat miedzy niemi zawarty B AC byt ré-
wny a, natenczas z potaczenia wierzchotka A kata
a ze $rodkiem O boku jemu przeciwlegltego BCH
otrzymamy linijg prosta, ktéra podzieli kat dany
na takie dwa katy, ktdrychi stosunek wystaw be-
dzie réwny m:n. Jakoz, jezeli kat OAC” ar,
BAO —y\z punktéw B i C spuscimy prostopadie
na AO, prostopadie te z przyczyny, ze BO= OC,
beda réwne, zatym «sino;= msin a stad
sin X: siny z=z m: n.

Gdybysmy chcieli znales¢ takie dwa katy, ktérychby réznica byta ré-
wna danemu katowi a, a ich wstawy byty w stosunku wi: w, natenczas
po wykresleniu trojkata, jak w zadaniu poprzedzajacym, nalezatoby
przez wierzchotek kata prowadzi¢ rownolegtg do boku przeciwlegtego ka-
towi a, linija ta z bokami tréjkata utworzy dwa katy szukane.

Gdybysmy znowu szukali takich katdéw x iy, ktérych stosunek do-
staw byt réwny m: natenczas wykreslamy trdjkat, ktérego bokami <%
m i n, katem za$ mie(dzy niemi zay-"artym kat 90" — a; jezeli podzielimy
lif"t 90" — a na takie dwa katy, ktorych wstawy sg w stosunku m: w, na-
tenczas dopetnienia tych katow beda katami szukanemi.

215. Dany kat a podzieli¢ na takie dwa katy x iy, ahy stosunek
stycznych trygonometrycznych tych katéiv hyt rowny m:n.

AYedlug zatozenia tga.\igy — m :w, stad

m n\m —n=" sin {x-\- y)" sin {x — stad

Fi-. 49.

sin{x —y) — 2A_n sma,

Z tego rOAvnania wykreslimy kat
X —yyj sposob wskazany w art. 213-ym,
a nastepnie majgc summe i roznice ka-
tow znajdziemy katy szukane.

Zadanie to mozna rozwigzaé jesz-
cze w ten sposob. Jezeli weZzmiemy od-
cinek rowny m -f  na nim jako na cie-
ciwie opiszemy taki okrag kota, aby
w odcinek jego byt wpisany kat a,
a z punktu O (fig. 50), potaczenia od-
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cinkbw m i n wyi)rowaclziiny prostopadtg az do przeciecia sie z okregiem
kota, punkt przeciecia potaczymy z koricami odcinka m + n otrzymamy
kat a, ktdéry przez prostopadta O A podzielonym zostanie na dwa katy,
ktérychi styczne trygonometryczne bedg réwne stosunkowi m i n. Wykre-
$lenie to'wynika z definicyi stycznej trygonometrycznej.

216. Z réwnania msin{cf.x) —nsin {"x), gdzie dane sg
Tcaty a i ™ i odcinki m i n, tiykresli¢ kat x.

Rozwigzanie 1-sze. Rdéwnanie powyzsze daje

msinacosa + mcosasina =: nsinpcosa; -f ncospsinx, stad

Wezmy (fig. 51) kat ACE=:a

BCE= p,CA= m, CB= w, po-

taczmy punkty A i B linijg prosta

i przedtuzamy ja az do przeciecia

sie 2 linijg CE, wtedy kat AEC"a;

Jakoz, jezeli z punktébw A i B

spuscimy prostopadte na bok CE

fatwo okazac, zetg AEC zadoséczy-

ni powyzszemu wyrazeniu. Praw-

dziwo$¢ naszego wykreslenia daje sie dowie$¢ na figurze; mamy bowiem
z tréjkata ABC

Rozwigzanie 2-gie. Z réwnania danego, napisanego w ksztatcie:

otrzymamy

zatym

Z tego réwnania otrzymamy , @ nastepnie x.

Dla wykreslenia kata x z tego wyrazenia, napiszmy je w ksztatcie:
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Wykres$lamy tréjkat ABC, ktérego bokami bytyby
katem za$, miedzy niemi zawartym, Kkat
natenczas na zasadzie wzoru (2) art. 176-go, mie¢ bedziemy

lecz mamy

podstawiajgc wartos¢ BAC = 180® — (a — p) —ABC, po uskutecznionych,
redukcyjach, otrzymamy a = ABC — P; przedtuzajgc wiec AB az do
przeciecia sie z CE w punkcie E, otrzymamy kat AEC réwny x.

217. Z rdwnania acosx hsinx — ¢, gdzie a, ¢ sg danemi od-
cinltami, wyliresli¢ kat x.

Ktadac Y= tg @ otrzymamy

Wykreslenie.  WykresImy tréjkat prostokatny IMNO, (fig. 52) kt6-
rego bok ON = a, OM = natenczas kat NMO = @ Nastepnie wy-
csiii@

of

odcinamy MP=rc, a z punktu P promieniem réwnym a, zakre$lamy okrag

kreslamy (art. 213-ty) w ten sposob, ze od punktu M na linii MP

kota, ktory przetnie linijg MN w dwu punktach E, i R'. Prowadzac
linije PR i PR' mie¢ bedziemy o;-f @ = PRM, albo PR'M. Szukanym
wiec katem bedzie kat albo
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JezelibySmy szukali kata ar, zado$¢czynigcego réwnaniu a cos a;
— &sina; = ¢, natenczas stosujac powyzsze wykreslenie, znajdziemy katy
EPS iB,TS, zados¢czynigce temu réwnaniu.

ZA.STOSOWANIA FUNKCYJ TRYGONOMETRYCZNYCH DO GIEOMETRYI
PRAKTYCZNEJ.

218. Z zadan Gieometryi jDraktycznej, zajmiemy sie temi, ktére
sie odnosza do wyznaczenia wysokosci przedmiotdw, ich odlegtosci lub
katdw, jakie dwie proste z sobg tworzg; tego rodzaju zadania tatwo daja
sie rozwigzywac¢ zapomocg funkcyj trygonometrycznychi.

219. Dla wymierzenia odlegtosci dwu punktow na powierzchni
ziemi uzywamy w gieometryi praktycznej réznych przyrzadéw. Przy po-
miarach, przy ktorych nie idzie o bardzo wielkg doktadnos¢ uzywamy tak
zwanego tanicucha; przy pomiarach za$, wymagajacych bardzo wielkiej
Scistosci uzywa sie odpowiednio ustawionych wzorcow (etalon), przyczym
sie uwzglednia wplyw na zmiane temperatury, na rozszerzalno$é¢ i t. d.
U nas tancuch mierniczy (zwany takze staja) dzielit sie na 10 pretdw,
po 10 precikdw, a kazdy precik po 10 tawek i zawierat od 1764 roku
prawnie okre$lonych 75 tokci koronnych (tokie¢ koronny = 264 linij
paryskich, linija — 0,616969 metr.), za$ od roku 1819 zawierat 75 tokci
nowopolskich (tokie¢ miary nowopolskiej = 576 milimetrow), w Rossyi
sazen (od r. 1839 rowny Scisle 7 stop. angielskim = 2,13358 metr.) ze swe-
mi podziatami jest jednostkg mierniczag. We Francyi i od niedawna
w Niemczech tancuch mierniczy ma 10 metréw. W Austryi przy mie-
rzeniu obszarOw gruntu sg jeszcze zachowane dawne jednostki, oparte na
sgzniu wiedenskim (sgzen 6 stop = 1,896484 m)

Do mierzenia za$ katéw uzywamy gtdwnie przyrzadu zwanego kato-
miarem (astrolabium); w nowszych czasach uzywaja teodolitu, sex-
tansuit. p. przyrzadow.

Nie bedziemy sie tutaj zajmowali opisaniem szczegélowym narze-
dzi, stuzacych do mierzenia dtugosci linij i katow, jak réwniez sposobu ich
uzycia, gdyz nasze zadanie polega na tym, aby przypuszczajac, ze potra-
fimy mierzy¢ na gruncie odlegtoSci dwu punktéw i katy miedzy linijami,
mo6dz niektore zadania, odnoszace sie do miernictwa, rozwigzac przez za-
stosowanie funkcyj trygonometrycznych.

220. Zadanie 1-sze. Zmierzy¢ icysolwsd wiezy, ludynJcu, gory lub
jahiego innego przedmiotu.

Przy rozwiagzywaniu tego rodzaju zadan przytrafi¢ sie mogg dwa
przypadki: 1) albo podstawa przedmiotu zmierzyé sie majacego jest przy-
stepna; 2) albo podstawa jest niedostepna.
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Codo 1-go. Niech AB (fig. 53) bedzie wysokoscig wiezy, ktorg
chcemy zmierzy¢, a ktérej podstawa B jest dla nas dostepna, a nadto
grimt ptaski, taki, ze na nim mo-
zemy wymierzy¢ prostag pozioma
BC. Jezeli wymierzymy za po-
mocg taricucha odlegtosé jakakol-
wiek punktu C, na powierzchni zie-

mi obranego, od podstawy wiezy B,

za pomocg za$ katomiaru lub teo- n

dolitu (ustawionego na podstawce N
CD) zmierzymy kat ADE, otrzy- C—
mamy z trojkata prostokatnego )
ADE odlegtos¢ AE, do ktérej Fig. 53.

dodajac wysokos¢ CD podstawy narzedzia, znajdziemy tym samym wyso-
kos¢ wiezy. | tak, jezeli odlegtos¢ CB=a, wysokos¢ podstawy narzedzia
CD Zkat zas ADE — a, natenczas

AB= Z4-atga.

Codo 2-go. Jezeli podstawa wiezy jest dla nas niedostepna, a grunt
pozwala nam wymierzy¢ prostg poziomg ku podstawie wiezy, wtedy na tej
prostej obieramy dwa punkty G i D (fig. 54), mierzymy ich odlegtos¢

Fig. 54.

CD=zd, wtychze punktach ustawiamy teodolit i mierzymy katy, jakie
kierunki AE i AF tworza z linija pozioma. Jezeli kat AEG = a,
AFG = p, natenczas z tréjkagta AEF, mie¢ bedziemy

AE sinp sin B sinp
EF SiInEAF sin (AFG — AEG) "" sin(P—a) '
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stad

Lecz z trojkata prostokatnego AEG-, mamy

podstawiajgc zamiast AE powyzszg warto$é, znajdziemy

dodajgc za$ do AG- wysokos$¢ podstawy narzedzia, znajdziemy wysokos¢

wiezy.

Jezeli podstawa wiezy jest niedostepna, a grunt nie pozwala nam
prowadzi¢ linii poziomej ku podstawie wiezy, wtedy wysokos¢ wiezy znaj-
dujemy sposobem wskazanym w nastepujgcym artykule.

221. Niech bedzie gdra, ktérej chcemy znales¢ wysokos¢ wzgledem
pewnej ptaszczyzny poziomej. Obieramy na ptaszczyznie poziomej takie

Z tréjkata AEE, mamy

Z trojkata zaS§ AGE, mamy

zatym

czyli

dwa punkty C i D, (fig. 55),
abySmy mogli wymierzy¢ odle-
gtos¢ miedzy niemi, i takie, aby
z nich mozna byto celowaé do
wierzchotka géry. W tych dwu
punktach za pomocg katomiaru
wymierzamy katy AEG, AEE
i AEE, jakie kierunek AE
tworzy z linijamipoziomemi GE
i EE a kierunek AE z linijg
EE. AvYtedy beda nam wia-
dome kat AEG = a, AEE”"p,

Znajdziemy zatym AG, a dodajgc wysoko$¢ podstawy narzedzia, znajdzie-

my wysoko$¢ gory.
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222. Zadanie 2-ie. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punUu nieodostepnego
od punMu dostepnego.
Niech bedzie potrzeba znales¢ odlegtos¢ punktu A (fig. 56)
z drugiej strony rzeki sie znajdujacego, od punktu danego B z tej strony
rzeki potozonego. W tym celu wymie-
rzamy od punktu B jakakolwiek pod-
stawe BC, lecz taka, aby z punktu
C punkt A bj-t widzialny; nastepnie
za pomocg katomiaru mierzymy katy,
jakie kierunki BA i CA tw"orzac z tg
podstawa. Jezeli kat ABC = a,
ACB — p, podstawa BC = a, naten-
czas z tréjkata ABC mamy

AB:BC=sin ACB:sinBAC, czyli

AB :a= sinp:sin(a-f (i), Fig. 56.

asinp

stad AB Gin@4'p)

223. Znale$¢ odlegtos¢ wzajemng dwu punUGic nieprzystepnych”
ale widzialnych.

Niech A i B (fig. 57) beda dwoma nieprzystepnemi np. z drugiej
strony rzeki wzgledem nas znajdujacemi sie punktami, ktérych odlegtosé
chcemy wymierzyé. W tym
celu wymierzamy podstawe CD
= d i katy jakie kierunki CA, A,

CB, DA i DB tworzg z linija
CD, tudziez kat ACB. Z tréj-
katéw ACD i BCD, w ktorych
mamy bok CD i dwa katy, znaj-
dziemy boki AC i CB; z troj-
kata zaS§ ACB, w ktérym kat
ACB jest znany, boki zas AC C D
i CB znalezione rachunkiem,
otrzymamy szukang odlegtos¢ Fig. 57.
AB. Pokazemy w jaki sposdb w praktyce najprosciej przeprowadza sie
rachunek. Oznaczmy Kkaty trdjkata ABC przez a, pi Y, boki za$ odpo-
wiednie przez h i c, nadto odlegtos¢ CD —d. Z trojkatéw BOD
i ACD, mamy

r7.sinBDC . (Z sin ADO

sinOBD sinOAD
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Z tréjkata ABC mamy
o\ a—h ~ 1
a jezeli przez 9 oznaczymy taki kat positkowy, aby

tgtp = , hatenczas
tg-i-(@a- p) tg(9- 450)cotg-- Y-

Zewzorutg@=znajdziemy Kkat z ostatniego za$ kat a— [3 a ze

znamy nam jest kat a p, przeto znajdziemy katy a i p. W koncu ze
*WZOru

_asiny

"~ sma

c

znajdziemy bok c, czyli szukang odlegtos¢ dwu punktéw A i B.

Nalezy w tym zadaniu zauwazy¢, ze koniecznym jest wymierzenie
kata ACB; kat ten bowiem jest tylko wtedy réwny rdéznicy dwu katéw
ACD i BCD, gdy wszystkie punkty A, B, Ci D znajdujg sie na jednej
ptaszczyznie.

224. Zadanie 4:-te. Przez piinU dany na powierzchni ziemi na-
kresli¢ linijg rdicnolegta, do linii nieprzy-
stepnej.

Niech C (fig. 58) bedzie danym punktem
na j)owierzchni ziemi, linijg za$ niedostepng
AB. Postepujemy droga wskazang w arty-
kule poprzedzajacym, celem znalezienia kata
CAB, mianowicie obieramy podstawe CD,
a nastepnie rachunkiem dochodzimy do wiel-
kosci kata CAB. Majac kat CAB, bedzie-
my mieli i kat spetniajagcy ACE, w Kkierunku
ramienia CE tego kata wytknieta linija be-
dzie linijg szukana.

225. Zadanie 5-fe. Przedluzy¢ dana prosta na poziomie jpo za
przedmiot, niepozwalajacy nam widzie¢ jej przedtuzenia.

Niech AB (fig. 59) bedzie dang prosta, kt6rg chcemy przedtuzyé
po za przedmiot D (np. gore, las). Wymierzamy naprzdd prostag AB,
a nastepnie obieramy taki punkt E, aby$Smy z niego mogli obserwowac
punkty A i B i mogli widzie¢ te cze$¢ powierzchni ziemi, na ktdrej przy-
pada¢ bedzie przedtuzenie linii AB. W punktach A i B mierzymy katy

Fig. 58.
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EAB i EBA tréojkata ABE i obliczamy odlegtos¢ AE; z punktu E
wyznaczamy taki Kkierunek EC, ktoryby przecinat przediuzenie prostej
AB po za przedmiotem
D, to jest mierzymy kat
AEG, a jezeli punkt C
oznacza Szukany punkt
przeciecia sie tego kie-
runku z przedtuzeniem
odcinka AB, wtedy z tréj-
kata ACE, wktérym wia-
dome beda bok AE i katy
CAE i CEA potrafimy
obliczy¢ odlegtos¢ EC,
a tymsamym za pomoca taficucha oznaczyé punkt C. Wyznaczajac na-
stepnie taka linije CF, aby z linija EC tworzyta kat ECF —AEC + CAE,
bedziemy mieli zadane przedtuzenie prostej AB.

Jezeli linija AB jest niedostepna, wtedy za pomoca odpowiednio do-
branej podstawy obliczamy elementy tréjkata ABE, w sposob wskazany
w zadaniu trzecim.

Niekiedy przy rozwigzywaniu tego rodzaju okazuje sie potrzebnem
wprowadzenie nie jednego, lecz kilku takich punktéw pomocniczych,
jak punkt E.

226, Majgc dane trzy punkty na gruncie A, B, C, wyznaczy¢ taki
punlit czwarty ii/, aly odleghsci AB i BC hyly widziane z tego punktu
pod Jcatami danemi (tw. Pothenota, podtug autoréw niemieckich Snelliusa).

Fig. 59.

Al

Niech beda dane trzy punkty A, B, C (fig. 60) na powierzchni ziemi;
chcemy wyznaczyé czwarty punkt M taki, aby kat AMB byt réwny dane-
mu katowi a, kat zas§ BMC byt rowny danemu katowi p. Niech AB=:: a,
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BC = D\ wezmy za niewiadome katy MAB = x i MCB —y. Z troj-
katbw AMB i CMB, mamy

stad

Jezeli oznaczymy przez @ taki kat positkowy, aby

natenczas mie¢ bedziemy = tg @ stad

Oznaczajgc przez w kat ABC bedziemy mieli

zatym

Za pomocg tego wzoru, obliczymy kat —v), a ze kat \{sc A-y) jest
A A

wiadomy, przeto bedziemy znali oba katy x iy, ktére wyznacza¢ nam
beda szukany punkt M.

Rozwazmy teraz szczeg6lne przypadki, jakie przy rozwigzaniu tego
zadania zaj$¢ moga.

Jezeli jeden z czynnikdéw wyrazenia tg (3 —y) jest zerem, gdy

a

'drugi nie jest nieskoficzenie wielkim, katy x iy beda r6-oTie. Lecz, gdy
drugi czynnik jest nieskoriczenie wielkim podczas, gdy pierwszy jest zerem
wyrazenie tg A (@ —y) przyjmuje ksztatt 0" Mozna tatwo okaza¢, ze

zadanie w tym razie jest nieoznaczone. Jakoz, zeby czynnik
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byt nieskoriczenie wielkim, potrzeba, aby
a+ p+ w = 1800,

a to jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby czworokat
AB CM byt wpisany w koto. Zatym w tym przypadku dwa odcinki kot,
obejmujace katy a i p, ktérych przeciecie wyznacza punkt M, naleza do
tegoz samego okregu kota. Nastepnie czynnik tg — 45®)jest w tym
razie zerem, fakoz, mamy tg 9 — .h" © fecz .h. 1-8 sg sre-
' ' JOT smp sma smp sma
dnicami kot opisanych na trojkatach ABM i BCM, a poniewaz te kota
sg jednym kotem, przeto tgcp = 1, zatym @ — 45 i tg (@ — 45 = 0.
227. SPKOWADZENIE KATA DO PRAWDZIWEGO JEGO WIERZCHOLKA.
Przy pomiarach gieodezyjnych czesto sie przytrafia, iz chcgc wymie-
rzy¢ kat jaki, nie mozemy ustawi¢ narzedzia w wierzchotku tegoz kata,
z przyczyny, ze w jego wierzchotku znajdujg sie pewne przeszkody, jak
np. drzewo, wieza, krzyz, budynek i t. p., wtego rodzaju wypadkach obie-
ramy stanowisko dogodne, o ile mozna jak najblizej potozone wierzchotka
kata wymierzy¢ sie majacego i wymierzamy w tym nowym stanowisku kat.

B A B A

Yy

c (]
Fig. 6la.

Kat ten nie bedzie dawat rzeczywistej wielkosci kata, tylko wielko$¢ przy-
blizong, skutkiem czego zajdzie potrzeba znalezienia réznicy, jaka za-
chodzi¢ moze miedzy katem wymierzonym, a jego wielkosScig rzeczywista.
Sposob znalezienia tej réznicy zowie sie sprowadzeniem kata do $rod-
ka, czyli do jego wierzchotka rzeczywistego (Keductio anguli ad centrum).
Niech bedzie kat ACB (fig.~t), ktorego wielkos¢ chcemy wymierzy¢, ale
w jego wierzchotku nie mozemy ustawi¢ katomiaru, "W tym razie obie-
ramy o ile mozna najblizej wierzchotka punkt O, i taki, w ktorym moze-
my ustawié narzedzie i zmierzyé kat AOB, W obecnym zadaniu chodzi
o to, w jaki sposéb z wymierzonego kata AOB mozna obliczy¢ kat ACB
z dostatecznym przyblizeniem. Oznaczmy przez i vkaty OAC i OBC
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a przez | punkt przeciecia sie ramion AC i BO, Jezeli punkt O wezmie-
my zewnatrz kata ACB (fig. 61a), mie¢ bedziemy z tréjkatéw IAO i IBC,

kat AIB O + C 4-V, stad
C=0-+}+x—v

Aby wiec mie¢ kat szukany C, trzeba do wymierzonego kata O dodal roé-
znice [J —V, ktéra moze by¢ dodatna lub ujemna, a nawet réwna zeru,
gdy punkt O znajduje sie na okregu kota opisanym na tréjkacie ABC.
Jezeli punkt O obierzemy miedzy przedtuzeniami ramion kata ACB
(fig. bedziemy mieli
kat AIB= 0 + L= C-v, stad
C:=0+{f1 WV

w tym razie poprawka jest dodatna i réwna sie summie katow [iiv.
Nareszcie, gdy punkt O obrany zostat wewnatrz tréjkata ABC po-
prawka bedzie ujemna —  + V).
Starajmy sie teraz pokazaé, wjaki sposob mozemy znale$¢ katy A iv.
Oznaczmy dla skrocenia boki tréjkata ABC odpowiednio przez a, b, ¢, za$
przez d odlegtos¢ OC; z trojkatow OCA i OCB, bedziemy mieli

si{x  sinAOC sinv. sin BOC
~~ n - a

Poniewaz za$ katy ji i vsg bardzo mate, przeto w miejscu ich wstaw mo-
zemy wzigé dtugosci tukéw, tymze katom odpowiadajacych, to jest poto-
zy€ (art. 145-ty)

i bedziemy mieli

a = 206265 T sin AOC, v 206265 = sin BOC.

Zatym jezeli poprawke, ktérg trzeba doda¢ do kata wymierzonego, aby
otrzymac kat rzeczywisty, oznaczymy przez s bedzie

e 208265 .Z1SINAOC  sinBOC
L h a

Katy AOC i BOC otrzymamy za pomoca katomiaru, za sprawdzenie stuzy¢
bedzie kat O; co sie tyczy bokéw a i to albo takowe wymierzymy, albo
tez moga by¢ nam wiadome z rachunku, jezeli, jak to sie zdarza przy
pomiarach, stanowig boki innych trojkatéw, ktére rachunkiem znalezlismy.
Zwr6ci¢ nalezy uwage, ze przy obliczaniu e,, wzsr powyzszy nie nadaje
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sie do rachunku logarytmami, uczynimy go jednak dogodnym do rachun-
ku logarytmami, jezeli wprowadzimy takie dwa ka,ty positkowe @ i aby
sinAOC sinBOC ,

mamy bowiem wtedy
C0SCP COStp

PEZYKLADY.

1) Znale$¢ odlegtos¢ punktu, na poziomie sie znajdujitcego, od przed-
miotu pionowego, jezeli z dwu punktéow tegoz przedmiotu mozemy obserwowac
tenze punkt na poziomie sig znajdujacy.

Jezeli odlegto$¢ punktéw, z ktérych obserwujem punkt na poziomie, ozna-
czymy przez (/, a przez di d katy, jakie tworzg kierunki od punktéw obser-
Avowanych do punktu na poziomie z kierunkiem pionowym, odlegto$¢ szukana

dsindsind'
~~ sin(d— d) '

2) Znale$¢ promien wiezy niedostepnej. Wymierzamy podstawe do-
wolng réwng d i katy a i a' pi P, jakie tworza kierunki z koncéw tej podsta-
wy poprowadzone stycznie do wiezy, z taz podstawa. Szukany promien wie-
~gin-i(a —a') sini +

JN

sin_ (a+ a'+ p+ p)

3) Z wierzchotka wiezy, ktérej wysoko$¢ h jest wiadomg, a nadto od-
legto$¢ a wiezy od brzegu rzeki, mierzymy kat a pod jakim z wierzchotka wiezy
widzimy szerokos$¢ rzeki; znale$¢ szerokos$¢ rzeki

ad"fitga
h—atga
4) Dwu obserwatoréw, znajdujacych sie w odlegtosci a, obserwujag jedno-
cze$nie balon znajdujacy sie w powietrzu na jednej ptaszczyznie pionowej
obu obserwatoréw. Obaj obserwatorowie w jednej i tej samej chwili mierzg
katy wyniesienia sie balonu nad poziom. Znale$¢ odlegto$¢ balonu od kazdego
z obserwatoréw, tudziez wzniesienie balonu nad poziom.

5) Z balonu obserwujemy spodki dwu budynkéw, znajdujgcych sie na
tej samej ptaszczyznie poziomej, a ktorych odlegto$¢ ajest nam znana, nadto
mierzymy kat

a, jaki tworzg z soba kierunki, idace od oka obserwatoréw do
tychze spodkoéw, tudziez katy di S', jakie tez kierunki tworza z kierunkiem pio-
nowym idacym na doét; znale$¢ wzniesienie sig balonu nad poziom
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asin Ssin 3'
sin™ § sinf6'— 2sin5sin  cos a

6) Z trzech stanowisk A, B i C, potozonych na jednej prostej w ten spo-
s6b, ze AB= a, BC= h, mierzymy katy a, p i Y wysoko$ci wierzchotka bu-
dynku. Znale$¢ wysoko$¢ budynku

2 a6(a 6)sin*asin™”~siny
asin2asin  -f y)sin(P—y) — I,sin*ysin(a + P)sin(a — P)'

7) Na jednej ptaszczyznie poziomej stojg dwie wieze A i B, z ktérych
pierwszej znana nam jest wysokos¢ h. Z wierzchotka wiezy drugiej, na ktorej
sie znajdujemy, mierzymy katy: Of jaki tworzg dwa kierunki idgce od naszego
oka do wierzchotka i spodka wiezy pierwszej, nadto kat p, jaki tworzy drugi
kierunek z prostopadta, spuszczong od naszego oka do ptaszczyzny poziomej.
Znale$¢ wysokos$¢ drugiej wiezy i wzajemna odlegto$¢ obu wiez.

Wysokos$¢ = +
sma

odlegto$¢ = Asin (a + P).

8) Na ptaszczyznie poziomej spodka H wiezy HS mierzymy prosta AB
tudziez katy BAH= a, ABH = p, SAHrrzYi SBH = d. Znale$¢ wysokos$¢
wiezy i wyprowadzi¢ zwigzek, jaki wtedy istnie¢ winien miedzy katami a, vy i 8

asina asinp
N

tg % albo —tg Y,
sin (a 4- p) g sin (a + P)g
zwigzek zas sinatgSm sinptgy.

9) Znale$¢ szeroko$¢ rzeki AB, jezeli na przedituzeniu AB od jakiego-
kolwiek punktu C mozemy wymierzy¢ pod katem a, nachylonym do linii AB,
prostg CD = a, a z punktu D katy CDB= pi CDA= .

asinasiny — P)
sin(a+ P)sin(a+ Y)'

10) Z ulicy prostej wychodzi na lewo pod katem 30" ulica boczna,.
w odlegtosci za$ wiorsty wychodzi druga ulica na prawo pod katem 60®.
Na pierwszej z tych ulic bocznych w odlegtosci 4 wiorst od poczatku tej ulicy
znajduje sie budynek A, na ulicy za$ drugiej w odlegtosci 2h wiorst budynek B.
Znale$¢ odlegtos¢ tych dwu budynkow

a = 4,2258 wiorst.



TRYGONOMETRYJA  KULISTA.

ROZDZIAL 1.

WZORY ZASADNICZE TRYGONOMETRYI KULISTEJ.

PRZEDMIOT TRYGONOMETRYI KULISTEJ.

1. "W trojkacie kulistym, podobnie jak w ptaskim, mamy do roz-
wazania sze$¢ elementéw, mianowicie trzy boki i trzy katy. Boki troj-
kata kulistego sg, jak wiadomo, tukami k&t wielkich, na kuli nakre-
Slonych i zazwyczaj wyrazajg sie w zwyk}ej mierze katéw t. j. w stopniach,
mmutach i sekundach. Dtugo$é tych bokéw bardzo tatwo jednak znalesé
potrafimy z wiadomej ich miary teoretycznej i dtugosci promienia kuli.
Jakoz, na zasadzie proporcyjonalnosci katow wzgledem tukow, im odpo-
wiadajacych, mamy

2 Trr

dtugos$é¢ tuku kata a« = —b— a= 0,0174532925ar,
obu

dtugos¢ tuku kata a* = onf « == 0,0002908882ar,
000 X 00

d+u9\os’c’ tuku ka}a a" = ~Ma= 0,0000048481 ar,

360 X 60 X 60

Wiemy, ze tréjkat kulisty jest wyznaczony, gdy mamy dane trzy
ktéregokolwiek jego elementy, to jest, ze majac trzy ktoéregokolwiek ele-
menty, mozemy przez wykre$lenie znale$¢ pozostate elementy. Lecz wy-
kreslenia te nie dajg sie wykona¢ z dostateczng Scistoscig, a przezto pro-
wadzg nas jedynie do wypadkéw przyblizonych. Dla uniknienia niedokta-
dnosci w otrzymywaniu droga gieometryczng elementow trojkata kuliste-
go, podobniez jak przy szukaniu elementéw trojkata ptaskiego, sta-
ramy sie otrzymywa¢ wypadki za pomocg rachunku.

Znalezienie za pomocg rachunku z trzech elementow trojkata kuli-
stego pozostatych jego elementow zowie sie rozwigzaniem trojkata
kulistego.

Bibl. mat,-fiz., S. Ill, T. VI. 18
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AYykazanie zwigzkow, jakie zachodzg miedzy katami i bokami troj-
kata kulistego, a nastepnie zastosowanie icli do rozwigzywania tréjkatow
kulistych, jest przedmiotem Trygonometryi kulistej.

Rozwaza¢ bedziemy tylko takie trojkaty kuliste, ktérych boki sg
mniejsze od 180°. Wtym razie, jezeli ABC jest tréjkatem kulistym nakre-
Slonym na kuli, ktérej Srodkiem jest punkt O, natenczas z potgczenia
IDunktu O z wierzchotkami trojkata kulistego utworzy sie nam kat bryto-
wy, ktorego katy ptlaskie i katy dwuscienne bedg odpowiednio rowne bo-
kom i katom trojkata kulistego. Przy wyprowadzaniu zwigzkéw miedzy
bokami i katami trojkata kulistego oznacza¢ bedziemy jego katy literami
greckiemi a, [3y, boki za$ im odpowiednie literami facifskiemi a, h, c.

ZWIAZKI MIEDZY KATAMI | BOKAMI TROJKATA KULISTEGO.

2. Twierdzenie 1-sze. W tréjkacie Jculistym dostaiva jednego z jego
hoJcow jest réiona iloczynowi dostaw pozostatych hoMw, ztvi8Jcszonemu o ilo-
czyn icstaw tychze hoTcoéw i dostawy hata miedzy temiz hohami zatcartego.

Niech bedzie tréjkat kulisty ABC, nakreslony na kuH, majacej $ro-
dek O i promien réwny jednosci (fig. 1). Potgczmy wierzchotki tréjkata
kulistego ABC ze $rodkiem kuli O, wpunkcie A poprowadzmy styczne AS
i AR do bokéw AC i AB trojkata kulistego, kat zawarty miedzy temi sty-
cznemi bedzie miarg kata BAC trojkata kulistego czyli kata a. Z punktu
C na ptaszczyznie AOC spus¢my prostopadtg CH na promien OA, niech H

\c

Fig. 1. Fig. la.

bedzie spodkiem tej prostopadtej. Jezeli na ptaszczyznie AOC kierunek
OA wezmiemy za kierunek poczatkowy katdw, kierunek za$ od A do C za
kierunek dodatny katéw, wstawa boku AC, czyli kagta AOC to jest sin&
bedzie dodatna, gdyz bok AC jest mniejszy od 180° i bedzie réwna + HC,
gdy HC przypada w kierunku AS, ktory przyjmujemy za dodatny. Co
sie tyczy dostawy tegoz boku, to jest cosh bedzie ona rbwna + OH lub
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— OH, stosownie do tego czy postepujemy od punktu O do H, w kierunku
OA czytez wprost przeciwnym. To w-iedzac, szukajmy rzutow na linija,
OB linii OCj tudziez linii tamanej OHO. Na zasadzie twierdzenia o rzu-
tach oba rzuty beda réwne, to jest bedziemy mieli

rzut 00 = rzut OH + rzut HO.

Lecz, rzut 00 = 1.cosa = cosa,
rzut OH cos h cos (OA, OB) = coshcosc,

rzut HO = sin hcos (HO, OB) =: sinh cos (AS, OB),
mamy zatym nA
(1) cosa= cos&cosc + sin & cos (AS, OB).

Spusémy z wierzchotka B prostopadta BK na promieri OA, niech
K bedzie spodkiem tej prostopadtej. Jezeli na ptaszczyznie AOB kieru-
nek OA wezmiemy za kierunek poczatkowy katéw w ptaszczyznie AOB,
kierunek za$ od A do B za kierunek dodatny katéw, a tymsamym i tukéw
im odpowiadajgcych, natenczas wstawa boku AB t. j. sine bedzie rowna
KB, dostawa za$ tegoz kata czyli boku AB t. j. cosc bedzie rowna OK.
Jezeli teraz wezmiemy rzuty na linija AS, tak linii OB, jak i linii tama-
nej OKB, mie¢ hedziemy

rzut OB = rzut OK + rzut KB.
rzut OB = 1.cos (AS, OB) = cos (AS, OB)
rzut OK = cosccos (OA, AS) = O,

rzut KB = sinccos (KB, AS) = sinccos a,
mamy zatym

cos (AS, OBN = sinccos a.
podstawiajac te warto$¢ w réwnanie (1), otrzymamy

(2) cosa = oS & cos ¢ -j- sin 6 sin ¢ cos a.

Jezeli powyzsze dowodzenie zastosujemy do pozostatych bokdéw tréj-
kata kulistego, otrzymamy wzory na cosh i cosc. Tym sposobem przy-
chodzimy do nastepujacych trzech zwigzkow

cosa~ cosl)cosc sinhsinccosa,
'(3) cos 1) =r cosacosc  sina sinccosp,
cosc= cosa cos& -f-sinasinh cos
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Poniewaz trojkat kulisty jest wyznaczony, gdy dane sa trzy z szesciu
jego elementéw, przeto miedzy temi elementami istnie¢ moga, jedynie trzy
rézne od siebie zwigzki. RoOwnania powyzsze sg rézne od siebie i zadne
z nich nie daje sie wyprowadzi¢ z pozostatych. Z tej uwagi wynika, ze
wszystkie inne zwigzki, jakie otrzyma¢ mozemy miedzy szesciu elementami
trojkata kulistego, daja sie wyprowadzi¢ z wzoréw (3) za pomoca prze-
ksztatcen algiebraicznych; z tego powodu wzory powyzsze zowig Sie Wzo-
ramizasadniczemi trygonometryi kulistej.

3. Dowdd powyzszy oparty na teoryi rzutéw jest ogolny. Podamy
obecnie drugi dowdd, pozornie prostszy od poprzedzajgcego, ale nie tak

og6lny, gdyz wymaga pewnych uzu-
petnien.

Niech ABC (fig. 2) bedzie troj-
katem kulistym, nakreSlonym na po-
wierzchni kuli o promieniu rownym je-
dnosci i niech O bedzie $rodkiem tej
kuli.

Przypus¢my naprzdd, ze boki AB
i AC sa mniejsze od 90". Potgczmy
wierzchotki tréjkata kulistego, ze $rod-

jojg. 2. N®™ IMuli i poprowadZzmy w wierzchotku
A styczne AD i AE do bokéw AB i A(J
trojkata kulistego i przedtuzamy je az do przeciecia sie z przedtuzeniami
promieni OB i OC, niech D i E beda punktami przeciecia sie. Mamy
AD = tgc, OD = secc, AE~tgJ, OE = sec6, DAE"a, DOE=r«.
To wiedzac, z tréjkatow DAE i DOE, otrzymamy

DE2 + _ 2AD. AE cos DAE,

DE~= 01)2 4- 0E2 — 20D. OE cos DOE.
Z porownania tych wyrazen otrzymamy
20D. OE cos DOE ODN—AD” -f OEr— AE”™ -f 2 AD. AE cos DAE;
podstawiajac powyzsze wartosci i pamietajac, ze
0D2 — AD2= 0OE2 —AE2= 1,

mie¢ bedziemy

sec6secccosa= 1-}tgbtgccosa.
Mnozac obie strony tego réwnania przez cos h cosc, otrzymamy

cosa= coshcosc -f sin& sin c cos a,
przychodzimy wiec do szukanego wzoru, ale w zatozeniu ze boki i i c sg
mniejsze od 90®.



ZAVIAZK[ MIIIDZY KATAMI | BOKAMI TROJKATA KULISTEGO. 4. 277

Dajmy teraz, ze 0 Q0" a & < 9®, przedtuzmy boki BA i BC
(fig. 3) az do przeciecia sie w punkcie B', przez co otrzymamy trdjkat
AB'C, z ktérego oznaczajgc AB'=c', CB'=:a,
otrzymamy na zasadzie dowodzenia w przy-
padku poprzedzajgcym

cosa'= coshcosc' + sin6sinc' cos BAC,

albowiem boki ¢' i 5 s mniejsze od 90°. Pod-
stawiajgc zamiast a', ¢' i B'AC ich wartosci
180» — a, 180" —c, 180°— a i zmnieniajac
znaki, otrzymamy

cosa cosbcosc sinbsinccosa. Fig. 3.

Dajmy wreszcie, ze 7;> 90° i ¢ > 90", prze-
dtuzmy boki AB i AC (fig. 4) az do przeciecia si¢
w punkcie A'. Jezeli zatozy A'B=:c' ztroj-
kata CBA', w ktérym boki A'C i A'B sa mniejsze od
90°, otrzymamy

cos a — cos b' cos ¢' -f- sin b’ sin ¢' cos BA'C,
a podstawiajac za b', ¢ i BA'C ich wartosci 180°— b
180" —c, a przyjdziemy do “Yoru

cosa— cosbcosc -f sin & sinccos a.

PrzyszliSmy wiec do szukanego wzoru, ktory
ma miejsce dla Avszelkich tréjkatow kulistych.

4. Twierdzenie 2-gie. W tréjlcacie hulistym, wstaioy jego bolcow sg
proporcyjonahie wzgledem wstaw Jcgtéw im przeciwlegltych  t.j.

sina sin6 smc
@) sina sinp smY

Zwigzki te dajg sie tatwo wyprowadzi¢ z wzorow (3), art. 2-gi.
sina sinb
sina sinp
réwnanie jest niezalezne od boku c i kata Y, przeto zeby je otrzymacé, po-
trzeba z réwnan (3) art. 2-go, wyrugow”a¢ bok ci kat 7. Poniewaz dwa
]ierwsze réwnania sa niezalezne od kata YJ przeto dostatecznym bedzie
Avyrugowa¢ z tych réwnan bok c. Dodajgc i odejmujac od siebie dwa
pierwsze réwnania (3) art. 2-go stronami odpowiedniemi znajdziemy

Dajmy, ze chcemy naprzéd dowies¢, ze Zwazmy, ze to

(cosa 4- cos 6) (1—cosc)= sinc(sin5cosa + sina cosP),
(cosa— cos 6) (1 -f cosc)= sinc (sinhcosa — sina cos [3).
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Mnozac te réwnania stronami odpowiedniemi i pamietajac, ze
, mie¢ bedziemy

czyli nakoniec

Poniewaz boki a, h, tudziez katy a i ptrdjkata kulistego sa zawarte mie-
dzy O i 180®, przeto ich wstawy sg dodatne, wyciggajac zatym pierwiastki
z obu stron powyzszego réwnania znajdziemy

Z powyzszego twierdzenia wynika, Ze w trojkacie kulistym stosunek
wstawy boku do wstawy kata przeciwleglego jest staty. Stosunek ten
zowie sie modutem trdjkata kulistego. *)

Tego waznego twierdzenia mozemy takze dowie$¢ wprost. Jakoz”

niech bedzietréjkat kulisty ABC (fig. 5); potaczmyjego wierzchotki xI, B, C

ze Srodkiem kuli, z wierzchotka C spus¢my

prostopadtyg CH na ptaszczyzne, przecho-

dzacg przez bok AB i srodek kuli O, ze

spodka H tej prostopadtej spusémy prosto-

padte HK i HL na promienie OA i OB,.

Avreszcie potgczmy punkty K i L z wierzr

chotkiem C. Wedtug znanego twierdzenia

ze Stereometryi CK i CL bedg odpowie-

dnio prostopadte do OA i OB; katy zatym

CKH i CLH bedg miarami katéw dwu-

sciennych BOAC i AOBC lub tez spetnieniami katéw, bedacych miarg

katow dwusciennych, stosownie do tego, czy te katy oba sg ostre, czytez

jeden z nich rozwarty. AV obu razach z trojkagtow CHK i CHL, otrzy-
mamy

>

lecz CK = sin6, CL = sina, albowiem wstawy tych katéw sg dodatne;
zreszta sin CKH jest rowna sina, jezeli a jest katem ostrym, za$

*) Bretschneider, Jouriial Crellego, t. XIII, str. 85.
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sin (180® — a) takze réwne sina, gdy a jest katem rozwartym; podobniez
sin CLH = sinp, w kazdym wiec przypadku, mamy

sinhsina = sinasinp, zatym

sina sin/!>
sina sinp

5. Z ukladéw réwnan (3) art. 2-go i (1) art. 4-go, mozemy wypro-
wadzi¢ bardzo wiele zwigzkow, uzytecznych przy rozwigzywaniu trojkatow.

I tak, dajmy, ze chcemy znale$¢ zwigzek miedzy dwoma bokami
trojkata kulistego, katem, miedzy niemi zawartym, i katem, jednemu z bo-
kéw przeciwlegtym, to jest np. miedzy Tig? » celu z uktadow
przytoczonych, nalezy wyrugowaé bok ci kat p. Uwazmy, ze réwnanie
pierwsze i trzecie uktada (3) art. 2-go sg niezalezne od p; do rownania

sin® rowniez nie wchodzi kat p; znalezienie wiec szukanego

sin a sm?7

zwigzku sprowadza sie do wyrugowania z tych trzech réwnan boku c.
Podstawiajgc w rownanie pierwsze uktadu (3) art. 2-go, zamiast cos ¢ wy-
razenie z rownania trzeciego tegoz uktadu, zamiast sine wyrazenie

SINasINY: - otrzymamy

sma
7 sinY
cosa= cosh (cosacosh + sinasinhcosY)+ smasmO - COos a,
czyli cosasin& = cos&sinasinhcos7 + sinasinhsin7 cotga,

z podzielenia obu stron tego réwnania przez sina sinotrzymamy
Q cotgasint  cos& cos7 + sin7cotga,

to jest szukany zAviazek,

6. Zwigzek ten, w ksztatcie powyzej przedstawionym nie jest tatwy
do zapamietania, mozemy go jednak przeksztatci¢ na inny, dzielgc przez
cos 6cos 7 i przenoszac wyraz ostatni na pierwsza strone réwnania, wsku-
tek czego otrzymamy

cr — 1 cotgg 1
AN cotgh' cos7 cotg 7' cos & '

a jezeli zauwazymy, ze w trojkacie kulistym elementy a, 7, a po sobie
bezposrednio nastepuja, wzor powyzsz moiemx wystowi¢ jak nastepuje:

W trdjkacie kulistym stosunek dostycznych dwu tokdw podzielony
przez dostawy kata miedzy niemi zawartego, zmniejszony stosunkiem do-
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stycmych  dwu hatow lozietych w porzadku odwrotnym, podzielonym przez
dostyczng hoku miedzy niemi zawartego, jest réwny jednosci.

7. 'W' podobny sposéb jak w art. 6-ym mozemy wyprowadzi¢ inne
wzory miedzy kazdemi dwoma bokami tréjkata, katem, miedzy niemi za-
wartym i katem, jednemu z bokéw przeciwlegtym, w ten sposéb otrzyma-
my tgcznie ze zwigzkiem (1) art. 6-go szes¢ nastepujgcych zwigzkéw

8. Postarajmy sie teraz znales¢ zwigzek miedzy jednym z bokéw
trojkata kulistego a trzema jego katami. Do tego celu przyjdziemy, je-
zeli z wzoréw (3) art. 2-go i wzoréw (1) art. 4-go postaramy sie wypro-
wadzi¢ zwigzek do ktdrego nie wchodzityby dwa boki trojkata. W tym
celu podstawmy w dwa pierwsze rownania uktadu (3) art. 2-go, wyrazenie
cos ¢ z réwnania trzeciego tegoz uktadu, mie¢ bedziemy

czyli

Upraszczajac te rownania i postawiajgc zamiast sina, sinj, sine,
liczby wzgledem nich proporcyjonalne, z réwnan (1) art. 4-go otrzymamy

Pozostaje nam wyrugowa¢ z tych réwnan bok h, do tego dostate-
cznym bedzie podstawi¢ w réwnaniu pierwszym zamiast cos hsina wyraze-
nia, otrzymane z réwnania drugiego, przez co otrzymamy

czyli

n stad
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W podobny spos6b znajdziemy wartosci cos” i cosy.
Zatym przychodzimy do nastepujacego uktadu réwnan;

9. Wzory, wyprowadzone w poprzedzajacym artykule, daja sie bar-
dzo prosto otrzymac za pomoca trojkata biegunowego. Kazdemu tréjka-
towi kulistemu odpowiada tréjkat spetniajacy czyli tak zwany biegunowy.

Trojkatem biegunowym danego trdjkata kulistego nazywamy taki
trojkat kulisty, ktérego boki sg spetnieniami katéw tréjkata danego, katy
za$ spetnieniami bokow tegoz trojkata danego i nawzajem. Jezeli wiec
przez a, 6, ¢, a, p, Y oznaczymy elementy trdjkata kulistego danego, a przez
a\ b, c\ a, p', Y odpowiednie elementy jego trdjkata biegunowego, naten-
czas mie¢ bedziemy

Gdy do trdjkata biegunowego zastosujemy twierdzenie art. 2-go
mie¢ bedziemy

a jezeli zamiast a'6', c¢', a', [3'i podstawimy ich wartosci 180» —a,
180® — P, i t. d., otrzymamy

10. Uktad réwnan (3) art. 2-go pozwala nam znales¢ katy troj-
kata, gdy dane sg trzy jego boki. Wozory te jednak nie sg dogodne do
rachunku logarytmami, dlatego tez postaramy sie przeksztatcic¢ je na inne.

Jezeli w réwnaniu pierwszym uktadu (3) art. 2-go zamiast cos a,

podstawimy 2cos*i a— 1, otrzymamy
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stad
czyli
a stad
Jezeli potowe obwodu trojkata oznaczymy przez
p, natenczas ~A{ h ¢ —a)—ii—a, a wzdr powyzszy przyjmie ksztatt
podobniez
Jezeli teraz w pierwszym wzorze uktadu (3) art. 2-go zamiast cos a
wezmiemy otrzymamy
a stad
czyli

Jezeli zatozymy < > i zwazymy, ze podobne wzory otrzy-

mac¢ mozemy na znajdziemy
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2

Jezeli réwnania (2) podzielimy stronami odpowiedniemi przez ro-
wnania uktadu (1) przyjdziemy do nastepujagcych wzoréw

(3)

Jezeli wzory (3) podzielimy przez siebie stronami odpowiedniemi
a z ilorazow wyciaggniemy pierwiastki kwadratowe, otrzymamy

(4)

A jezeli dla skrocenia potozymy

(5)

wzory (3) mozemy napisa¢ w ksztatcie nastepujagcym

(6)

11. Wzory, wyprowadzone w poprzedzajacym artykule, pozwalajg
za pomocg logarytmow znale$¢ katy tréjkata, gdy dane sg trzy jego boki.
Edwnania te jednocze$nie obejmujg warunki, aby z trzech bokéw mozna
byto utworzy¢ tréjkat kulisty. Jakoz, w réwnaniach (1) pierwsze strony
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sg dodatne, przeto i drugie powinny by¢ dodatne; Ze za$ boki trojkata
kulistego sg niniejsze od 180®, przeto mianowniki prawych stron sg do-
datne; aby wiec drugie strony réwnan (1) byty dodatne potrzeba, aby ich
liczniki byly dodatne. Poniewaz liczniki sktadaja sie z dwu czynnikéw,
przeto oba czynniki i)owiiiny by¢ jednakowego znaku, albo oba dodatne,
albo oba ujemne. Drugie przypuszczenie nie moze mie¢ miejsca, bo
wtedy powinno byé p mniejsze od zera, co by¢ nie moze. Pozostaje nam
wiec rozebra¢ pierwszy jjrzypadek, gdy oba czynniki sa dodatne, prowa-
dzacy do nastepujgcych nierdwnosci

a stad

to jest w tréjkacie kulistym summa trzech jego bokéw jest mniejsza od
okregu kota, nadto, summa kazdych dwu bokow jest wieksza od boku
pozostatego. Stad podobnie jak w tréjkacie ptaskim wypada, ze kazdy
bok trdjkata kulistego, jest wiekszy od réznicy dwu bokéw pozostatych.

JezelibySmy we wzorach (4) zatozyli a~h, natenczas na zasadzie

pierwszego z tych réwnan, mie¢ bedziemy

to jest w trojkacie rownoramiennym katy przeciwlegte bokom réwnym sg
rowne. Jezeli a— h=.c, natenczas a= p= ¥t "o jnst trojkat kulisty
réwnoboczny jest réwriokatny i nawzajem.

12.  Za pomocg réwnan (1) i (2) art. 10-go mozemy wyrazié¢ wstawe
kata przez trzy jego tioki, poniewaz bowiem f

przeto

podobniez

(1)

Jezeli dla skrocenia potozymy

(2)
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natenczas

(3)

lii. Wzory (1) artykutu 8-go mozemy takze przeksztatci¢ na
inne, dogodne do rachunku logarytmami, w sposéb podany w art. 11-ym,
albotez wprost stosujac wzory (1) i (2) art. 10-go do trojkata bieguno-
wego A'B'C'.

Jezeli zatozymy — (a-}- P+ Y)= P? i zwrocimy uwage na wia-

snosci tréjkatow biegunowych, mie¢ bedziemy:

a'nastepnie zastosujemy wzory (1) i (2) art. 10-go do tréjkata bieguno-
wego, ktdrego elementami sg b', ¢\ a', p, Y, otrzymamy dwa uktady
réwnan

)
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(2)

Z rownan za$ (1) i (2), otrzymamy

(3)

Z tych réwnan otrzyma¢ mozemy wzory na wstawe bokéw a, c,
mianowicie:

(4)

Jezeli dla skrocenia potozymy

(5)

(6)

wzory na styczng potowy boku i wstawe boku tréjkata kulistego mozemy
przedstawié w ksztatcie nastepujgcym

(7

(®)

Wreszcie z réwnan (3) otrzymamy nastepujace zwigzki

<9)
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W kazdym wiec tréjkacie kulistym styczne polowy jego bokéw sg
proporcyjonalne do dostaw przewyzki potowy summy katow nad Kkat
przeciwlegly temuz bokowi.

14. Wzory, wyprowadzone w poprzedzajgcym artykule, obejmujg
znane wiasnosci katéw trojkata kulistego. Jakoz, poniewaz w réwna-
niach (2) pierwsze strony sa dodatne, przeto i drugie strony winny byé
dodatne; ze za$ kat trdjkata kulistego nie moze byé wiekszy od 180",
przeto mianowniki drugich stron tych réwnan sg dodatne, aby wiec drugie
strony rownan (2) byly dodatne, potrzeba, aby liczniki byty dodatne, co
wymaga, aby czynniki w licznikach byty réznych znakéw. Aby czynniki
licznikow byty réznych znakéw, potrzeba, aby: albo 90"<; P < 270"
a zarazem P —a< 90", P —[3<90" i P — Y < 90"; albotez P < 90",
a zarazem 90" <rP —a< 270", 90"< P—p< 270"i 90" <P—y<270".
Ostatnie przypuszczenie jednak nie moze mie¢ miejsca, gdyz mielibysmy
wtedy

czyli a -f p -f-Y > 540" co sie sprzeciwia zatozeniu. Pozostaje wiec nam
rozebra¢ przypuszczenie pierwsze to jest:

z nieréwnosci tych po podstawieniu zamiast P jego wyrazenia
wynika

Mamy zatym 1) iv trdjkacie kulistym summa trzech jego katéw jest
ivieksza od dwu katéw prostych, a mniejsza od szesciu katdw prostych; 2) ro-
znica miedzy summag dwu katow, a katem trzecim jest mniejsza od dwu
katdiv prostych.

Jezeli we wzorach (9) zatozymy a=:p, wtedy bedziemy mieli

a tymsamym a = to jest w tréjkacie kulistym o dwu
katach réwnych, hoki im przeciwlegte sa rowne.
Jezeli a= pr=Y> natenczas a—h = ¢, to jest tréjkat kulisty réwno-
katny jest jednoczesnie trojkatem réwnohocznym.
Jezeli w tychze wzorach

stad wj”ada,
to jest w trojkacie kulistym, w ktérym

jeden Kkat jest tciekszy od drugiego, hok przeciwlegly pierwszemu katowi be-
dzie wiekszy od hoku przeciwlegtego katowi drugiemu. Podobniez, gdy
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a stad

90° bedzie

czyli a> p, to jest w trojkacie kulistym, w ktorym jeden hok jest loiekssy
od drugiego, kat przedidegty pierwszemu Hokoivi hedzie luiekszy od kata
przeciwlegtego czyli innemi stowy w kazdym tréjkacie kulistym na przeciwko
katow wiekszych lezg hoki wieksze i naivzajem.

15. ZWIAZKI MIEDZY SZESCIOMA ELEMENTAMI TROJKATA. RO-
WNANIA CAGNOLI'EGO.

"Wzory, dajace zwiazki miedzy szescioma elementami tréjkata ku-
listego podane zostaty najpierw przez Cagnoli‘ego.

Jezeli obie strony pierwszego z rownan (1) artykutu 8-go,

pomnozymy przez cos a, bedziemy mieli

Ktadac po lewej'stronie tego réwnania

otrzymamy

podstawiajgc 1—sin®a zamiast cos™a i 1—sin*a zamiast cos™, miec
bedziemy

ktadac w drugim wyrazie prawej strony tego réwnania

otrzymamy
1)
Podobniez
(2)

(3)

Takie sg zwigzki miedzy szeScioma elementami tréjkata kulistego,
podane po raz pierwszy przez Cagnoli'e£0.

Cagnoli, Trigonometrie traduite de Titalien par N. M. Chompre; Paris 1808,
str. 325, art. 1139.
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Wzory te jednak, jakkolwiek proste pod wzgledem formy, nie-
przedstawiajg uzytku w Trygonometryi, gdyz nie sa dogodne do rachunku
logarytmami i dlatego przerobimy je na inne, sposobem podanym przez
Sniadeckiego w jego Trygonometryi. Jezeli we wzorze (1) potozymy

, otrzymamy

Lecz na zasadzie tego, co sie powiedziato w art. 10-ym i art. 13-ym,
mie¢ bedziemy:

za$

Podstawiajgc te wartosci w poprzedzajace réwnanie i znoszac wy-
razy odpowiednie, otrzymamy

Ktadgc zas w tym rdéwnaniu

znajdziemy

a ze

po podstawieniu tych warto$ci, zmienieniu znaku i wyciggnieciu pier-
wiastkéw przyjdziemy do nastepujacego wzoru

W podobny sposéb Sniadecki przychodzi do nastepujacych wzoréw
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Wzory te znane sg pod nazwg wzordéw Delanibre'a i Gaussa, ktore
wyprowadzimy w nastepujacym artykule, nie opierajac sie wzorach Ca-
gnoli‘ego-

16. W2zOEY DELAMBEE'A | GAUSSA.

Jezeli we wzorach

podstawimy wyrazenia wstaw i dostaw katéow P~ '

10-ym i 11-ym, otrzymamy

Na zasadzie wzoréw (1) i (2) art. 10-go, mie¢ bedziemy

Zamieniajgc summe i réznice wstaw w licznikach na iloczyny i kia-

dac sina= 2sin A a cos a a, otrzymamy
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SILL4™ (P + ) cos 4- (6 — C)

1 1
cos o cos

sn 2 (p-T) s 2 (b0)

cos L T sin L
2 n 2 "
1) ! 3
cos 2 P+ T) cos 2 (h-"-c)
1 1-
sin- 5 Cos , A

cos % (P-T) s 21 (b + c)

1 -
sm— a sin — a

Przez odpowiednie kombinacyje lub tez wprost mozemy podo-

bnym sposobem wyprowadzi¢ wzory na sin C* + PP M ) C-+ Py
sin-L (a4-y)....

Takie sg zatym wzory, wykazujace zwiazki miedzy szescioma ele-
mentami tréjkata kulistego, a ktére sa- znane nam pod nazwa wzoréw
Delambre'a i Gaussa. *)

Wzory powyzsze odznaczajg sie wielka prostota i sg bardzo dogodne
do rachunku logarytmami. Wzory te tatwo dajg sie zapamieta¢, jezeli
zauwazymy, ze ilekro¢ w liczniku zachodzi wstawa potowy summy dwu
katéw, w mianowniku mamy dostawe potowy kata trzeciego, gdy za$

*) Wzory te podane zostaty po raz pierwszy przez Delambre'a w Connaissance
de temps r. 1808 str. 445, ale bez dowodUj podat je réwniez Mollweide w Zach's Monatli-
clier Corespondenz 1808 r. Nastepnie Gauss w dziele swoim Theoria motus Corporum
coelestium, wydanym w r. 1809 na str, 51 ogtlosit te wzory jako dotad nieznane, ale takze
bez dowodu. Sniadecki, uderzony prostota tycti wzoréw, usitowat je wyprowadzi¢ co tez
uskutecznit, opierajac sie na wzorach Cagnoli'ego i dowdd swoj przestat do Akademii
Nauk w Petersburgu 21 Marca 1811 r, Delambre w Connaissance de temps zr. 1812, upo-
mniat sie 0 zdanie Gaussa o tych wzorach, jako przez siebie naprzéd podanych, ale dowo-
du nic przytoczyt. Dopiero w Astronomii, wydanej w Paryzu 1814 r. tom | str. 161 —
163, przytoczj™t dowdd oparty na Analogijach Napiera; dowod ten jednak jest dosyd
zawity.
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W liczniku mamy dostawe potowy summy dwu katéw w mianowniku mamy
wstawe polowy kata trzeciego; jezeli zas w liczniku zachodzg wstawy
lub dostawy potowy summy dwu bokéw trdjkata, w mianowniku mamy
odpowiednio wstawe lub dostawe potowy boku trzeciego. Prawidto
wiec na zapamietanie tych wzoréw jest nastepujace: Jezeli w liczniku
lewej strony rownania mamy wstawe potowy summy katdéw lub bokdw,
z drugiej strony réwnania nalezy bra¢ w liczniku odpowiednig, ro-
znice bokéw lub katow, gdy za$ z lewej strony réwnania bedziemy mieli
w liczniku dostawe katéw lub bokéw, z drugiej strony réwnania nalezy
bra¢ summe odpowiednig bokéw lub katéw, czyli innemi stowy kazdej ro-
znicy odpowiada z drugiej strony réwnania wstawa, summie za$ dostawa
i nawzajem. | tak, gdybySmy chcieli wypisa¢ wzér drugi z uktadu (1),

to jest mie¢ sin (P —y), natenczas za mianownik nalezy wzig¢ dostawe

j sin-i-(p —t)

— a; bedzie wiec na pierwszej stronie A , drugg strone wy-
cos— a

piszemy w ten spos6b, poniewaz chodzi nam o wstawe réznicy, a wstawie

odpowiada znak—, roznicy za$ odpowiada wstawa, przeto nalezy wzigé

sin = (6 — c), Ze za$ mamy wstawe roznicy bokdéw, to za mianownik na-
lezy wzigé wstawe potowy boku a i przeto otrzymamy na drugiej stronie
sin &—0)

sm )

17. ANALOGIJE NAPIERA.

Jezeli réwnania (1) artykutu poprzedzajagcego podzielimy stronami
odpowiedniemi pierwsze przez trzecie, drugie przez czwarte, czwarte
przez trzecie i drugie przez pierwsze przyjdziemy do nastepujacych
wzordw:

1)

cotg— a  cos L (6 -t- ¢)

(2)
cotg — a sin (h+ ¢
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cosi-(p-T)

<3)

—c) sin—(P —Y)

(4) , I | .
tg — a sm P+

Wzory te, ktérych mozemy wyprowadzi¢ wiecej, mianowicie dla sty-
cznych summy lub réznicy kazdych dwu katéw i kazdych dwu bokdw
trojkata zowia, sie analogijami Napiera (Mirifici logarithmorum
canonis descriptio 1614, 11, 6).

AVzory te takze tatwo zapamietamy, jezeli zauwazymy, ze ilekro¢
w liczniku pierwszej strony zachodzi summa katéw lub bokéw, po drugiej
stronie mamy dostawe, gdy zas w liczniku pierwszej strony mamy réznice,
po drugiej mamy wstawe, nadto; ze ilekro¢ w liczniku pierwszej strony
mamy summe lub r6znice katéw, w mianowniku zachodzi dostyczna potowy
kata trzeciego, gdy za$ w liczniku mamy styczng potowy summy lub
réznicy bokéw, w mianowniku zachodzi styczna potowy boku trzeciego.

AVzory Delambre'a i Analogije Napiera majg wazne zastosowania
przy rozwigzywaniu tréjkatéw kulistych jak nie mniej w Astronomii sfe-
rycznej.

WZORY, ODNOSZACE SIE DO TROJKATOW KULISTYCH PROSTO-
KATNYCH.

18, Jezeli wtrdéjkacie kulistym jeden z jego katow jest prosty, mo-
wimy, ze tréjkat kulisty jest prostokatny, a Yok przeciwlegty katowi pro-
stemu zowiemy przeciwprostokatna. Poniewaz w kazdym tréjkacie kuli-
stym summa katow jest wieksza od dwu katéw prostych, przeto trdjkat
kulisty moze zamyka¢ dwa a nawet trzy katy proste, w pierwszym razie
trojkat kulisty zowie sie dwuprostokgtnym, w drugim za$ trojkatem troj-
prostokatnym.

Jezeli trdjkat kulisty zawiera dwa katy proste czyli jest dwuprosto-
katny, natenczas dwa jego boki sg rdwne ¢wiartkom okregu kota czyli 90®,
trzeci za$ jest miarg kata trzeciego. JezeU trdjkat jest tréjprostokatny,
natenczas wszystkie trzy boki sg éwiartkami okregu kota. Z tego po-
wodu ani trojkat dwuprostokatny,- ani tréjprostokatny nie prowadza do
zadnych zadan i dlatego niemi zajmowac sie nie bedziemy.

19. Niech A (fig. 6) bedzie wierzchotkiem kata prostego a, troj-
kata kulistego ABC, za$ bok BC a jego przeciwprostokatng, katami
pozostatemi p iy, bokami za$ hi c.
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Jezeli we wzorze pierwszym uktadu (1) art. 2-go, (1) art. 4-go, (1)
art. 7-go i (1) art. 8-go, zatozymy a=90*",
przyjdziemy do wzoréw nastepujacych, stu-
zacych dla tréjkata kulistego prostokatne-
go, mianowicie:

(1) cosa = cos6 coscC.
sin5= sina sinB,
Fig. 6. ) | Sinc= sinasiny,
tg& = tgacosY,
tgc= tga cosp,
) tg & = sinctgp,
tgc = sin6tgT,
cosa~ cotgpcotg,
(4) cosp cos&siny,

cosY = coscsin [3.

Wzory te, w ilosci dziesieciu, dajgce nam zwigzki miedzy trzema
elementami tréjkata kulistego prostokatnego, daja sie wystowi¢ w sposéb
nastepujacy:

1) W trojkacie kulistym prostokatnym dostawa przeGiio;prostokatnej
jest réwna iloczynowi dostaio pozostatych hokotu tréjkata;

2) W trdjkacie kulistym prostokgtnym, wstawa jednego z bokéw,
przylegtych katowi prostemu, jest réwna wstanie przeciwprostokatnej po-
mnozonej przez wstaw” kata przeciwlegtego temuz hokowi;

3) W trojkacie kulistym prostokgtnym styczna hoku, przylegtego do
kata prostego, jest rowna albo iloczynowi stycznej przeciwprostokatnej przez
dostawe kata przylegtego do tegoz boku, albotez iloczynowi stycznej kata
przeciwlegtego temu bokowi przez tvstaw§ boku pozostatego;

4) W tréjkacie kulistym prostokatnym dostawa przecitiprostokat-
nej jest rowna iloczynowi dostycznych katéw do niej pi'zylegtych, a nadto
dostawa jednego z katow jest rdiona iloczynowi dostawy boku przeciwle-
gtego przez wstawg kata drugiego.

20. "Wzory powyzsze dajg sie przedstawi¢ w ksztatcie bardzo ta-
twym do zapamietania. Jakoz, jezeli w tréjkacie kulistym prostokatnym
(fig. 7) w miejsce bokdw b i ¢ napiszemy ich dopetnienia 90" —b i 0® —¢
a kata prostego nie bedziemy brali pod uwage, bedziemy mieli pie¢ wiel-
kosci a, Y, 90°—b, 90°—c i p, ktére wystawi¢ sobie mozemy, jako umiesz-
czone w tymsamym porzadku na obwodzie kota.



zwigzki miedzy katami i bokami tbé6jkata kulistego.— 11 28S

Owoz, wszystkie wzory wyprowadzone, powyzej dlatréjkata kulistego
prostokatnego, dajg sie wystowié w sposéb nastepujacy: Dostawa jednej
z tych icielkosci réima sie albo ilocsynoici
dostyémycJi dwu wielkosci do niej przyle-
ghych, alhotez iloczynoivi wstaic dwu iviel-
Tiosci pozostatych.

Twierdzenie to niejako ogdlne dla
tréjkatéw kulistych prostokatnych podane
zostato przez Napiera.

I tak: 1) Uwazmy wielko$¢ a, ponie-
waz na kole do wielkosci a sg przylegte
PiY, przeto na zasadzie tego twierdzenia
bedziemy mieli

90-C

90-h

Fig. 7.

cosa =< cotgpcotg,
cosa= sin (90" — h) sin (90 — c¢) — cos h cos c,
otrzymujemy pierwszy wzor (4) i wzor (1) art. 19-go.
2) Podobniez wychodzac z wielkosci 90" — h, do ktérej sg przy-
legte wielkosci y i 90" — c, bedziemy mieli
cos (90" — h) — cotgY cotg (90" — c¢),
cos (90" — sina sinp, stad
tgYsin& = tgc,
sinh = siuasinp,
otrzymujemy wzér czwarty uktadu (3) i pierwszy (2) art. 19-go.

21. Powyzsze réwnania przedstawiaja niektore wihasnosci trojkatow
kulistych prostokatnych i tak: 1) wzér cosa = cos & cosc pokazuje, ze do-
stawy trzech bokdw a, c sg albo wszystkie dodatne lub dwie z nich
ujemne; zatym albo wszystkie trzy boki sg mniejsze od 90", albotez jeden
<:;90", a kazdy z dwu pozostatych wiekszy od 90". 2) wzory tg 6=:sinctg3
i tgc= sinJtgY, z przyczyny, ze wstawy bokéw & i c sg dodatne, pokazuja,
Zze w kazdym tréjkacie kulistym prostokatnym kat i bok jemu przeciw-
legty sa oba mniejsze albo oba wigksze od 90°.



ROZDZIAL 1.
ROZWIAZYWANIE TROJKATOW KULISTYCH.

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW KULISTYCH PROSTOKATNYCH.

22. Trdéjkat kulisty iirostokatny zawiera pie¢ elementéw, miano-
wicie trzy boki i dwa katy. Trojkat jest wyznaczony, gdy mamy dane dwa
ktorekolwiek z tych elementdéw, przez co przychodzimy do dziesieciu za-
gadnien, ktorych jednak rozwigzanie przywodzi sie do szesciu roznych
przypadkéw, mianowicie, gdy dane sa:

1) dwa boki przylegte do kata prostego;

2) jeden z bokow i przeciwprostokatna;

3) jeden z bokéw i kat jemu przeciwlegty;

4) jeden z bokdw i kat do niego przylegty;

5) przeciwprostokatna i jeden z katow;

6) dwa katy.

23. 'Frsypadelcl-szy. Majac damhohi prztjleglte do hata pi-ostego
trojkata Jmlistego, male$¢ prcecmprostoJcatng i dtca haty.

Niech beda dane hic.

Przeciwprostokatng znajdziemy za pomocg wzoru

1) cosa= cosi cosc,
katy za$ pi Y za pomocg wzordw

C AL v A
2 tofi Ging ! Ysin6

Poniewaz przy uzyciu logarytmow, otrzymujemy doktadniejsze wy-
padki, szukajac katdw za pomoca stycznych, przeto w niektérych razach
zamiast wzoru pierwszego, korzystniej zastgpi¢ go innym. Szukamy na-
przod katéw pi Y za pomocg wzoru (2), a nastepnie przeciwprostokatnej «,
tgc tga= 9&

za_pomocg Wzoru tga = 0 v
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FrsyTctad
Rachuneh hatéw B i Y

Rachuneh przeciicjn-ostohatnej a

Brzyhtad 2-gi.

Rachuneh hatéiv @ Y

Rachuneh przeciwprostohatnej a

297

6

6

PIIZYKLADY.
DANE SZUKANE
h c a T
230 18" 12" 550 28' 24" 580 37'50",4 27036' 6".3 74046'30",7
120 10 0 60 0 16 104 33 0 116 43 12,3 63 28 39 ,
177 44 11,3 178 56 42,7 2 29 50 114 58 22 ,4 155 0 22,
48 19 43 67 48 17 i 75 27 13,9 50 30 26 ,7 73 3

2,

9
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Jezeli bok h jest bardzo maty  n sekund, natenczas
cotgc.
Przyktad.
24. Frzijpadeh 2-gi. Majac przeciwprostokatng i jeden z hokow
trojkata kulistego prostokatnego, znales¢ pozostaty hok i katy.
Niech bedg dane aih.
Bok ¢ znajdziemy za pomocg wzoru

1)
i otrzymamy jedyna warto$¢. Kat p otrzymamy za pomoca wzoru

(2

Z dwu wartosci kata [3 wypadajacych z tego wzoru, wezmiemy te, ktora
z bokiem h jest albo mniejsza albo wieksza od 90". Nakoniec katyY
znajdziemy ze wzoru

(3)

Z tego widzimy, ze jezeli trojkat jest mozebny, natenczas istnieje
jedno tylko rozwigzanie. Lecz, aby tréjkat byt mozebny, potrzeba, aby
znalezione wartosci cosc, sinp i cos Y, zados¢czynity warunkom mozebno-
&ci istnienia trojkata. AVarunkiem koniecznym i dostatecznym jest w tym
przypadku, aby przeciwprostokatng a, byla zawarta miedzy

Jakoz, aby réwnanie (2) wyznaczato wstawe, potrzeba, aby
czyli sinz™ <! sina. Poniewaz za$ boki Si a sg mniejsze od 180", przeto,
gdy hjest mniejsze od 90", by¢ powinno & < a < 180" — h\ gdy za$ h jest

swieksze od 90" powinno by¢ 180" — h<Z a <ih\ czyli innemi stowy a po-
winno by¢ zawarte miedzy h i 180"—Zresztg, przy'tym warunku,

warto$é jest co do wartosci bezwzglednej mniejsza od je-
dnosci, warto$¢ za$ cosY = t@l\é\ jest rowniez zawarta miedzy — i +1;

przeto warunek powyzszy jest konieczny i dostateczny.

25. "Wzory artykutu poprzedzajacego wyznaczajg ¢, pi Y za pomo-
cg dostaw i wstaw, mozemy jednak znale$¢ te wielkosci za pomocg sty-
cznej. Jakoz, poniewaz - sg mniejsze od 90", przeto
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"Wreszcie, poniewaz kat 46® + ~ moze by¢ mniejszy lub wiekszy

od 90«, stosownie do wielkosci kata p wzgledem 90®, przeto

Bierzemy znak + gdy bjest mniejsze od 90®, za$ znak — gdy b jest
wieksze od 90®; poniewaz &i p sa jednoczesnie, albo oba < 90®, albo
oba > 90®.

Przyklad 1-szy. a= 124®31' 36", b= 23®18' 12".
Rachunek katdic 3t Y

Rachunek boku c

Przyktad 2 gi.
Rachunek katéw B « Y
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Bachuneh hohuc

PRZYKLADY.
DANE SZUKANE
a h c P T
86" 27" 23" 85" 55' 50" 290 25" 46" 870 59 53'" 290 29" 29"
125 40 0 143 33 0 43 32 31 133 0 18 57 59 17"
121 22 7 23 18 12 124 31 33 27 36 5 105 13 28

Jezeli bok h jest bardzo maty i wynosi np. n sekund, natenczas kat P

w sekundach mozemy otrzyma¢ za pomocg wzoru

Przyktad.

Jezeli wreszcie boki i i a sg oba bardzo mate h — n sekund, a=: p se-

kund, natenczas

20. Brzypadeh 3-ci. Majac damj hoh przylegly do hata prostego,
trojkata kulistego i kat jemu przeciwlegly, znale$¢ pozostaly kat i loki.

Niech bedg dane | i[3

Szukane wielko$ci otrzymamy za pomocg wzorow

M)

Kazdy z tych Avzorbw daje nam odpowiedni element trojkata, wyrazony
przez jego wstawe, byle tylko wartosci tych wstaw nie byly wieksze od
jednosci. ZauAvazmy naprzdd, ze aby trojkat byt mozebny potrzeba
przedewszystkim, aby wstawy powyzszych elementéw trdjkata byty do-
datne. Lecz, aby sina bylo dodatne, potrzeba, aby sin& i sinp byty je-
dnakowego znaku, aby za$ sin ¢ bylo dodatne, potrzeba, aby tg & i tg p byty
jednakow”ego znaku, zatym w obu razach bok h i kat p sg jednocze$nie
> 90° lub oba < 90°, tensam wniosek otrzymujemy i z wyrazenia siny.
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Pozostaje nam jeszcze pokazac, pod jaldk warunkiem wstawy tych
elementéw s3, mniejsze od jednosci. Warunkiem tym jest, ze kat p po-
winien by¢ zawarty miedzy 90" i b. Jakoz, aby sina byto mniejsze od
jednosci, potrzeba, aby sin&< sin[3 ze za$§ h i p sgjednoczesnie albo
> 90» albo <90®, przeto gdy p<90«, bedzie gdy zas £>90°, bedzie

czyli w pierwszym przypadku 6< p< 900, w drugim za$
900< p< Zatym warunkiem koniecznym jest, aby B przypadato mie-
dzy 90" i 6. Ten warunek jest nie tylko konieczny, ale i dostateczny,
albowiem skoro jemu staje sie zados¢, sin  ktore jest dodatne, bedzie
<1, réwniez sin® jest dodatne i bedzie <1. Zauwazmy w koncu, ze
powyzszy warunek obejmuje jednoczes$nie i warunek pierwszy, ze & i p po-
winny by¢ jednocze$nie > O® lub < 9O

Przypusémy, ze warunkowi temu staje sie zado$¢ i szukajmy, ile
istnieje tréjkatéw danemu zadaniu odpowiadajgcych. Niech a', c'i
beda wartosci elementdéw a, ¢, y, otrzymane z tablic za$ a" = a'
c¢"= 180® - ¢, f = 180®— Y spetnienia tych elementéw, ktére réwniez
jak pierwsze, zados¢czynig rownaniom (1). Wezmy naprzéd c' mniejsze od
90®, poniewaz c i Y powinny by¢ jednoczesnie < 90® lub > 90®, przeto na-
lezy wzia¢ Y'mniejsze od 90®. Poniewaz wiemy, ze cosn  cos 6 cosc,
cosa i coscsg jednakowego znaku, gdy h< 90®, znakéw za$ przeciwnych,
gdy & > 900; gdy wiec h< 90®, nalezy wziag¢ a— a\ gdy zas b> 90°,
nalezy wzig¢ a—a" = 180® — a'.

AVezmy nastepnie c= c¢"> 90®, natenczas trzeba wzigé Y= Y"
wieksze od 90®; ze za$, na mocy wzoru cosa = cosbcosc, cosa i cosc sg
jednakowego znaku, gdy b << 90®, znakow za$ przeciwnych, gdy b> 90®;
gdy wiec b< ®nalezy wzig¢ a= a"~ 180®— a', gdy za$ b> 90" na-
lezy wig¢ a= a'< 90® Widzimy wiec z tego, ze gdy b przypada miedzy
O® i bistniejg zawsze dwa trojkaty, rozwigzujgce zadanie, mianowicie:

1)

Jezeli h jest réwne p, mamy
a zatym jedno rozwigzanie, mianowicie tréjkat dwuprostokatny.

27. ‘tatwo mozemy sie przekonac gieometrycznie, ze jezeli zadanie
jest mozebne, istniejg w ogble dwa tréjkaty, zadoscczynigce warunkom
zadania. Jakoz, jezeli ABC (fig. 8) jest trojkatem kulistym, majgcym
kat CAB=:900 i zado$¢czynigcym warunkom zadania, to jest, ze kat

bok AC = natenczas przedtuzajgc boki BA i BC az do
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przeciecia sie w punktach B', otrzymamy tréjkat kulisty prostokatny
AB'C, ktory zado$cczyni¢ bedzie warunkom zadania, albowiem trojkat

otrzymany ma kat CAB'= 90®, bok = &i kat AB'C, jako réwny

ABC = p.
28. Mozemy tez otrzyma¢ szukane elementy za pomocg wprowa-
dzenia stycznych, trygonometrycznych. Jakoz, mamy

i wtych wzorach bierzmy znak  jezeli odpowiedni element a, lub c, lub
Y jest mniejszy od 90®, za$ znak —jezeli odpowiedni element jest wiekszy
od 90®; zresztg warunki (2), wyprowadzone w artykule 26-ym, pokazg nam,
jakie nalezy braé znaki w poprzedzajacych wzorach.
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Przyktad 1-szy.
Rachunek hoku a

Przyktad 2-gi.

Rachunek hoku ¢

Ruchunck kata Y

Rachunek hoku a

Rachunek hoku c

Rachunek kata'Y
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PRZYKLADY.

DANE SZUKANE
h a c Y
750 27' 14" 67748" 17 73« 3 3"
48NO9' 43" 50" 30'26",7
104 32 46 112 11 43 106 s6 57
92 40 26 29 23 29 29 25 36

93 4 10 91 30 27 J
87 19 34 150 36 31 150 34 24

( s8 37 51,3 124 31 35 105 13 28,6
156 41 48 152 23 54
121 22 8,7 55 28 25 74 46 31,4

125 3 51,4 38 1 28,8 48 48 54,8
136 49 37 123 17 19
54 56 8,6 141 58 31,2 131 11 5,2

29. Prsypadelc £-ty. Majac jeden s lokow, przijlegtycli do kata pro-
stego trojkata kulistego i kat don przylegly, znale$¢ pozostate loki i kat.

Niecit bedg dane | i 7.

Szukane elementy otrzymamy za pomocg wzorow

Dostawa kata p przypada miedzy — 11 1, nadto jest tegozsame-
go znaku co cos&, gdyz sin7 jest dodatne; otrzymujemy wiec jedne war-
tos¢ kata pito jednoczesnie z & > lub < 90®. Boki a i ¢ otrzymujemy
za pomocg stycznych trygonometrycznych, przeto bedziemy mieli po jednej
wartosci na kazdy. Trdjkat wiec jest zawsze mozebny i otrzymujemy
jedno rozwigzanie.

Bachunek przeciwprostokatnej a Bachunek loku ¢

Bachunek kata p
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Przyktad 2-gi.

Bachunek przeciwprostokatnej a Bachunek hoku

Bachunek kata

PEZYKLADY.
DANE SZUKANE
h T a c c
940 4' 10" 150» 30" 31" 86° 27" 23" 150™ 34" 14" 92" 0" 8"
120 10 0 116 31 20 75 27 0 119 59 44 116 43 12
48 19 43 106 56 57 104 32 46 112 11 43 50 30 27
44 26 21 50 0 0 56 45 19,1 39 50 30,9 56 50 30,8

30. Przypadek 5-ty. Majac dang przeciwprostokatng tréjkata ku-
listego ijeden zjego katdw, znalesé pozostate dwa hoki i kat.

Niech bedg dane aip.

Szukane elementy trdjkata znajdziemy za pomocg wzoréw

Drugi i trzeci z tych wzoréw daja po jednej wartosci kazdej z wiel-
kosci ci Y, oba te elementy ci Y sag jednocze$nie oba wieksze lub mniejsze od
90", dopdki tgc i cotgY majg jednakowe znaki. "Wzlr pierwszy wyznacza
bok h za pomoca jego wstawy, warto$¢ ktérej jest mniejsza od jednosci,
nadto, poniewaz & i p sg jednoczes$nie mniejsze lub wieksze od 90", przeto
bierzemy te warto$¢ h, ktéra jednoczes$nie z p jest wieksza lub mniejsza
od 90". Zadanie wiec jest zawsze mozebne i otrzymujemy jedno tylko
rozwigzanie.
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Jezelibysmy chcieli *«7znaczy¢ bok h za pomocs, jego stycznej, na-
tenczas obliczamy najpierw ka,t Y za pomocg trzeciego z powyzszych wzo-
réw, a nastepnie bok h za pomocag wzoru tg 6= tga cos Y-

PrsiyMad  1-ssy.

Bachunek hokii h Bachunek boku ¢

Bachunek kata Y

Przyktad 2-gi.

Bachunek haku b Bachunek boku c.

Bachunek kata Y

PBZYKLADY.

DANE SZUKANE
a b c Y

58»45' 51" 36" 5'26",7i 30®14'36",4 530 6'40",9 69n7'33",8
104 33 0 63 16 48 59 50 0,3 119 59 44,3 116 31 20,8
75 27 13,8 129 29 33,3 131 40 17 112 11 43,2 106 56 57,2
2 29 496 65 1376 21548,7 1 317,3 2459 37,4
93 22 37 92 0 7 93 55 30 30 37 35 30 41 7
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31. Przypadek 6-ty. Majac dane dwa katy piy trojkata kulistego
prostokatnego, znales¢ jego boki.

Niech beda dane piY-

Szukane elementy tréjkata znajdziemy za pomocg wzorow:

M)
O]

(3)

Kazdy z szukanych elementow otrzymujemy za pomocg jego dosta-
wy, otrzymamy wiec jedne wartos¢ kazdego elementu, byle tylko wartosci
tych dostaw przypadaty miedzy — 1i + 1; jezeli wiec z/idanie jest mo-
zebne do rozwigzania, otrzymujemy jedno tylko rozwigzanie.

32. Warunki moZebnosci zadania dajg sie gieometrycznie wprost
otrzyma¢. Jakoz, aby istniat trojkat zadaniu odpowiadajacy, powinien
istnie¢ takze odpowiedni tréjkat biegunowy, a ktérego bokami, jak wia-
domo bedg 9Qo, 180« —p i 180® —Y- Aby jednak tréjkat biegunowy
bytmozebny, koniecznym i dostatecznym jest, jak wiadomo, aby kazdy
z jego bokdw byt mniejszy od summy pozostatych bokéw, summa za$
trzech jego bokéw byta mniejsza od 360®, to jest, potrzeba, aby byto

czyli

1)

Warunkami mozebnosci zadania sg: summa katow P + T powinna
przypada¢ miedzy 90" i 270", rdznica za$ tychze katow p — Y przypadac
powinna miedzy — 90" i 90".

33. Warunki powyzsze dajg sie takze otrzymac ze wzoréw, poda-
nych w art. 31-ym. W tym celu uwazmy réwnanie (2) art. 31-go. Aby
z réwnania tego mozna byto otrzymaé bok b, potrzeba, aby

ie za$ siuY jest dodatne, przeto

Rozwazymy tutaj dwa przypadKi:
1) Przypus¢my, Ze p<; 90"; wtedy cos p jest dodatne, nieréwnosci
— sinY  cosp staje sie zado$¢, przeto pozostaje jedyny warunek
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czyli

Xaty 90"—p i Y dodatne i mniejsze od 180", aby wiec powyzszemu
warunkowi stawato sie zado$¢, potrzeba, aby kat Y przypadat miedzy
900 _ pijego spetnieniem 90" + p, a poniewaz 90" — p jest mniejsze od
900 przeto by¢ powinno 90" —p< Y < 90"+ p, czylip+ Y > 90"
i p_Y>—90". Poniewaz zresztg p<90", a Y mniejsze od 180°, przeto
nieréwnosci p+ Y<270" staje sie zado$¢; wreszcie réznica p—Yjest
mniejsza od 90", albowiem p jest mniejsze od od 90". Warunki przeto
'(4) art. 32-go sg konieczne.

2) Przypusémy, ze p > 90"; wtedy cosp jest ujemne, nieréwnosci
cosp < sinY staje sie zado$¢, jedynym warunkiem koniecznym dla moze-
bnosci zadania' jest — cosp < sinY, czyli cos (180" — p)< siny albo
sin (90" — 180" + P)< sinY albo wreszcie sin (p — 90") < sinY- Kazdy
z katow p— 90" i Y jest dodatny i mniejszy od 180", nadto kat p— 90"
jest mniejszy od 9O przeto mie¢ powinnismy

czyli

Zresztyg pjest wieksze od 90", summa p+ Y jest mniejsza od 90", zaSp—Y
jest wieksze od —90"; albowiem” jezeli Y jest mniejsze od p, réznica p—Y
jest dodatna, a jezeli Y jest wieksze od p, z przyczyny, ze p jest wieksze
od 90", katy y i Pj jako zawarte miedzy 90" i 180", dajg roznice Y —P
mniejszg od 90", a tymsamym mamy p—Y > —90". Zatym warunki
(1) art. 32-go wtym przypadku sg konieczne.

Warunki (1) art. 32-go sg nietylko konieczne ale i dostateczne, albo-
wiem, gdy im sie staje zado$¢, z réwnania (3) art. 31-go otrzymujemy
jedne warto$¢ cosc, o czym sie mozna przekona¢ powtarzajagc na wzorze
(3) rozumowania powyzej przeprowadzone; nakoniec z réwnania (1) art.
31-go, wynika jedna warto$¢ cos a, przypadajgca miedzy — 1i + 1. Jakoz,
poniewaz cosa=:rcotg pcotgY= “gp”g" ' PY®Wdostatecznym bedzie do-
wiesé, ze gdy nieréwnosciom (4) art. 32-go staje sie zados¢, wartosé bez-
wzgledna iloczynu tgp tgY jest wieksza od jednosci.

Jezeli pi Y sg mniejsze od 90", iloczyn tgp tgy jest dodatny i z przy-
czyny nieréwnosci P + Y>90" czyli 90"—PCY, mamy
czyli cotgp<tgy, czyli
- " Jezeli p<;90", Y>90" iloczjn tgp tgY jest ujemny, na zasadzie
za$ nierébwnosci p—y> — 90", czyli 90" — p< 180" — Y] bedzie
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zatym iloczyn tg B tg X
jest co do wartosci bezwzglednej wiekszy od jednosci.

Jezeli [3>90" i Y<90® iloczyn tgp tg7 jest ujemny, z nieréwnosci

, mamy p —90®<:Y) a poniewaz oba te katy sg ostre, przeto
czyli 1< tg (180® —P)tg Y albo 1< —tgptgy, zatym
warto$¢ bezwzgledna tgP tgY jest wieksza od jednosci.

Jezeli nakoniec p>90® i Y>90® iloczyn tgp tgY jest dodatny; z nie-
rownosci p -f-Y < 270®, otrzymujemy p— 90® < 180®— Y, ze za$ katy
p— P®i 180® — Y sa ostre, przeto tg (p — 90®) < tg (180® — Y), czyli
cotg (180® — p) N tg (180® — Y), czyli 1< tg (180® — P) tg (180® - Y),
czyli 1< tgp tgY-

Nierdwnosci wiec (1) art. 32-go, dajg nam warunki konieczne i do-
stateczne, aby zadanie bylo mozebne do rozwigzania.

34. Wzory art. 31-go wyznaczajg elementy a, h, ¢ za pomocg od-
powiednich dostaw; mozemy tezsame elementy wyznaczy¢ za pomocg Sty-
cznych, a mianowicie:

przed kazdym z tych pierwiastkdw bierzemy znak -f , albowiem boki
a, h, c sg mniejsze od 180®, zatym -"j A 4 sg mniejsze od 90®; zreszty
a a |

pierwiastki sg rzetelne na mocy warunkéw (1) art. 32-go, ktérym wedtug
naszego zatozenia staje sie zadosc. i
Przyktad 1-szy.
Bachuneh przeciwprostokatnej a Bachunek hoku h
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Rachuneh hohuo

Uzywajac siedmiocyfrowych logarytmow, znajdziemy

Prsyhtad 2-gi.
Rachuneh przeciwprostohatnej a Rachuneh hohu h

Rachuneh hohu ¢

PEZTK?.ADY.

D AN E SZUKANE

Y a h o

940 3" 40" 70 650" !124040'21",6 124052'48",4 50 50'45"
87 5 30 84 950 89 42 9 87 435 84 9 23
90 36 42,3 90 50 47 i 89 59 27,5 90 36 42,5 90 50 47,2
129 29 333 73 3 29 104 32 46,1 131 40 17 67 48 17

PRZYPADKI, W KTORYCH ROZWIAZANIE TROJKATA KULISTEGO
SPROWADZA SIE DO ROZWIAZANIA TROJKATA KULISTEGO PROSTO-
KATNEGO.

35. Zdarzajg sie tréjkaty kuliste, ktérych rozwiazanie sprowadza
sie bezposrednio do rozwigzania trojkata kulistego prostokatnego, i tak:
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1) Jezeli miedzy elementami tréjkata danego znajduje sie jeden
bok réwny cwiartce okregu kota, natenczas kat odpowiedni w trojkacie
biegunowym bedzie prosty; ze za$ dla rozwigzania trojkata danego sa
nam dane dwa jego elementy, przeto bedziemy mieli wiadome w tréj-
kacie kulistym biegunowym, ktéry bedzie prostokatny, dwa jego elementy.
Zadanie wiec rozwigzania tréjkata kulistego danego sprowadzi sie wtedy
do rozwigzania trojkata kulistego biegunowego prostokatnego. Skoro
rozwigzemy trojkat biegunowy, otrzymamy szukane boki i katy trojkata
danego, biorgc spetnienia odpowiednich katéw i bokdw trojkata kulistego
biegunowego.

Warunki, jakim sie stawa¢ zado$¢ powinno, aby rozwiazanie troj-
kata kulistego byto w tym razie mozebne, wyprowadzimy z warunkéw dla
trojkata kulistego biegunowego, ktéry jest w tym przypadku tréjkatem
kulistym prostokatnym.

Zadania, tyczace sie rozwigzania tréjkata kulistego, ktérego jeden
z bokéw jest éwiartkg okregu kota, dajg sie bez pomocy tréjkata kuliste-

go biegunowego sjii-owadzi¢ do rozwigzania tréjkata kulistego prostokat-
nego. Jakoz, jezeli w trdjkacie kulistym ABC (fig. 9) bok BC= a=:90",
natenczas przedtuzajagc bok CA tak, aby CC = O®i tgczac punkty B
i C tukiem kota wielkiego, utworzymy tréjkat ABC, w ktorym kat
ACB = 90®. Jezeli boki BC, CA i AB trojkata BAC oznaczymy
przez a', 6', c', katy za$ im przeciwlegle przez a', p', 7', bedziemy mieli

Jezeli bok CA >90®, natenczas odcinajac CC = BC= 9® (fig. 9a"
otrzymamy trojkat prostokatny kulisty BCA. ktéreeo boki AB = c.
, katy zas$ j
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Rozwigzujac wiec trojkat kulisty BAC, w ktérymkolwiek z szesciu
przypadkéw bedziemy tymsamym mieli i rozwigzany trojkat ABC.

2) Jezeli w trdéjkacie ABC, (fig. 10)
pomiedzy jego elementami znajdujg sie dwa
boki a i h réwne sobie, czyli, gdy trojkat
jest réwnoramienny, natenczas prowadzac
z wierzchotka C koto wielkie prostopadie
do boku AB utworzymy dwa trojkaty pro-
stokatne symetryczne ACH i CHB. Jezeli
jeden z tych tréjkatéw rozwiazemy, majac
dane dwa ktoregokolwiek z jego elementdw,

Fig. 10. mie¢ bedziemy rozwigzanie tréjkata réwno-
ramiennego.

3) Jezeli w trdjkacie kulistym ABC (fig. 11) dwa jego boki

ai albo dwa katy a i p sg spetniajgcemi sie, natenczas przedtuzajac

boki BA i BC az do przeciecia sie w punkcie B' utworzymy tréjkat

Fiff. 11.

réwnoramienny ACB', w ktorym AC CB'i CB'A p'= p. Rozwig-
zanie wiec w tym przypadku tréjkata ABC sprowadza sie do rozwiazania
trojkata rownoramiennego, a tymsamym do rozwigzania trojkata kulistego
prostokatnego.

FrzyMad  1-szy.

"W tym razie rozwigzujemy trojkat prostokatny biegunowy, w ktorym
V = 29"25'46", P'= 29" 27' 52",8, za pomocg wzorow

Machuneh hohu a' Bachuneh hohu ¢'
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Bachunek kata Y'

Poniewaz [3 <C90®, przeto na za zasadzie artykuiu 26-go, jako roz-
wigzanie trojkata biegunowego bedziemy mieli

Zatym rozwigzaniami trojkata danego beda:

Przyklad 2-gi. Majac dane hoki
,znalesé katy trojkata kulistego.

PonieAvaz a + 6= 180®, przeto rozwigzanie trojkata uskutecznimy
za pomocg prawidta w punkcie trzecim niniejszego artykutu wytozonego,
to jest rozwigzemy trojkat AB'C, w ktérym bok AB'= ¢'— 180® — ¢

, bok
tréjkat, w ktorym dwa boki sg rowne 27®46'29",6, trzeci za$ rowny
46®56'24". Rozwiazujemy wiec tréjkat kulisty prostokatny, ktorego
46® 56' 24"

a
Mamy wtedy

jednym bokiem jest c¢' = — 28® 28' 12", a przeciwprostokatng

Piachunek kata Y'
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Baclmneli kata P’

Ze za$ kat V' jest spetnieniem kata Y, za$ kat [5 = p, przeto

Wreszcie kat a jako spetniajacy kata p, bedzie

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW KULISTYCH JAKICHKOLWIEK,

36. Wiemy, Zze trdjkat kulisty, jest w ogdlnosci wyznaczony, gdy
dane sg trzy ktérekolwiek jego elementy, zatym i zadania, tyczace sie roz-
wigzywania tréjkatow kulistych, sprowadzajg sie do rozwazania tylu przy-
padkéw, ile jest kombinacyj z szesciu elementéw po trzy na raz branych,
czyli do dwudziestu przypadkdw; przypadki jednak te daja sie sprowadzié
do szesciu réznych przypadkéw, mianowicie, gdy sg dane:

1) trzy boki tréjkata kulistego;

2) trzy jego katy;

3) dwa boki i kat miedzy niemi zawarty;

4) jeden bok i dwa katy don przylegte;

5) dwa boki i kat jednemu z nich przeciwlegty;

6) dwa katy i bok jednemu z nich przeciwlegty.

Eotbierzemy szczeg6towo kazdy z tych przypadkow.

37. Przypadek 1-szy. Majgc dane trzy hoki trdjkata kulistego,
znale$¢ jego katy.

Niech beda dane a,h i c.

Kat a wyznaczy¢ mozemy bezposrednio za pomocg wzoru pierwszego
z wzoréw (3) art. 2-go, to jest

Lecz wzér ten nie jest dogodny do rachunku logarytmami i dlatego
do wyznaczenia kata a uzywamy wzoréw (1), (2) lub (3) art. 10-go, mia-
nowicie :
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Jezeli chodzi o znalezienie jednego z katéw trdjkata kulistego, obo-
jetng jest rzecza, ktorego z tych wzoréw uzyjemy; jezeli za$ chodzi nam
0 znalezienie wszystkich katdw trojkata, najdogodniej uzyé wzordw, da-
jacych nam styczng potowy kata; gdyz wzory te wymagajg szukania tylko
czterech logarytmow dla wszystkich katow i dajg dostateczne przyblizenie.

Zwroci¢ nalezy uwage, ze przy uzyciu wzordw na styczng potowy

kata rachunek daje sie znacznie uprosci¢. Jakoz, wzor na mo-
zemy napisa¢ w ksztatcie:

Jezeli wiec oznaczymy przez X warto$é pierwiastka po prawej,-
ktéry wyraza, jakto ponizej zobaczymy, styczng trygonometryczng pro-
mienia kota wpisanego w trdjkat kulisty, bedziemy mieli

a znalazszy warto$¢ logX dostatecznym bedzie od niego odja¢ log sin (p—a),

logsin (p — b), logsin (p — ¢), aby otrzymac logarytmy

"Wzory powyzej przytoczone zarazem wskazujg nam znane warunki
mozebnosci rozwigzania tréjkata kulistego. Jakoz, w przypadku rozwa-
zanym wedtug art. 11-go zadanie bedzie zawsze mozebne, gdy summa
trzech bokdw trojkata jest mniejsza od 360" i kazdy z bokdw jest mniej-
szy od summy dwu pozostatych.

Przyktad 1-ssy.

Rachunek przedwstepny
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Rachunek kata a Rachunek kata p

Rachunek kata'Y

Uzywajac logarytmdéw siedmiocyfrowych, znaleZlibySmy nastepujace
wypadki

Jezeli dla znalezienia kat a uzyjemy wzoru

natenczas wprowadzajac taki kat positkowy  aby

otrzymamy

Stosujgc ten wzor do powyzszego przykiadu, otrzymamy
Rachunek kata cp
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Bachuneh hata a Bachuneh iloczynu sinh sine

Uzywajac za$ logarytmow siedmiocyfrowych, znalezlibySmy

PBZYKLADY.
DANE SzuKANE
a h e a P Y
37029' 147 68047'43"9 960 47'21" 4 25024 12"2 410 & 1350 34" 37,2

69 3 34,8 7556532 70 832 72 27 47,9 82 3 22,6 73 47 26
50 48 20 116 44 48 129 11 40 59 51 22 94 50 25 120 8 38
109 39 0 38 28 164 128 18 46 72 12 53,6 38 58 40,6 127 30 4,5
29 54 40,1 148 26 4,8 162 25 59,6 69 49 29,1 99 49 8,8 145 22 49,9
1

38. Przypadeh 2-gi. 3lajac dane trzy haty tréjhata hulistegOf
znale$¢ trzy jego hoki.

Niech beda dane a, pi 7.

Boki a, h, c tréjkata kulistego otrzymamy za pomocg wzoréw (1)
artykutu 8-go. Jakoz, bok a znajdziemy z pierwszego z tych wzoréw

Wzo6r ten jednak nie jest dogodny do rachunku logarytmami i mo-
gliby$my jedynie przez wprowadzenie kata positkowego, uczyni¢ go dogo-
dnym do rachunku logarytmami. Zazwyczaj jednak do wyrachowania
bokéw trojkata uzywamy wzoréw (1), (2) lub (3) art. 13-go, mianowicie;
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cos(P—p) cos (P-. T)

cos . .
sinpsiny
sin — — cos? cos (P—a)
sinpsiny
—cosP cos (P —
tg
gdzie 2P = a+ p4-Yv.

Jezeli zachodzi potrzeba znalezienia jednego z bokdw tréjkata, obo-
jetng bedzie rzecza, ktéry z tych wzoréw wezmiemy za podstawe rachun-
ku; jezeli za$ potrzebujemy wyrachowaé wszystkie boki tréjkata, najdo-
godniej jest uzywaé wzoréw na stycznag potowy boku; w tym bowiem razie
potrzebujemy znale$¢ logarytmy czterech funkcyj trygonometrycznych,
gdy, tymczasem uzywajac wzoru na dostawe potowy boku, potrzebujemy
szukaé szesciu logarytméw, uzywajac za$ wstawy — siedmiu logarytméw.
Zwrdci¢ nalezy uwage, ze przy uzyciu wzor6w na styczng potowy boku,
mozemy, jak w przypadku poprzedzajagcym, rachunek znacznie uproscic.
Jakoz, wzér na styczng potowy kata mozemy napisa¢ w ksztatcie

— cosP
o0 cos (P —(3) cos(p —Y) '
jezeli wiec wartos¢ pierwiastka po prawej oznaczymy dla skrocenia przez
y , czyli jezeli

_ 1 /"cos (P—g) cos(P—p)cos (P~AN
Y/ — cosP '

gdziejakto ponizej zobaczymy, oznacza dostyczng promienia kota
opisanego na trdjkacie kulistym, bedziemy mieli

1 cos‘P—a?

tgTa= podobnie? tg zi &= COS()E) —S)

Po znalezieniu logarytmu p, dostatecznym bedzie odja¢ go od loga-
rytméw cos (P —a), cos (P —p) i cos (P —y), aby znale$¢ logarytmy
stycznych potowy bokdw.

Wzory powyzsze zarazem obejmujg warunki, jakim sie zado$¢ sta-
wac powinno, aby rozwigzanie trdjkata byto mozebne. Jakoz, wedtug
art. 14-go, zadanie bedzie mozebne do rozwigzania, gdy summa trzech
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katéw bedzie wieksza od 180", a mniejsza od 540®, a nadto summa dwu
ktorychkolwiek katow zmniejszona o kat trzeci, bedzie mniejsza od 180®.
Zwrocic¢ nalezy uwage, ze przypadek niniejszy rozwigzania tréjkata
kulistego daje sie za pomoca trojkata kulistego biegunowego sprowadzi¢
do przypadku pierwszego, to jest do rozwigzania tréjkata, gdy sa dane
trzy jego boki.
FrsyMad.

Mamy w tym razie
Bachuneh pruedicstepny

liachunek hoku a

Rachunek hoku b

Rachunek hoku c
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PKZYKLADY.

DANE s zu KANE

a P Y a h c

720 12' 53" 1410 i'33"  52030' o 109039' 8"6 141032' 59".2 51041 14".8
189 21 21,3 126 57 52 123 8 11,7 130 0 O 110 0 O 100 O O

154 35 47,8 41 5 3,5 44 25 22,8 142 30 454 68 47 44 83 12 38,6
41 55 45 142 13 58 12 49 37,5 101 22 13,2 116 1 454 19 0 33,9
82 32 43,1 52 49 46,6 119 31 27,1 38 4 11,8 65 58 20,7 87 27 9.8
34 58 32,4 127 10 13,4 65 53 26,9 38 4 11,7 121 0 11 100 55 40,2

39. Przypadek 3-ci. Majgc dane dwa hoki trojkata kulistego i kat
miedzy niemi zawarty, znales¢ pozostaty hok ¢ i katy.

Niecit beda dane a,h \ kat

Na zasadzie wzoréw (1) artykutu 7-go, mianowicie pierwszego i trze-
ciego znajdziemy szukane katy; jakoz

(1)
(2)

Aby wzory te uczyni¢ dogodnemi do rachunku logarytmami, wpro-
wadzamy takie katy positkowe 9i  aby

(3)
(4)

(5)

(6)

Znajdziemy wiec katy a i p, szukajac dla kazdego pieciu logarytmaéw.
Majac za$ katy a i p, znajdziemy bok ¢ za pomocg wzoru

ktory przez wprowadzenie ktéregokolwiek z katdw positkowych @ i daje
nam wyrazenie dostawy boku c, dogodne do rachunku logarytmami, mia-
nowicie :

()
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Zdarza sig, ze bok c nie daje sie doktadnie wyznaczy¢ przez swoja
dostawe; wtedy rachujemy naprzéd katy ai  a nastepnie znajdujemy
bok ¢ za pomocg jego stycznej; jezeli bowiem wzory

podzielimy stronami odpowiedniemi przez wzory (7) i uwzglednimy zwiazki
3), (4), (5) i (6), znajdziemy

40. Zadanie powyzsze mozemy takze rozwigza¢, za pomocg analogij
Napiera." Jakoz, na zasadzie pierwszego i drugiego z wzoréw artykutu
17-go, mamy

Z tych wzoréw znajdziemy A @+ i i — tymsamym katy
szukane a i p. Pozostaty bok ¢ mozemy znale$¢ albo za pomoca wzoru
przypuszczajac, ze kat a jest juz nam znany, albotez

za pomocg wzoru J)elarabre'a

lub tez analogij Napiera

albo
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41. Widzimy, ze uzywajac do rozwigzania zadania wzoréw, poda-
nych w art. 39-ym, potrzebujemy do znalezienia kata a Inb 3 szukaé pieciu
logarytmoéw, uzywajac za$ sposobu, podanego w artykule 40-ym, potrzebu-
jemy szukaé takze pieciu logarytméw do znalezienia obudwu katow.
Przy szukaniu wiec obu katéw a i [i korzystniej jest uzywaé analogij Na-
piera. Podobniez, gdy chodzi o znalezienie, oprocz katéw a i p, boku r,
korzystniej jest uzywaé analogij Napiera, gdyz one wymagajg szukania
jednego logarytmu. Gdy jednak chodzi o znalezienie samego boku ¢ ko-
rzystniej jest uzyé jednego z wzoréw (7) art. 38-go, gdyz on wymaga Szu-
kania pieciu logarytméw. Poniewaz przypuszczamy, ze dane elementy
sg zawarte miedzy O i ISO", przeto zadanie jest zawsze mozebne i posiada
jedno rozwigzanie.

42. Gdy zachodzi potrzeba znalezienia jedynie boku c¢ trojkata
kulistego, jezeli ten przez swoje dostawe nie daje sie doktadnie oznaczyé,
mozemy jeszcze uzy¢ innego wzoru. | tak, jezeli we wzorze

cosc= cosacosh sinasinhcosy,
zamiast cosy wezmiemy 1— 2sin®” y, bedziemy mieli
cos c— cos (a— b) — 2sinasinI>sin® y, czyli
sinn G —sin® {a—I)-\- sinasinhsin® " .

Jezeli do tego wzoru wyprowadzimy taki kat positkowy ic, aby
1

shi =Y
tgic — JIMsina sin/?,
sinl(a—i”)
otrzymamy
1
M= cosu

AVzér ten, jak i poprzednie, wymagajg szukania pieciu logarytméw.

411, Zadanie powyzsze mozemy tez rozwigza¢ za pomocy trojkatow
kulistych prostokatnych. Jakoz, jezeli z wierzchotka A (fig. 12) popro-
wadzimy koto wielkie prostopadle do boku BC, to koto to przetnie bok BC
w punkcie H, albo miedzy punktami C i B albotez na przedtuzeniu boku
CB (fig. 12a). Trojkat ABC.bedzie wtedy summa albo réznicg dwu
trojkatow prostokatnych kulistych ACH i ABH, stosownie do tego czy
punkt H przypada na boku CB, czytez na jego przedtuzeniu. Rozwazajac
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trojkat ACH, mamy w nim dang przeciwprostokatng AC = 6 i kat
ACH = Y, mozemy wiec ten trojkat rozwigzac i znaleS¢ boki AH i CH,
majac za$ bok CH, znajdziemy HB CB — CH = a— CH; z trojkata
za$ AHB prostokatnego, w ktérym wiadome bedg AH i HB, znajdziemy

Fig 12,

pozostate jego elementy. Jezeli CH jest mniejsze od a, kat p tréjkata
ABC bedzie réwny katowi ABH tréjkata prostokatnego ABH; jezeli
zas CH jest wieksze od a, kat ptréjkata ABC bedzie spetnieniem kata
ABH trojkata prostokatnego ABH. Kazdy z trojkatéw prostokatnych
ma jedno rozwigzanie, zatym istnieje jeden tylko tréjkat, zado$éczyniacy
warunkom zadania.

FrzyMad.

1) Szukamy najpierw katéw positkowych @ i (j; takich, aby

Nastepnie katy a i p znajdujemy za pomocg wzoréw
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Rachunek Jcata a Rachuneh hata p

Bok za$ ¢ znajdziemy za pomoca jednego z wzoréw (7) art. 39-go,
przypusémy, ze bierzemy wzor

2) Ten sam przyktad rozwigzemy za pomocg analogij Napiera.

Rachuneh kata Rachuneh kata

Bok za$ c za pomocg wzoru Delambre'a.
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PRZYKLADY.

DANE sz UKA NE
a h Y a 1 p C

37029'14",7 111012'16",1  44025'22",8 ! 25024'12",2 1380 54'56",6 830 12'38",7
69 3 348 104 3 6,8 106 12 342 i 72 27 479 97 56 37,4 109 51 28,3
3 43 252 177 41 455 152 58 556 120 57 6 147 56 7,6 178 1 40
70 20 50 3828 0 5230 0 107 47 6,5 38 58 26,7 51 41 14
141 55 48,2 1114 1391 119 21 27,2 147 27 17 127 10 13,4 87 27 10

44. Frzypadeli 4-ty. Majac dany hole trojkata liulistcgo i dwa ligty
don przylegle® znale$6 pozostate holi trojkata i kat.

Niech bedfjdane c, a i p.

Za pomocg wzorow (1) artykutu 7-go, mianowicie drugiego i czwar-
tego, znajdziemy szukane boki, jakoz wzory

daja
<1)

(2)

Aby te wzory uczyni¢ dogodnemi do rachunku logarytmami, wpro-
wadzamy takie katy positkowe @ i  zawarte miedzy O i 180", aby
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(3)

AVtedy wzory (1) i (2) dadza, sie napisaé w ksztatcie:

(4)

Znajdziemy tym sposobem boki a, h, kat za$ y znajdziemy za pomoca
wzoru

ktéry, przez wprowadzenie ktéregokolwiek z katéw positkowych @ lub
da nam wyrazenie dostawy kata Y, dogodne do rachunku logarytmami,
mianowicie:

(5)

(6)

Zdarzajg sie przypadki, ze kat Y nie daje sie doktadnie wyznaczyé
za pomoca jego dostawy, w tym razie szukamy najpierw bokéw a i h,
a nastepnie kat Y za pomocg stycznej, ktorg znajdziemy, jezeli wzory

podzielimy stronami odpowiedniemi przez wzory (5) i (6) i uwzglednimy
zwigzki (3) i (4), mianowicie:

45. Zadanie powyzsze mozemy takze rozwigza za pomocg ana-
logij Napiera. Jakoz, na zasadzie trzeciego i czwartego z wzoréw
art, 17-go, mamy
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Z tych wzoréw znajdziemy @+ b)i (a— b), a tymsamym
boki a i

oo, A ) sjina ..
Kat Y mozemy znalesc, albo za pomocg wzoru siny = i.— sinc =

— - ~ przypuszczeniu, ze boki a lub h sg znane z poprzedzaja-
sin

cego rachunku, albotez za pomoca wzoru Delambre'a

A sini- (a+ A

= s! T (a—b)

albo wreszcie za pomocg jednego z nastepujacych wzordw analogij Na-
piera

sin ~{a—bhb) A

'tg Y 1 cotg — (@a- p),
sin - (« + h)

tg 2-T= - cotg-- (@ + m,
cos {a-l-b)

46. Z wzoréw, wyprowadzonych wpoprzedzajacych artykutach, na
szukane dwa boki a i b tudziez kat 7, widzimy, ze uzywajac do rozwigza-
nia zadania wzoréw, podanych w artykule 44-ym, potrzebujemy szukaé
pieciu logarytméw, aby otrzymaé logarytm stycznej jednego z bokdw;
uzywajac za$ wzoréw, podanych A/art. 45-ym, potrzebujemy wprawdzie
szukaC takze pieciu logarytméw, ale majac je, przychodzimy do zna-
lezienia logarytméw stycznych potowy summy i réznicy bokéw szukanych
a tymsamym i

do znalezienia obu bokéw. Jezeli wiec chodzi o znalezie-
nie obu bokdw a i b, korzystniej jest uzywaé analogij Napiera, anizeli
wzoréw podanych w art. 44-ym, gdy za$ chodzi o znalezienie samego boku,
wtedy wzory art. 44-go daleko predzej prowadza do celu anizeli wzory
art. 45-go. Poniewaz przypuszczamy, Ze dane elementy sg zawarte miedzy
O i 180", przeto zadanie jest zawsze mozebne i posiada jedno rozwigzanie.

47. Jezeli zachodzi potrzeba znalezienia jedynie kata 7 trojkata,
gdy wyznaczenie dostawy nieprowadzi do doktadnego wypadku, mozemy

uzy¢ innego wzoru da wyznaczenia tegoz-kata. .Jakoz. jezeli we wzorze
y g cosc\( yznagaeia 5§ %O'ZI' s?h d sin |5 ¢os c',
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zamiast cos ¢ Avezmiemy otrzymamy

stad

Azeby ten Avzdr uczyni¢ dogodnym do rachunku logarytmam, AV-pro-
wadzamy kat positkowy w, taki, aby

tym razie wzOr poprzedzajacy daje sie najiisa¢ w ksztatc.e:

AVzor ten postuzy do znalezienia kata Y, i tak, jak i poprzednie, Aw
maga szukania pieciu logarytmdw.

48. Zadanie powyzsze mozemy sprowadzi¢ do rozwigzania dwu
tréjkatéw kulistych prostokatnych. Jakoz, jezeli poprowadzimy z wierz-
chotka A (fig. 13) tuk kota wielkiego prostopadtego do boku BC, to tuk
ten przetnie bok BC A/ punkcie H, ktory znajdowac sie moze albo na boku
BC miedzy punktami B i C, albotez na przedtuzeniu tegoz boku (fig. 13a).

Fi-. 13. Fig. 13a.

Trdjkat ABC bedzie albo sumnig albo réznicag dwu trojkatow prostoka-
tnych kulistych BHA i AHC, stosownie do tego, czy punkt H znajduje sie
miedzy punktami B i C, c’ytez na przedtuzeniu boku BC; rozwigzujac
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kazdy z trojkatéw prostokatnych kulistych, bedziemy mieli tymsamym
rozwiagzanie tréjkata ABC.

Rozwazajac trojkat ABH, mamy w nim dang przeciwprostokatng c
i kat p, przeto znajdziemy kat BAH i boki AH i BH. W tréjkacie
ACH mamy dane jeden z bokow AH kata prostego, tudziez kat CAH,
ktdéry jest rowny réznicy miedzy katem danym a i katem BAH, znalezio-
nym z rozwigzania pierwszego z tréjkatéw kulistych prostokatnych, zatym
ten trojkat mozemy rozwigza¢. Kat 7 tréjkata ABC bedzie rowny kato-
wi ACH tréjkata prostokatnego kulistego lub jego spetnieniu stosownie
do tego czy kat BAH jest mniejszy lub wiekszy od kata danego a. Bok
i=AC znajdziemy przez rozwiazanie trojkata kulistego prostokatnego
CAH; nareszcie bok a znajdziemy z bokéw BH i CH, gdyz bok ten bedzie
rowny ich summie lub ich roznicy stosownie do tego, czy kat BAH jest
mniejszy, czytez wiekszy od kata a.

Kazdy z trojkatow kulistych prostokatnych ma jedno rozwigzanie,
zatym istnieje tylko jeden trojkat, zado$¢czynigcy warunkom zadania.

Frzyhtad 1-szy.
1) Szukamy najpierw katow positkowych @ i takich, aby

liachuneh Icata @ Bachunek kata

Nastepnie boki a i h znajdujemy za pomocg wzoréw
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Rachuneh hohuh

Kat Y znajdziemy za pomoca jednego z wzoréw (5) lub (6) artykutu
44-go. Wezmy wzor (5)

»

Ten sam przyktad rozwigzemy za pomocg analogij Napiera

Kat za$ Y za pomocg wzoru Delambre'a
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wtedy

PrzyJctad 2-gi. Przypusémy, Ze chcemy rozwigza¢ tréjkat kulisty
w ktérym

Rozwigzemy ten trojkat w sposéb podany przez Gaussa.

Na mocy wzorow Delambre'a

Szukamy szesciu logarytmow

*) Gauss, Theoria raotiis, str. 56.



332 TRYGONOJIETRYJA KULISTA.

Nastei)nie mamy

Stad otrzymamy

PBZYKLADY.

DANE SzUKANE

c a P T a h

1420 30' 45",3 1880 54' 56",5 1350 34' 37",2 1540 35' 47",7 1110 12* 16~ 900 47' 21"5
78 37 469 37 46 2 12 49 375 138 4 15 63 58 146 19 0 33,9
11 25 56,3 173 35 51 n 54 3 545 12 167 14 10,2 155 56 8,8
69 50 0 146 58 16,9 24 54 28,4 32 54 242 109 38 52 46 41 385
29 54 40,1 80 10514 39 9 50 65 58 20,9 32 32 43,1 20 10 10,2

49. Przypadeli 5-ty. Majagc dane dim loki tréjkata kulistego i kat
jednemu s nich inzeciwlegly, znale$¢pozostaty boki dwa katy.
Niech beda dane a, hi a.
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Szukamy naprzéd kata " za pomocg wzoru

@)

Majac kat p, pozostaty kat y i bok ¢ znajdziemy za pomoca analogij
Napiera, mianowicie:

Aby jednak zadanie byto mozebne do rozwigzania, potrzeba przede-
wszystkim, aby wyrazenie, dajace wstawe kata p byto nie wieksze od je-
dnosci, czyli, innemi stowy, pierwszym warunkiem mozebnos$ci zadanie jest

Jezeli temu warunkowi staje sie zado$¢, otrzymujemy dwie wielkosci
kata p, spetniajagce sie. Lecz, aby ktérakolwiek z tych wielkosci zadosc-

czynita zadaniu, koniecznym jest, aby wartosci tg Y itg-"- c byly do-

datne, a temu warunkowi staje sie zado$¢, gdy a —pia— & sg jedna-
kowego znaku, Jezeli temu warunkowi nie czyni zado$¢ zadna z dwu
znalezionych wielkosci kata [3 w takim razie zadanie jest niemozebne do
rozwigzania; jezeli za$ ktorakolwiek z wielkosci kata p zadoséczyni po-
wyzszemu warunkowi, mamy zawsze odpowiednio rozwigzanie. Jakoz,
poniewaz a—p i a— h sg jednakowego znaku, otrzymamy za pomoca
analogij Napiera wielkosci kata Y i boku c miedzy G® i 180". Lecz te
wielkosci kata Y i boku c beda tezsame, jakie wynikajg z pozostatych
wzoréw Napiera, albowiem wyprowadzaja sie one z dwu pierwszych, przy
uzyciu wzoréw

7i tego wynika, ze znalezione wielkosci katéw B iy i boku c zado$¢-
czynig czterem Avzorom Napiera. Jezeli wiec postawimy sobie za zadanie
znalezienie tréjkata, ktérego danemi bokami sg a, a katem danym '( za-
danie bedzie zawsze mozebne i szukanemi elementami bedg katy a, [i i bok c.
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Dwa przypadki, o ktoérych powyzej mowa, stanowig przypadKki
watpliwe trojkata kulistego, albowiem skutkiem otrzymania dwa wiel-
kosci kata p powstaje watpliwos¢, ktéra z wielkosci odpowiada trojkatowi
szukanemu. W zastosowaniach jednak nalezy rozwazy¢ warunki, w ja-
kich zadanie jest postawione.

50. Zadanie powyzsze mozemy jeszcze rozwigzaC za pomocg wzo-
row (3) art. 2-go i wzoréw (1) art. 7-go, wtedy mozemy znales¢ kat Y i bok
¢ bez znajomosci kata p. | tak, jezeli we wzorach

cosa  cos & cosc 4" sinhsinccos a,

cotgasinl) =: cos & cosY + sinY cotg a,

potozymy
Q tgcpr=tg6cOSa,
natenczas otrzymamy
(2) COS (¢ — CP) RR= cosacosc
N N NN COS&
3 cos (Y — = cotgatg & cos

Aby rozwigzanie zadania byto mozebne, koniecznym jest, aby war-
tosci cos (c — i cos (Y —  byly zawarte miedzy — 1i -J- 1; lecz tatwo
sie przekonaé, ze oba te warunki dajg sie zawrze¢ w jednej nieréwnosci

sinhsina ~ 7
sma

Jezeli temu warunkowi staje sie zado$¢, z rownan (2) i (3) mozemy
znale$é kat Y — 'I'i bok ¢ — @, a tymsamym kat Y i bok c. Watpliwosé,
wskazana w poprzedzajacym artykule; i tutaj ma miejsce, jezeli bowiem,
kat Y —1t = bok ¢c—cp=:N sprawdzajg powyzsze rownania, sprawdzac
je takze beda: kat Y —T= —Q i bok c— @ = —N, a zatym i dwa
katy i dwa boki bedg zadoséczynity powyzszym réwnaniom i pozostanie
watpliwos¢, ktéry z katdéw i ktory z bokéw nalezy przyja¢ do rozwigzania
zadania. Wypada nam teraz pokazaé, kt6rg z wielkosci boku c i kata Y
nalezy wziagé, aby, tacznie z odpowiednig wielkoscig kata p, dawaty tréjkat,
zado$éczynigcy warunkom zadania. Jezeli katy positkowe @ i * wprowa-
dzimy do wzoréw

cotg hsinc— cotgpsina= cosccosa,

cosp= —cosacosY + sinasiny cos
otrzymamy

(4) sin(c-cp) = sin(p”, sin(Y - s i n
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Wzory te iiokazuja, ze roznice c—diy—~" jednakowego
znaku. Z tych wzoréw nadto widzimy, ze gdy te ro6znice sg obie dodatne,
katy a i p sg albo oba mniejsze albo oba wieksze od 90®; gdy za$ roznice
te sg ujemne, zkatéw a i jeden jest mniejszy, drugi za$ wiekszy od 90".
Z tego rozumowania W3niika, ze jezeli przez M oznaczymy wielko$¢ kata »
mniejszag od 90®, natenczas wielkosci p, Y i ¢, zadoséczynigce warunkom
zadania, dadza sie ugrupowac w sposéb nastepujacy:

0= —M, c—(Ff—N, Y= —0Q gdy a <900,
(5)

Z rownan (2), (3) i (4) przy uwzglednieniu réwnania (1) i réwnania
»__ _sinJsina

sin 3— sin a , otrzymamy

6 t -N) = t - == tad
(6) g(c-")= tga cos tg (Y cosy o
(7 tg (c — sinhsinatg (v —

Jezeli zachodzi potrzeba znalezienia wszystkich trzech nieznanych
elementéw trojkata, i jezeli znajdziemy kat p zapomocg wzoru (1),
mozemy z korzyscig uzy¢ wzoréw (6) i (7); gdyz wzory te wymagaja
szukania o jeden logarytm mniej anizeli wzory (2) i (3), nadto wyzna-
czajg réznice c— @ i Y — zapomocg stycznych. Przy przeprowadzeniu
rachunku mozemy réznice te uwaza¢ jako dodatne, to jest, jako réwne
+ N i + Q; lecz gdy bierzemy dla kata [i wielko$¢ M nalezy zmieni¢ znak
drugiej strony réwnania (6), gdy kat a jest wiekszy od 90".

51. WIroAvadzenie katéow positkowych @i do rozwigzania za-
piania sposobem podanym w artykule poprzedzajgcym wychodzi na po-

Fig. 14. Fig. 1l4a.

dzielenie tréjkata kulistego ABC za pomoca kota wielkiego OD, popro-
wadzonego przez wierzchotek C, prostopadle do boku AB na dwa troj-
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katy prostokatne. Jakoz, jezeli bok CI) (fig. 14) z bokiem AB tworza
kat prosty, natenczas z trojkata ACD mamy tg AD = tg?) cos a,
cotg ACD=: oZ<tga, stad wynika, ze bok AD ='f, kat ACD {
Zadanie wiec w tym razie sprowadza sie do rozwigzania dwu trojkatow
prostokatnych kulistych AOD i BCD, po rozwigzaniu ktdrych znajdziemy
szukane elementy trdjkata danego w sposéb, podany przy rozwigzaniu
przypadkéw 3-go i 4-go za pomocg rozkiadu trojkata na dwa trojkaty
kuliste prostokatne.

52. Z rozwigzania powyzszego zadania widzimy, ze otrzymujemy
dwie wielkosci kata [3 a skutkiem tego mamy watpliwos¢, ktéra z nich
zado$éczyni warunkom zadania.

Kozhidr szczeg6lnych przypadkéw pozwala czestokro¢ bez szukania
kata [3 wyprowadzi¢ mozebno$¢ rozwigzania zadania. Rozbidr ten, jak-
kolwiek dos¢ dtugi, nie przedstawia jednak trudnosci w otrzymaniu poza-
danych rezultatéw.

Zanim przystgpimy do rozbioru przypadku ogélnego zadania, za-
uwazmy naprzéd, ze, gdy a —h, natenczas a— p. Na mocy wzorow®
Napiera, mamy

cotg-J-Y tgacosa tg , c= tga cosa,

a ze cotg 5 Ti tg ZJ ¢ sg dodatne, przeto kat a i bok a sg jednocze$nie

mniejsze lub wieksze od 90", stad wypada, ze gdy a”h, bedziemy mieli
tylko wtedy rozwigzanie, gdy a i a sg jednocze$nie oba mniejsze lub oba wie-
ksze od 90"; jezeli a i o, bedg rdwne, kazdy 90°, wtedy cotg — Y itg—c

beda nieoznaczone i bedziemy mieli nieskoriczong ilo$¢ rozwigzan. Z roz-
bioru przypadku og6lnego, oprécz przypadku gdy a—h" pominiemy réwniez
przypadki, gdy kat a lub ktérykolwiek z bokéw a i i sg réwne 90"; przy-
padki bowiem tego rodzaju s])rowadzaja sie do rozwigzania trojkata kuli-
stego prostokatnego, ktore podaliSmy we wiasciwym miejscu.
Przechodzimy do rozbioru zadania w przypadku ogélnym.
Przedewszystkim pierwszym warunkiem mozebnosci zadania, jak to
W7zej zauwazylismy, jest, aby m\h sina < sina. Jezeli temu warunkowi
nie staje sie zado$¢, zadanie jest niemozebne do rozwigzania. Jezeli za$
warunek ten ma miejsce, otrzymujemy dwie wielkosci kata p, mianowicie
MiW = 180" —M, gdzie M< 90". Aby ktérakolwiek z tych wiel-
kosci odpowiadata warunkom zadania, potrzeba, aby a —p i a— 5 byly
jednakowego znaku, czyli jezeli J\[ ]na odpowiada¢ warunkom zadania,
jDotrzeba, aby a—M i a —h byly jednakowego znaku; podobniez
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jezeli M' ma odpowiadaé warunkom zadania, potrzeba, aby

byly jednakowego znaku. Rozbierzemy dwa przypadki, gdy
i gdy a> 90", przy odpowiednich wielkoSciach boku

gdy a< 90"i & < 90®, natenczas a < 6 lub «> przypadek
a = hpomijamy, jako powyzej juz rozebrany;

a) gdy a<.h wzor sinp= i " n M > a, tymbardziej

wiec M'  a, mamy zatym w tym razie dwa rozwigzania;
h) gdy natenczas moga zajs¢ trzy przypadki:
w przypadku pierwszym mamy
zatym sin&<Csina, wtedy M <C a czyni zado$§¢ warunkom zadania; za$
M' > a nie odpowiada warunkom zadania, mamy wiec jedno rozwigzanie;
w przypadku drugim, gdy a i = 180", mamy 6=:180»—a i sn>»
= sina, a zatym M=:a, za§ M'>a; nie mamy wiec zadnego rozwigzania;
wreszcie w przypadku trzecim, gdy a + & > 180", mamy h> 180" — a,
sinh > sina, zatym M > a, tymbardziej M'> a; nie mamy wiec zadnego
rozwigzania.
2) gdy a< 90" i h™ 90", natenczas moze by¢ albo a < & albo
przypadek a — h pomijamy, jako wyzej rozebrany;
a) gdy a Ch, natenczas mogg zaj$¢ trzy przypadki:
w przypadku pierwszym, gdy
mamy sin&  sina, katy M i M' sg wieksze od a i oba czynig zado$¢ wa-
runkom zadania, mamy wiec dwa rozwigzania; w przypadku drugim, gdy
a-i-6= 180", sin&=:sina, a stad M=::a, nie czyni zados¢ warunkom za-
dania zas§M'>>a czyni zado$¢, mamy wiec jedno rozwigzanie; wreszcie
w przypadku trzecim, gdy a 1 8 0 ", sinZ< sina, kat M <Ca nie
czyni zado$¢ warunkom zadania, kat zas M'> a czyni zado$¢ warunkom
zadania, mamy wiec jedno rozwigzanie.
h) gdy a>.&, wtedy sina < sinh, albowiem l)oki ai & sg> 90",
wtedy kat M a, tymbardziej M'> a i nie mamy zadnego rozwigzania.
Przypadek, A/ ktérym kat a;> 90", daje sie w podobny sposéb roze-
bra¢, a tymsamym przyjs¢ mozemy do rezultatéw, ktére wykazane sa
w nastepujacej tabliczce:
dwa rozwigzania
jedno rozwigzanie
zadne rozwigzanie
dwa rozwigzania
jedno rozwiazanie

zadne rozwigzanie
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[a<.h Zadne rozwiazanie
90°Ja> ia+ &= lub< 180"  jedno rozwiazanie
. 'a> &ia-f6> 180« dwa rozwigzania
0% ( la<6 ia-f Z72180" jedno rozwigzanie
/i> 90" a< Zia+ 6= lul)< 180 zadne rozwigzanie
'a> & dwa rozwigzania

53. AYypadki, powyzej otrzymane, dajg sie takze objasni¢ gieome-
trycznie. Jakoz, nakresimy na kuli potowe okregu kota wielkiego ADA'
(fig. 15), nastepnie kat A'AC = a; wiezmy bok AC — h i przedtuzmy go
az do przeciecia sie z kolem AA' w punkcie A', z punktu za$ C jako bieguna
promieniem kulistym réwnym bokowi danemu a, nakresimy tuk kota; tuk
ten spotka potokrag ADA' albo w dwu punktach B i B', albo w jednym
punkcie D, albo wreszcie nie spotka sie z tym potokregiem kota. To poka-
zuje nam, ze zadanie nasze moze mie¢ dwa rozwigzania, jedno rozwigzanie,

B D B
Fi". 15

lub nie mie¢ Zzadnego lozwigzania. Z punktu C poproAvadzmy tuk kota
wielkiego prostopadty do AA', niecb CD bedzie dtugoscig tego tuku; na-
tenczas w trojkacie pi'ostokatnjm kulistym ACD, IOk CD bedi®ie mniej-
szy od 90", gdy kat jemu przeciwlegly ajest ostry, jest za$ wieksi-y od 90",
gdy kat jemu przeciwlegly jest rozwarty; w pierw*szym przypadku CD jest
najmniejszym, w drugim za$ najwiekszym tukiem kota wielkiego, jaki
z punktu C do potokregu ADA' poprowadzié mozna. Na tej zasadzie
opiera sie caty rozbiér gieometryczny zadania.

1) Gdy bok a jest zawarty miedzy hi jego spetnieniem 180" —h
zadanie ma zaw"sze jedno rozwigzanie, jakikolwiek bedzie kat a, albowiem
okrag kota, zakreslony z punktu C jako bieguna i promieniem kulistym r6-
wnym a, przecina jeden z tukéw CA albo CA'i przediuzenie drugiego,
wiec przecina pétokreg ADA" w jednym punkcie i wyznacza tréjkat kulisty.
Przypadek ten to jest, gdy h™ a” 180" — h prowadzi do nastepujgcych
przypadkow: a<! a+ i> 180"ia:>h, a h<i 180", ktére zaw arte
sa w podanej powyzej tabliczce.
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2) Gdy bok anie jest zawarty miedzy hi 180" — i jednoczes$nie
z wielkosci a i a jedna jest mniejsza od 90°, a druga wieksza, zada-
nie jest niemoZebne do rozwigzania. Jakoz, przypuszczajac, Ze bok a

jest Aviekszy od Z i od 180" —i, wtedy & ia+ &>180", a wiec bylo-
by a> 90"; przypuszczajac przeciwnie, Ze bok a jest mniejszy od hi od
180"— czyliaC”biad 180" —h, wtedy mielibySmy a<90". Gdy wiec

kat a < 90° prostopadta CD < 90", a ze bok a> 90", wtedy bok a jest
wiekszy od pochytych CA i CA', a tymsamym wiekszy od prostopadtej
CD, nie moze przecina¢ kota wielkiego ADA'. Gdy za$ kat a> 90",
CD> 90" za$ a <. 90", wtedy bok a jest mniejszy od pochytych CA i CA'
a tymsamym mniejszy od prostopadiej CD i nie moze przecina¢ kota wiel-
kiego ADiV'. Z tego wynika, ze jjrzy jakiejkolwiek wielkosci kata a trojkat
w tym razie nie istnieje. Przypadek ten prowadzi do warunkéw: &
ia> 180"—h, stad a> 90"; lub a< Z a< 180"—h, stad a< 90"
pierwszy prowadzi do warunku a C 90", drugi za$ do warunku a  90".
W pierwszym przypadku, gdy a <190", a>> & ia -f- & > 180", jak wska-
zuje nasza tabliczka niema rozwigzania, podobniez w drugim przypadku,
gdy a> 90", anadto a<.h \ aA-1 <i 180" wedtug naszej tablicy niema
réwniez rozwigzania.

3) Jezeli bok a nie jest zawarty miedzy hi 180" —  ale jedno-
cze$nie z a jest mniejszy lub wiekszy od 90", zagadnienie moze mieC dwa
rozwigzania, albo tylko jedno, albo zadnego rozwigzania. Jakoz, przy-
puszczajac, ze a<il)\ od 180"—h bedzie a<90" i a C 90" poniewaz z za-
fozenia a i a sg jednocze$nie oba mniejsze lub oba wieksze od 90", wtedy
CD jest prostopadta mniejszg. Jezeli zaSa> % ia> 180" — h bedzie
«>90" ia>. 90", wtedy CD jest prostopadtg wiekszag. Poniewaz bok a,
w pierwszym razie nmiejszy od pochytych CA i CA' jest Aviekszy od pro-
stopadtej mniejszej CD, w drugim za$, ten bok wiekszy od pochytych CA
i CA' jest mniejszy od prostopadiej wiekszej CD, przeto okrag kota na-
kreslony z punktu C jako bieguna promieniem kulistym a przecina koto
wielkie ABA' w dwu i)unktach, réwno oddalonych od punktu D i mamy
wtedy tréjkaty ACB i ACB' rozwigzujace zadanie.

Gdy bok a, mniejszy albo wiekszy od obudwu pochytych CA i CA'
jest réwny prostopadtej kulistej, odpowiadajgcej katowi a, wtedy tréjkat
ACD jest jedynym rozwiazaniem zadania.

Jezeli wreszcie bok a jest mniejszy albo wiekszy od obudwu prosto-
prostopadtych kulistycli, zagadnienie jest nie mozebne do rozwigzania.

Zauwazmy teraz, ze gdy aC,h i a< 180"—h mamy a<! 90"
jezeli wiec a <; 90° jalc tego zatozenie wymaga, mamy zawsze dwa roz-
wigzania, ktore powyzsza tabliczka wykazuje, gdy za$ ia>180°—
mamy a > 90", jezeli wiec a > 90", jak tego zalozenie wymaga, mamy
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réwniez dwa rozwigzania w tabliczce podane. W obu przypadkach, gdy

« + & = 180®, tabliczka réwniez pokazuje jedno rozwigzanie. Wreszcie,

gdy bok a jest mniejszy od prostopadiej kata a <; 90®, a wiekszy dla

prostopadiej kata a> 90® nie mamy Zadnego rozwigzania, co tez wy-
sina sin &

nika 2 warunku, ze — powmno by¢ mniejsze od' jednosci.
PrzyUad 1-szy. Niech bedg dane
Poniewaz w tym przyktadzie a <90®, &>90®, a + 6>180®, przeto
mie¢ bedziemy jedno rozwigzanie. Szukamy najpierw kata p, zapomoca

wzoru

:a ze kat p powinien by¢ wiekszy od 90®, przeto

!

Szukamy nastepnie kata y i boku ¢ za pomocg analogij Napiera
Rachunek kata '( Rachunek hoku c

Ten sam przyktad rozwazemy sposobem, podanym w art. 50-ym”
Szukamy naprzéd katow positkowych @ i (pza pomocg wzor6éw:
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Bachunek kata @ Bachuneh Tcata *

nastepnie boku c za pomoca wzoru

Kata Y za pomoca wzoru

Wreszcie kat B znajdziemy sposobem, podanym przy pierwszym roz-
wiazaniu zadania.

PrzyMad 2 gi. Xiech beda dane

W tym przykladzie a<: 90", < 9®iad h, przeto mie¢ bedzie-
my dwa rozwigzania. Szukamy najpierw kata p
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Bierzemy kat i szukamy jemu odpowiednich: kata Y i boku c za
pomocg analogij Napiera

Rachuneh hata Y Rachuneh hohuc

Bierzemy teraz drugg wielkos¢ kata p

i szukamy jemu odpowiednich kata Y i boku cza pomocg analogij Napiera-
Rachuneh hata Y Rachuneh hohuc
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Mamy wiec dwa rozwigzania

1)
2)
PRZYKLADY. *)
DANE Sz UKANE
a h a ) Y c

31" 33" 55",2 29" 54'40",1 80" 10' 51"4 69" 49’ 29",4;1 34" 37" 9".7 17034' 0“2
43 49 54 75 45 28 2359 02 1 34 40 21,7 147 14 52 112 46 0,5
145 19 38,3 20 16 22,4 36 10 54,2

31 33 552 150 5199 80 10 51,4 '110 10 30,7 145 22 50,2 162 25 59,8
49 89 140 50 9,8 159 49 49,5
10 51,1 163 25 10,2 171 2 133
116 1 452 160 59 26,1 142 13 58,1 167 10 22,5 138 4 151 78 37 47,2
94 49 31,8 13 20 57,2 3 59 20,6
85 10 28,2 3 14 228 0 58 326
104 3 68 70 8 32 97 56 38 73 47 25,7 107 32 10,2 110 56 23,5
80 10 51,1 140 50 10,2 159 49 495

99 49 89 163 25 98 171 2 133

1 99

29 54 40,1 147 27 16,9 65 58 20,9J
80
162 38 11,4 162 81 415 97 55 O,C?Ll
150 5199 32 32431 115 1391 1

54. Przypadek 6-iy. Majgc dane dwa kahj trojkata kidistego i hok
jednemu s nich przeciwlegly, znales¢ pozostaty kat i dwa hoki.

Niech hedg dane katy a, p i bok a.

Przedewszystkim bok h znajdziemy za pomocg wzoru

ktory da nam dwie wielkosci boku h spetniajace sie.
Nastepnie bok c i kat Y znajdziemy za pomocg analogij Napiera

*) Uzywajac do rozwigzania przyktadu czwrrtego, szostego i si6dmego sposobu,

podanego w artykule 50-ym, znalezlibySmy w przyktadzie czwartym tp= 165"26" 1"4,

= 152" 7'40", w przyktadzie széstym tp= 2028'56",6, = S®17'40"; w przyktadzie
sigdmym (@= 159" 3'36", = 157"40'2",2.
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Jezeliby$Smy chcieli znale$¢ wprost bok ¢, nalezy uzy¢ wzoru

i wprowadzic¢ kat positkowy (taki, aby

przez co wzér poprzedzajacy zamieni sie na

Znalazszy kat (p, ztego wzoru znajdziemy ¢ —  atymsamym bok c.
Dla znalezienia wprost kata 7 nalezy uzy¢ wzoru

w ktorym zaktadajac

otrzymamy

a stad

55. Zadanie powyzsze mozemy takze rozwigza¢ za pomocy troj-
kata kulistego biegunowego. Jakoz, jezeli potrafimy rozwigzaé trdjkat
kulisty Al B' C, ktdrego bokami sg al = a, y= 180® — (3 katem
za$ a! przeciwlegtym bokowi 180® — a jest 180® — «, natenczas trdjkat
biegunowy, odpowiadajacy tréjkatowi A'B'C' bedzie trojkgtem szukanym
i stosownie do tego, ile rozwigzahn otrzymamy ztréjkata A'B'C’, bedziemy
mieli tylez rozwigzan w zadaniu przez nas postawionym. Rozwigzanie troj-
kgta A' B' C uskutecznimy na mocy przypadku, podanego w art. 49-ym.

56. Zadanie to, podobniez jak i zadanie, objete przypadkiem pia-
tym, moze mie¢ dwa rozwigzania, albo tylko jedno, a nawet nie mie¢ za-
dnego rozwigzania. Rozhidr szczegolnych przypadkéw mozemy przepro-
wadzi¢, badz sposobami wskazanemi przy przypadku piatym, badztez przez
rozwazanie tréjkata kulistego biegunowego. Rozbioru tego nie podajemy
tylko ograniczymy sie na wskazaniu rezultatéw, jakie z tego rozbioru wy-
nikajg, z tym nadmienieniem, ze przypadki, w ktorych jeden z katéw a
lub p lub oba jednoczesnie sg réwne 90®, albotez w ktérym bok a — 90®,
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jako stanowigce przypadki rozebrane przy rozwigzaniu tréjkatow kuli-

stych prostokatnych, przez nas zostajg pominiete. Eezultatami temi sa:
jedno rozwigzanie
zadne rozwigzanie
dwa rozwigzania
zadne rozwigzanie
jedno rozwigzanie
dwa rozwigzania
jedno rozwigzanie
zadne rozwigzanie
dwa rozwigzania
jedno rozwigzanie
dwa rozwigzania
zadne rozwigzanie

PrzyUad 1-szy. Niech bedg dane

Bachuneh hoku h

Kata Yi boku cszukamy za pomocg analogij Napiera. Bierzemy
naprzod
Bachuneli kata'Y Bachunek hoku ¢
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Bierzemy nastepnie = 117® 13' 17" /4,
Bachunek kata Y Bachunek loku c

Rozwigzemy ten sam przykiad za pomoca tréjkata kulistego biegu-
nowego, szukanemu trojkatowi odpowiadajacego. Jezeli a' [B beda
katami, za$ «' V c¢' bokami trdjkata kulistego biegunowego, natenczas

Nlamy wiec w trojkacie biegunowym dane dwa boki i kgt jednemu
z nich przeciwlegly, rozwigzanie wiec tego trojkata sprowadza sie do przy-
padku pigtego. Rozwigzmy ten tréjkat, uzywajac metody, podanej w ar-
tykule 50-ym. W tym celu potézmy

i szukajmy katéw @ i (o

Bachunek kata (p

Bachunek kata
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Bok c' znajdziemy na mocy wzoru

Poniewaz a' <; 90", zatym

katy wiec szukane danemu zadaniu odpowiadajgce sa

Kat 7' trojkata biegunowego znajdziemy za pomoca wzoru

poniewaz a' 90", zatym

szukane wiec boki sg

Wreszcie szukane boki i & znajdziemy sposobem podanym przy
pierwszym rozwiazaniu zadania, mianowicie;
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PRZYKLADY.
DANE s zu KANE
a a h C Y
19032'13™,1 76020" 9".4 42057'10" . 13033'45" 17049'14" 620 46'40",2

. 58 59 59,1 79 4 20 114 6 38,2
J|121 0 09 151 34 40 153 44 184
76 20 9,4 17 28 185 173 10 29,8 157 22 491 82 4 58,38 17 49 13,9
114 1 393 92 32 50,2 60 38 33

i 65 58 20,7 36 48 98 81 30 354
121 1 09 127 10 13,4 145 1276 j141 55482 79 4 20,2 114 6 33,4
1117 13 199 93 15 30 145 13 54,4
I 62 46 40,1 150 30 50 163 40 17,7
162 31 41,5 94 49 345 1321 0 359216 16238 11,4 97 55 04

. 158 59 59,1 100 55 40 65 53 26,8
141 55 48,2 145 1 27,6 52 49 46,6 j|121 0 09 2825 20 26 15 416

38 4 118 3458 32,4 52 49 46,6
38 4 11,8 32 32 43,1 127 10 1341

144 9 472 160 27 469 149 28 29,4 |



ROZDZIAL 111.

POWIERZCHNIA TROJKATA KULISTEGO. PROMIENIE
KOt STYCZNYCH DO TROJKATA KULISTEGO.

POWIERZCHNIA TROJKATA KULISTEGO.

57. Wiemy z Gieometryi, ze powierzchnia tréjkata kulistego réwna
sie przepetnieniu czyli nadmiarowi trzech jego katéw nad dwa
katy proste, to jest, ze jezeli a, B iY oznaczajg katy trojkata kulistego,
a sjego powierzchnig, natenczas
(1) £= a+ p+ Y — 180.

Aby to wyrazenie nalezycie zrozumieé, potrzeba pamietaé, ze za
jednostke do mierzenia powierzchni trdjkatéw kulistych bierzemy taki
trojkat kulisty, ktérego wszystkie katy sg proste, a wiec kazdy z bokéw
réwna sie 90®. Skutkiem tego powyzsze wyrazenie oznacza, Ze powierz-
chnia danego tréjkata kulistego jest taka czescig powierzchni trojkata
trojprostokatnego, ktorg przyjmujemy za jednostke, jaka czescig kata
prostego jest przepetnienie czyli nadmiar £= a + p+ Y— 180. A ze

powierzchnia tréjkata przyjetego za jednostke jest  czeScig powierzchni
kuli, powierzchnia za$ kuli, gdy jej promien = r, wyraza sie przez
Horele pewierzehnia tréjkata przyjetego za jednostke réwna sie  iz"™
Mamy zatym proporcyja

(2 powierzchnia trojkata :-gl'[) —..ao

stad

owierzchnia trojkata = wrn A
p JKg a U
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Jezeli poAYierzchnig trojkata kulistego trojprostokatnego —

a
przyjmiemy za jednostke powierzchni, kat prosty czyli 90° za jednostke
kata, wtedy z poprzedzajgcego wyrazenia otrzymamy

powierzclinia tréjkata = + Y — 180,
co uzasadnia powyzsze przyjete w Gieometryi zwiezte okreslenie po-
Avierzclini trojkata kulistego.
Jezeli przy danym promieniu kuli r, wyrazonym w jednostkach lini-
jowych, chcemy otrzyma¢ w odpowiednich jednostkach kwadratowych,
powierzchnig S tréjkata kulistego, wtedy wedtug wzoru (1), mamy

czyli
3 S =

Przy uzyciu wzoru (3) do obliczania powierzchni trojkatow kulistych,
nalezy mie¢ na uwadze, czy nadmiar kulisty jest podany w stopniach, czy-
tez w minutach, czy wreszcie w sekundach, mamy bowiem

S= A% g gdy nadmiar e wyrazony jest w stopniach;

18060 ° = 10800 E™ gdy nadmiar swyrazony jest w minutach;
m %
180 60 60 YW\N A0 N w sekundach.

Lecz wiemy, ze diugo$é¢ tuku o promieniu réwnym jednosci, odpo-
wiadajacego jednej sekundzie, wyraza si¢ przez

przeto powierzchnia trdjkata kulistego, gdy nadmiar jego podany jest
w sekundach, wyraza sie przez
(a+ p4-Y—180) sini".
Jezeli wiec nadmiar trdjkata kuhstego, wyrazony w sekundach

oznaczymy przez E", natenczas powierzchnia trojkata kulistego S bedzie
réwna E"r2sinl", ze za$ sin 1"= 0,0000048481368, przeto

(4) S = 0,0000048481368 £" 1\

Tego ostatniego wzoru uzywamy najczesciej przy wielkich pomia-
rach ziemi, gdyz mierzone trojkaty na powierzchni ziemi mato sie réznig
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od tréjkatow ptaskich, a tymsamym nadmiar ich katéw zaledwie w sekun-
dach daje sie wyrazic.

Zazwyczaj przy uktadzie kart gieograficznych przyjmuje sie piet-
nastg cze$¢ Sredniego stopnia potudnika, jako réwng jednej mili gieo-
graficznej, skad wyprowadzamy, ze promien kuli ziemskiej jest réwny

ATz 859,437 mil gieograficznych (Scislej 859,43669). Zatym po-

wierzchnia tréjkata kulistego w milach gieograficznych wyrazi sie przez
S 0,0000048481368 . e (859,437)=,

stad logS log 0,0000048481368 + loge -f 2log 859,437

Zze zas5 log 0,0000048481368 = log sin 1" = 4,6855749 — 10

2 log 859,437 = 5,8684282

log 0,0000048481368 + 2log 859,437  0,5540031
przeto

(5) logS 0,5540031 4- logs.

Dla znalezienia wiec logarytmu powierzchni tréjkata kulistego
w milach gieograficznych nalezy do 0,5540031 doda¢ tylko logarytm nad-
miaru, wyrazonego w sekundach. Przypu$émy, ze nadmiar tréjkata ku-
listego wynosi 3", wtedy

log 0,5540031 -f log 3= 0,5540031 + 04771213 == 1,0211244,

a stad 10,508 mil gieograficznych kwadratowych. Z tego przyktadu
widzimy, jak wielkiego tréjkata ptaskiego powierzchnia, odpowiada po-
wierzchni trojkata kulistego, ktérego nadmiar wynosi 3" i jak wielkie na-
lezy mierzyé trojkaty na powierzchni ziemi, izby nadmiar ich katéw mozna
byto otrzymaé w sekundach.

58. Zajmiemy sie teraz podaniem wzor6w na powierzchnig tréj-
kata kulistego, gdy nie sg podane wprost jego katy, ale inne elementy
tréjkata, tenze trojkat wyznaczajace. Przypus¢my naprzdd, Ze chcemy
znale$é nadmiar czyli przepetnienie trdjkata kulistego, gdy dane sg dwa
boki tréjkata kulistego i kat miedzy niemi zawarty. Na zasadzie wzorow
Delambre'a, mamy

I cos — (a—h) n
.2 sin— (a+ p)= cos —Y,
Cos — C
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)

Jezeli pierwsze z tych réwnan pomnozymy przez cos A Y, drugie

za$ przez sin a Y? i tak pomnozone réwnania dodamy do siebie stronami

odpowiedniemi, otrzymamy

azea + p+ Y —180= s, przeto
czyli

Jezeli nastepnie réwnanie (1) pomnozymy przez sin > réwnanie

za$ (2) przez cos  y i tak otrzymane réwnania odejmiemy stronami od-

powiedniemi, otrzymamy

czyli

(4)

Z podzielenia réwnan (3) i (4) stronami odpowiedniemi, znajdziemy

()
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Otrzymalismy wiec wzor, za pomocg ktérego mozemy znales¢ nad-
miar kulisty, gdy sa dane dwa boki trojkata kulistego i kat miedzy niemi
zawarty.

Wzo6r (5) jednak nie jest dogodny do rachunku logarytmami i dla
tego przeksztatlcimy go przez wprowadzenie kata positkowego, na inny
dogodny do tego rachunku. Jezeli potozymy

otrzymamy

TrzyTitad. 1-szy,
Szukamy naprzod kata tp:

zatym

Zatym e = 237429"2; jezeli wiec przypuscimy, ze promien kuli
177188, natenczas powierzchnig tréjkata w metrach kwadratowych
znajdziemy ze wzoru S = sin1". E. (17,188)2.
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PRZYKELADY.

DANE SZUKANE
a b Y e
37®@ 29 15+ ©08047° 44" 153 34" 37"  22» 3'53".3
110 56 25 75 56 53 106 12 34 115 48 8,1

164 45 17 160 7 32 159 12 11 1317 25 50,8

1

59. Przypusémy, ze chcemy znale$¢ nadmiar trdjkata kulistego,
gdy dane sg trzy jego boki.
Wiemy, ze

To za$ wyrazenie na ffiocy wzoréw Delambre'a:

daje sie napisa¢ w ksztatcie nastepujacym:
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Podstawiajgc zamiast siny wyrazenie ze wzorow (1) art. 12-go
otrzymamy

Przychodzimy do wzoru na wstawe potowy nadmiaru tréjkata kuli-
stego, wyrazong przez jego boki.

Wz6r ten znany jest pod nazwg wzoru Cagnoli'ego.

Do tegoz samego wzoru moglibysmy przyj$¢ wprost, podstawiajac
we wzorze (4) art. 58-go wyrazenie siny, podane w art 12-ym.

60. Mozemy takze otrzymac bardzo prosty wzér na tg” s, w fun-

kcyi bokéw tréjkata kulistego. Jakoz, na zasadzie wzoréw Delambre'a
mamy

Rozktadajac summy i réznice na iloczyny, znajdziemy

1)

Postepujac w ten sam spos6b z rownaniami Delambre'a
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a stad

(2)

Mnozac réwnania (1) i (2) stronami odpowiedniemi znajdziemy

ktadac otrzymamy

a stad

Przycliodzimy do szukanego wzoru, znanego pod nhazwag wzoru
Lhuillier'a.
Przylctad 1-ssy.
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PRZYKLADY.*)

D ANE SZUKANE
a h c e

i 150» 5'19"9 147027'16",9 2ono'io" 1 /30 037"
141 55 48,2 58 59 59,1 100 55 40 83 44 41
29 54 40 32 32 43 20 10 10 519 22
59 2 548 14756 7,2 152 58556 352 0 6,5
343252 218145 158171 0 2 2428

61. Ttvierdzenie Lcgendre'a. Jezeli holci trdjkata hilistego sg bar-
dzo matemi wielJcosciami wzgledem promienia Iculi, natenczas jego powierz-
chnia jest réwna powierzchni trdjkata plaskiego” ktérego loki sg réwne
dtugosciom hokéivtréjkata kulistego, katy za$ sg réwne odpowiednio katom
trojkata kulistego zmniejszonym o trzecig czes¢ nadmiaru czyli przepetnie-
nia kulistego.

Niech a, p i Y beda katami tréjkata kulistego a,h i ¢ dtugoSciami
jego bokow, r promieniem kuli, natenczas ~ 5 ~ "~ bedg miarami teo-
retycznemi tychze bokow trdjkata. Kat a znajdziemy za jlomocg wzoru

a h c

c0S COS — C0S —

cos a r Y r

1) . h . c
sin — sin —
r r

Zwazmy, ze gdy 6 oznacza miare teoretyczng kata bardzo matego
wtedy na zasadzie art. 141-go i 143-go Trygonometryi ptaskiej mamy

. &
sine>e —— ,

sin6 <
6 ~ 120

*) \Y zadaniu czwartym dla obliczenia th s kiadziemy tg 89" 59' 29".4

= ~ szukamy log tg 30",6, wedtug metody w}tozonej w art. 161-ym Trygono-
metryi ptaskiej; w zadaniu za$ pigtym uzywamy tejze metody przy szukaniu logarytméw

stycznej katéow bardzo matych.
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N @ . :
Poniewaz w tym razie - jest wielkoscig bardzo mata, przeto
ktadgc
(2)

popetnimy biad mniejszy od

Podobniez na zasadzie art. 142 i 143-go Trygonometryi ptaskiej,
mamy

Poniewaz wyrazenia po prawej réznig sie o 6 ° , przeto jezeli

przyjmiemy powyzsze przyblizenie, mieé¢ bedziemy
(3)

Jezeli wzory (2) i (3) zastosujemy do katow , i i otrzy-
mane wartosci podstawimy w réwnanie (1), nadto opuscimy wyrazy do

ktérych wchodzg potegi ~ wyzsze od czwartej, bedziemy mieli

Mnozgac licznik i mianownik przez i ograniczajgc sie

na potegach — nizszych od czwartej otrzymamy

*
’

Jezeli wzory (2) i (3) zastosujemy do katéw y, y iy > odpowiadajgcych

bokom tréjkata kulistego i przyjmiemy, ze mamy do czynienia z kulg ziemska, dla ktérej
mozemy w przyblizeniu przyja¢ r = 860 mil gieograficznych, nadto przyjmiemy jeden

z bokéw tréjkata = 50 mil gieograficznych, wtedy

to jest, uzywajac wzoréw (2) i (3) popetnimy w tym razie btad, ktéry nie bedzie wpty-
wat na siédma cyfre dziesietna.
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czyli
(4)

Wyobrazmy sobie trdjkat ptaski A'B'C, ktérego bokami sg diu-
gosci a,b i ¢ bokéw trojkata kulistego danego, katy za$ trojkata A'B'C'
oznaczmy przez a', p'i 7', wtedy

zas

Podstawiajac wartosci cosa' i sina' w rownanie (4), otrzymamy

(5)

Ten zwigzek miedzy katami ai a' daje sie uprosci¢, jezeli zauwazy-

my, ze kat a mato sie rézni od kata a'. Potézmy a — a'==x, wtedy

a stad cosa= cosa' cosx —sina'sinx, a poniewaz kat x

jest bardzo maly, przeto mozemy przyja¢ cosa=:l, za$ sino; —a?,
bedziemy mieli

(6)

Z poréwnania wartosci cosa (5) i (6), otrzymamy

Ze za$ &csina' wyraza powierzchnig trojkata ptaskiego A'B'C',

przeto jezeli te powierzchnig oznaczymy przez A, mie¢ bedziemy
Przychodzimy zatym do nastepujacych zwigzkéw
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stad za$
1 A
3 m'
. 1 A
(") P=2 -3 o
- L »
T— T' 3 1
. L . . o A .
zezasa + p'+ y = ISO® przeto 180°= a + p+ czyli

Widzimy wiec, ze stosunek — jest réwny nadmiarowi kulistemu s

tréjkata kulistego ABC. Podstawiajgc we wzorach (7) e zamiast sto-

A
sunku — , otrzymamy

Przychodzimy wiec do twierdzenia L egendre'a, powyzej przy-
toczonego.

C2. Twierdzenie Legendre'a ma wazne zastosowania przy pomia-
rach gieodezyjnych na powierzchni ziemi i pozwala tréjkaty kuliste, kto-
rych boki sg matemi wielkosciami wzgledem promienia kuli, rozwigzywac
za pomocg trojkatow ptaskich i tak:

1) ™rzypus¢my, ze pa dano dtugosci a~hi ¢ bokéw tréjkata kuli-
stego. Wtedy za pomoca Trygonometryi ptaskiej potrafimy znales¢ katy
a', p'i Y tréjkata ptaskiego i jego powierzchniag, nastepnie za pomoca
wzoréw (7) katy trojkata kulistego;

2) przypusémy, ze sg dane dtugosci dwu bokéw trojkata kulistego

tudziez kat Y? niiedzy niemi zawarty. Mamy wtedy A = a & sin Y?

a ze Y i'0zni sie od Y w wyrazach rzedu , przeto mozemy przyjacé

sinY = siny i bedziemy mieli A'—A1 absiny- Lecz a!—a—OT— ,

przeto w trojkacie ptaskim bedziemy mieli wiadome dwa boki, kat miedzy
niemi zawarty, bedziemy wiec mogli tréjkat rozwigzac, to jest znalesé
bok c, tudziez katy a'i (i Ze wzoru (7) znajdziemy nastepnie katy a i p.
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3) Niech beda dane dtugosci bokéw a i & ikat a, pierwszemu z nich
przeciwleglty. Mamy wtedy

A= & sinathcosa db [/ a*—hsinta')

Azastgpiwszy w tym wzorze a' przez a bedziemy mieli A'a nastepnie kat a'
za pomocg wzorow (7). Rozwigzawszy trojkat ptaski, w ktorym beda
wiadome boki a i b tudziez kat przeciwlegly a', znajdziemy bok c, tudziez
katy p iy przy uzyciu wzoréw (7).

4) Niech bedg dane dwa katy a i @tudziez dtugos¢ boku c obu
katom przylegtego. Mamy wtedy

sina' sin B . c-sinasin 3
Oshifa+ P) przybhzenm = 2sin@Tp):

Majac A' katy a' i p', znajdziemy za pomocg wzordéw (7); nastepnie w troj-
kacie ptaskim bedziemy mieli wiadome dwa katy i bok im przylegty, znaj-
dziemy a, 5i Y'a nastepnie Y.

5) Przypusémy wreszcie, ze mamy dane katy a i p, tudziez dtugos¢
boku a, pierwszemu z nich przeciwlegtego. Mozemy wtedy A' znales$é
Za pomocg wzoru

AN —

sinpsin(a -f p)
2sina

Nastepnie znajdziemy katy a' i p' za pomocg wzoru (7), a z trojkata
ptaskiego, w ktéiym wiadomemi bedg a, al i p', pozostate elementy troj-
kata.

63. Twierdzenie Legendre'a moze stuzyé do rozwiazywania tréj-
katéw kulistych, ktorych dwa boki mato sie réznig od 180"; przedtuzajac
bowiem te dwa boki az do przeciecia sie, utworzymy tréjkat kulisty, kté-
rego boki beda spetnieniami bokdw trojkata kulistego danego i beda
wielkosciami bardzo matemi. Rozwiazawszy ten trdjkat, rozwigzemy tym
samym tréjkat kulisty szukany.

A’reszcie mozemy zastosowac twierdzenie Legendre'a do rozwigzy-
wania trojkatow kulistych, ktorych dwa katy mato sie roznig od 180°,
wtedy bowiem trojkat biegunowy, odpowiadajacy trojkatowi danemu, be-
dzie miat dwa boki mato réznigce sie od 180°; przeto rozwigzemy go spo-
sobem podanym powyzej w niniejszym artykule.

POWIERZCHNIA WIELOKATA KULISTEGO.

64. Niech n oznacza ilo$¢ bokéw wielokata kulistego, za$ S summe
wszystkich jego katéw, wyrazonych w mierze teoretycznej. Jezeli we-
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wnatrz tego wielokata na powierzchni kuli obierzemy punkt dowolny i po-
taczymy go tukami kot wielkich z wierzchotkami wielokata, utworzy nam
sie n trojkatéw kulistych. Na mocy art. 57-go, mie¢ bedziemy

powierzchnia wielokata — (summie katéw tréjkatéw — n7i)r.

Lecz summa wszystkich katéw trojkatow jest rowna S, zwiekszonej
0 summe czterech katow, utworzonych okoto spélnego wierzchotka czyli
S--2zatym

powierzchnia wielokata [S—( — 2)tt] r.

Wyrazenie to utrzymuje sie i wtedy, gdy miedzy katami wielokata
kulistego znajduja katy wieksze od dwu katéw prostych, bowiem tego o
dzaju wielokat kulisty mozemy zawsze podzieli¢ na trojkaty.

PROMIENIE KOE: STYCZNYCH WEWNETRZNIE | ZEWNETRZNIE DO
TROJKATA KULISTEGO | OPISANEGO NA TROJKACIE KULISTYM.

65. Niech bedzie tréjkat kulisty ABC (fig. 16). Podzielmy katy
a i ptukami kot wielkich na dwie rowne czesci i przypus¢my, Ze tuki tych
kot przecinajg sie w punkcie P. Z punktu P
poprowadzmy tuki kot wielkich PD, PE i PF
prostopadte do bokdéw trojkata. Mozna tatwo
dowiesé, Ze dhugosci tych tukéw PD, PE i PF
beda sobie réwne, jak rowniez, ze AE = AF,
BF BDiCD= CE. Zatym BC r AF be-
dzie rdwne potowie summy bokdw tréjkata kuli-
stego. Jezeli summe bokow trojkata oznaczy-
my przez 2p, natenczas AF =p—a. Oznaczmy
PF promien kota stycznego wewnetrznie do tréj-
Fig. IG. kata kulistego przez r, Aviedy, z przyczyny, ze
tg PF = tg PAF sin AF (art. 18-ty), bedzie

(1) tgr —tg-—sin (p — a),

Przychodzimy do wzoru na styczng j)romienia kota matego styczne-
go wewnetrznie do trojkata kulistego. AVyrazenie tgr daje sie jeszcze-
przedstawi¢ w innych ksztattach. | tak, poniewaz

a1/ sin@—b)sin(p —c)
y sin sin (p —a)

tg

przeto podstawiajgc te warto$¢ we wzorze (1), otrzymamy

@) Ksin (p—a) sins(irrj]»— h) sin (p —c¢)
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Poniewaz na mocy wzoréw Delambre'a jest

(3)

Poniewaz znowu sina = 2sin ™ a cos--rt, przeto podstawiajac za-
miast sin — a i cos 4- « ich wartosci ze wzordéw (1) i (2) art. 13-go, mie¢

2 2
bedziemy

podstawiajgc te wartos¢ we wzorze (3) znajdziemy

(4)

66. W celu znalezienia promieni két stycznych zewnetrznie do
trojkata kulistego, uwazmy, ze jezeli boki AB i BC (fig. 17) trdjkata
kulistego ABC, przedtuzymy az do
przeciecia sie w punkcie A', na-
tenczas promieniem kota styczne-
go zewnetrznie do boku BC tréj-
kata kulistego, bedzie promien ko-
ta stycznego wewnetrznie do tréj-
kata kulistego A'BC. A Ze bo-
kami tego tréjkata sg BC = o
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przeto, jezeli promien tego kota oznaczymy przez ra, na zasadzie arty-
kutu poprzedzajacego, mie¢ bedziemy

gdzie

zatym
1)

AV podobny spos6b znajdziemy promienie kot stycznych zewnetrznie
do bokow & i c; jezeli te promienie oznaczymy przez n irc, otrzymamy

2

(3)

Z tych wzoréw na styczng promieni ko6t stycznych zewnetrznie do
tréjkata kulistego dajg sie wyprowadzi¢ inne wzory. Jezeli wzory arty-
kutu poprzedzajacego zastosujemy do trojkata A'BC, ktoérego katami
sg a, 180" —p i 180" —vy, i potozymy, jak dawniej,

znajdziemy

<4)

(®)
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Nalezy zauwazy¢, ze w szczegdlnym przypadku, gdy
t. j. gdy mamy tréjkat kulisty o trzech katach prostych, natenczas

i takiez same promienie kot stycznych zewnetrznie.

67. W celu znalezienia promienia kota, opisanego na danym troj-
kacie kulistym, poprowadZzmy ze S$rodkéw bokéw CB i CA (fig. 18) troj-
kata ABC t. j. z punktow D i E, tuki kot
wielkich prostopadte do tychze bokéw, punkt
przeciecia O tychze dwu tukow kot wielkich
bedzie $rodkiem kota matego, opisanego na
danym trdjkacie kulistym.  Poprowadzmy
tuki kot wielkich OA, OB i OC, natenczas
z tréjkatéw prostokatnych OCD i OBD wy-
pada OB = OC, z tréjkatéw zas OCE i OAE
OA=:0C, zatym OA= OB= OC. Tym
sposobem kat OAB = katowi OBA, Kkat
OBC = katowi OCB i kat OCA = katowi

OAC. Zatym stad Oznacz- -
my promien OC przez E,, z tréjkagta OCD, mamy

1)

Wyrazenie tgR mozemy jeszcze przedstawi¢ w innych ksztattach.
| tak podstawiajac wartos$é ze wzorow (3) art. 13-go, otrzymamy.
)

Poniewaz

przeto na zasadzie wzorow Delambre'a
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Podstawiajac w tym wzorze zamiast sina, jego wartos¢ ze wzoru (1)
art. 12-go, otrzymamy

(4)

68. Mozemy tez otrzymaé wzory na promienie két, opisanychi na
trojkatach kulistych, powstatych z przedtuzen kazdych dwu bokéw troj-
kata. Jezeli oznaczymy przez R™ promien kota, opisanego na trojkacie,
utworzonym z boku a i przedtuzen bokoéw h i c tréjkata kulistego danego,
natenczas, stosujgc wzory artykutu poprzedzajgcego do trojkata, w ten
sposob utworzonego, ktérego bokami beda tt, 180" — I)j 180® — c, katami
za$ a, 180® — p, 180® — Y5> otrzymamy

M)

(2)

(3)

(4)

gdzie p i P majg tozsamo znaczenie co i w artykule poprzedzajgcym.
Podobne wzory otrzymamy na tgRj, i tg Re, gdzie Rt i Rc oznaczajg pro-
mienie kot matych, opisanych na tréjkatach, utworzonych z boku hi prze-
dtuzenr bokéw a i c, tudziez boku c i przedtuzer bokéw a i h.
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Jezeli w szczeg6lnosci a= h= c¢c= 90®, t. j. gdy trojkat kulisty

dany ma trzy katy proste, natenczas
tgR"A"Ks, stad R = 54«44'8"2.

Z poréwnania wyrazen tgr i tgR dla przypadku, gdy tréjkat kulisty
ma wszystkie katy proste wynika, ze promien kota stycznego wewnetrznie
do trojkata i promien kota, opisanego na tymze trojkacie sg dopetnia-
jacemi sie.



ROZDZIAL V.

NIEKTORE ZASTOSOWANIA DO STEREOMETRYL

69. Zastosujemy teraz wzory Trygonometryi kulistej do niektorych
zadan gieometrycznych. Wiemy ze Stereometryi, wjaki sposob znajdujg
sie objetosci rownolegtoscianu i graniastostupéw z wiadomych podstaw
tychze figur i ich wysokosci. Zdarzaja, sie przypadki, w ktérych dane sg
inne elementy tych figur i zachodzi potrzeba znalezienia ich objetosci, po-
wierzchni i t. p. W tych przypadkach, wzory Trygonometryi kulistej
najprosciej prowadza do celu, jak to pokazemy w nastepujacych artyku-
tach, rozwiazujac zadania, tyczace sie réwnolegtoscianu, czworoscianu
i wieloscianéw foremnych.

ROWNOLEGEOSCIAN.

70. Przypus¢my, ze zachodzi potrzeba znales¢ objeto$¢ réwnole-
gtoscianu, gdy dane sg trzy jego krawedzie przylegte, tudziez katy, jakie
te krawedzie tworzg miedzy soba.

Niech OA=zl, OB — m,
OC= n (fig. 19) bedg trze-
ma krawedziami przylegtemi
réwnolegtoscianu, katami za$
miedzy temi krawedziami:
COB=X A0C=", AOB - v.
Si*usémy prostopadta CE
z wierzchotka C na podsta-
we AOBH rownolegtoscianu.
Objetos¢ rownolegtoscianu
bedzie réwna, jak wiadomo,

Fig. ip. iloczynowi podstawy AOBH
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= GA.OBsinAOB = ?wsinv; przeto objetosé réwnolegtoscianu réwna
sie Ini. CE sinv. Poniewaz CE = OC sin COE =: nsinCOE, przeto obje-
tos¢ rownolegtoscianu bedzie réwna Zwwsinv sinCOE.

Jezeli z wierzchotka O, jako $rodka, zakreslimy powierzchnig kuli,
ktora przetnie krawedzie GA, GB i GC, tudziez linija GH w punktach
a, h, ci e utworzy nam sie trojkat kulisty cae prostokatny przy e.
Z tego tréjkata mie¢ bedziemy

Jezeli wiec oznaczymy przez V objetos¢ réwnolegtoscianu, mieé
bedziemy
1)

lloczyn wstaw, kt6ry nalezy pomnozy¢ przez iloczyn krawedzi, aby
otrzymac objetos¢ réwnolegtoscianu, nazwany zostat przez Staudfa (*)
wstawg kata brytowego iprzez sinlmn oznaczony, gdzie I, m, n sg
krawedziami réwnolegto$cianu. Tym sposobem

)
W celu znalezienia wyrazenia sin Z uwazmy, ze wedlug powyz-
szego okreslenia

gdzie sincaft oznacza wstawe kata, jaki tworzg miedzy sobg Sciany AGC

i AGB, czyli boki ac i ab tréjkata kulistego abc, bedzie wiec

Lecz z trojkata kulistego abc, vf ktorym
wstawe kata kulistego bac, czyli kagta zawartego miedzy bokami ac i ab
znajdziemy za pomocg wzoréw (1) art. 12-go, mianowicie:

gdzie = X + [.4-V; bedzie wiec
Jezeli pierwiastek po prawej stronie tego wzoru oznaczymy przez S,
otrzymamy

(3)

*) Crelle, Journal, Tom XXIV, str, 252.
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z tego wzoru widzimy, Zze — § oznacza potowe wstawy kata bryto-
wego. Mamy zatym

(4)

przeto

(5)
to za$ wyrazenie pokazuje nam, ze

Ze za$ wyrazenie to mozemy przedstawi¢ w ksztatcie wyznacznika*).

rzeto
(6)

71. Przy tych samych warunkach zadania mozemy znale$¢ dtu-
gosci przekatnych rOAvnolegloscianu.  Jakoz, przyjmujac tez same ozna-
czenia co i w artykule poprzedzajacym, poprowadzmy przekatne OD i CH.
Na zasadzie wiadomej wiasnosci rownolegtohokdw, mie¢ bedziemy

zatym

lecz

W celu otrzymania przekatnej OD rozwazajmy ja z pozostatemi
przekatnemi; bedziemy mieli

*) Baltzer. Determinanten § 15 art. 3.
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Ze za$

()

podobniez otrzymamy

(3)

(4)

Po dodaniu wzoréw (2), (3) i (4) stronami odpowiedniemi i uwzgle-
dnieniu wzoru (1), otrzymamy

"W podobny spOs6b znajdziemy pozostate przekatne:

CZWOROSCIAN.

72. Przypus¢my, Ze cbodzi nam o znalezienie objetoSci czworo-
$cianu, gdy dane sa trzy krawedzie przylegte tudziez katy, jakie z sobg
tworzg tez krawedzie.

Niech bedzie czworoscian OABC (fig. 20),
w ktorym sg dane OA = |, OB=m, OC=n,
kat AOB ~ v, kat AOC == kat BOC= X
Wiemy, Ze objetos¢ czworoscianu jest szdstg
czescig réwnolegtoscianu, ktéry ma tez same
wysoko$¢ co czworoscian, a podstawe réwng
dwa razy wzietej podstawie czworoscianu.
Zatym, gdy mamy dane trzy krawedzie przy-
legte czworoscianu i katy miedzy niemi za-
warte, znajdziemy jego objetos¢ biorac 3

cze$¢ objetosci réwnolegtoscianu, czyli biorgc Fig. 20.
wyrazenia znalezionego w art. 70-ym. Jezeli wiec oznaczymy przez v

objetos¢ czworoscianu, bedziemy mieli
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gdzie
ze za$ pierwiastek po prawej stroniejtego wzoru, jakto wykazalisSmy
w art. 70-ym, oznacza potowe wstawy kata”brytlowego O, przeto

73. Mozemy takze znale$¢ objetos¢ czworoscianu, gdy dane sg
wszystkie jego krawedzie. Niech OA —1, OB= w, 00 —n"BG —If
AC = i AB = Wi, wtedy

stad

Jezeli te wartosci podstawimy w réwnanie (5) art. 70-go i wezmiemy
szOstg czeS¢ w ten sposob otrzymanego wyrazenia, przyjdziemy do obje-
tosci czworoscianu w funkcyi jego krawedzi, mianowicie:

Z tego wyrazenia wynika, ze gdy czworoscian jest foremny, czyli
gdy czworoscian ma wszystkie krawedzie rowne np. a, wtedy jego objetos¢
wyrazi sie przez

74. Postarajmy sie teraz znales¢ promien kuli opisanej na czworo-
Scianie. Niech M i N (fig. 21), beda srodkami két, opisanych na troj-
katach OBA i OBC. Z punktéw M i N poprowadZmy prostopadte ME
i NE do krawedzi OB, ktore przetng te krawedZ w punkcie E jej Srodku.
Z punktu M poprowadzmy prostopadty do ptaszczyny OAB, z punktu
za$ N prostopadtg do ptaszczyzny OBC, te dwie prostopadie, jak wia-
domo, przetng sie; niech S bedzie punktem ich przeciecia. Wreszcie
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poprowadzmy linije OM, ON i OS, natenczas OS bedzie promieniem
kuli opisanej na czworokacie danym. Z tréjkata OME, otrzymamy

Fig. 21.

Lecz, na zasadzie art. 186-go Trygonometryi plaskiej

Natym

Ze za$ kat MEN jest réwny nachyleniu $cian AOB i OBC to jest
= {l, za$ SE jest Srednicg kota opisanego na tréjkacie MEN, przeto na
mocy wzoru (1) art. 196-go Trygonometryi ptaskiej

stad zas$

Podstawiajac w wyrazeniu promienia SO = R kuli, opisanej na
czworoscianie to jest w wyrazeniu
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zamiast SE” jego wartos¢, po podstawieniu wartosci MN i EN i ktadac

cos AOBC = . .
sinV sin X '
stad
sin? — N NNANA ~ —cosM v+ 2cos X cos [L cosv 452
sin2Xsin2y sin2Xsin2v ~

otrzymamy po odpowiednich przeksztatceniach
16R28 _  sin2X -f m2sin® +  sintv

— 2Im (cosV — cosX cos [j.)
— 2In (cos[JL — cosX cosv)
— 2mM (cos X — cos { cos V).

75. Mozemy tez bardzo tatwo znale$¢ promien kuli wpisanej we-
wnetrznie w dany czworoscian. Jakoz, jezeli Srodek kuli wpisanej w da-
ny czworoscian potaczymy z wierzchotkami czworoscianu, otrzymamy
cztery czworosciany, ktorych podstawami bedg Sciany danego czworo-
$cianu, wysokosciami za$ promien kuli wpisanej wewnetrznie. Objetos¢
czworoscianu bedzie trzecig czescig summy powierzchni $cian czworo-
$cianu, pomnozonej przez promien kuli. Jezeli wiec oznaczymy promien
kuli wpisanej w czworoscian przez r, a powierzchnie $cian czworoscianu
odpowiednio przez I*, 1j, Ici &, jego za$ objetos¢ przez v znajdziemy

stad

L+ e, +1,

WIKLOSCIANY FOREMNE.

76. Twierdzenie Euler"a. Jezeli W omac&a ilos¢ wierschothow
wieloscianu S iloS¢ jego Scian, za$ K ilo$¢ krawedzi, natenczas

W+ S= K+ 2

"Wezmy wewnatrz wielo$Gianu jakikolwiek punkt i z niego jako
srodka nakre$lmy kule promieniem dowolnym r, poprowadzmy linije
proste od $rodka kuli do wierzchotkow katéw brytowych wieloscianu;
punkty przeciecia sie tych linij z powierzchnig kuli potgczmy tukami kot
wielkich, natenczas powierzchnia kuli bedzie podzielong na tyle wielo-
katow kulistych, ile Scian posiada wieloscian. Niech s oznacza summe
katow jednego z tych wielokatdw kulistych, m za$ ilos¢ jego bokow, wtedy
2ia zasadzie art. 64-go, powierzchnia tego wielokgta wyrazi sie przez

65— {m—2)7t]. Summa powierzchni wszystkich tych wielokatow ku-
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listych bedzie réwna powierzchni kuli, to jest 4702 Stad wynika, Ze je-
zeli przez S oznaczymy ilos¢ Scian wieloScianu, mie¢ bedziemy

czyli = — "2tSw + 2Sir.

Lecz Ds oznacza siimme wszystkich katow wielokatow Kkulistych,
utworzonych na kuli, jest zatym réwna tyle razy powtorzonemu 27: ile
wieloscian posiada wierzchotkdw czyli jest rdwna 27cW. Podobniez Im
jest rowne summie ilosci bokéw wielokatéw kulistych, zatym jest réwne
2K, gdyz kazdej krawedzi odpowiada jeden bok wielokata kulistego,
ktory jest spolny dla dwu wielokatow. Zatym 47C=2TCW — 2irK + 28",
AN W+ S= K + 2,
przychodzimy wiec do twierdzenia Euler'a powyzej wystowionego.

77. Okazemy, ze wieloscianow foremnych moze by¢ tylko piec.
Jakoz, niech m oznacza ilos¢ bokéw kazdej Sciany wieloscianu n za$ ilo$¢
katéw ptaskich kazdego kata brylowego, wtedy catkowita ilos¢ katéw
ptaskich wieloscianu foremnego wyrazi sie przez mS, albo przez wAv,
albo przez 2K; tym sposobem wS = nW = 2K. Na mocy za$ twier-
dzenia Euler'a Wj+ S==K -f 2, przeto
Ani 2mn N 4n

—mn ' 2w -f w)—mn"' 2(m + n) MmN

Azeby te wyrazenia byty liczbami catkowitemi dodatnemi, powinno

W =

by¢ przedewszystkim 2 (w + w)—ww> O, czyli + ~ powinno byé
wieksze od —. Lecz n nie moze by¢ mniejsze od 3, zatym — nie moze
2 N

by¢ wieksze od iO , @ wiec — musi by¢ wieksze odo—, czyli m mniejsze od 6.

A ze m nie moze by¢ liczbg mniejszg od 3, przeto moze przyjac¢ jedynie
wartosci 3, 4 lub 5. Znajdziemy wiec, ze jedyne wartosci min, ktore
zado$¢ czynig powyzszym warunkom prowadza do pieciu wieloscianéw
foremnych, jak wskazuje nastepujgca tabliczka

Nazwa wielo$cianu

m n W K S foremnego

4 6 4 Czworoscian

8 12 6 Szescian

16 12 8 0OSmoscian

20 30 12 Dwunastoscian
12 30 20 Dwudziestoscian

w o w P w
g w s ww
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78. Dowiedziemy, Ze summa katéw ptaskich tworzacych katy bry-
towe wieloscianu jest réwna 2 (W — 2) TC

Jezeli m oznacza ilos¢ bokdw wielokata, stanowigcego jedne Sciane
wielo$cianu, natenczas summa katéw wewnetrznych wielokata, jak wiado-
mo jest rowna {m — 2) TT. Stad, summa wszystkich katéw wewnetrznych
$cian wieloscianu bedzie rowna —2)7r=Sm7t — 2Sierr:2 (K — S)x.
A zZe K—S= W — 2, przeto summa katéw ptaskich wieloscianu jest
réwna 2 (W —2) TT.

79. Przypusémy, ze chcemy znale$¢ katy, jakie tworzg z sobg
Sciany sasiednie Avieloscianow foremnych.

Niech BA, BS i BC (fig. 22), beda
katami ptaskiemi jednego z wieloscia-
néw foremnych, schodzacemi sie w je-
dnym wierzchotku; wtedy BA:=BS
= BC. Katy ABS i SBC beda katami
ptaskiemi kata brytowego i beda sobie
rowne. Jezeli wiec oznaczymy przez m
ilos¢ bokéw kazdej Sciany wieloscianu
foremnego, natenczas

kat ABS= ~ ’r‘n" 180»=180<>-

Poprowadzmy proste AS i SC, wtedy
Fig. 22. z przyczyny réwnosci krawedzi BA, BS
i BC kat BAS=:BSA=BSC, zatym

2 BSA == 180« — ABS = 180» — 1800 + _3?;?» - “3

Jezeh rozwaza¢ bedziemy ktérykolwiek z wicloscianéw foremnych
tatwo dostrzezemy, Ze prosto AS i SC sg réwne miedzy sobg, co tez z ro-
whnosci trojkatow ABS i SBC wypada, nadto stanowig one boki wielokata
foremnego, ktory jest trdjkatem (dla czworo$cianu, szescianu i dwunasto-
§cianu), kwadratem (dla o$mioscianu) lub pieciokatem (dla dwudziesto-
$cianu). Jezeli wiec oznaczymy przez n ilos¢ bokdw tego wielokata fo-
remnego, mie¢ bedziemy

ht asc = 2 r;‘ 180» = 1800 _

To wiedzac, z wierzchotka S jako Srodka, promieniem réwnym je-
dnostce, nakreslmy kule. Powierzchnia tej kuli przetnie $ciany ASB,
BSC i ASC podtug kot wielkich AB', B'C' i A C i otrzymamy trdj-
kat kulisty A'B'C'. W trojkacie tym bedg nam wiadome boki AB',
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B'C i A'C, przeto bedziemy mogli znale$¢ kat A'B'C, ktory bedzie
miarg pochytosci Scian ASB i BSC wieloScianu foremnego. Jezeli zato-
zymy A'B' ¢, B'C = a, A'C = h, kat A'B'C = p, natenczas na za-
sadzie drugiego z wzordw (2) art. 10-go, to jest wzoru

przy uwzglednieniu, ze w przypadku rozwazanym mie¢ bedziemy

Lecz wyzej okazalismy, ze A przeto

JezeH ten wzor zastosujemy do wielosciandw foremnych otrzymamy
1) dla czworscianu (Tetraedr)

2) dla szescianu (Hexaedr)

3) dla odmioscianu (Oktaedr)

4) dla dwunastoscianu (Dodekaedr)

5) dla dwudziestoscianu (lcosaedr)

Z tych wzoréw mozemy znale$é cos p, sinp, cosp itgpi przezto
a

otrzymac¢ wymierne wartosci funkcyj trygonometrycznych, mianowicie:
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dla czworoscianu; i
sze$cianu:
os$mioscianu: '
dwunastos$cianu:

dwudziestoScianu:

80. Mozemy tez wyprowadzi¢ wzory na promief kuli wpisanej
w jeden z wieloscianéw foremnych i na promien kuli opisanej na wielo-
Scianie foremnym.

Niech O bedzie $rodkiem kuli wpisanej i opisanej na wieloscianie
foremnym. Oznaczmy przez r promien kuli wpisanej, a przez R*promien
kuli opisanej, oznaczmy nadto przez ri i R, promienie kot wpisanych
i opisanych na wielokatach foremnych, bedacych $cianami wieloscianu fo-
remnego.

Jezeli oznaczymy przez a bok jednego z tych wielokatéw foremnych,
bedacy krawedzig wieloScianu foremnego, na zasadzie art. 199-go, Trygo-
nometryi ptaskiej, mieé¢ bedziemy

Ze za$, jakto tatwo zauwazy¢ przeto

Podobniez, mie¢ bedziemy podstawiajac za$ war-
tosci R, i r otrzymamy

Wz6r ten daje sie uprosci¢ przez wyrugowanie kata Zza po-

mocg wzoru Jakoz
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Zatym
)

Jezeli wzory (1) i (2) zastosujemy do kazdego z wielo$ciandéw7o-

remnych znajdziemy:
1) dla czworo$cianu:

2) dla szescianu:

3) dla o$mioscianu:

4) dla dwunastoscianu:

5) dla dwudziestoscianu\m— n = 5,

81. Podamy wreszcie wzory na powierzclmig i objetos¢ wieloscia-
néw foremnych. Oznaczmy przez m ilos¢ bokdw wielokatow foremnych,
bedacych Scianami wieloscianu foremnego, przez S ilo$¢ Scian, przez P
powierzchnig, wreszcie przez V objeto$¢ wieloScianu foremnego. Po-
niewaz powierzchnia wieloscianu foremnego jest réwna summie po-
wierzchni jego $cian, przeto bedzie réwna S razy wzietej powierzchni
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Sciany. A ze $ciana wielodcianu foremnego, jest wielokatem foremnym
0 m bokach, przeto jej powierzchnia, jak wiadomo, bedzie réwna

, zatym

Poniewaz objetos¢ wieloscianu foremnego, mozemy uwaza¢ jako
summe objetosci piramid, majacych za podstawy Sciany wielo$cianu fo-
remnego, a za wierzchotek $rodek kuli wpisanej lub opisanej na wieloScia-

nie foremnym; objeto$¢ za$ piramidy réwna sie ~ czesci iloczynu po-
whierzchni podstawy przez wysokosé, ktdra w tym razie jest promieniem
kuli wpisanej w wieloscian foremny, przeto objetos¢ jednej piramidy wy-
razi sie jako iloczyn i r przez powierzchnig Sciany czyli bedzie réwna

Ze za$ objetosé wieloscianu foremnego jest réwna S razy wzietej objetosci
piramidy, przeto

Jezeli ten wzbr zastosujemy do kazdego z wieloScianéw foremnych,
otrzymamy:
1) dla czworoscianu; m= 3, S—4,

2) dla szescianu: i

3) dla o$mioscianu:

4) dla dwmiastoscianu: i

.5) dla dwudziesto$cianu: w= 3, S= 20,
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82. SPROWADZENIE KATA DO POZIOMU.

I"iech bedzie kat BAC (fig. 23), potozony na ptaszczyznie nachy-
lonej pod pewnym katem do ptaszczyzny poziomej. Z wierzchotka A tego
kata i punktéw B i C, dowol-
nie obranych na jego ramio-
nach, spus¢my prostopadie
AD, BE i CF na pfasz-
czyzne poziomg i polaczmy
spodki tych prostopadtych
prostemi DE i EF. Skut-
kiem tego utworzy sie nam
kat EDF, ktéry bedzie rzu-
tem kata BAC na plasz-
czyzne poziomg i zowie sie
katem sprowadzonym
do poziomu. Znalezienie
kata EDF, gdy dany jest kat
BAC, tudziez katy BAD i CAD, jakie ramiona kata danego czynig z li-
nijg pionowg AD, zowie sie sprowadzeniem kata danego do po-
ziomu.

Aby rozwigzac to zagadnienie, to jest znales¢ kat EDF, gdy sg dane
katy BAC, BAD i CAD, zakreslmy z wierzchotka A jako $rodka kule
promieniem réwnym jednostce. Skutkiem przeciecia sie tej kuli z ptasz-
czyznami BAC, BAD i CAD utworzy sie trojkat kulisty PQR, ktérego
"boki bedg miarami katéw danych, kat zas PQR bedzie katem szukanym.
Mozemy wiec wyrachowa¢ ten kat za pomocg jednego z wzoréw przypadku
pierwszego rozwigzywania trojkatow kulistych jakichkolwiek. Przypus¢my”
-ze dla wyznaczenia kagta EDF = Q uzywamy wzoru

Fig. 23.
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wtedy nalezy w nim zatozy¢ kat a= Q, bok a = bok h— PR, bok

c= PQ.

wtedy

Jezeli w szczegdlnosci

Bachuneh

kata Q— DEF

To zadanie przewaznie przytrafia sie przy pomiarach ziemi, gdy
punkty, ktére chcemy wyznacza¢ znajduja sie, jak zwykle, na réznych
wzniesieniach wzgledem ptaszczyzny poziomej, a katy, jakie tworzg linije
faczace te punkty, potrzebujemy sprowadza¢ do plaszczyzny poziomej.

83.

Znale$¢ odlegtosé dwu

punktow na kuli ziemskiej, gdy dane sa,

ich szerokosci i dtugosci gieograficzne.

Niech A i B (fig. 24) bedg dwiema
miejscowosciami  potozonemi na kuli
ziemskiej, P biegunem po6tnocnym, P’
biegunem potudniowym, za$ R'LR ro6-
wnikiem ziemskim, wreszcie PAP' i PBP'
potudnikami danych miejscowosci. Na-
tenczas tuk AC, wyrazajacy odlegtosé
miejscowosci A od rownika, bedzie szero-
koscig gieograficzng miejscowosci A, za$
tuk BD szerokoscig gieograficzng miej-
scowosci B. Jezeli PLP' bedzie po-
tudnikiem, od ktdérego liczymy na ré-
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whniku dtugosci gieograficzne miejscowosci na ziemi potozonych, natenczas
tuk LC bedzie dtugosciag gieograficzng, miejscowosci A, tuk zas LD dtu-
goscia gieograficzna miejscowosci B.

Przypusémy nadto, ze te dtugosci przyjmujemy w kierunku LR, jako
wschodnie, w kierunku za$ LR'jako zachodnie, pierwsze z nich uwazac
bedziemy za dodatne, drugie za ujemne.

Poprowadzmy przez A i B tuk kota wielkiego; utworzy sie wtedy
trojkat kulisty PAB, w ktérym bedg wiadome boki AP i BP, jako réwne
dopetnieniom szerokosci gieograficznych danych miejscowosci, tudziez kat
APB, ktéry majac za miare tuk CD bedzie réwny rdéznicy lub summie
dtugosci gieograficznych danych miejscowosci stosownie do tego, czy diu-
gosci danych miejscowosci sg jednocze$nie obie dtugosciami wschodniemi
lub zachodniemi, czytez jedna jest wschodnig, a druga zachodnig. Tym
sposobem z tréjkata kulistego APB bedziemy mogli znales¢ bok AB (na
mocy przypadku trzeciego teoryi rozwigzywania trojkatow kulistych jakich-
kolwiek) to jest odlegtos¢ dwu punktéw na kuli ziemskiej, wyrazong w sto-
pniach. W rozwigzaniu tego zadania przyjmujemy, ze ziemia jest kula.

Przyklad.  Znale$¢ odlegtos¢ miedzy Warszawa i Paryzem.

"Wedtug Annuaire pour l'an 1891 publie par le bureau des Longi-
tudes, mamy dla Paryza (obserwatoryum): szeroko$¢ gieograficzng
4 50'11", dtugosc¢ rowng OR) przyjmujg bowiem potudnik paryski jako
pierwszy, to jest jako potudnik, od ktérego licza sie dtugosci gieograficzne;
dla Warszawy (obserwatoryum) : szeroko$¢ gieograficzng 52® 13'5", dtu-
gos¢ za$ (wzgledem potudnika paryskiego) 18®41'42". Mamy wtym razie

kat P — 18® 41' 42", bok BP 90® —52® 13'5"= 3™ 46' 55",
bok AP = 90® —48® 50' 11" = 41® 9' 49",
W trojkacie wigc ABP bedziemy mieli a==BP = 3M®46'55",
= AP = 41® 9'49", kat y= katowi P = 18®41'42". Jezeli wiec do
tego tréjkata zastosujemy wzory, jiodane w art. 39-ym Trygonometryi
kulistej to jest wzér (3) i (7) mianowicie:
cosa cos (h— 1))

tgd cosY'tga, cosc=

otrzymamy naprzdd kat positkowy  a nastepnie bok c, to jest AB i be-
dziemy mieli zadanie rozwigzane

Rachimeh hata
logtga = 9,8893997
log cos Y 9,9764593
logtg({> == 9,8658590

(})=:36® 17'20".
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Rachunek hoJcu c
logcosa = 9,8978184
log cos & — (}))=: 9,9984263
comp.logcos =: 0,0936417
logcosc = 9,9898864
c= 12019 1"

Takg zatym jest odlegto$¢ w stopniach miedzy Warszawg i Paryzem”
Jezeli te odlegtos¢ chcemy wyrazi€ w milach gieograficznych, to ze
wzgledu, ze 1° przyjmuje sie jako rowny 15 mil gieograficznych, odle-
gtos¢ miedzy Warszawa i Paryzem w milach gieograficznych bedzie ré-
wna 184,75 mil gieograficznych.

FrzyMady: 1) odlegtosé miedzy Warszawg i Petersburgiem, gdy
szeroko$¢ Petersburga 59" 56' 30", dtugos¢ za$ wzgledem Paryza 27" 59' 8",
wyraza sie w stopniach 9"6'11",8, czyli 136,55 mil gieograficznych;

2) odlegtos¢ miedzy Warszawg i Moskwg, gdy szeroko$¢ Moskwy
55"45' 19", dtugos¢ zas wzgledem Paryza 35" 14' 4", wyraza sie 10® 23' 35"
czyli 155,9 mil gieograficznych;

3) odlegtos¢ miedzy Warszawg i Berlinem, gdy szerokos$¢ Berlina
52" 30" 17", dlugos¢ za$ wzgledem Paryza 11" 3' 30", wyraza sie w sto-
pniach 4" 40' 13",-czyli 70,75 mil gieograficznych;

4) odlegtos¢ miedzy Warszawg i Wiedniem, gdy szeroko$¢ Wiednia
48" 12' 33", dlugo$¢ za$ wzgledem Paryza 14" 2' 27", wyraza sie w sto-
pniach 4" 59' 31",7, czyli 74,88 mil gieograficznych.

WSCHOD | ZACHOD SEONCA. DZIEN NAJDLUZSZY | NAJKROTSZY.

84. Za nim przystapimy do rozwigzania zadania, dotyczacego
wschodu i zachodu stonica, wypada nam
podaé pewne okre$lenia znane z Kos-
mografii.

Niech punkt O (fig. 25) bedzie
miejscem obserwatora, za§ POP' osig
$wiata, P biegunem pétnocnym, P' bie-
gunem potudniowym, natenczas ptasz-
Czyzna, poprowadzona przez $rodek zie-
mi prostopadle do osi $wiata, przetnie
sklepienie niebieskie podtug kota wiel-
kiego RW R'F, ktore sie zowie rowni-
kiem niebieskim. Jezeli przez punkt
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obserwatora poprowadzimy ptaszczyzne styczng, do kuli ziemskiej, ta ptasz-
czyzna przetnie sklepienie niebieskie podtug kota wielkiego H'BHF,
ktére sie zowie poziomem. Prostoj*adta do tej ptaszczyzny w punkcie
obserwatora przecina sklepienie niebieskie w dwu punktach Z i Z', z kt6-
rych pierwszy, znajdujacy sie nad obserwatorem zowie sie zenitem,
potozony za$ z drugiej strony zowie sie¢ na direm. Koto wielkie po-
prowadzone przez P i Z bedzie potudnikiem danej miejscowosci O,
tuk ZR jako rowny PH' wskazuje wyniesienie bieguna nad poziom
i jest [rowny szerokosci gieograficznej @ danej miejscowosci, zatym
PZ = 90"— g Niech S bedzie potozeniem storica lub gwiazdy. Koto
wielkie i)rzechodz%ce przez zenit Z i potozenie gwiazdy S, a ktére bedzie
pionowe wzgledem poziomu zowie sie kotem wierzchotkowym; koto
za$ wielkie, przechodzace przez biegun i polozenie gwiazdy S, a ktére
bedzie pionowym wzgledem réwnika zowie sie kotem zboczenia
gwiazdy S; wreszcie przeciecia sie potudnika PZP' z réwnikiem w pun-
ktach li i R' zowig sie punktami pdtnocnym i potudniowym poziomu.

Jezeli gwiazda znajduje sie w punkcie S, natenczas jej potozenie
znale$¢ potrafimy, gdy beda wiadome: 1) albo odlegtosé SB gwiazdy od
poziomu i kat, jaki koto wierzchotkowe gwiazdy S czyni z potudnikiem
PZE,. Odlegtos¢ gwiazdy od poziomu zowiemy wysoko$cig gwiazdy
i oznaczamy przez A, zatym SB — h, a wiec Z8 = 90" —h. Kat miedzy
potudnikiem a kotem wierzchotkowym, liczony w kierunku pozornego ruchu
sklepienia niebieskiego, ozyli kat BZH, majacy za miare tuk BH zowiemy
azymutem gwiazdy S i oznaczamy przez A (liczymy go od 0° do 360");
zatym PZS = 180" — A; 2) albo odlegto$¢ SA gwiazdy od réwnika, tu-
dziez kat, jaki koto zboczenia PSA tworzy z potudnikiem niebieskim.
Odlegtos¢ gwiazdy od réwnika zowiemy zboczeniem gwiazdy i ozna-
czamy przez 8, zatym SA = S, awiec PS= 90"—S. Kat miedzy kotem
zboczenia i potudnikiem niebieskim, liczony w kierunku pozornego ruchu
sklepienia niebieskiego czyli kat EPA, majacy za miare tuk AR, zowiemy
katem godzinnym gwiazdy i oznaczamy przez t.

Zadanie wschodu i zachodu gwiazd w ogdlnosci, a w szczeg6lnosci
storica, sprowadza sie przedewszystkim do rozwigzania zadania, w jak
spos6b majac wiadome: wysoko$é gwiazdy h i jej azymut A mozemy
znales¢ zboczenie gwiazdy Si kat godziny t] i nawzajem.

85. Jezeli chcemy znale$¢ 61 t, gdy sq wiadome A i h, natenczas
rozwazamy tréjkat kulisty PS Z, w ktorym mamy dane boki i kgt miedzy
niemi zawarty, mianowicie SZ= 90°—PZ = 90"-cp, SZP==1800—A,
a wiec znajdziemy PS = 90" — Si kat SPZ = t. Na mocy zasadniczych
twierdzen Trygonometryi kulistej mie¢ bedziemy

Bibl. mat.-fiz., S. Ill, T. YI. 25
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s PS Qs PZ 0sZS + sinPZ sinZScosPZS ,
sin ZPS :sin PZS = sin ZS :sin PS,

a stad
1) sinS = sin@ sinli— cos 9 cos h cos A,
@) ., sinfisin A

Ccos

Z tych wzoréw, po przerobieniu pierwszego na inny dogodny do rachunku
logarytmami, znajdziemy Si t* gdy beda dane hi A. JezeH za$§ chcemy
znale$é h i A, gdy sg dane di t, natenczas z trojkata ZSP, w ktérym be-
dziemy mieli dane dwa boki i kat miedzy niemi zawarty, mianowicie
PZr=:90»—cp, PS=:90» —S, SPZ = znajdziemy ZS = 900 —/j
i SZP = 180®— A, za pomocg wzoréw

cosZS= cosPScosPZ + sinPSsinPZ cos SPZ,
sinPZS:sinZPS= sinPZ :%in ZS,

czyli

(3) sinh= sin8sin@ + cos5 cos9 cost,
., » cos Ssin”

(4) SINA = cos A

chunku logarytmami, znajdziemy A i  gdy beda dane Si t.

86. Poniewaz gwiazda w ruchu pozornym opisuje kota rownolegte
do réwnika, przeto jezeli chcemy mie¢ potozenie gwiazdy przy jej wscho-
dzie lub zachodzie, to jest punkty, w ktérych ona przecina poziom nalezy

zatozy¢ li—Q,
Jezeli wiec we wzorze (1) zatozymy ~ = O, otrzymamy
A sin5
3) COSA = .
cos @

to jest azymut gwiazdy przy jej wschodzie i zachodzie.
Jezeli we wzorze (3) zatozymy Ji=. O, otrzymamy

(6) cosh = —tgrptgs,

to jest potowe tuku dziennego gwiazdy; a gdy bedziemy znali czas gord-
wania gwiazdy to jest chwile przejScia jej przez potudnik, bedziemy
mieli czas wschodu i zachodu gwiazdy. Wzor zatym (6) stuzy nam do roz-
wiazania zadania, dotyczacego wschodu i zachodu gwiazd dla danej miegj-
scowosci, gdy znane nam zboczenie gwiazdy.

87. Zastosujemy teraz wzory podane w poprzedzajacych artyku-
tach do kilku przyktadow:
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1) Ktora jest godzina w Warszawie (= 5® 13'5") 9 sierpnia,
gdy wysoko$¢ storica jest 40" 31' 10", zboczenie za$ stonica tego dnia wy-
nosi 15" 53' *),

Dla rozwigzania tego zadania uzywamy wzoru (3) art. poprzedzaja-
cego, z ktdrego otrzymamy

a jezeli potozymy

mie¢ bedziemy

Rachunek hata \

Otrzymujemy wiec dwie wartosci ~ jedne ~=42"39'2",8 i *=317»20'57",2,
z ktérych pierwsza odpowiada potozeniu stoica po potudniu, druga za$
potozeniu storica przed potudniem. Jezeli te warto$ci wyrazimy w czasie
otrzymamy: 2 godz. 50 min. 35 sek. po potudniu i 9 godz. 9 min, 25 sek,
przed potudniem.

*) Annuaire pour Tan 1891 str. 20.
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2) O ktorej godzinie 9 Sierpnia w "Warszawie stofice wschodzi i za-
chodzi.
Mamy w tym razie @ = 52" 13'5", S IS®53".

AV cehi rozwigzania tego zadania uzywamy wzoru (6)
cos"= —tgptgS

logtg@ =10,1106003
logtg§ = 9,4541479

logcosi = 9,5647482 (—)
kat = 68» 27' 54",
zatym t= 111" 32" 6",
t = 2480 27' 54".

Zamieniajgc stopnie na czas, znajdziemy, ze storice zachodzi o go-
dzinie 7 min. 26 sek 8, wschodzi za$ o godz. 4 min. 33 sek. 52. Dtugosé
dnia wyniesie 2 X7 godz. 26 min. 8 sek., czyli 14 godz. 52 min. 16 sek.

88. Aby otrzymac¢ dzien najdtuzszy i najkrétszy dla danej miej-
scowosci, nalezy zwréci¢ sie do wzoru (6) i zauwazy¢, ze wzor (6) dawac
bedzie najwiekszg warto$¢ t* gdy 6 bedzie najwieksze. "W tym bowiem
razie iloczyn tg @ tg 6 bedzie najwiekszy, a wiec dostawa bedzie wtedy
najmniejsza, a ze cos® = — tgcptgS, przeto kat t bedzie tym wiekszy im
bedzie mniejsza dostawa kata przedstawionego przez iloczyn + tgcptgS.
Odwrotnie bedga sie rzeczy mialy, gdy bedziemy szukali najkrétszego dnia
to jest najmniejszej wartosci t.

Poniewaz zboczenie najwieksze storica przypada 21 Czerwca i jest
rowne 23" 27", przeto tego dnia bedziemy mieli dzien najdtuzszy; poniewaz
za$ zboczenie najmniejsze storica przypada 21 Grudnia i wynosi — 23" 27",
przeto tego dnia bedziemy mieli dzien najkrotszy.

Dtugos¢ dnia najdtuzszego znajdziemy ze wzoru (6) przez zatozenie

23"27', dtugosé zas dnia najkrotszego przez zatozenie d— — 23" 27"

Jezeli we wzorze (6) zatozymy S = 23" 27', otrzymamy

t— 124" 1' 37",

t = 235" 58' 23"
zatym wschod stonca o 8 godz. 16 min. 7 sek.
zachod 3, 43, 53 ,

dtugos¢ wiec dnia najdtuzszego 16 ,, 32 , 14
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Dtugos¢ dnia najkrotszego znajdziemy, ktadac we wzorze (6) S= — 23® 27/,

przez co otrzymamy
t = 55058 23" dla zacliodu

t— 1' 37" dla wschodu,

zatym n
wschod storica o 8 godz. 16 min. 7 sek.

zachdd stoncao3 ,, 43 ,, 53 sek.
dtugos¢ zatym dnia najkrotszego 7 godz. 27 min. 46 sek.

KONIEC.

Redaktor i wydawca czasopisma ,,Bibl. mat.-fiz.'
A. Czajewicz,
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DO NABYCIA

WE WSZYSTKICH KSIEGARNIACH NASTEPUJACE DZIELA

WYDANE Z ZAPOMOGI KASY POMOCY
DLA 0SOB PRACUJACYCH NA POLU NAUKOWEM,
lub ofiarowane na rzecz Kasy.

DZIELA MATEMATYCZNE.

Biblioteki matematyczno-fizycznej, wydawanej pod redakcyjg M. A. Baranieckiego
i A. Czajewicza, nastepiyace tomy:

Seryi | tom |I: Poczatl(i arytmetyl(i, Berkmana. Warszawa, 1884, w 12-ce, str.
X, 266, z drzeworyt, w tek$cie. W oprawie. Cena znizona kop. 30.
Seryi | t. Il'i I1l: Wiadomosci p0Czatl(Owe z fizyl(i, S. Kramsztyka. Ksigzeczka |

Wydanie drugie, str. XIl, 105, drzeworytéw 61. Cena w oprawie kop. 40. Ksigzeczka 11
Wydanie drugie str. XI, 171, drzeworytéw 77. Ceua w oprawie kop. 65.

Seryi | tom IV: WiadomoSci z gieografii fizycznej i meteorologii. A. W.  Witkow-
skiego. Warszawa. 1884. W 12-ce, str. 108, drzeworytéw 22, litografij 4. W oprawie.
Cena znizona kop. 25.

Seryi Il tom |: Arytmetylca, kurs teoretyczny M. A. Baranieckiego, Warszawa,
1884. W 8-ce, str. LVIII, 375, z drzeworyt, w tekscie. Cena znizona rs. 1.

Seryi Il tom V: Poczatl(owy wyktad syntetyczny wtasnos$ci przecie¢ stozkowych,
na podstawie ich pokrewieAstwa liarmonicznego z kotem, A. M. Baranieckiego.
Warszawa, 1885, w 8-ce, str. XVI, 131, drzeworytéw 63. Cena znizona kop. 40.

Seryi Il tom VL Trygonometryja ptaska | kulista, A. Gzajewicza. Warszawa,
1891, w 8-ce, str. XX, 389, drzeworyt. 86. Cena rs. 2.

Seryi 11l tom IX: Kosmografija, J. Jedrzejewicza, ze wstepem historycznym

11. Merczynga. Warszawa, 1886, w 8-ce, str. XLVIII, 400, drzeworytéw 215 tab. X.
Ceua znizona rs. 2.

Seryi IV tom IlI: Rozwigzywanie réwnah liczebnych, J. Sochockiego. Warszawa,
1884, w 8-co Lex, str. XIl, 212. Cena znizona kop. 60.
Seryi IV tom IV: Geometryja analityczna, W. Zaj(“czkowskiego. Warszawa,

1884, w 8-ce Lex, str. XL, 511, dzeworytéw 85. Cena znizona rs. 1.
Seryi IV tom X: Mechanika teoretyczna, J. N. Frankego, Warszawa, 1889,
w 8-ce” str. XXXI, 645, drzeworytow 72. Cena rs. 3.

Danieletoicz  Bolestaw. Z dziedziny statystyki matematycznej. Warszawa, 1884,
w 8-ce, str. 20. Cena znizona kop. 10.

Eosmarynowicz Teofil. Matematyczne podstawy ubezpieczenia na wypadek nie-
zdolnosci do pracy, w zastosowaniu do urzgdzenia kas emerytalnych. Wydat Bolestaw
Danielewicz, Warszawa, 1886, w 8-ce wiek. str. 1V, 53. Cena znizona kop. 10.

Gino Loria. Przeszto$¢ i stan obecny najwazniejszych teoryj gieometrycznych.
Przektad uzupetniony licznemi dodatkami, wydany za upowaznieniem autora przez
(S. Dicksteina. Warszawa, 1889, w 8-ce, str. VIII, 113, V. Ceaa kop. 60.



DZIELA PRZYRODNICZE | ETNOGRAFICZNE.

Sprawozdania z piSmiennictwa nankowego polskiego, w dziedzinie nauk mafe-e-
matycznych i przyrodniczych.

Kok 1. 1882. Warszawa, 1883, str. VIII, 188. Cena rs. 1.

Rok 2. 1883. Warszawa, 1885, str. 1V, 220. Cena rs. 1.

Kok 3. 1884. Warszawa, 1886, str. 1V, 294. Cena rs. 1.

Rok 4. 1885. Warszawa, 1887, str. VII, 300. Cena rs. 1.

1. B. Everett.  Jednostki | state fizyczne. Przektad z 2-go wyd. ang’ielskiego,
dokonany przez J. J. BogusTciego. Staraniem Redakcyi ,Wszechs$wiata", Warszawa,
1885, w 8-ce, str. XX, 168, IV. Cena znizona kop. 30.

T. X. lurley. Wyi<tad biologii praittycznej. Za upowaznieniem autora prze-
tozyt z angielskiego August  WrzeSniowslci®  prof. uniwersytetu. Warszawa, 1883,
w 8-ce, str. VIII, 271. Cena znizona kop. 30.

F. W. Ssohalski. Poczatek i rozwdj umystowo$ci w przyrodzie. Warszawa,
1885, w 8-ce, str. VIII, 468. Cena znizona kop. 60.

JDr. Kazimierz  Filipowicz. Wiadomoséci poczatkowe =z botaniki (podiug dzieta
D-ra Le Maout: ,Leeons elcraentaires de botanique") z 194 drzeworytami w tekscie.
Warszawa, 1884, 16-ka, str. 111, 234, II. Kartonowane. Cena znizona kop. 25.

W. K. Mapa hydrograficzna dawnej Stowianszczyzny. Cze$¢ zachodnio-pét-
nocna. Cenu znizona kop. 10.

W. K. Rzeki 1 jeziora, tekst objasniajacy do mapy hydrograficznej dawnej
Stowianszczyzny, cze$ci poétnocno-zachodniej. Warszawa, 1883, w 8-ce, str. Il, 125.
Cena znizona kop. 10.

Dr. Berdau Feliks.  Flora Tatr, Pienin i Beskidu Zachodniego. Warszawa,
1890, w 8-co, str. IV, 827, 55. Cena rs. 3.

BIIILIOTEKA PRZYRODNICZA ,WSZECHSWIATA".

Dr. Edtoard Strasburger prof. Krétki przewodnik do zaje¢ praktycznych z bota”
niki mikroskopowej. W 8-ce, str. X, 368, VI ze 115 drzeAvorytami w teksécie. Cena 2.
(Wyczerpane).

1J. Mohn. Zasady meteorologii, przetozyt St. EramsztyTc, 8-o0, str. XVI, 318,
VI, z 46 drzeworytami i 24 tablicami litografowanemi. Cena rs. 2.

J. D. Dan. Podrecznik gieologii. Spolszczyt Br. |1, Siemiradzki. Z 261 drze-
worytami w tel $cio. Warszawa, 1891. W 8-ce str. 219. Cena rs. 1 kop. 20.

DZIELA LEKARSKIE.

B-ra Jnlpisza  Cohnheima. Odczyty z patologii ogdlnej. Podrecznik dla le-
karzy i studentow. Przektad z 2-go przerobionego wydania, z 1882 r. Warszawa,
1884, w 8-e. Tom I, str. VIII, 607. Tom II, str. V, 262. Tom III, str. VI, 340, 20.
Cena rs. 5.

S. Jaccoud.  Wyktad patologii szszegétowej. Przektad z siédmego wydania
francuskiego z r. 1883. Dzieto ozdobione drzeworytami i tablicami chromolitogralicz-
nemi. Warszawa, 1884, w 8-ce. Tom |, str. 931. Tom II, str. 984. Tom IIl, str 961.
Cena rs. 6.

A. Baginsky. Wyktad chordb dzieci. Podrecznik dla lekarzy i studentow.
Przektad z wydania niemieckiego z r. 1883, dokonany przez D-ra Wiktoryna Kos-
mowskiego. Tom |. Warszawa, 1886, w 8-ce str. VIII, 279. Tom Il, 1886, 272. Tom III
1887, str. 272. Cena kazdego tomu rs. 2.

Br. F. V. Birch-Hirschfeld. Wyktad anatomii patologicznej. Cze$¢ og6lna,
ze 128 drzeworytami w tek$cie. Z 2-go, zupetnie przerobionego wydania przetozyt
Br. Wactaw Maysel.  Warszawa, 1884, w 8-ce, str. XVI, 338. Cena znizona kop. 30.
(Wyczerpane).

H. Haeser, Historyja medycyny. Przektad trzeciego wydania dzieta: Lehrbuch
der Geschichte der Medicin dokonany przez prof. B-ra |Il. E£uczkiewicza. Tom drugi.
Dzieje medycyny nowozytnej. War.szawa, 1886, w 8-ce, str 1092. Cena rs 5.



Toz samo dla b. prenumeratoréw Biblioteki Umiejetnosci lekarskich, od ark.
68 (str, 737 do 1062), cena z przesytka rs. 2. Arkusze poprzednie zniszczone i zagu-
bione, ksiegarnia E. Wendego i Sp. uzupetnia bezptatnie,

(NB. Tom pierwszy powyzszego dzieta, obejmujacy medycyne wiekéw starozyt-
nycti i $rednich, wydany w r. 1876 w Bibl. Umiej. lekarsk., str. 387 i 11, znajduje
sie w handlu ksiegarskim po rs. 1).

A. Korneliusza  Celsa. O lecznictwie ksigg oémioro (A. Corn. Celsi: De me-
dicina libri octo), z najlepszych wydan na jezyk polski przetozyt Dr. Med. i Chir.
Henryk  IzuczMewics. Warszawa, 1889, str, XXXVII, 630. Cena rs. 2.

G. Bunge.  Wyktad chemii fizyologicznej i patologicznej w 20 odczytach dla le-
karzy i uczacych sie. Przetozyli Dr. Wactaw Mayzel i Maksymilijan Flaiirn, kand.
chemii. Warszawa, 1889, w 8-ce, str. VIII, 399, XI, Cena rs. 2.

Cybulski  Napoleon  prof. Fizyologija cztowieka, wydana staraniem  Stanistaioa
Markiewicza. Cze$¢ | Krew. Limfa. Mieénie. Uktad nerwowy. Warszawa, 1891,
w 8-cc, str. 239 z 63 cynkotypami. Cena kop. 75. (Cze$¢ druga w druku),

Dr-a Fryderyka  Sandera.  Zarys nauki o Publicznej Ochronie Zdrowia, wedtug
drugiugo wydania z r. 1885, przetozyt St. Markieivicz. 40 arkuszy. Warszawa. 1891.
Cena rs. 1 kop. 50,

Dr. Datvid Wassercug. Objawy Oczne, przy zaburzeniach uktadu nerwowego,
oraz warto$¢ ich przy rozpoznawaniu siedliska i natury cboréb mézgowych, (Z rysun-
kami szematycznemi). Warszawa 1891, w 16-ce, str. 256. Cena rs. 1.

DZIELA FILOZOFICZNE, HISTORYCZNE, FILOLOGICZNE | PEDAGOGICZNE.

Biblioteka filozoficzna, wydawana pod redakcyja prof, Henryka Struvego.
Dotad wyszty nastepuja™ce pisma:

Platon.  Obrona Sokratesa. Przetozyt z greckiego i objasnienia dodat Adam
Maszeioski, Magister nauk tilologiczno-historycznych b. Szkolty Gidwnej Warszawskiej,
Warszawa, 1885, w 8-ce str. XII, 68, nlb. 4. Cena kop. 40.

Platon. Fileb. Dyjalog o rozkoszy. Przetozyt z greckiego Br. Kasinotvski.
Warszawa, 1888, w 8-ce, str. XL, 103, nlb. Cena kop, 70.

Kartezyjusn. Rozmyslania nad zasadami filozofii, dowodzace istnienia Boga
i roznicy pomiedzy dusza ludzka i ciatem. Przetozyt z taciriskiego Ignacy  Karol
Dtoorzaczek. Warszawa, 1885, w 8-ce str. XX, 110, nlb. 4. Cena kop. 70.

Spinoza. Etyka, sposobem geometrycznym wytozona. Przetozyt z tacinskiego
Antoni  Paskal. AYarszawa, 1888, str. XLVII, 254, Cena rs. 1 kop. 50.

Berkeley. Rzecz o zasadach poznania. Przetozyt z angielskiego Feliks Jeziei--
ski. Warszawa 1890, w 8-ce str. XXXII, 152, nlb. 6, Cena kop, 50.

Kondyllak.  Traktat o wrazeniach zmystowych. Przetozyt z francuskiego Antoni
Lange.  Warszawa, 1887, w 8-ce, str, XXXVII. 220, Cena rs. 1 kop. 20.

Wierzhoicski ~ Teodor. Krzysztofa Warszewlckiego niewydane pisma, listy do zna-
komitych ludzi, tudziez inne dokumenty, oilnoszace sie do jego zycia i dziatalnosci,
ewraz ze spisem dziet tegoz autora, dotad drukiem ogtoszonych. Warszawa, 1883,
w 8-ce, str, VII, 276, Cena rs, 2,

Wierzhmoski ~ Teodor.  Krzysztof Warszewicki 1544 — 1600 i jego dzieta. Mono-
grafia historyczno-literaeka. =~ Warszawa, 1877, w 8-ce, str. Xn, 406. Cena rs. 3.

Biblioteka zapomnianych poetéw i prozaikéw polskich:

Zeszyt |. Wenecyja, poemat historjczno-polityczny z korica XVI wieku. War-
szawa, 1886, str. XXXVIII, 90, V, Cena rs. 3.

Zeszyt I1. Mowy Krzysztofa Warszewlckiego, wypowiedziane i wydane w r. 1602.
Warszawa, 1885, str. VII, Il, Cena rs, 1,

Wierzhoioski  Teodor.  Uchadsciana, czyli zbiér dokumentéw, wyjasniajacych
zycie i dziatalno$¢ Jakéba Uchanskiego, arcybiskupa gnieznienskiego, f 1581, War-
szawa, 1884—1890 w 8-ce.

Tom I. korespondencyja Uchanskiego z lat 1549 — 1581 i wyjatki z Acta de-
cretorinn kapituty gnieznienskiej z lat 1562—1581, str. VIII, XV, XLIV, 441



Tom Il. rézne dokumenty z lat 1537 — 1581 i Uchansciana Yladislariensia, lat
1557 — 1562, zebrane przez Zenona Chodrjfiskiego, p.iatata kustosza katedry kuja-
u-skiej. str. 1V, XVn, 480. . P

Tom Ill, zaAYierajacy: 1) korespondencyje Lchauskiego z llozynszem loo4 —
1573- listy rozmaitych os6b do Uchanskiego, 1554 — 15G5; 3) poselstwa polskie do
Kzymu, 1548 — 1578; 4) biografie Uchanskiego przez 1. A. Zatuskiego; 5) Achacego
Curcusa Elegia gratulatoria, 1559. Warszawa, 1890. Cena kazdego tonm rs. 3.

Wierzhoicslzi  Teodor. Jana Oslroroga Pamietnik ku pozytkowi Ezeczypospolitej
zebrany, poprzedzony przedmowa. Warszawa, 1891. Cena rs. 1 kop. 25.

Korneliusa  Neposa.  Zywoty znakomitych mezdw, przetozyt i objasnienia histo-
ryczne dodat A. Mierzynski. Warszawa 1883, w 8-ce str. 361. Cena znizona kop. 15.

J. Szastecki. Gramatyka czeska, wydana naktadem Kazimierza Kaszeicskiego.
Warszawa, 1884, w B-ce str. YIII, 204. Cena rs. 1 kop. 20.

Prace filologiczne, wydawane przez J. Baudouina de Courtenay, J.  Karlo-
toicza, Ad. Ant. Krynskiego i L. Malinowshiago.

Tom I. Warszawa, 1885 i 1886, w 8-<'e, str. 818. Cena rs. 4 kop. 30.

Tom Il. Warszawa,- 1887—1888, w 8-ce str. 881. Cena rs. 4 kop. 50.

Tom IIl. Warszawa, 1887—1891, str. 846. Cena rs. 3.

Iliada Homera, przettomaczyt hexametrem Atigustrjn Szmurlo, b. prof. literatury
greckiej i rzymskiej i t. d. Warszawa, 1887. W 8-ce wiek. str. XXX, 531. Cena
znizona rs. 1. . . .

Rocznik pedagogiczny, przeglad postepéw w dziedzinie wychowania i nauczania,
wydawany staraniem i pod redakcyja S. Dicksteina. Tom Il. 1882—1883. Warszawa,
1884 w 8-ce str. IX, 470. Cena znizona kop. 50.

Gajsler J. |. Rysdziejow czeskich, skreslit wedtug Zrédet... Tora |I. Warszawa,

1888. W 8-ce str. IV, 228, z mapa chromolitograf. Cena rs. 1 kop. 20. Tora II. 1892.
Str. 361. Cena rs. 1.

DZIELA TEESCI KOZMAITEJ.

Zielinsld  Dominik, b. obrorica przy senacie. O wekslach (fragment). Wydanie
po$miertne. Warszawa, 1883, w 8-ce, str. IV, 410. Cena rs. 2 kop. 50.

Jezioranski ~ Feliks.  Ustawy hypoteczne i przepisy o zatwierdzeniu aktéw notaryjal-
nych, obowigzujace w Krélestwie Polskiem, z objasnieniami. Czo$¢ 1l. Ustawa sejmo-
wa zr. 1818". Tom 1. Warszawa, 1892. W 8-ce str. 575, VI.

Kleczkoioski ~ Kazimierz — arch. Analiza ksztattéw architektury. AYarszawa, 1885,
w 8-cc, str. 101, z 22 tablicami rj-sunkéw, sposobem foto-litograticznyra wykonanych.
Cena rs. 2.

Toz. Cze$¢ Il. Warszawa, 1890, w 8-ce str. X, 114, z 65 rysunkami w tekécie.
Cena rs. 2.
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